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Prólogo

Para poder apreciar mejor la importancia de la teoría espectral recordemos la forma normal
de Jordan para matrices en Cn. Mediante el cambio de base a vectores propios generali-
zados se obtiene una representación del comportamiento de un operador. La estructura
de ese comportamiento es dada por los subespacios invariantes y los valores propios. Una
aplicación importante es la resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Sea
x : [0, T ]→ C la solución de la ecuación ẋ = Ax, donde A ∈ Cn×n y x(0) = x0 ∈ Cn. En un
curso de ecuaciones diferenciales ordinarias uno aprende que la solución está representada
por x(t) = etAx0, y se le da un sentido al exponencial de la matriz tA mediante la forma
normal de Jordan de A.
Análogamente, si uno quiere resolver la ecuación del calor

d

dt
u(t, x) = ∆u(t, x),

escribiendo formalmente u̇ = ∆u, uno también quiere llegar a escribir la solución como
u(t, x) = et∆u0(x), donde u0 es la distribución de temperatura al tiempo inicial. Aquí ∆ es
un operador lineal no acotado en un espacio de Banach adecuado. Uno de los temas de la
teoría espectral general es dar un sentido al exponencial de un operador lineal en un espacio
de Banach. Como en el caso de dimensión finita hay que analizar la estructura del operador
mediante su espectro y sus subespacios invariantes. Aquí en general nos restringiremos a
operadores normales. En dimensión finita los operadores normales son aquellos cuya matriz
de representación tiene una forma normal de Jordan diagonal.
Los objetos básicos de la teoría espectral son las álgebras de Banach y los espectros de sus

elementos. Informalmente, un álgebra de Banach A es un álgebra compleja con elemento
unitario e que también es un espacio complejo de Banach, y que tiene ciertas propiedades.
El espectro σ(x) de un x ∈ A es un subconjunto compacto de C que representa los “valores”
que toma x en un cierto sentido. Formalmente, λ ∈ σ(x) si y sólo si λe− x no es invertible
en A respecto a la multiplicación.
Los ejemplos mas sencillos de álgebras de Banach son C, C(K) con multiplicación de

funciones (dondeK es un espacio de Hausdorff compacto) y los operadores lineales acotados
L(X) con composición (donde X es un espacio de Hilbert). Si por ejemplo f ∈ C(K),
entonces σ(f) = f(K). Aquí el espectro de un elemento f es precisamente su imagen. Para
cualquier subconjunto compacto K ⊆ C el elemento idK ∈ C(K) tiene K como espectro.
Ese tema está estudiado porque la información contenida en el espectro de un operador

lineal acotado (o no acotado) en muchos casos es suficiente para hacer una construcción
con el. Al mismo tiempo, restringirse a esa información reducida permite crear una teoría
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general que puede ser aplicada en todos los campos donde aparecen operadores lineales en
espacios de Banach.
Una herramienta muy útil que surge de la teoría espectral es el cálculo simbólico. Eso

significa que uno aplica funciones a elementos de álgebras de Banach, particularmente a
operadores lineales. Informalmente, si x ∈ A entonces se define para una función f : σ(x)→
C un elemento f(x) de A. Eso se hace de tal manera que para x ∈ A fijo, el mapeo f 7→ f(x)
es un homomorfismo de álgebras, 1 7→ e y idσ(x) 7→ x. En consecuencia, las propiedades de
las funciones σ(x)→ C se reflejan en las propiedades de sus imágenes en A bajo el cálculo
simbólico. Recordando el ejemplo al inicio, el cálculo simbólico nos dará una interpretación
del exponencial de un operador lineal en un espacio de Banach.
Veremos otro ejemplo: sea x ∈ A fijo. Si existe un camino γ de 0 a un punto en la

componente no acotada de C\σ(x) tal que γ((0, 1])∩σ(x) = ∅, entonces existe una función
continua f : σ(x) 7→ C tal que f(λ)2 = λ para todo λ ∈ σ(x) o, en otras palabras, f 2 =
idσ(x) (una raíz cuadrada). Si está definido un cálculo simbólico en A que aplica a este x
para mapeos continuos entonces existe f(x) ∈ A. La propiedad del homomorfismo dice que
se cumple f(x)2 = x porque f es una raíz. Entonces f(x) es una raíz cuadrada del elemento
x. Para construirla uno sólo necesita tener suficiente información sobre el espectro de x.
Si no hay ese camino γ, todavía existe una raíz cuadrada f ∈ L∞loc(C) que no es continua.

Su restricción a σ(x) está en el álgebra de Banach L∞(σ(x)). Si existe un cálculo simbó-
lico respecto a funciones en ese espacio que se puede aplicar a un elemento x entonces x
todavía tiene raíz cuadrada. Eso demuestra que cuanto más grande el espacio de funciones
admisibles en un cálculo simbólico, tanto mejores los resultados que uno puede obtener en
los casos admisibles.
En un álgebra de Banach general primero definiremos un cálculo simbólico para funciones

que son holomorfas en una vecindad de σ(x). En B∗-álgebras y para los elementos x
normales lo extenderemos a funciones que sólo son continuas en σ(x). En el caso todavía
mas especial del álgebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert, definiremos f(x)
para cualquier función f ∈ L∞(σ(x)) y x normal. Y al final, todavía en el álgebra de
operadores acotados de un espacio de Hilbert, extenderemos ese resultado a funciones f
que sólo son medibles. En esa situación se obtiene como imagen un operador no acotado
en el espacio de Hilbert cuando la función no es acotada esencialmente, es decir, uno sale
del álgebra con el cálculo simbólico.
Otro resultado básico de la teoría espectral es el teorema espectral para operadores li-

neales normales (acotados o no acotados) en un espacio de Hilbert X. En ese teorema un
operador L está reconstruido de ciertas proyecciones ortogonales en X que son relaciona-
das con subconjuntos medibles del espectro. Informalmente, L está representado como un
integral de la función idσ(L) respecto a algo parecido a una medida de Borel en σ(L) to-
mando proyecciones ortogonales como valores. Una aplicación muy importante del teorema
espectral es el análisis espectral de operadores de Schrödinger.
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1. Álgebras de Banach

1.1. Introducción
Todos espacios vectoriales son sobre el campo C.

1.1 Definición. Un álgebra es un espacio vectorial A junto con una multiplicación interior
A× A→ A que cumple

(i) x(yz) = (xy)z,

(ii) (x+ y)z = xz + yz, x(y + z) = xy + xz,

(iii) α(xy) = (αx)y = x(αy)

para todo x, y, z ∈ A y α ∈ C. En otras palabras, la multiplicación interior es un mapeo
asociativo y bilineal.
Supongamos que además A es un espacio de Banach con norma que cumple

(1.1) ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖, para todo x, y ∈ A,

(en otras palabras, la multiplicación es acotada como mapeo bilineal) y que existe un
elemento unitario e tal que

(1.2) xe = ex = x, para todo x ∈ A,

(elemento neutral de la multiplicación) y

(1.3) ‖e‖ = 1.

Entonces A es un álgebra de Banach.

1.2 Nota. (a) El elemento unitario es único.

(b) Si A es un álgebra compleja y un espacio de Banach que cumple (1.1) pero no existe
un elemento unitario sea A1 := A × C el álgebra de Banach con multiplicación
(x, α)(y, β) := (xy + αy + βx, αβ), norma ‖(x, α)‖1 := ‖x‖+ |α| y elemento unitario
e := (0, 1). Entonces A × {0} es un subespacio cerrado de codimensión 1 de A1 y
además un ideal de ambos lados.

(c) La multiplicación es continua: xi → x y yi → y implica xiyi → xy en A cuando
i→∞.
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Lo siguiente demostrará que propiedades (1.1) y (1.3) se obtienen mediante un cambio
de norma bajo condiciones mas débiles.

1.3 Teorema. Sea A un espacio de Banach que también es un álgebra con elemento
unitario e 6= 0, donde la multiplicación es continua en la izquierda y en la derecha (es
decir, xi → x y yi → y implica xiy → xy y xyi → xy en A cuando i → ∞ para todo
x, y ∈ A). Entonces existe una norma equivalente en A tal que con esta norma A es un
álgebra de Banach.

Demostración. Por continuidad en la derecha para todo x ∈ A el mapeo M(x) : A → A,
M(x)y := xy, es un operador lineal acotado en A. Consideremos el mapeo M : A→ B(A)
(B(A) es el espacio de los operadores lineales acotados en A) y pongamos Ã := M(A). Por
las propiedades de la multiplicación en A el mapeo M es un homomorfismo de las álgebras
A y Ã. Si M(x) = 0 entonces x = xe = M(x)e = 0, es decir, M es un monomorfismo
algebraico. Como

‖M−1(M(x))‖ = ‖x‖ = ‖xe‖ = ‖M(x)e‖ ≤ ‖M(x)‖ ‖e‖,

la inversa de M es continua entre el espacio normado Ã y el espacio de Banach A.
Demostremos que Ã es un subespacio cerrado de B(A). Sean (Ti) ⊆ Ã y T ∈ B(A) tales

que Ti → T en B(A). Denotemos xi := M−1(Ti). Como Ti(y) = xiy = (xie)y = Ti(e)y y la
multiplicación en A es continua por la izquierda,

T (y) = ĺım
i→∞

Ti(y) = ĺım
i→∞

Ti(e)y = T (e)y para todo y ∈ A.

En consecuencia, T = M(T (e)) ∈ Ã y Ã es cerrado.
El teorema de la aplicación abierta dice que M es un isomorfismo de los espacios de

Banach A y Ã. Por lo tanto, la nueva norma ‖x‖1 := ‖M(x)‖ en A es equivalente a la
norma original. Además, cumple

‖xy‖1 = ‖M(x)M(y)‖ ≤ ‖M(x)‖ ‖M(y)‖ = ‖x‖1‖y‖1

y
‖e‖1 = ‖M(e)‖ = ‖I‖ = 1,

es decir, A es un álgebra de Banach respecto a esta nueva norma.

1.4 Ejemplos. (a) SeaK un espacio de Hausdorff compacto y no vacío. Entonces C(K),
el espacio de Banach de mapeos continuos K → C con norma ‖ · ‖∞, es un álgebra
(conmutativa) de Banach mediante la multiplicación de funciones. El elemento uni-
tario es la función constante 1. Si K consiste de n puntos aislados, entonces C(K) es
isomorfo a Cn. Particularmente, si n = 1 entonces C(K) = C, el álgebra de Banach
más sencilla, de dimensión 1, con el valor absoluto como norma.
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(b) Sea X 6= {0} un espacio de Banach. Entonces B(X), el espacio de los operadores
lineales acotados en X, junto con la composición de operadores como multiplicación
interna, es un álgebra de Banach respecto a la norma de operadores usual y con
el elemento unitario I, la identidad en X. Si dimX = n < ∞ entonces B(X) es
isomorfa al álgebra de las matrices n× n complejas. Si dimX > 1 entonces B(X) no
es conmutativo.
Toda subálgebra cerrada de B(X) que contiene I es un álgebra de Banach. La de-
mostración del Teorema 1.3 comprueba que todo álgebra de Banach es isomorfa a
una de ese tipo.

(c) Sea K un subconjunto compacto y no vacío de C y sea A la subálgebra de C(K) que
consiste de las funciones que son holomorfas en el interior de K. Entonces A es un
subconjunto cerrado de C(K) (por la formula integral de Cauchy), es decir, A es un
álgebra de Banach.

(d) El espacio de Banach L1(Rn) con convolución

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn
f(x− y)g(y) dy

como multiplicación interior es un álgebra que cumple (1.1), pero no tiene un ele-
mento unitario. El siguiente inciso explica come uno podría entender la completación
abstracta mediante la Nota 1.2(b) de L1(Rn) a un álgebra de Banach.

(e) Sea M(Rn) el espacio de Banach de las medidas complejas de Borel, donde la norma
de µ es la variación |µ|(Rn). Si µ, ν ∈M(Rn) entonces la convolución µ ∗ ν ∈M(Rn)
se define mediante

(µ ∗ ν)(B) :=
∫
Rn
µ(B − y)dν(y) =

∫
Rn
ν(B − x)dµ(x).

Entonces M(Rn) es un álgebra de Banach con la convolución como multiplicación
interior y unidad δ, la medida de Dirac. El mapeo L1(Rn) → M(Rn), f 7→ f dmn

(donde mn es la medida de Lebesgue en Rn) es un monomorfismo entre álgebras. La
subálgebra de Banach de M(Rn) mas chica que contiene la imagen de L1(Rn) bajo
este monomorfismo es el espacio de medidas con representación f dmn + λδ, donde
f ∈ L1(Rn) y λ ∈ C.

1.2. Homomorfismos complejos
Sea A un álgebra con elemento unitario e. Un homomorfismo (de álgebras) φ : A → C es
un homomorfismo complejo. Un elemento x de A es invertible cuando existe un inverso
x−1 de x en A, es decir, un elemento que cumple xx−1 = x−1x = e. Un inverso siempre es
único.
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1.5 Proposición. Sea φ 6≡ 0 un homomorfismo complejo en A. Entonces φ(e) = 1 y
φ(x) 6= 0 para todo elemento invertible x en A.

Demostración. Existe y ∈ A tal que φ(y) 6= 0. Como

φ(y) = φ(ye) = φ(y)φ(e)

se sigue que φ(e) = 1. Si x ∈ A es invertible entonces

φ(x)φ(x−1) = φ(xx−1) = φ(e) = 1,

es decir, φ(x) 6= 0.

1.6 Teorema. Sea A un álgebra de Banach, x ∈ A y ‖x‖ < 1. Entonces

(a) e− x es invertible,

(b) ‖(e− x)−1 − (e+ x)‖ ≤ ‖x‖2/(1− ‖x‖),

(c) |φ(x)| < 1 para todo homomorfismo complejo φ en A.

Demostración. Como ‖xn‖ ≤ ‖x‖n y ‖x‖ < 1 las sumas parciales

sn :=
n∑
k=0

xn

forman una sucesión de Cauchy en A. Como A es completo existe s en A tal que sn → s
cuando n→∞. Observamos que xn → 0,

sn(e− x) = e− xn+1 = (e− x)sn

y la continuidad de la multiplicación implican que s es el inverso de e− x. Ahora

‖s− (e+ x)‖ =
∥∥∥∥ ∞∑
n=2

xn
∥∥∥∥ ≤ ∞∑

n=2
‖x‖n = ‖x‖2

1− ‖x‖ .

Finalmente, supongamos que λ ∈ C cumple |λ| ≥ 1. Por inciso (a) e − λ−1x es invertible
y la Proposición 1.5 implica que

1− λ−1φ(x) = φ(e− λ−1x) 6= 0,

es decir, φ(x) 6= λ.
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1.3. Propiedades básicas de espectros
1.7 Definición. Sea A un álgebra de Banach. Denotemos por G = G(A) el conjunto de
los elementos invertibles de A. Si x, y ∈ G entonces y−1x es el inverso de x−1y, es decir,
x−1y ∈ G. Eso demuestra que G es un grupo respecto a la multiplicación en A.
Para x ∈ A el espectro σ(x) de x es el conjunto de números complejos λ tal que λe− x

no es invertible. El complemento C\σ(x) es el conjunto resolvente de x. El radio espectral
de x es el número

ρ(x) := sup{|λ| | λ ∈ σ(x)}.

1.8 Teorema. Sean A un álgebra de Banach, x ∈ G(A) y h ∈ A tal que ‖h‖ ≤ 1
2‖x

−1‖−1.
Entonces x+ h ∈ G(A) y

(1.4) ‖(x+ h)−1 − (x−1 − x−1hx−1)‖ ≤ 2‖x−1‖3‖h‖2.

Demostración. Como x + h = x(e + x−1h) y ‖x−1h‖ ≤ 1
2 el Teorema 1.6 implica que

x+ h ∈ G(A) y que

‖(x+ h)−1 − (x−1 − x−1hx−1)‖ ≤ ‖(e+ x−1h)−1 − (e− x−1h)‖‖x−1‖

≤ ‖x
−1‖3‖h‖2

1− ‖x−1h‖
≤ 2‖x−1‖3‖h‖2.

1.9 Teorema. Si A es un álgebra de Banach entonces G(A) es un subconjunto abierto de
A y el mapeo x 7→ x−1 es un homeomorfismo de G(A) en G(A).

Demostración. Que G(A) es abierto y que el mapeo x 7→ x−1 es continuo sigue del Teore-
ma 1.8. Como x 7→ x−1 es suprayectivo y autoinverso, es un homeomorfismo.

1.10 Repaso. Sean X un espacio de Banach, Q un espacio de Hausdorff compacto,
f : Q → X continuo y µ una medida positiva de Borel en Q (es decir, µ tiene [0,∞)
como codominio). Notamos que en este caso conv f(Q) es compacto.
Entonces existe un y sólo un elemento∫

Q
f dµ ∈ X

(el integral de f respecto a µ) tal que

(1.5)
∫
Q

(Λf) dµ = Λ
(∫

Q
f dµ

)
para todo Λ ∈ X∗.
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El integral está caracterizado por (1.5), es decir, cualquier propiedad de el sigue de (1.5).
Se cumple

(1.6)
∥∥∥∥∫

Q
f dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
Q
‖f‖ dµ.

Si además µ(Q) = 1, entonces

(1.7)
∫
Q
f dµ ∈ conv f(Q).

1.11 Repaso. Sean Ω ⊆ C abierto y X un espacio de Banach. Un mapeo f : Ω → X es
holomorfo débilmente cuando para todo Λ ∈ X∗ el mapeo Λf : Ω → C es holomorfo. El
mapeo f es holomorfo fuertemente cuando el límite

ĺım
w→z

f(w)− f(z)
w − z

existe respecto a la norma en X para todo z ∈ Ω. Un mapeo holomorfo débilmente es
continuo y holomorfo fuertemente. Se cumplen las usuales formulas integrales de Cauchy
respecto al integral definido en el Repaso 1.10.

1.12 Teorema. Si A es un álgebra de Banach y x ∈ A entonces

(a) el espectro σ(x) es compacto y no vacío,

(b) el radio espectral de x cumple

(1.8) ρ(x) = ĺım
n→∞
‖xn‖1/n = ı́nf

n≥1
‖xn‖1/n.

Esta es la formula del radio espectral.

Demostración. Si |λ| > ‖x‖ entonces e− λ−1x es invertible por el Teorema 1.6, y también
λe− x. Entonces λ /∈ σ(x), es decir, se cumple

(1.9) ρ(x) ≤ ‖x‖

y σ(x) es acotado. Para demostrar que σ(x) es cerrado definimos g : C → A por g(λ) :=
λe− x. Entonces g es continuo y el conjunto resolvente Ω de x es g−1(G(A)), un conjunto
abierto por el Teorema 1.9 y la continuidad de g. Eso implica que σ(x) es cerrado.
Definimos f : Ω → G(A) por f(λ) := (λe − x)−1 (la resolvente de x). Sean λ, µ ∈ Ω tal

que |λ− µ| ≤ 1
2‖f(λ)‖−1. Entonces el Teorema 1.8 implica (reemplazando x por λe− x y

h por (µ− λ)e)

‖f(µ)− f(λ) + (µ− λ)f 2(λ)‖
= ‖((λe− x) + (µ− λ)e)−1 − (λe− x)−1 + (µ− λ)(λe− x)−2‖

≤ 2‖f(λ)‖3|µ− λ|2.
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Entonces

(1.10) ĺım
µ→λ

f(µ)− f(λ)
µ− λ

= −f 2(λ) para todo λ ∈ Ω,

es decir, f es holomorfo fuertemente.
Como en la prueba del Teorema 1.6 se obtiene que la serie

(1.11) f(λ) =
∞∑
k=0

λ−k−1xk

converge uniformemente para λ en un circulo Γr con centro 0 y radio r > ‖x‖. En seguida
(1.6) comprueba que podemos integrar la serie término por término para obtener

(1.12) xn = 1
2πi

∫
Γr

λnf(λ) dλ.

Si σ(x) fuera vacío, todos esos integrales serian 0 porque λnf(λ) sería holomorfo en todo
C. Pero para n = 0 eso diría que e = 0, una contradicción. Entonces σ(x) 6= ∅.
El teorema de Cauchy implica que (1.12) todavía vale cuando solamente r > ρ(x) porque

si r1 > ‖x‖ y r2 > ρ(x) entonces Γr1 − Γr2 es un ciclo que tiene número de giro 0 en el
complemento de Ω. Pongamos

M(r) := máx
θ∈R
‖f(reiθ)‖ para r > ρ(x).

Como f es continuo, M(r) <∞ para todo r > ρ(x). Por (1.12) obtenemos

‖xn‖ ≤ rn+1M(r)
2π ,

y en consecuencia
ĺım sup
n→∞

‖xn‖1/n ≤ r para todo r > ρ(x).

Por lo tanto,

(1.13) ĺım sup
n→∞

‖xn‖1/n ≤ ρ(x).

Por otro lado, sea λ ∈ σ(x). Entonces λne− xn no es invertible porque

λne− xn = (λe− x)(λn−1e+ λn−2x+ · · ·+ xn−1)

y un elemento invertible no puede tener un elemento no invertible como uno de dos factores
que conmutan (véase la Tarea 1). En seguida, λn ∈ σ(xn) y (1.9) implica que |λn| ≤ ‖xn‖
para todo n ∈ N. Por lo tanto, λ ≤ ı́nfn∈N‖xn‖1/n para todo λ ∈ σ(x), es decir,

(1.14) ρ(x) ≤ ı́nf
n∈N
‖xn‖1/n.

Considerando (1.13) y (1.14) obtenemos (1.8) y termina la demostración.
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1.13 Teorema (Gelfand y Mazur). Si A es un álgebra de Banach donde todo elemento no
cero es invertible, entonces A es isomorfo isométricamente a C.

Demostración. Sean x ∈ A. Si λ1 6= λ2 entonces por lo mas uno de λ1e − x y λ2e − x es
cero, es decir, por lo menos uno de ellos es invertible. Eso implica que σ(x), no siendo vacío,
consiste precisamente de un punto que llamaremos λ(x). Como λ(x)e− x no es invertible,
es cero, es decir, x = λ(x)e. Esa identidad implica que λ es un isomorfismo algebraico de
A y C. Como |λ(x)| = ‖λ(x)e‖ = ‖x‖, λ es isométrico.

El espectro de un elemento x de un álgebra de Banach A es un objeto puro algebraico,
y lo mismo es cierto para el radio espectral de x porque está definido en términos del
espectro. Por otro lado, la fórmula del radio espectral lo relaciona con la norma de las
potencias de x, es decir, con propiedades métricas.
Si A es una subálgebra de un álgebra de Banach B entonces un elemento de A que no

es invertible en A puede ser invertible en el álgebra mas grande B. Entonces los espectros
σA(x) y σB(x) pueden ser diferentes. De todos modos se cumple σB(x) ⊆ σA(x). Por
otro lado, el radio espectral solo depende de las normas de potencias de x, que no están
influenciados de lo que pasa afuera de A. Entonces ρA(x) = ρB(x). Describiremos con mas
detalle la relación de σA(x) y σB(x).

1.14 Lema. sean V,W conjuntos abiertos en un espacio topológico X que cumplen con V ⊆
W , W contiene no punto de la frontera de V . Entonces V es una unión de componentes
conexas de W .

Demostración. Es suficiente demostrar que Ω ⊆ V cuando Ω es una componente conexa de
W y Ω ∩ V 6= ∅. Entonces sea eso el caso. Denotemos por U el complemento de V . Como
W no contiene ningún punte de la frontera de V , Ω es la unión de los conjuntos abiertos
ajenos Ω ∩ V y Ω ∩ U . Como Ω es conexo, Ω ∩ U = ∅, es decir, Ω = Ω ∩ V ⊆ V .

1.15 Lema. Sean A un álgebra de Banach, (xn) ⊆ G(A) y x ∈ ∂G(A) tal que xn → x en
A cuando n→∞. Entonces ‖x−1

n ‖ → ∞ cuando n→∞.

Demostración. Si no fuera cierta la conclusión entonces existiría M <∞ tal que ‖x−1
n ‖ ≤

M para un número infinito de índices n. Sea n uno de esos índices tal que ‖xn−x‖ < 1/M .
En seguida,

‖e− x−1
n x‖ = ‖x−1

n (xn − x)‖ < 1,

es decir, x−1
n x ∈ G(A) por el Teorema 1.6. Como x = xn(x−1

n x) y G(A) es un grupo,
x ∈ G(A). ¡Contradicción con que G(A) es abierto!

1.16 Teorema. (a) Si A es un álgebra cerrada de un álgebra de Banach B y si A con-
tiene el elemento unitario de B entonces G(A) es la unión de ciertas componentes
conexas de A ∩G(B).

12
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(b) Bajo esas condiciones, para cualquier x ∈ A el espectro σA(x) es la unión de σB(x)
con una colección (posiblemente vacía) de componentes acotadas de C\σB(x). Parti-
cularmente, ∂σA(x) ⊆ σB(x).

Demostración. Inciso (a): Si x ∈ G(A) entonces x tiene la misma inversa en B, es decir,
G(A) ⊆ G(B). Ambos conjuntos G(A) y A∩G(B) son abiertos en A. Por el Lema 1.14 es
suficiente demostrar que ∂G(A) ∩G(B) = ∅.
Sea y ∈ ∂G(A). Existe (xn) ⊆ G(A) tal que xn → y. Por el Lema 1.15 ‖x−1

n ‖ → ∞.
Si y estuviera en G(B) entonces la continuidad de la inversión en G(B) implicaría que
‖x−1

n ‖ → ‖y−1‖, una contradicción. Por lo tanto, y /∈ G(B). Eso prueba (a).
Inciso (b): Sean ΩA := C\σA(x) y ΩB := C\σB(x). Entonces ΩA y ΩB son abiertos.
Como σB(x) ⊆ σA(x), ΩA ⊆ ΩB. Sea λ ∈ ∂ΩA. Entonces λ ∈ σA(x) y existe (λn) ⊆ ΩA

tal que λn → λ. Se sigue que λne − x ∈ G(A), λe − x /∈ G(A) y λne − x → λe − x, es
decir, λe− x ∈ ∂G(A). Como ya demostramos en el inciso (a), λe− x /∈ G(B) y por tanto
λ /∈ ΩB. Ahora el Lema 1.14 implica que ΩA es la unión de componentes conexas de ΩB.
Las otras componentes de ΩB son subconjuntos de σA(x). Eso prueba (b).

1.17 Corolario. Si C\σB(x) es conexo entonces σA(x) = σB(x).

La condición del corolario anterior se cumple por ejemplo cuando σB(x) ⊆ R.

1.18 Teorema. Sean A un álgebra de Banach, x ∈ A, Ω ⊆ C abierto y σ(x) ⊆ Ω. Entonces
existe δ > 0 tal que σ(x+ y) ⊆ Ω cuando y ∈ A cumple ‖y‖ ≤ δ.

Demostración. Como ‖(λe − x)−1‖ es una función continua de λ en C\σ(x) y como ella
tiende a 0 cuando λ→∞, existe M <∞ tal que

‖(λe− x)−1‖ < M para todo λ ∈ C\Ω.

Si y ∈ A cumple ‖y‖ < 1/M y si λ ∈ C\Ω entonces

λe− (x+ y) = (λe− x)
(
e− (λe− x)−1y

)
es invertible en A por el Teorema 1.6 y porque ‖(λe−x)−1y‖ < 1. En seguida, λ /∈ σ(x+y).
Hemos demostrado que σ(x+y) ⊆ Ω y terminamos la demostración poniendo δ := 1/M .

1.4. Cálculo simbólico
Sea A un álgebra de Banach. Recordemos que un cálculo simbólico es un mapeo f 7→ f(x) ∈
A para ciertas funciones f y ciertos elementos x ∈ A. Pedimos de un cálculo simbólico que
para x fijo el mapeo f 7→ f(x) sea un homomorfismo de álgebras, que 1 7→ e y que id 7→ x.
La forma necesaria y natural de un cálculo simbólico para polinomios y funciones ra-

cionales es reemplazar la variable compleja por el elemento x. A esa regla se puede dar
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sentido siempre cuando la función es holomorfa en una vecindad de σ(x) (es decir, σ(x) no
contiene ningún polo de la función). Similarmente, si f es una función entera con la serie
de potencias f(λ) = ∑∞

k=0 akλ
k, es natural definir

f(x) =
∞∑
k=0

akx
k

porque la serie converge para todo x ∈ A. Eso sigue como en la demostración del Teore-
ma 1.6.
En esta sección definiremos f(x) cuando x ∈ A y cuando f es holomorfo en una vecindad

de σ(x). En vez de series de potencias o series de Laurent utilizaremos una formula de
Cauchy para funciones que toman valores en A.

1.19 Repaso. Sean X un espacio de Banach, Q un espacio de Hausdorff compacto,
f : Q→ X continuo y µ una medida real de Borel en Q. La descomposición de Jordan de
µ consiste de dos medidas positivas µ± tal que µ = µ+−µ−. Se define el integral mediante
el Repaso 1.10 por

(1.15)
∫
Q
f dµ :=

∫
Q
f dµ+ −

∫
Q
f dµ−.

Similarmente, si µ es una medida compleja, entonces se define

(1.16)
∫
Q
f dµ :=

∫
Q
f d(Reµ) + i

∫
Q
f d(Imµ).

Esta noción mas general de la integral también tiene la caracterización (1.5).

1.20 Lema. Sean A un álgebra de Banach, Q un espacio compacto de Hausdorff, µ una
medida compleja de Borel en Q y f : Q→ A continua. Entonces para cualquier x ∈ A las
funciones q 7→ xf(q) y q 7→ f(q)x son continuas de Q en A y se tiene

(1.17) x
∫
Q
f dµ =

∫
Q
xf dµ y

(∫
Q
f dµ

)
x =

∫
Q
fx dµ.

Demostración. La continuidad de xf y fx es obvia de la continuidad de la multiplicación
en A. Sea x ∈ A fijo y sea M ∈ L(A) dado por My := xy para todo y ∈ A. Para cualquier
Λ ∈ A∗ se sigue que ΛM ∈ A∗. La caracterización del integral implica

Λ
(
x
∫
Q
f dµ

)
= ΛM

∫
Q
f dµ =

∫
Q

ΛMf dµ = Λ
∫
Q
Mf dµ = Λ

∫
Q
xf dµ.

Como Λ fue arbitrario eso dice que la primera identidad en (1.17) es cierta. La otra sigue
similarmente.
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1.21 Definición. Sean Ω ⊆ C abierto y K ⊆ Ω compacto. Decimos que un ciclo Γ rodea
K en Ω cuando el número de giro cumple

ı́ndΓ(z) := 1
2πi

∫
Γ

dλ
λ− z

=

1 cuando z ∈ K
0 cuando z ∈ C\Ω.

1.22 Nota. Sean Ω, K como en la Definición 1.21 y sea Γ un ciclo que rodea K en Ω. Para
toda función holomorfa f : Ω→ C entonces se cumplen

(1.18)
∫

Γ
f(λ) dλ = 0

y

(1.19) f(z) = 1
2πi

∫
Γ
(λ− z)−1f(λ) dλ para todo z ∈ K.

Utilizaremos (1.19) para definir un cálculo simbólico. La idea es reemplazar z por ele-
mentos x en un álgebra de Banach. Para eso necesitaremos requerir que f sea holomorfo
en una vecindad de σ(x) y que Γ rodee σ(x) en esa vecindad.

1.23 Lema. Sean A un álgebra de Banach, x ∈ A, α ∈ C\σ(x), Ω := C\{α} y Γ un ciclo
rodeando σ(x) en Ω. Entonces

(1.20) 1
2πi

∫
Γ
(α− λ)n(λe− x)−1 dλ = (αe− x)n para todo n ∈ Z.

Demostración. La integral en (1.20) está bien definida porque λ sólo toma valores en
C\σ(x) en el integrando. Para cualquier λ ∈ C\σ(x) tenemos

e = (αe− x)−1(λe− x) + (α− λ)(αe− x)−1

y entonces

(1.21) (λe− x)−1 = (αe− x)−1 + (α− λ)(αe− x)−1(λe− x)−1.

Sea yn ∈ A el valor de la integral en (1.20). Por la Nota 1.22 y porque (α − λ)n es una
función holomorfa en λ ∈ Ω se sigue que

(1.22)
∫

Γ
(α− λ)n(αe− x)−1 dλ = (αe− x)−1

∫
Γ
(α− λ)n dλ = 0.

Juntando (1.21) y (1.22) obtenemos con el Lema 1.20

(αe− x)yn = 1
2πi

∫
Γ
(α− λ)n+1(λe− x)−1 dλ = yn+1

y luego
yn = (αe− x)ny0 para todo n ∈ Z.
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Entonces falta demostrar que

(1.23) y0 = 1
2πi

∫
Γ
(λe− x)−1 dλ = e.

Sea Γr un circulo de orientación positiva, con centro 0 y radio r > ‖x‖. En Γr se tiene

(λe− x)−1 =
∞∑
n=0

λ−n−1xn.

Como la serie converge uniformemente en Γr y como

1
2πi

∫
Γr

λ−n−1 dλ =

1 n = 0
0 n 6= 0

obtenemos

1
2πi

∫
Γr

(λe− x)−1 dλ = 1
2πi

∫
Γr

∞∑
n=0

λ−n−1xn dλ

=
∞∑
n=0

1
2πi

∫
Γr

λ−n−1xn dλ

=
∞∑
n=0

xn
1

2πi

∫
Γr

λ−n−1 dλ

= e.

Observemos que Γ′ := Γ− Γr es un ciclo en C\σ(x) que cumple ı́ndΓ′(λ) = 0 para todo
λ ∈ σ(x). Como (λe− x)−1 es holomorfo en λ ∈ C\σ(x) (véase (1.10)) eso implica que∫

Γ′
(λe− x)−1 dλ = 0,

es decir, (1.23) se cumple.

Como corolario de ese lema obtenemos

1.24 Teorema. Sea R : C → C una función racional con polos {α1, α2, . . . , αm} y coefi-
cientes ck,`, k = 1, 2, . . . ,m, ` = 1, 2, . . . , n, tal que con un polinomio P se cumple

(1.24) R(λ) = P (λ) +
∑
k,`

ck,`(λ− αk)−`.

Si A es un álgebra de Banach y si x ∈ A cumple que σ(x) no contiene ningún polo de R,
entonces definimos

(1.25) R(x) := P (x) +
∑
k,`

ck,`(x− αke)−`.
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Si Ω ⊆ C es abierto, contiene σ(x), es tal que R es holomorfo en Ω, y si Γ es un ciclo
rodeando σ(x) en Ω, entonces

(1.26) R(x) = 1
2πi

∫
Γ
R(λ)(λe− x)−1 dλ.

1.25 Nota. El teorema demuestra que la definición natural de una función racional de un
elemento de un álgebra de Banach también puede ser efectuada por la fórmula de Cauchy.

1.26 Definición. Sean A un álgebra de Banach, Ω ⊆ C abierto y H(Ω) el álgebra de
funciones holomorfas en Ω. Entonces

AΩ := {x ∈ A | σ(x) ⊆ Ω}

es un subconjunto abierto de A por el Teorema 1.18.
Definimos H̃(AΩ) como el conjunto de funciones f̃ : AΩ → A que están obtenidas de un

f ∈ H(Ω) por la fórmula

(1.27) f̃(x) := 1
2πi

∫
Γ
f(λ)(λe− x)−1 dλ,

donde Γ es un ciclo que rodea σ(x) en Ω.

1.27 Nota. (a) La integral en (1.27) está bien definida porque Γ no toca a σ(x) y porque

(1.28) λ 7→ f(λ)(λe− x)−1

es un mapeo continuo en Ω\σ(x).

(b) El mapeo (1.28) además es holomorfo por (1.10) y porque un producto de mapeos
holomorfos es holomorfo. Entonces la integral en (1.27) no depende de Γ mientras
que Γ es un ciclo rodeando a σ(x) en Ω.

(c) Definimos X := {αe | α ∈ Ω} = Ωe. Entonces X = AΩ ∩ Ce porque σ(αe) = {α}
para todo α ∈ C. Si αe ∈ X y f ∈ H(Ω) entonces f̃(αe) = f(α)e. Identificando
C con Ce y luego Ω con X podemos también identificar f con f̃ |X . Eso nos deja
entender f̃ como una extensión de f a AΩ.

(d) El conjunto H̃(AΩ) es un álgebra naturalmente cuando uno usa las operaciones en
puntos, como es usual.

(e) Si xn → x en AΩ, entonces mostremos que f̃(xn) → f̃(x) en A: sea Γ un ciclo que
rodea x en Ω. Por el Teorema 1.18 Γ también rodea σ(xn) para n suficientemente
grande. Ponemos

M := máx
λ∈Γ
‖(λe− x)−1‖.
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Se sigue como en la demostración del Teorema 1.6(b) que

‖(λe− xn)−1 − (λe− x)−1‖ = ‖(λe− x)−1‖ ‖(e+ (λe− x)−1(x− xn))−1 − e‖

≤ ‖(λe− x)−1‖2‖x− xn‖
1− ‖(λe− x)−1‖‖x− xn‖

≤ M2‖x− xn‖
1−M‖x− xn‖

→ 0

cuando n → ∞, uniformemente en λ ∈ Γ. Ahora la definición de f̃(xn) y f̃(x) en
(1.27) implica el enunciado.

1.28 Teorema. Sean A, H(Ω) y H̃(AΩ) como en la Definición 1.26. Entonces el mapeo
H(Ω) 7→ H̃(AΩ), f 7→ f̃ , es un isomorfismo de álgebras que es continuo en el sentido
siguiente: Si (fn) ⊆ H(Ω) y si fn → f uniformemente en subconjuntos compactos de Ω,
entonces

f̃(x) = ĺım
n→∞

f̃n(x) para todo x ∈ A.

Ese isomorfismo cumple 1̃(x) = e y ĩd(x) = x para todo x ∈ AΩ. Además, H̃(AΩ) es un
álgebra conmutativo.

1.29 Nota. (a) El Teorema 1.28 dice que la Definición 1.26 define un cálculo simbólico.

(b) El límite f de la sucesión (fn) es holomorfo por el teorema de Morera.

Demostración del Teorema 1.28. El último enunciado es una consecuencia del Teore-
ma 1.24. La representación de f̃ en (1.27) implica que el mapeo f 7→ f̃ es lineal. Si
f̃ = 0, entonces para todo α ∈ Ω se tiene por la Nota 1.27(c) que 0 = f̃(αe) = f(α)e, es
decir, f(α) = 0. Entonces f 7→ f̃ es biyectivo.
Para demostrar la continuidad, supongamos que fn → f uniformemente en subconjuntos

compactos de Ω, para (fn) ⊆ H(Ω). Sean x ∈ AΩ y Γ un ciclo rodeando σ(x) en Ω. El
mapeo λ 7→ (λe − x)−1 es continuo en Ω\σ(x). En consecuencia, ‖(λe − x)−1‖ es acotada
en Γ. Con (1.6) obtenemos

‖f̃(x)− f̃n(x)‖ ≤ 1
2π sup

z∈Γ

(
‖f(z)− fn(z)‖ · ‖(ze− x)−1‖

) ∫
Γ

dλ→ 0

cuando n→∞.
Para demostrar que f 7→ f̃ es multiplicativo, sean f, g ∈ H(Ω) y h := fg. Entonces

h ∈ H(Ω) y tenemos que demostrar que

(1.29) h̃(x) = f̃(x)g̃(x) para todo x ∈ AΩ.

Si f y g son racionales entonces h es racional y el Teorema 1.24 implica (1.29). En el caso
general sean fn, gn ∈ H(Ω) funciones racionales tal que fn → f y gn → g en subconjuntos
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compactos de Ω. Aquellas sucesiones aproximantes existen por el teorema de aproximación
de Runge. En seguida, fngn converge a h en el mismo modo. La multiplicatividad del mapeo
f 7→ f̃ para funciones racionales y su continuidad dan (1.29).
Finalmente, la conmutatividad de H̃(AΩ) es una consecuencia de su definición y de la

conmutatividad de H(Ω).

1.30 Teorema. En la situación del Teorema 1.28, supóngase que x ∈ AΩ y f ∈ H(Ω).
Entonces se cumplen:

(a) f̃(x) es invertible en A si y sólo si f(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σ(x).

(b) σ(f̃(x)) = f(σ(x)). Este inciso es el teorema de la aplicación espectral.

Demostración. Inciso (a): Si f no tiene ningún cero en σ(x) entonces g := 1/f es holo-
morfo en una vecindad abierta Ω1 ⊆ Ω de σ(x). Como fg = 1 en Ω1, el Teorema 1.28 dice
(reemplazando Ω por Ω1) que f̃(x)g̃(x) = e, es decir, f̃(x) es invertible. Por otro lado, si
f(α) = 0 para un α ∈ σ(x), entonces existe h ∈ H(Ω) tal que

(λ− α)h(λ) = f(λ) para todo λ ∈ Ω.

En seguida

(1.30) (x− αe)h̃(x) = f̃(x) = h̃(x)(x− αe).

Como (x− αe) no es invertible en A, tampoco es f̃(x) (véase la Tarea No 1).
Inciso (b): Sea β ∈ C. Por definición, β ∈ σ(f̃(x)) si y sólo si f̃(x)−βe no es invertible en
A. Por el inciso (a) eso es el caso si y sólo si f − β tiene un cero en σ(x), es decir, cuando
β ∈ f(σ(x)).

1.31 Teorema. Sean x ∈ AΩ, f ∈ H(Ω), Ω1 un conjunto abierto que contiene f(σ(x)),
g ∈ H(Ω1) y Ω0 := f−1(Ω1). Entonces g ◦ f ∈ H(Ω0), f̃(x) ∈ AΩ1 y g̃ ◦ f(x) = g̃(f̃(x)).

Demostración. Por inciso (b) del Teorema 1.30 σ(f̃(x)) = f(σ(x)) ⊆ Ω1 y g̃(f̃(x)) está
bien definido. Fijamos un ciclo Γ1 que rodea f(σ(x)) en Ω1. Entonces existe un conjunto
abierto U tal que f(σ(x)) ⊆ U ⊆ Ω1, U ∩ |Γ1| = ∅ y tan pequeño que

(1.31) ı́ndΓ1(λ) = 1 para todo λ ∈ U.

Pongamos V := f−1(U) y fijamos un ciclo Γ0 que rodea σ(x) en V . Si ζ ∈ Γ1 entonces
1/(ζ − f) ∈ H(V ) y el Teorema 1.28 con V en lugar de Ω demuestra que

(1.32) (ζe− f̃(x))−1 = 1
2πi

∫
Γ0

(ζ − f(λ))−1(λe− x)−1 dλ para todo ζ ∈ Γ1.
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Como Γ1 rodea f(σ(x)) = σ(f̃(x)) en Ω1 las ecuaciones (1.31) y (1.32) implican que
ı́ndΓ1(f(λ)) para todo λ ∈ V y en seguida que

g̃(f̃(x)) = 1
2πi

∫
Γ1
g(ζ)(ζe− f̃(x))−1 dζ

= 1
2πi

∫
Γ1
g(ζ) 1

2πi

∫
Γ0

(ζ − f(λ))−1(λe− x)−1 dλ dζ

= 1
2πi

∫
Γ0

1
2πi

∫
Γ1
g(ζ)(ζ − f(λ))−1 dζ(λe− x)−1 dλ

= 1
2πi

∫
Γ0
g(f(λ))(λe− x)−1 dλ

= g̃ ◦ f(x).

1.32 Definición. Sean A un álgebra de Banach y x, y ∈ A. Si n ∈ N y x = yn entonces y
es una n-ésima raíz de x. Si x = exp(y) entonces y es un logaritmo de x.

1.33 Nota. La exponencial en la definición anterior puede ser definida mediante la series
de potencias o mediante la formula integral (1.27). La continuidad del cálculo simbólico
del Teorema 1.28 implica que esas definiciones coinciden. Lo mismo aplica a toda función
entera.

1.34 Definición. Sea Ω ⊆ C abierto. Entonces Ω es simplemente conexo cuando sucede lo
siguiente: Sean A1 y A2 cerrados y ajenos tal que A1∪A2 = C\Ω. Si uno de esos conjuntos
es compacto entonces es vacío.

1.35 Nota. Sea Ω ⊆ C abierto. Entonces Ω es simplemente conexo si y sólo si para todo
ciclo Γ en Ω y todo λ ∈ C\Ω se cumple ı́ndΓ(λ) = 0 (es decir, Γ es cero homologo en Ω).

1.36 Teorema. Sean A un álgebra de Banach y x ∈ A tal que σ(x) no separa 0 de ∞ (es
decir, 0 y ∞ están en la misma componente conexa de C\σ(x)). Entonces se cumplen:

(a) x tiene raíces de todos órdenes,

(b) x tiene un logaritmo en A y

(c) Si ε > 0 entonces existe un polinomio P tal que ‖x−1 − P (x)‖ ≤ ε.

Además, si σ(x) ⊆ (0,∞) entonces las raíces en (a) pueden ser escogidas tal que lo
mismo se cumple para sus espectros.

Demostración. Por hipótesis 0 está en la componente conexa no acotada de C\σ(x). Como
C es localmente arcoconexo existe un mapeo continuo γ : [0,∞)→ C\σ(x) tal que γ(0) =
0 y γ(t) → ∞ cuando t → ∞. Pongamos Ω := C\γ([0,∞)). Como γ([0,∞)) es un
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conjunto cerrado y conexo Ω es una vecindad abierta de σ(x) que no contiene cero y
que es simplemente conexa. Existe un logaritmo f en Ω: f es holomorfa en Ω y tal que
exp(f(λ)) = λ para todo λ ∈ Ω. Por tanto el Teorema 1.31 dice que exp(f̃(x)) = x y que
y := f̃(x) es un logaritmo de x. Si σ(x) ⊆ (0,∞) entonces uno puede escoger una rama del
logaritmo para f que toma valores reales en σ(x). En ese caso se sigue que σ(y) ⊆ R, por
el teorema de la aplicación espectral. Eso demuestra el inciso (b).
Para demostrar el inciso (a) sea n ∈ N. Pongamos z := exp(y/n). Así se cumple zn = x,

es decir, z es una n-ésima raíz de x. Si σ(x) ⊆ (0,∞) entonces lo anterior dice que σ(y) ⊆ R
y σ(z) ⊆ (0,∞), otra vez por el teorema de la aplicación espectral.
Sea g(λ) := 1/λ. Como Ω es simplemente conexo y no contiene cero, un caso especial

del teorema de Runge implica que existe una sucesión (pn) de polinomios tal que pn → g
uniformemente en subconjuntos compactos de Ω. Por la continuidad del cálculo simbólico,
p̃n(x)→ g̃(x) = x−1. Eso demuestra (c).

1.37 Nota. El espectro de una matriz compleja invertible consiste de un número finito
de puntos distintos a cero. Entonces el conjunto resolvente es conexo y tal matriz siempre
tiene un logaritmo y todas raíces.

1.38 Teorema. (a) Sean A un álgebra de Banach, x ∈ A, P un polinomio en una
variable, y P (x) = 0. Entonces σ(x) consiste de ceros de P .

(b) Particularmente, si x es idempotente, entonces σ(x) ⊆ {0, 1}.

(c) Si el espectro de un elemento x de A no es conexo, entonces A contiene un idempo-
tente no trivial (es decir, un elemento y tal que y2 = y, y 6= 0 y y 6= e).

Demostración. El teorema de la aplicación espectral (Teorema 1.30) implica que

P (σ(x)) = σ(P (x)) = σ(0) = {0},

es decir, incisos (a) y (b). Si σ(x) no es conexo, entonces existen conjuntos ajenos abiertos
Ω0 y Ω1 tal que ambos atraviesan σ(x) y tal que σ(x) ⊆ Ω := Ω0 ∪Ω1. Definimos f ≡ 0 en
Ω0 y f ≡ 1 en Ω1. Entonces f ∈ H(Ω) y f 2 = f . Poniendo y := f̃(x) el cálculo simbólico
implica que y2 = y. El teorema de la aplicación espectral dice que

σ(y) = f(σ(x)) = {0, 1}.

Por tanto, y 6= 0 y y 6= e.

1.39 Definición. Sean X un espacio de Banach y T ∈ B(X). Entonces el espectro punto
σp(T ) de T es el conjunto de los valores propios de T . Mas explícitamente, λ ∈ σp(T ) si y
sólo si el núcleo N (λI−T ) de λI−T tiene dimensión positiva. Obviamente σp(T ) ⊆ σ(T ).

1.40 Teorema. Sean X un espacio de Banach, T ∈ B(X), Ω ⊆ C abierto, σ(T ) ⊆ Ω y
f ∈ H(Ω). Entonces se cumplen:
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(a) Si x ∈ X, α ∈ Ω y Tx = αx, entonces f̃(T )x = f(α)x.

(b) f(σp(T )) ⊆ σp(f̃(T )).

(c) Si α ∈ σp(f̃(T )) y f −α no es cero idénticamente en ninguna componente conexa de
Ω entonces α ∈ f(σp(T )).

(d) Si f no es constante en ninguna componente conexa de Ω entonces f(σp(T )) =
σp(f̃(T )).

Demostración. Sea x 6= 0 tal que Tx = αx (si x = 0, entonces no hay nada que demostrar).
Entonces α ∈ σ(T ) y existe g ∈ H(Ω) tal que

f(λ)− f(α) = g(λ)(λ− α) para todo λ ∈ Ω.

El cálculo simbólico implica que

f̃(T )− f(α)I = g̃(T )(T − αI).

Como (T − αI)x = 0 eso demuestra el inciso (a). El inciso (b) es una consecuencia de (a).
Demostremos el inciso (c). Primero notemos que

α ∈ σp(f̃(T )) ⊆ σ(f̃(T )) = f(σ(T ))

y entonces f−1(α) ∩ σ(T ) no es vacío.
Veremos que ese conjunto es finito. Si (λn) es una sucesión de elementos distintos en

f−1(λ) ∩ σ(T ) entonces podemos pasar a una subsucesión convergente porque σ(T ) es
compacto, es decir, λn → λ∗ para algún λ∗ ∈ σ(T ). Entonces λ∗ es un punto de agregación
de ceros de f −α. Por la holomorfía de f −α eso implica que f −α ≡ 0 en la componente
conexa de Ω que contiene al punto λ∗, en contradicción con las hipótesis.
Sean ζ1, ζ2, . . . , ζn los ceros de f − α en σ(T ), repetidas según sus multiplicidades. En-

tonces
f(λ)− α = g(λ)(λ− ζ1)(λ− ζ2) · · · (λ− ζn)

con una función g ∈ H(Ω) que no tiene cero en σ(T ). El cálculo simbólico implica que

f̃(T )− αI = g̃(T )(T − ζ1I)(T − ζ2I) · · · (T − ζnI).

Por el Teorema 1.30(a) g̃(T ) es invertible, es decir, inyectivo. Como α ∈ σp(f̃(T )) el mapeo
f̃(T ) − αI no es inyectivo. Esos dos hechos demuestran que uno de los mapeos (T − ζkI)
debe de ser no inyectivo y ζk ∈ σp(T ). Como f(ζk) = α, eso implica que α ∈ f(σp(T )).
El inciso (d) es una consecuencia inmediata de (b) y (c).
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1.5. El grupo de los elementos invertibles
Sea A un álgebra de Banach. Analizaremos el grupo G := G(A) de los elementos invertibles
de A. G es un grupo topológico porque multiplicación e inversión son continuas.
La definición de la función exponencial en A por una serie de potencias implica que

(1.33) exp(x+ y) = exp(x) exp(y) cuando x, y ∈ A y xy = yx.

En consecuencia, el conjunto exp(A) := {exp(x) | x ∈ A} es un subconjunto de G porque
exp(x) exp(−x) = exp(−x) exp(x) = exp(0) = e para todo x ∈ A.
Sea G1 la componente de G que contiene e, la componente principal de G.

1.41 Teorema. (a) G1 es un subgrupo abierto y normal de G.

(b) G1 es el grupo generado por exp(A).

(c) Si A es conmutativo entonces G1 = exp(A).

(d) Si A es conmutativo entonces el grupo cociente G/G1 no contiene ningún elemento
de orden finito a parte de la unidad.

Demostración. (a) Como G es abierto y A localmente conexo, todas componentes de G son
abiertas. Para cualquier x ∈ G1 el subconjunto x−1G1 de G es conexo, siendo la imagen de
un conjunto conexo bajo una aplicación continua. Como e = x−1x ∈ x−1G1, x−1G1 ⊆ G1.
Eso demuestra que G1 es un subgrupo.
Sea x ∈ G y sea f : G1 → G dado por f(y) := x−1yx. Entonces f es continua y

f(G1) = x−1G1x es conexo. Como f(e) = e ∈ f(G1), x−1G1x ⊆ G1, demostrando que G1
es normal.
(b) Sea Γ el grupo generado por exp(A). El mapeo exp: A → G es continuo por la

Nota 1.27(e). Siendo un espacio vectorial A es conexo. En seguida, también exp(A) es
conexo. Como e ∈ exp(A), se tiene que exp(A) ⊆ G1. Por lo tanto Γ ⊆ G1.
El Teorema 1.18 y σ(e) = {1} implican que existe una vecindad abierta U ⊆ G1 de e

tal que para todo x ∈ U el espectro σ(x) no separa 0 de ∞. Por el Teorema 1.36(b) se
tiene que U ⊆ exp(A), es decir, int(exp(A)) no es vacío. Sea y ∈ Γ. Sea Ly ∈ B(A) la
multiplicación por y por la izquierda, un homeomorfismo de A. Entonces LyU ⊆ LyΓ ⊆ Γ
es una vecindad abierta de y. Como eso aplica a todo y ∈ Γ, Γ es abierto.
Para x ∈ G1 el cogrupo xΓ = LxΓ es abierto, porque Lx es un homeomorfismo de A y

Γ es abierto. Los cogrupos de Γ en G1 forman una partición de G1. Γ es el complemento
de la unión de todos los cogrupos que no atraviesan a Γ. Como esa unión es abierta, Γ es
cerrado relativamente en G1.
Hemos demostrado que Γ es abierto y cerrado relativamente en G1. Por lo tanto, Γ = G1

porque G1 es conexo y Γ no vacío.
(c) Si A es conmutativo podemos aplicar la identidad funcional (1.33) a todos elementos

x, y ∈ A. Eso implica que exp(x) exp(y) ∈ exp(A) para todo x, y ∈ A, es decir, exp(A) es
un grupo. Junto con el inciso (b) concluimos.
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(d) Sea A conmutativo. Sean x ∈ G y n ∈ N tal que xn ∈ G1. Eso es equivalente a que
[x]n = e en G/G1 (donde [x] denota la clase de x y e la unidad en G/G1), es decir, [x] tiene
orden finito. Tenemos que demostrar que [x] = e, o equivalentemente, que x ∈ G1.
Existe a ∈ A tal que xn = exp(a), por el inciso (c). Definimos y := exp(a/n) y z := xy−1.

Como y ∈ G1, es suficiente demostrar que z ∈ G1.
La conmutatividad implica que zn = xny−n = exp(a) exp(−a) = e. La interpretación es

que z es un cero del polinomio λn− 1. Por el Teorema 1.38(a) se tiene que σ(z) consiste de
un número finito de puntos de C\{0}, es decir, no separa 0 de ∞. Por el Teorema 1.36(b)
existe un logaritmo w ∈ A de z y luego z = exp(w) ∈ exp(A) = G1.
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2. Álgebras de Banach conmutativas

2.1. Ideales y homomorfismos
2.1 Definición. Sea A un álgebra conmutativa. Un subespacio vectorial J de A es un ideal
cuando xJ ⊆ J para todo x ∈ A. En ese caso y si J 6= A entonces J es un ideal propio.
Un ideal maximal es un ideal propio que no está contenido estrictamente en ningún ideal
propio.

2.2 Proposición. (a) Un ideal propio de un álgebra conmutativa A no contiene ningún
elemento invertible de A.

(b) Si J es un ideal en un álgebra de Banach conmutativa A, entonces J también es un
ideal.

Demostración. (a) Por contradicción sea y ∈ J invertible. Entonces par cualquier x ∈ A
tenemos que x = (xy−1)y ∈ xy−1J ⊆ J . Eso implica que A ⊆ J , una contradicción.
(a) Sean x ∈ A, y ∈ J y (yn) ⊆ J tal que yn → y cuando n → ∞. Como xyn ∈ J para

todo n, xy = ĺımn→∞ xyn ∈ J . Eso dice que xJ ⊆ J .

2.3 Teorema. (a) Si A es un álgebra conmutativo, entonces todo ideal propio de A está
contenido en un ideal maximal de A.

(b) Si A es un álgebra de Banach conmutativa, entonces todo ideal maximal de A es
cerrado.

Demostración. (a) Sea J un ideal propio de A y sea P el conjunto de todos los ideales
propios que contienen J . Consideramos el orden parcial en P dado por la relación de
inclusión de conjuntos. Por el Teorema de maximalidad de Hausdorff existe un subconjunto
maximal Q de P que está totalmente ordenado. Sea M la unión de todos los elementos de
Q. Por el orden total en Q se sigue que M es un subespacio vectorial de A. Sean x ∈ A y
y ∈ M . Entonces existe S ∈ Q tal que y ∈ S. En seguida, xy ∈ S ⊆ M . Eso demuestra
que xM ⊆M , es decir, M es un ideal. Como ninguno de los ideales propios que conforman
Q contiene e, tampoco M contiene e y por tanto M es propio. Como Q es maximal, M
también es maximal.
(b) Sea M un ideal maximal en A. Supongamos por contradicción que M ∩G(A) 6= ∅.

Como G(A) es abierto en A eso implica queM∩G(A) 6= ∅. Pero eso es una contradicción a
queM es propio. EntoncesM , que es un ideal por la Proposición 2.2(b), no contiene ningún
elemento invertible de A, es decir, es un ideal propio. Como M es maximal, M = M .
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2.4 Repaso. Sean X un espacio de Banach y N ⊆ X un subespacio cerrado. Para todo
x ∈ X escribimos π(x) := [x] := x+N , la clase de x. El espacio cociente X/N (el conjunto
de los [x]) es un espacio de Banach con la norma

‖[x]‖ := ı́nf{‖x− z‖ | z ∈ N} = ı́nf{‖y‖ | y ∈ [x]}.

El mapeo cociente π : X → X/N es lineal, continuo y abierto.

2.5 Proposición. Sean A,B álgebras conmutativas.

(a) Sea Φ: A → B un homomorfismo. Entonces el núcleo N (Φ) es un ideal de A. Si Φ
es continuo, entonces N (Φ) es cerrado.

(b) Sean J un ideal propio cerrado de A. Entonces A/J es un álgebra de Banach con-
mutativa y π es un homomorfismo.

Demostración. (a) Si x ∈ A y y ∈ N (Φ), entonces Φ(xy) = xΦ(y) = x · 0 = 0, es decir,
xy ∈ N (Φ).
(b) Tenemos que demostrar primero que la multiplicación natural

[x][y] := [xy]

está bien definida, es decir, que no depende de la selección de representantes. Sean x′ ∈ [x]
y y′ ∈ [y] otros representantes. Entonces x′ − x, y′ − y ∈ J y

x′y′ − xy = (x′ − x)y′ + x(y′ − y) ∈ J.

eso implica que [x′y′] = [xy].
Demostremos que A/J tiene todas propiedades necesarias para ser un álgebra de Banach

con esa multiplicación. Primero verifiquemos la asociatividad:

[x]([y][z]) = [x][yz] = [x(yz)] = [(xy)z] = [xy][z] = ([x][y])[z]

La bilinealidad y conmutatividad de la multiplicación se comprueban similarmente.
Tenemos que π(xy) = [xy] = [x][y] = π(x)π(y), es decir, π es un homomorfismo (la

linealidad ya sabemos del Repaso 2.4). Claramente

(2.1) ‖[x]‖ ≤ ‖x‖

por la definición de la norma cociente.
Sean x1, x2 ∈ A y ε > 0. Entonces existen y1, y2 ∈ J tales que

‖xi + yi‖ ≤ ‖[xi]‖+ ε i = 1, 2.

Además, como (x1 + y1)(x2 + y2) ∈ [x1x2],

‖[x1][x2]‖ = ‖[x1x2]‖ ≤ ‖(x1 + y1)(x2 + y2)‖ ≤ ‖x1 + y1‖ ‖x2 + y2‖
≤ (‖[x1]‖+ ε)(‖[x2]‖+ ε).
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Dejando ε→ 0 obtenemos ‖[x1][x2]‖ ≤ ‖[x1]‖ ‖[x2]‖.
Sea e la unidad de A. Es obvio que [e] es la unidad de A/J . Como J es propio, e /∈ J y

[e] 6= 0 (aquí 0 denota [0]). Entonces ‖[e]‖ = ‖[e][e]‖ ≤ ‖[e]‖ ‖[e]‖ implica que ‖[e]‖ ≥ 1, y
(2.1) implica que ‖[e]‖ = 1.

2.6 Teorema. Sean A un álgebra de Banach conmutativa y ∆ el conjunto de todos homo-
morfismos complejos no triviales en A.

(a) Todo ideal maximal de A es el núcleo de un y sólo un h ∈ ∆.

(b) Si h ∈ ∆ entonces N (h) es un ideal maximal de A.

(c) Un elemento x ∈ A es invertible en A si y sólo si h(x) 6= 0 para todo h ∈ ∆.

(d) Un elemento x ∈ A es invertible en A si y sólo si x no es elemento de ningún ideal
propio de A.

(e) λ ∈ σ(x) si y sólo si h(x) = λ para un h ∈ ∆.

Demostración. (a) Sea M un ideal maximal de A. Entonces M es cerrado por el Teore-
ma 2.3(b) y A/M es un álgebra de Banach. Demostraremos que

(2.2) [x] es invertible para todo x ∈ A\M .

Pongamos J := {ax+y | a ∈ A, y ∈M}. Si z ∈ A y ax+y ∈ J entonces z(ax+y) = (za)x+
zy ∈ J porque zy ∈ M . Eso demuestra que J es un ideal de A. Como x = ex + 0 ∈ J\M
el ideal J es estrictamente mas grande que M , es decir, J = A porque M es maximal.
Existen a ∈ A y y ∈M tal que ax+ y = e. Eso implica que [e] = [ax] = [a][x] y demuestra
(2.2).
Lo que acabamos de demostrar se puede entender así: todo elemento no cero de A/M es

invertible. El teorema de Gelfand y Mazur, Teorema 1.13, dice que existe un isomorfismo
isométrico j : A/M → C. Pongamos h := j ◦ π, donde π : A→ A/M es el mapeo cociente.
En seguida, h ∈ ∆ y N (h) = M .
Como e /∈ M y codim(M) = 1, A = eC⊕M . Los valores del mapeo h están dados por

su núcleo M y sus valores en eC. Pero como h(e) = 1, los valores de h están definidos por
su núcleo. En seguida, dos distintos elementos de ∆ no pueden tener el mismo núcleo.
(b) Si h ∈ ∆ entonces N (h) es un ideal cerrado de A, por la Proposición 2.5(a). Como

codim(N (h)) = 1, ese ideal es maximal.
(c) Sean x invertible en A y h ∈ ∆. Entonces la Proposición 1.5 dice que h(x) 6= 0. Si

x no es invertible, tenemos que escoger h ∈ ∆ tal que h(x) = 0. El ideal xA no contiene e
y por tanto es propio. Por el Teorema 2.3(a) existe un ideal maximal que contiene xA. El
inciso (a) nos proporciona el homomorfismo complejo que buscábamos.
(d) Si x es invertible, entonces la Proposición 2.2(a) dice que x no está en ningún ideal

propio. Inversamente, si x no está en ningún ideal propio, x no está en el núcleo de ningún
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h ∈ ∆, por el inciso (a). Entonces h(x) 6= 0 para todo h ∈ ∆ y el inciso (c) dice que x es
invertible.
(e) La siguiente cadena de equivalencias sigue del inciso (c) y de h(e) = 1:

λ ∈ C\σ(x)⇔ (λe− x) ∈ G(A)⇔ ∀h ∈ ∆: h(λe− x) 6= 0⇔ ∀h ∈ ∆: h(x) 6= λ.

Eso comprueba la afirmación.

Daremos una aplicación de esas nociones. Para x, y ∈ Rn denotamos por x ·y el producto
escalar Euclidiano de x y y.

2.7 Teorema. Sean am ∈ C con los índices m ∈ Zn tales que

(2.3)
∑
m∈Zn

|am| <∞.

Sea f : Rn → C dado por la expresión

(2.4) f(x) :=
∑
m∈Zn

ameim·x.

Si f(x) 6= 0 para todo x ∈ Rn entonces existen bm ∈ C tales que

(2.5)
∑
m∈Zn

|bm| <∞.

y

(2.6) 1
f(x) =

∑
m∈Zn

bmeim·x para todo x ∈ Rn.

Demostración. Sea A la colección de funciones con una representación como en (2.3) y
(2.4). Es obvio que A es un espacio vectorial respecto operaciones en puntos y que la serie en
(2.3) es una norma en el. Una colección de coeficientes am se puede entender como elemento
de L1(Zn) respecto a la medida de conteo en Zn (L1(Zn) es isomorfo isométricamente a
`1). Ese espacio es completo. Una sucesión de Cauchy (fk) en A viene con coeficientes que
forman una sucesión de Cauchy en L1(Zn). Ella converge e induce convergencia de (fk) en
A. Por lo tanto, A es un espacio de Banach.
Demostremos que A es un álgebra de Banach conmutativa respecto a multiplicación en

puntos. Sean f1, f2 ∈ A y tengan coeficientes a1
m y a2

m. Como la serie en (2.4) converge
absolutamente, se tiene

f1(x)f2(x) =
∑
m∈Zn

∑
k∈Zn

a1
ma

2
kei(m+k)·x =

∑
`∈Zn

( ∑
m+k=`

a1
ma

2
k︸ ︷︷ ︸

ã`

)
ei`·x =

∑
`∈Zn

ã`ei`·x.
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Además,

‖f1f2‖ =
∑
`∈Zn

|ã`| ≤
∑
`∈Zn

∑
m+k=`

|a1
ma

2
k| =

( ∑
m∈Zn

|a1
m|
)(∑

k∈Zn

|a2
k|
)
≤ ‖f1‖ ‖f2‖ <∞.

La función 1 está en A y tiene los coeficientes a0 = 1 y am = 0 para todo m ∈ Zn\{0}.
Entonces ‖1‖ = 1, y 1 es la unidad de A. Hemos demostrado que A es un álgebra de
Banach conmutativa.
Para cualquier x ∈ Rn la evaluación A → C, f 7→ f(x), es un homomorfismo complejo.

Si f no tiene cero en Rn entonces ninguna evaluación tiene f en su núcleo. Por el Teo-
rema 2.6(c) basta demostrar que las evaluaciones en puntos de Rn son precisamente los
homomorfismos complejos de A.
Para r = 1, 2, . . . , n pongamos

zr := (0, . . . , 0, 1
_
r

, 0, . . . , 0)T ∈ Zn

y definimos gr(x) := eizr·x para x ∈ Rn. Como 1/gr(x) = ei(−zr)·x, gr y 1/gr están en A, son
invertibles y tienen norma 1. Sea h un homomorfismo complejo. El Teorema 1.6(c) implica
que

|h(gr)| ≤ 1 y
∣∣∣∣∣ 1
h(gr)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣h
(

1
gr

)∣∣∣∣∣ ≤ 1.

En consecuencia, |h(gr)| = 1 y existen ηr ∈ R tales que con y := (η1, η2, . . . , ηn) se tiene

(2.7) h(gr) = eiηr = eizr·y = gr(y) para r = 1, 2, . . . n.

Sea P la colección de combinaciones lineales de funciones de la forma
n∏
r=1

gµr
r ,

donde µr ∈ Z (P son los polinomios trigonométricos). Como h es un homomorfismo, (2.7)
implica

(2.8) h(P ) = P (y) para todo P ∈ P .

Si m = (µ1, µ2, . . . , µn) ∈ Zn, entonces

eim·x = exp
(

i
n∑
r=1

µrzr · x
)

=
n∏
r=1

gr(x)µr .

Por lo tanto, la convergencia absoluta de la serie en (2.4) implica que P es denso en A.
Observemos que h es continuo. Sea f ∈ A y (Pk) ⊆ P tales que Pk → f en A. Entonces

h(f) = ĺım
k→∞

h(Pk) = ĺım
k→∞

Pk(y) = f(y),

es decir, h es la evaluación en y. Eso termina la prueba.
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2.2. Transformadas de Gelfand
2.8 Repaso. Sean X un conjunto, Y un espacio topológico y Γ una colección de mapeos
X → Y . La topología débil en X respecto a Γ (o la topología inicial) es la topología que
tiene como base la colección de subconjuntos f−1(V ) ⊆ X donde V ⊆ Y es abierto y f ∈ Γ.
La topología débil es la topología mas chica en X que hace continuos a todos mapeos en
Γ.

2.9 Definición. Sea ∆ la colección de todos homomorfismos complejos en un álgebra de
Banach conmutativa. Par cualquier x ∈ A definimos la transformada x̂ de Gelfand de x
como evaluación en x:

x̂ : ∆→ C
h 7→ h(x).

El mapeo x 7→ x̂ es la transformación de Gelfand.
Sea Â la colección de todos x̂, donde x ∈ A. La topología de Gelfand en ∆ es la topología

débil generada por Â. En consecuencia, Â ⊆ C(∆).
Por la biyección entre ∆ y la colección de los ideales maximales de A, dada en el Teo-

rema 2.6, el conjunto ∆ con su topología de Gelfand se conoce como el espacio de ideales
maximales de A.
El radical de A, denotado por radA, es la intersección de todos ideales maximales de A.

Si radA = {0}, entonces A se llama semisimple.

2.10 Teorema. Sea ∆ el espacio de ideales maximales de un álgebra de Banach conmu-
tativa A.

(a) ∆ es un espacio de Hausdorff compacto.

(b) La transformación de Gelfand es un homomorfismo de A en una subálgebra Â de
C(∆) cuyo núcleo es radA. Por lo tanto la transformación de Gelfand es un isomor-
fismo de A y Â si y sólo si A es semisimple.

(c) Para todo x ∈ A el rango de x̂ es el espectro σ(x). Entonces

‖x̂‖∞ = ρ(x) ≤ ‖x‖

y la transformación de Gelfand es continua. Además, x ∈ radA si y sólo si ρ(x) = 0.

Demostración. (b) Sean x, y ∈ A, α ∈ C y h ∈ ∆. Entonces

α̂x(h) = h(αx) = αh(x) = α(x̂(h)) = (αx̂)(h)
x̂+ y(h) = h(x+ y) = h(x) + h(y) = x̂(h) + ŷ(h) = (x̂+ ŷ)(h)
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y

x̂y(h) = h(xy) = h(x)h(y) = x̂(h)ŷ(h) = (x̂ŷ)(h).

y x 7→ x̂ es un homomorfismo. Su núcleo consiste de los elementos x ∈ A que cumplen
x̂(h) = h(x) = 0, es decir, x ∈ N (h), para todo h ∈ ∆. Por el Teorema 2.6(b) eso implica
la afirmación.
(c) El Teorema 2.6(e) implica la siguiente cadena de equivalencias:

λ ∈ x̂(∆)⇔ ∃h ∈ ∆: x̂(h) = h(x) = λ⇔ λ ∈ σ(x).

(a) Sea A∗ el dual de A (en el sentido de espacios de Banach) y sea K := {Λ ∈ A∗ |
‖Λ‖ ≤ 1}. Para cualquier z ∈ A sea ẑ la evaluación de elementos de A∗ en z. Eso es
una extensión natural de la transformada de Gelfand de z al conjunto A∗ (nótese que
∆ ⊆ A∗). La topología débil* en A∗ es la topología débil generada por la colección de
mapeos {ẑ | z ∈ A}. El teorema de Banach-Alaoglu dice que con esa topología K es un
espacio de Hausdorff compacto. El Teorema 1.6(c) implica que ∆ ⊆ K. Por su definición
la topología de Gelfand en ∆ es la misma que aquella inducida por la topología débil* en
K. Por tanto, basta probar que ∆ es débil*-cerrado en K.
Sea Λ0 un punto en la débil*-cerradura de ∆. Hay que demostrar que Λ0 ∈ ∆. Eso sería

una consecuencia de

(2.9) Λ0(xy) = (Λ0x)(Λ0y) para todo x, y ∈ A,

y

(2.10) Λ0(e) = 1.

La última afirmación es necesaria para evitar que Λ0 = 0 /∈ ∆.
Demostremos (2.9) y (2.10). Sean x, y ∈ A y ε > 0. Para cualquier z ∈ A el conjunto

Wz := {Λ ∈ A∗ | |Λz − Λ0z| < ε} = ẑ−1(Bε(Λ0z)),

donde Bε(Λ0z) := {λ ∈ C | |λ−Λ0z| < ε}, es débil*-abierto en A∗ y contiene Λ0. Entonces

W := We ∩Wx ∩Wy ∩Wxy

es una vecindad abierta de Λ0 respecto a la topología débil*. Existe h ∈ ∆∩W porque Λ0
está en la débil*-frontera de ∆. Se tiene

(2.11) |1− Λ0e| = |h(e)− Λ0e| < ε,

Λ0(xy)− (Λ0x)(Λ0y) =
(
Λ0(xy)− h(xy)

)
+
(
h(y)− Λ0y

)
h(x) +

(
h(x)− Λ0x

)
Λ0y

y luego con el inciso (c)

(2.12) |Λ0(xy)− (Λ0x)(Λ0y)| < (1 + ‖x‖+ |Λ0y|)ε.

Dejando ε→ 0 en (2.11) y (2.12) obtenemos (2.9) y (2.10).
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2.11 Teorema. Sean A,B álgebras de Banach, y sea B conmutativa y semisimple. En-
tonces todo homomorfismo ψ : A→ B es continuo.

Demostración. Supongamos que xn → x en A y ψ(xn) → y en B. Por el teorema de la
gráfica cerrada, es suficiente demostrar que y = ψ(x).
Sea h : B → C un homomorfismo. Entonces φ := h ◦ ψ también es un homomorfismo, y

h y φ son continuos, por el Teorema 1.6(c). Por lo tanto,

h(y) = ĺım
n→∞

h(ψ(xn)) = ĺım
n→∞

φ(xn) = φ(x) = h(ψ(x)),

es decir, h(y − ψ(x)) = 0 y y − ψ(x) ∈ N (h). Particularmente, eso es cierto para todo
h ∈ ∆B y implica que y − ψ(x) ∈ radB. Como B es semisimple, y = ψ(x).

2.12 Corolario. Todo isomorfismo entre dos álgebras de Banach conmutativas y semisim-
ples es un homeomorfismo.

Queremos entender mejor cuando Â del Teorema 2.10(b) es cerrado.

2.13 Lema. Si A es un álgebra de Banach conmutativa y

(2.13) r := ı́nf
x∈A\{0}

‖x2‖
‖x‖2 , s := ı́nf

x∈A\{0}

‖x̂‖∞
‖x‖

,

entonces s2 ≤ r ≤ s.

Demostración. Sea x ∈ A\{0}. Como la transformación de Gelfand es un homomorfismo
y ‖x̂‖∞ ≥ s‖x‖, el Teorema 2.10(c) implica

‖x2‖ ≥ ‖x̂2‖∞ = ‖x̂2‖∞ = ‖x̂‖2
∞ ≥ s2‖x‖2.

Eso implica s2 ≤ r.
Demostremos por inducción sobre n que para un x ∈ A\{0} se cumple

(2.14) ‖xm‖ ≥ rm−1‖x‖m para m = 2n, n ∈ N.

Como

(2.15) ‖x2‖ ≥ r‖x‖2

por la definición de r, tenemos la afirmación para n = 1. Si (2.14) vale para un n ∈ N,
entonces por (2.15)

‖x2n+1‖ ≥ r‖x2n‖2 ≥ r(r2n−1‖x‖2n)2 = r2n+1−1‖x‖2n+1
,

comprobando (2.14).
Del Teorema 2.10(c) y ecuación (2.14) obtenemos

‖x̂‖∞ = ρ(x) = ĺım
m→∞

‖xm‖1/m ≥ ĺım
m→∞

r1−1/m‖x‖ = r‖x‖.

Variando x sobre A se sigue r ≤ s.
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2.14 Teorema. Sea A un álgebra de Banach conmutativo.

(a) La transformación de Gelfand es un mapeo isométrico (es decir, ‖x̂‖∞ = ‖x‖) si y
sólo si ‖x2‖ = ‖x‖2 para todo x ∈ A.

(b) A es semisimple y Â cerrado en C(∆) si y sólo si existe K <∞ tal que ‖x‖2 ≤ K‖x2‖
para todo x ∈ A.

Demostración. (a) En la terminología del Lema 2.13 y como s ≤ 1 la transformación de
Gelfand es isométrica si y sólo si s = 1, es decir, si y sólo si r = 1. La definición de r y
‖x2‖ ≤ ‖x‖2 para todo x ∈ A implican la afirmación.
(b) La existencia de K es equivalente a r > 0 en el Lema 2.13, y en consecuencia a

s > 0.
Si s > 0, entonces ‖x‖ ≤ ‖x̂‖∞/s para todo x ∈ A, la transformación de Gelfand es

inyectiva y tiene inversa continua en Â. Además, por el Teorema 2.10(b), A es semisimple.
Sea (xn) ⊆ A tal que x̂n es una sucesión de Cauchy en Â. Por ‖xm−xn‖ ≤ ‖x̂m− x̂n‖∞/s,
(xn) es de Cauchy en A y converge en A. Por la continuidad de la transformación de
Gelfand x̂n converge en Â. Eso demuestra que Â es completo, es decir, cerrado en C(∆).
Por otro lado, si A es semisimple y Â cerrado, entonces la transformación de Gelfand es

un isomorfismo por el Teorema 2.10(b), y luego el teorema de la aplicación abierta implica
que la transformación de Gelfand es un homeomorfismo. Eso implica s > 0.

2.15 Ejemplos. Veremos algunos ejemplos del espacio de los ideales maximales.

(a) Sea X un espacio de Hausdorff compacto, y sea A = C(X). Para todo x ∈ X se
define un hx ∈ ∆ por hx(f) := f(x). Sean x, y ∈ X tales que x 6= y. Por el teorema
de Urysohn existe f ∈ C(X) tal que hx(f) = f(x) 6= f(y) = hy(f), es decir, hx 6= hy.
Eso implica que x 7→ hx es una inyección de X en ∆.
Demostremos que esa inyección es una biyección. Sea h ∈ ∆. Por contradicción
supongamos que no hay x ∈ A tal que M := N (h) ⊆ N (hx). Entonces existe para
todo x ∈ A un f ∈M\N (hx), es decir, f(x) 6= 0. Por la compacidad de X podemos
escoger f1, f2, . . . , fn ∈ M tales que para todo x ∈ X existe k tal que fk(x) 6= 0.
Definimos

g := f1f̄1 + f2f̄2 + · · ·+ fnf̄n =
n∑
k=1
|fk|2.

Como M es un ideal y fk ∈ M , también fkf̄k ∈ M para k = 1, 2, . . . , n. Eso implica
que g ∈M y g > 0 en X. Entonces g es invertible en A, un contradicción con que M
es propio.
Hemos demostrado que sí hay x ∈ A tal queM := N (h) ⊆ N (hx). Como ambosM y
N (hx) son ideales maximales,M = N (hx). En seguida, h = hx, por el Teorema 2.6(a).
Lo anterior implica que podemos identificar ∆ con X. Si f ∈ C(X) y hx ∈ ∆ entonces
se tiene

f̂(hx) = hx(f) = f(x).
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Por lo tanto también podemos identificar C(X) con la colección de las evaluaciones
generadas por elementos en C(X) sobre ∆. Eso hace que la transformación de Gelfand
es la identidad en C(X).
La topología de Gelfand γ en ∆ = X es la más débil que hace continuos a todos
elementos de C(X), es decir, es mas débil que la topología original τ en X. Pero
ambas topologías son de Hausdorff y compactas. Por un teorema de topología general,
τ = γ y topológicamente son iguales ∆ y X.

(b) Sea A el álgebra de Banach de la series trigonométricas que convergen absolutamente,
como en la demostración del Teorema 2.7 en el caso n = 1. Demostramos que todo
h ∈ ∆ es una evaluación en un x ∈ R. Como f ∈ A es 2π-periódico, podemos
identificar los conjuntos ∆ y S1, el círculo. La transformada de Gelfand de un f ∈ A
es la misma función f , continua en S1 (porque su series trigonométrica converge
absoluta y uniformemente). La topología de ∆ hace continuas las funciones de un
subconjunto de C(S1), es decir, es mas débil que la de S1. El mismo argumento como
en (a) implica que coinciden las topologías de ∆ y S1. Por eso escribiremos ∆ = S1.
Así Â = A es un subconjunto de C(S1).
Cada f ∈ C1(S1) tiene una serie de Fourier que converge absoluta- y uniformemente,
es decir, C1(S1) ⊆ Â y Â es denso en C(∆). Por otro lado, existen funciones continuas
en S1 con serie de Fourier que no converge en todos puntos. Eso demuestra que
Â 6= C(∆).

2.3. Involuciones
2.16 Definición. Una involución en un álgebra A es un mapeo A → A, x 7→ x∗, que
cumple para todo x, y ∈ A y λ ∈ C:

(x+ y)∗ = x∗ + y∗(2.16)
(λx)∗ = λ̄x∗(2.17)
(xy)∗ = y∗x∗(2.18)
x∗∗ = x.(2.19)

En otras palabras, una involución es un antiautomorfismo conjugado-lineal con período 2.
Para x ∈ A el elemento x∗ es el adjunto de x. Un elemento con x = x∗ es hermitiano o

autoadjunto.

2.17 Teorema. Sean A un álgebra de Banach con una involución y x ∈ A.

(a) x+ x∗, i(x− x∗) y xx∗ son autoadjuntos.

(b) Existe una y sólo una representación x = u+ iv donde u, v ∈ A son autoadjuntos.

34



Teoría Espectral 2015-2 2. Álgebras de Banach conmutativas

(c) La unidad es autoadjunta.

(d) x es invertible si y sólo si x∗ es invertible. Si eso es el caso, entonces (x∗)−1 = (x−1)∗.

(e) λ ∈ σ(x) si y sólo si λ̄ ∈ σ(x∗).

Demostración. (a) es obvio. Para (b) pongamos u := (x+x∗)/2 y v := i(x∗−x)/2. Entonces
x = u+ iv y u, v son autoadjuntos por (a). Si x = u′+ iv′ con autoadjuntos u′, v′, entonces
pongamos w := v′− v. Se sigue que w es autoadjunto y que 0 = x− x = u′− u+ i(v′− v),
es decir, iw = u− u′ también es autoadjunto. En consecuencia,

iw = (iw)∗ = −iw∗ = −iw,

es decir, w = 0 y u′ = u.
Para ver (c), usamos (a): e∗ = ee∗ = (ee∗)∗ = e∗∗ = e. Si x es invertible, entonces

(x−1)∗x∗ = (xx−1)∗ = e∗ = e y similarmente x∗(x−1)∗ = e. Eso demuestra (d). Finalmente,
(e) sigue por una aplicación de (d) a (λe− x).

2.18 Teorema. Sea A un álgebra de Banach conmutativa y semisimple. Entonces toda
involución en A es continua.

Demostración. Sean h un homomorfismo complejo en A y φ(x) := h̄(x∗). Entonces φ(x +
y) = φ(x) + φ(y), φ(λx) = h̄((λx)∗) = h̄(λ̄x∗) = λφ(x) y φ(xy) = h̄(y∗x∗) = φ(x)φ(y),
es decir, φ es un homomorfismo complejo y por tanto continuo. Sean xn → x y x∗n → y
sucesiones convergentes. Se tiene

h̄(x∗) = φ(x) = ĺım
n→∞

φ(xn) = ĺım
n→∞

h̄(x∗n) = h̄(y).

Que A es semisimple implica, como en la demostración del Teorema 2.11, que y = x∗.
El álgebra A se puede ver como un espacio de Banach sobre el campo real. Con respecto

al campo real la involución es un mapeo lineal. Junto con lo que acabamos de demostrar,
el teorema de la gráfica cerrada dice que x 7→ x∗ es continuo.

2.19 Definición. Un álgebra de Banach con una involución x 7→ x∗ que cumple

(2.20) ‖xx∗‖ = ‖x‖2

es un B∗-álgebra.

2.20 Nota. En un B∗-álgebra A ‖x‖2 = ‖xx∗‖ ≤ ‖x‖ ‖x∗‖ implica ‖x‖ ≤ ‖x∗‖ y entonces
‖x∗‖ ≤ ‖x∗∗‖ = ‖x‖. Por lo tanto

(2.21) ‖x∗‖ = ‖x‖ para todo x ∈ A.

Además,

(2.22) ‖xx∗‖ = ‖x‖ ‖x∗‖.

Inversamente, (2.21) y (2.22) implican (2.20).
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2.21 Teorema (Gelfand-Naimark). Sea A un B∗-álgebra conmutativa, y sea ∆ su espacio
de ideales maximales. Entonces la transformación de Gelfand es un isomorfismo isométrico
de A con imagen C(∆), y cumple

(2.23) h(x∗) = h(x) para todo x ∈ A, h ∈ ∆,

o equivalentemente

(2.24) x̂∗ = x̂ para todo x ∈ A.

Particularmente x es autoadjunto si y sólo si x̂ es una función real.
Un isomorfismo que preserva involuciones, como en (2.24), es un ∗-isomorfismo.

Demostración. Primero demostremos (2.23) (y así también (2.24)). Sean u ∈ A autoad-
junto y h ∈ ∆. Queremos demostrar que h(u) es real. Para cualquier t ∈ R pongamos
z := u+ ite. Si h(u) = α + iβ con reales α, β entonces

h(z) = α + i(β + t)

y
zz∗ = (u+ ite)(u− ite) = u2 + t2e.

Eso implica
α2 + (β + t)2 = |h(u)|2 ≤ ‖z‖2 = ‖zz∗‖ ≤ ‖u‖2 + t2

y
α2 + β2 + 2βt ≤ ‖u‖2.

Como t ∈ R fue arbitrario, β = 0 y h(u) es real.
Si x ∈ A, entonces por el Teorema 2.17(b) existen u, v ∈ A autoadjuntos tales que

x = u+ iv. En consecuencia h(u), h(v) son reales y

h(x∗) = h(u− iv) = h(u)− ih(v) = h(u) + ih(v) = h(x),

es decir, (2.23) se cumple.
Ahora demostremos que Â es cerrada en C(∆). Sean x ∈ A y y := xx∗. Entonces y

es autoadjunto y ‖y2‖ = ‖y‖2. Por inducción en n se obtiene que ‖ym‖ = ‖y‖m para
m = 2n. La formula del radio espectral y el Teorema 2.10(c) implican que ‖ŷ‖∞ = ‖y‖. La
ecuación (2.24) dice que

ŷ = x̂x∗ = x̂x̂∗ = x̂x̂ = |x̂|2.

En seguida,
‖x̂‖2

∞ = ‖ŷ‖∞ = ‖y‖ = ‖xx∗‖ = ‖x‖2,

es decir, x 7→ x̂ es isométrico. Como en la prueba del Teorema 2.14(b) se tiene que Â es
cerrada en C(∆).
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Falta ver que Â es todo C(∆). Por (2.24) Â es autoadjunta. Si h1, h2 ∈ ∆ y h1 6= h2,
entonces existe x ∈ A tal que x̂(h1) = h1(x) 6= h2(x) = x̂(h2), es decir, Â separa puntos
en ∆. Como ∆ no contiene el homomorfismo complejo trivial, para cualquier h ∈ ∆ existe
x̂ ∈ Â tal que x̂(h) = h(x) 6= 0. En consecuencia aplica el teorema de Stone-Weierstrass y
se tiene Â = C(∆).

Veremos como interactúa la existencia de raíces cuadradas con la involución.

2.22 Teorema. Sean A un álgebra de Banach conmutativa con involución y x ∈ A auto-
adjunto, tales que σ(x)∩ (−∞, 0] = ∅. Entonces existe y ∈ A que es autoadjunto y tal que
y2 = x.

Demostración. Sean Ω := C\(−∞, 0] y

f(λ) := exp
(1

2 log(λ)
)

=
√
|λ| exp

( i
2 arg(λ)

)
.

Aquí sea log la rama principal del logaritmo en Ω (es decir, log 1 = 0) y arg := Im(log).
Como f es holomorfo en Ω y σ(x) ⊆ Ω, el cálculo simbólico de funciones holomorfas nos
deja definir y := f̃(x), tal que y2 = x. Lo nuevo aquí será demostrar que y es autoadjunto.
Los coeficientes de la serie de potencias de la función exp son reales. En seguida, para

todo λ ∈ Ω se tiene
exp(log(λ̄)) = exp(log(λ̄)) = ¯̄λ = λ,

es decir, el mapeo λ 7→ log(λ̄) es una rama del logaritmo en Ω. Como también log(1̄) = 0,
obtenemos

log(λ̄) = log λ y − arg(λ̄) = arg λ para todo λ ∈ Ω.

Eso implica que

(2.25) f(λ̄) = f(λ) para todo λ ∈ Ω.

Como Ω es simplemente conexo el teorema de Runge implica la existencia de una su-
cesión (Pn) de polinomios en una variable compleja que converge a f , uniformemente en
subconjuntos compactos de Ω. Definimos

Qn(λ) := 1
2(Pn(λ) + Pn(λ̄)).

Entonces cada Qn es un polinomio con coeficientes reales. Por la ecuación (2.25) (Qn) con-
verge a f en el mismo sentido que (Pn). Definimos yn := Qn(x). Como x es autoadjunto
y Qn tiene coeficientes reales, cada yn es autoadjunto. La continuidad del cálculo simbó-
lico implica que yn → y cuando n → ∞. Si la involución fuera continua (como bajo las
condiciones del Teorema 2.18), eso implicaría y∗ = y.
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Sea R el radical de A, y sea π : A→ A/R el mapeo cociente. Demostremos que

[x]∗ := [x∗]

está bien definido y da una involución en A/R. Si y ∈ [x] entonces z := x − y ∈ R. Por
el Teorema 2.10(c) y el Teorema 2.17(e) se tiene ρ(z∗) = ρ(z) = 0 y z∗ ∈ R. Entonces
y∗ ∈ [x∗] y [x]∗ está bien definido. Para ver que esa es una involución, calculamos:

([x] + [y])∗ = [x+ y]∗ = [(x+ y)∗] = [x∗ + y∗] = [x∗] + [y∗] = [x]∗ + [y]∗.

Las otras propiedades se verifican similarmente. Si x es autoadjunto lo mismo aplica a [x]. Si
h ∈ ∆ entonces h tiene una factorización h = hR ◦π con hR ∈ ∆R porque R ⊆ N (h). Aquí
∆R denota el espacio de los ideales maximales de A/R. Si [̂x] = 0 entonces h(x) = hR([x]) =
[̂x](hR) = 0 para todo h ∈ ∆, es decir, x ∈ R y [x] = 0. Eso demuestra que la transformación
de Gelfand es inyectiva, y además A/R es semisimple por el Teorema 2.10(b). Por el
Teorema 2.18 la involución en A/R es continua. Como π es continuo, [yn] = π(yn) →
π(y) = [y] en A/R. Esos hechos implican que [y] es autoadjunto en A/R y en seguida que
y − y∗ ∈ R.
Existen u, v ∈ A autoadjuntos tales que y = u+ iv. Acabamos que demostrar que v ∈ R.

Como x = y2, tenemos

(2.26) x = u2 − v2 + 2iuv.

Sea h ∈ ∆. Entonces v ∈ R implica que h(v) = 0 y por lo tanto h(x) = h(u)2. Las hipótesis
implican que 0 /∈ σ(x) y entonces h(x) 6= 0 (Teorema 2.6(e)) y h(u) 6= 0. Como eso se
cumple para todo h ∈ ∆ el Teorema 2.6(c) dice que u es invertible. Como x es autoadjunto,
(2.26) implica que uv = 0. Con v = u−1uv = 0 concluimos la demostración.

2.4. Aplicaciones a álgebras no conmutativas
Lo que aprendimos de las álgebras de Banach conmutativas puede ser aplicado también a
álgebras no conmutativas. La idea es que uno considera la subálgebra cerrada conmutativa
más chica que contiene a un elemento, o a un elemento y su adjunto en el caso que los dos
conmutan. La dificultad aquí es controlar como cambia el espectro bajo la restricción a la
subálgebra.

2.23 Definición. Si S es un subconjunto de un álgebra de Banach A, entonces el centra-
lizador de S es el conjunto

Γ(S) := {x ∈ A | xs = sx para todo s ∈ S}.

Decimos que S conmuta si los elementos de S conmutan dos a dos.

2.24 Lema. En la situación de la Definición 2.23 se tiene:
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(a) Γ(S) es una subálgebra cerrada de A.

(b) S ⊆ Γ(Γ(S)).

(c) Si S conmuta entonces Γ(Γ(S)) conmuta.

Demostración. Si λ ∈ C y x, y ∈ A conmutan con todo s ∈ S, lo mismo se cumple para
λx, x+ y y xy. Eso demuestra que Γ(S) es una subálgebra de A. Si (xn) ⊆ Γ(S) converge
a x en A, entonces

xs = ĺım
n→∞

xns = ĺım
n→∞

sxn = sx,

por la continuidad de la multiplicación. Eso demuestra que Γ(S) es cerrado y comprueba
(a).
El inciso (b) es obvio. Si E ⊆ A es tal que Γ(E) ⊆ E, entonces Γ(E) obviamente conmuta.

Si S conmuta, entonces S ⊆ Γ(S) y por lo tanto, Γ(S) ⊇ Γ(Γ(S)). Lo que notamos antes
implica, con E = Γ(S), que Γ(Γ(S)) conmuta.

2.25 Teorema. Sean A un álgebra de Banach, S ⊆ A un subconjunto que conmuta y
B := Γ(Γ(S)). Entonces B es un álgebra de Banach conmutativa, S ⊆ B y σB(x) = σA(x)
para todo x ∈ B.

Demostración. Como e ∈ B el Lema 2.24 dice que B es un álgebra de Banach conmuta-
tiva tal que S ⊆ B. Para demostrar la identidad de los espectros es suficiente demostrar
C\σA(x) ⊆ C\σB(x) o respectivamente G(A) ∩ B ⊆ G(B). Sea x ∈ B invertible en A. Se
tiene que xy = yx y, en seguida, yx−1 = x−1y para todo y ∈ Γ(S). Eso demuestra que
x−1 ∈ B, es decir, x ∈ G(B).

2.26 Teorema. Sean A un álgebra de Banach y x, y ∈ A conmutantes. Entonces

σ(x+ y) ⊆ σ(x) + σ(y) y σ(xy) ⊆ σ(x)σ(y).

Demostración. Pongamos S := {x, y} y B := Γ(Γ(S)). Como B es una subálgebra cerrada
de A, x+ y, xy ∈ B. El Teorema 2.25 dice que basta demostrar

σB(x+ y) ⊆ σB(x) + σB(y) y σB(xy) ⊆ σB(x)σB(y).

Como B es conmutativa, para cualquier z ∈ B el Teorema 2.10(c) dice que σB(z) es el
rango de ẑ (la transformada de Gelfand respecto al álgebra B). Usando

x̂+ y = x̂+ ŷ y x̂y = x̂ŷ,

terminamos la demostración.

2.27 Definición. Sea A un álgebra con involución. Si x ∈ A cumple xx∗ = x∗x, entonces
x es normal. Un conjunto S ⊆ A es normal si S conmuta y si {x∗ | x ∈ S} ⊆ S.
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2.28 Teorema. Sean A un álgebra de Banach con una involución y B un subconjunto
normal de A que es maximal respecto a la propiedad de ser normal. Entonces

(a) B es una subálgebra cerrada conmutativa de A y

(b) σB(x) = σA(x) para todo x ∈ B.

Demostración. Primero demostremos:

(2.27) (x ∈ Γ(B), xx∗ = x∗x)⇒ x ∈ B.

Si x ∈ Γ(B), entonces xy∗ = y∗x para todo y ∈ B porque B es normal. En seguida,
x∗y = yx∗ para todo y ∈ B, es decir, x∗ ∈ Γ(B). Si x además es normal, se tiene que
B ∪ {x, x∗} es normal. Como B es maximal, x ∈ B.
Demostremos que B es una subálgebra conmutativa de A: Si x, y ∈ B, entonces x+ y ∈

Γ(B). Como x∗, y∗ ∈ B, x+y es normal. Luego (2.27) implica que x+y ∈ B. Similarmente
se demuestra que B es cerrado algebráicamente bajo multiplicación por un escalar y bajo
multiplicación de elementos.
Para demostrar que B es cerrada topológicamente, sea (xn) ⊆ B tal que xn → x en

A. Como xn ∈ Γ(B) y Γ(B) es cerrado (Lema 2.24(a)), x ∈ Γ(B). Como B es normal,
xy∗ = y∗x y luego yx∗ = x∗y para todo y ∈ B, es decir, x∗ ∈ Γ(B). Particularmente,
x∗xn = xnx

∗ implica por la continuidad de la multiplicación que x es normal. Entonces
(2.27) dice que x ∈ B y termina la demostración de (a).
Otra aplicación de (2.27) implica que e ∈ B. Demostremos que G(A) ∩ B ⊆ G(B). Sea

x ∈ B invertible en A. Como x es normal, lo mismo aplica a x−1. Claramente x ∈ B implica
que x−1 ∈ Γ(B). Entonces x ∈ B por (2.27).

2.29 Teorema. En el Teorema 2.22 uno puede omitir la hipótesis de conmutatividad.

Demostración. Sean A un álgebra de Banach y x ∈ A autoadjunto. Por el teorema de
maximalidad de Hausdorff existe un conjunto normal maximal B de A que contiene x.
La demostración del Teorema 2.22 puede ser aplicada al álgebra B en vez de A por el
Teorema 2.28.

2.30 Lema. Sean A un álgebra de Banach y x, y ∈ A. Entonces σ(xy)∪{0} = σ(yx)∪{0}.

Demostración. Primero demostremos que

(2.28) (e− xy) ∈ G(A) si y sólo si (e− yx) ∈ G(A).

Sea (e− xy) ∈ G(A) y pongamos z := (e− xy)−1. Entonces

(e+ yzx)(e− yx) = e− yx+ yz(e− xy)x = e

y
(e− yx)(e+ yzx) = e− yx+ y(e− xy)zx = e.
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En consecuencia, (e− yx)−1 = (e+ yzx). La conclusión inversa se obtiene análogamente.
Sea λ ∈ C\(σ(xy) ∪ {0}). Entonces (e− xy/λ) es invertible. La ecuación (2.28) implica

que también (e − yx/λ) es invertible, es decir, λ ∈ C\(σ(yx) ∪ {0}). Eso demuestra que
σ(yx) ∪ {0} ⊆ σ(xy) ∪ {0}. La inclusión inversa sigue similarmente.

2.31 Definición. En un álgebra de Banach con involución “x ≥ 0” denota que x es
autoadjunto y σ(x) ⊆ [0,∞).

2.32 Teorema. Un B∗-álgebra A tiene las siguientes propiedades:

(a) Elementos autoadjuntos tienen espectros reales.

(b) Si x ∈ A es normal entonces ρ(x) = ‖x‖.

(c) Si y ∈ A entonces ρ(yy∗) = ‖y‖2.

(d) Si u, v ∈ A cumplen u, v ≥ 0, entonces u+ v ≥ 0.

(e) Si y ∈ A entonces yy∗ ≥ 0.

(f) Si y ∈ A entonces e+ yy∗ es invertible en A.

Demostración. Si x ∈ A es normal, existe un subconjunto normal maximal B de A que con-
tiene x. Por los Teoremas 2.21 and 2.28 B es una B∗-álgebra conmutativa que es isomorfa
isométricamente a C(∆B) mediante la transformación de Gelfand. Además se tiene

(2.29) σA(z) = σB(z) = ẑ(∆B) para todo z ∈ B.

Aquí ẑ se refiere a la transformada de Gelfand respecto al álgebra B.
(a) Si x es autoadjunto, entonces el Teorema 2.21 y (2.29) aplicado a x implican que

σ(x) ⊆ R porque x̂ es real.
(b) Si x es normal entonces (2.29) implica que ρ(x) = ‖x̂‖∞. Como la transformación de

Gelfand es isométrica en B, ‖x̂‖∞ = ‖x‖.
(c) Si y ∈ A entonces yy∗ es autoadjunto, y (b) implica el reclamo.
(d) Pongamos α := ‖u‖, β := ‖v‖, w := u + v y γ := α + β. Entonces σ(u) ⊆ [0, α] y

luego

(2.30) σ(αe− u) ⊆ [0, α]

por el teorema de la aplicación espectral (en el cálculo simbólico holomorfo), aplicado a la
función λ 7→ α− λ. El inciso (b) dice que ‖αe− u‖ = ρ(αe− u) ≤ α. Por la misma razón,
‖βe− v‖ ≤ β. Entonces

(2.31) ‖γe− w‖ ≤ γ.

Como w∗ = w, el inciso (a) implica que σ(γe− w) es real. Por lo tanto (2.31) implica

σ(γe− w) ⊆ [−γ, γ]
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El teorema de la aplicación espectral, utilizando la función λ 7→ γ − λ, demuestra que en
seguida

σ(w) ⊆ [0, 2γ],

es decir, w ≥ 0.
(e) Sea x := yy∗ y sea B dado como antes de (2.29). Entonces x es autoadjunto y x̂ es

una función real en ∆B. Por (2.29) basta demostrar que x̂ ≥ 0.
Como B̂ = C(∆B), existe z ∈ B tal que

(2.32) ẑ = |x̂| − x̂ en ∆B.

Entonces z es autoadjunto porque su transformada de Gelfand es real. Notemos que

(2.33) ẑ2x̂ = (x̂2 − 2|x̂|x̂+ x̂2)x̂ = x̂2(2x̂− 2|x̂|) ≤ 0.

Pongamos
w := zy = u+ iv,

donde u, v son elementos autoadjuntos de A. Observemos que w no es normal, y no conmuta
con x, y, z. Se tiene

(2.34) ww∗ = zyy∗z∗ = zxz = z2x

y

(2.35) w∗w + ww∗ = (u− iv)(u+ iv) + (u+ iv)(u− iv)
= 2u2 + 2v2 + i(uv − vu) + i(vu− uv) = 2u2 + 2v2.

Las ecuaciones (2.34) y (2.35) implican

(2.36) w∗w = 2u2 + 2v2 − ww∗ = 2u2 + 2v2 − z2x.

Como u es autoadjunto, σ(u) es real, y u2 ≥ 0 por el teorema de la aplicación espectral.
Similarmente, v2 ≥ 0.
Tenemos que z2x ∈ B es autoadjunto. La propiedad (2.33) implica que

−̂z2x = −ẑ2x̂ ≥ 0,

es decir, σ(−z2x) ⊆ [0,∞) por (2.29). Por lo tanto, −z2x ≥ 0. El inciso (d) y (2.36)
implican w∗w ≥ 0.
El Lema 2.30 dice que σ(ww∗) ⊆ σ(w∗w)∪{0} y, en consecuencia, que también ww∗ ≥ 0.

Por (2.34) ẑ2x̂ ≥ 0, y (2.33) implica que x̂ = |x̂| ≥ 0, es decir, x ≥ 0.
(f) Bajo el teorema de la aplicación espectral con la función λ 7→ 1 + λ, este inciso es un

corolario de (e).
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2.33 Teorema. Sean A una B∗-álgebra, B una subálgebra cerrada de A, e ∈ B, y x∗ ∈ B
para todo x ∈ B. Entonces σA(x) = σB(x) para todo x ∈ B.

Demostración. Basta demostrar que G(A)∩B ⊆ B. Sea x ∈ G(A)∩B. Entonces x∗, xx∗ ∈
G(A) ∩ B y por tanto 0 /∈ σA(xx∗). El Teorema 2.32(e) dice que σ(xx∗) ⊆ (0,∞). El
Corolario 1.17 implica que σA(xx∗) = σB(xx∗). Eso demuestra que xx∗ ∈ G(B). Calculamos
x−1 = x∗(xx∗)−1 ∈ B y obtenemos que x ∈ G(B).

2.34 Lema. Sea X un espacio compacto y sean φ ∈ C(X) y K := φ(X). Definimos
Λ: C(K)→ C(X) por Λ(f) := f ◦φ. Entonces Λ es un ∗-isomorfismo isométrico de C(K)
con una subálgebra cerrada de C(X). Si φ es un homeomorfismo, entonces Λ tiene rango
C(X).

Demostración. Obviamente Λ es un ∗-homomorfismo. Como φ : X → K es suprayectivo,
Λ es isométrico. Particularmente, Λ es un isomorfismo y homeomorfismo entre C(K) y el
rango de Λ. En seguida, el rango de Λ es una subálgebra cerrada de C(X). Si φ es un
homeomorfismo, entonces Λ−1(g) = g ◦ φ−1 está definido sobre todo C(X) y Λ(C(K)) =
C(X).

2.35 Teorema (Cálculo simbólico para funciones continuas). Sean A un B∗-álgebra, x ∈
A normal y B la subálgebra cerrada de A generada por e, x y x∗. Entonces existe un
∗-isomorfismo isométrico C(σ(x)) → B que extiende el cálculo simbólico de funciones
holomorfas. Escribimos f(x) para el valor de ese cálculo en f . Se cumple σ(f(x)) = f(σ(x))
si f ∈ C(σ(x)).

Demostración. Sea B̃ el conjunto normal maximal que contiene x. Entonces B̃ es una B∗-
álgebra conmutativa y σ

B̃
(x) = σA(x) por el Teorema 2.28. Como B es una subálgebra de

B̃, el Teorema 2.33 implica que σB(x) = σ
B̃

(x) = σA(x).
Sea ∆ el espacio de ideales maximales en B, y trabajemos con la transformación de

Gelfand en B. Demostremos que x̂ : ∆→ σ(x) es un homeomorfismo. Primero recordemos
que por el Teorema 2.10(c) x̂(∆) = σ(x). Sean h1, h2 ∈ ∆ tales que x̂(h1) = x̂(h2). Entonces
h1(x) = h2(x) y h1(x∗) = h1(x) = h2(x) = h2(x∗), por ecuación (2.23). Si P es un polinomio
en dos variables, se sigue que

h1(P (x, x∗)) = h2(P (x, x∗))

porque h1 y h2 son homomorfismos. La definición de B y la continuidad de h1, h2 implican
que h1 = h2. Eso demuestra que x̂ : ∆ → σ(x) es inyectivo. Como ambos espacios, ∆ y
σ(x) son espacios compactos de Hausdorff, x̂ es un homeomorfismo.
Sea T : B → C(∆) la transformación de Gelfand. Por el Teorema 2.21 T es un ∗-

isomorfismo isométrico. Sea Λ: C(σ(x))→ C(∆) definido por Λ(f) := f ◦ x̂. El Lema 2.34
dice que T−1 ◦ Λ: C(σ(x)) → B es un ∗-isomorfismo isométrico. Como ê ≡ 1 = Λ(1)
y x̂ = Λ(id), ese cálculo simbólico es una extensión del cálculo simbólico para funciones
holomorfas.
El teorema de la aplicación espectral es una consecuencia del Teorema 2.10(c).
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2.5. Funciones lineales positivas
2.36 Lema. Sean X un espacio de Banach, A,B subespacios cerrados de X, y X = A+B
(la suma no necesariamente es directa). Entonces existe γ ∈ [0,∞) tal que todo x ∈ X
tiene una representación x = a+ b con a ∈ A, b ∈ B, y ‖a‖+ ‖b‖ ≤ γ‖x‖.

Demostración. Sea Y := A × B con la norma ‖(a, b)‖Y := ‖a‖ + ‖b‖. Como A y B
son completos Y es un espacio de Banach. El mapeo lineal Λ: Y → X, definido por
Λ(a, b) := a+ b, es continuo porque ‖Λ(a, b)‖ = ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖ = ‖(a, b)‖Y . Además,
Λ es suprayectivo. El teorema de la aplicación abierta implica existencia de γ > 0 tal que

{y ∈ X | ‖y‖ ≤ 1/γ} ⊆ {Λ(a′, b′) | ‖(a′, b′)‖Y ≤ 1/2}.

Para x ∈ X eso implica que existe (a′, b′) ∈ Y que cumple ‖(a′, b′)‖Y ≤ 1/2 y Λ(a′, b′) =
x/(‖x‖γ). Con a := a′‖x‖γ y b := b′‖x‖γ se sigue la afirmación.

2.37 Definición. Una función lineal positiva es una función lineal F en un álgebra de
Banach A con involución que satisface

(2.37) F (xx∗) ≥ 0 para todo x ∈ A.

2.38 Teorema. Toda función lineal positiva F en un álgebra de Banach A con involución
tiene las siguientes propiedades:

(a) F (x∗) = F (x).

(b) |F (xy∗)|2 ≤ F (xx∗)F (yy∗).

(c) |F (x)|2 ≤ F (e)F (xx∗) ≤ F (e)2ρ(xx∗).

(d) |F (x)| ≤ F (e)ρ(x) para todo x ∈ A que es normal.

(e) F es una función lineal acotada en A. Además, ‖F‖ = F (e) si A es conmutativo, y
‖F‖ ≤

√
β F (e) si la involución satisface ‖x∗‖ ≤ β‖x‖ para todo x ∈ A.

Demostración. Para x, y ∈ A pongamos

p := F (xx∗), q := F (yy∗), r := F (xy∗), s := F (yx∗).

Como F ((x+ αy)(x∗ + ᾱy∗)) ≥ 0 para todo α ∈ C,

(2.38) p+ ᾱr + αs+ |α|2q ≥ 0 para todo α ∈ C.

(a) Por (2.37) p, q ≥ 0. Con α = 1 y α = i la ecuación (2.38) implica

p+ q + r + s ≥ 0,
p+ q + i(s− r) ≥ 0,
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es decir, s+ r y i(s− r) son números reales. Eso implica

r̄ + s̄ = r + s,(2.39)
−i(s̄− r̄) = i(s− r).(2.40)

Sumar ecuación (2.39) y −i veces la ecuación (2.40) da r̄ = s. Si pongamos y = e entonces
eso es (a).
(b) Para r = 0 (b) es obvio. Si r 6= 0 entonces consideramos (2.38) con α := tr/|r|, para

cualquier t ∈ R y obtenemos

(2.41) p+ 2t|r|+ t2q ≥ 0 para todo t ∈ R.

Si q = 0, entonces claramente r = 0 y se cumple (b). Si q 6= 0 entonces consideramos
t = −|r|/q y obtenemos

0 ≤ p− 2 |r|
2

q
+ |r|

2

q
= p− |r|

2

q
,

es decir, |r|2 ≤ pq. Eso es (b).
(c) Como ee∗ = e, la primera desigualdad en (c) es un caso especial de (b). Para la otra,

sea t > ρ(xx∗). Por el teorema de la aplicación espectral, eso implica que σ(te − xx∗) ∩
(−∞, 0] = ∅. El Teorema 2.29 implica la existencia de una raíz cuadrada autoadjunta
u ∈ A de te− xx∗. En seguida,

tF (e)− F (xx∗) = F (u2) ≥ 0

y luego
F (xx∗) ≤ tF (e) para todo t > ρ(xx∗).

Formando el ínfimo sobre aquellos t (y considerando que F (e) = F (ee∗) ≥ 0) se obtiene la
segunda desigualdad de (c).
(d) Si x es normal entonces el Teorema 2.26 dice que σ(xx∗) ⊆ σ(x)σ(x∗) y luego, con

el Teorema 2.17(e),
ρ(xx∗) ≤ ρ(x)ρ(x∗) = ρ(x)2.

Con (c) eso implica
|F (x)|2 ≤ F (e)2ρ(xx∗) ≤ F (e)2ρ(x)2,

es decir, (d).
(e) Primero demostremos los casos especiales. Sea A conmutativa. Entonces (d) se cum-

ple para todo x ∈ A y por tanto

|F (x)| ≤ F (e)ρ(x) ≤ F (e)‖x‖ para todo x ∈ A.

Por otro lado, como F (e) ≥ 0
F (e) = máx

x∈A
‖x‖=1

|F (x)|.
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Esas ecuaciones implican que ‖F‖ = F (e).
Para la otra especialización de (e) supongamos que existe β ≥ 0 tal que ‖x∗‖ ≤ β‖x‖

para todo x ∈ A. Usando (c) obtenemos

|F (x)|2 ≤ F (e)2ρ(xx∗) ≤ F (e)2‖xx∗‖ ≤ F (e)2‖x‖ ‖x∗‖ ≤ F (e)2β‖x‖2,

es decir, ‖F‖ ≤
√
β F (e).

Antes de pasar a la demostración del caso general, notemos que F ≡ 0 si F (e) = 0. Eso
es una consecuencia de (c). Normalizando F podemos suponer que F (e) = 1, el caso F ≡ 0
siendo trivial.
Sea H el conjunto de los elementos autoadjuntos de A. Entonces H y iH son espacios

vectoriales sobre R, y A = H + iH, por el Teorema 2.17(b). Por el inciso (d) la restricción
de F a H es una función real-lineal con norma 1. El teorema de Hahn-Banach dice que
existe una extensión real-lineal Φ de F a H con norma 1. Demostremos que

(2.42) Φ(y) = 0 para todo y ∈ H ∩ iH.

Sea y = ĺımn→∞ un = ĺımn→∞ ivn con (un), (vn) ⊆ H. Se tiene que u2
n → y2, v2

n → −y2

cuando n→∞. En seguida (c) y (d) implican

‖F (un)‖2 ≤ F (u2
n) ≤ F (u2

n + v2
n) ≤ ‖u2

n + v2
n‖ → 0.

por lo tanto, Φ(y) = ĺımn→∞ F (un) = 0.
El Lema 2.36 implica la existencia de γ > 0 tal que todo x ∈ A tiene una representación

x = x1 + ix2, x1, x2 ∈ H, ‖x1‖+ ‖x2‖ ≤ γ‖x‖.

Por otro lado, un x ∈ A tiene una representación x = u + iv, donde u, v ∈ H. Restando
esas dos representaciones de x se sigue que

x1 − u = i(v − x2),

es decir, x1 − u y x2 − v son elementos de H ∩ iH. En consecuencia, (2.42) implica que

F (x) = F (u) + iF (v) = Φ(x1) + iΦ(x2),

y por lo tanto
|F (x)| ≤ |Φ(x1)|+ |Φ(x2)| ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖ ≤ γ‖x‖.
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3. Operadores acotados en un espacio de
Hilbert

3.1. Hechos básicos
3.1 Definición. En un espacio vectorial complejo H un producto escalar es un mapeo
H ×H → C, (x, y) 7→ 〈x, y〉 tal que se cumplen para x, y, z ∈ H y α ∈ C:

(i) 〈y, x〉 = 〈x, y〉,

(ii) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉,

(iii) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉,

(iv) 〈x, x〉 ≥ 0,

(v) 〈x, x〉 = 0 si y sólo si x = 0.

Generalmente, un mapeo que es lineal en en primer y conjugado-lineal en el segundo
argumento como el producto escalar se conoce como mapeo sesquilineal.
Si 〈x, y〉 = 0 entonces x y y son ortogonales, también escrito x⊥y. Ortogonalidad es una

relación simétrica. Si E,F son subconjuntos de E entonces E⊥F significa que x⊥y para
todo x ∈ E y y ∈ F . E⊥ es el conjunto de todos y ∈ H que son ortogonales a todo x ∈ E.
Escribimos para x ∈ H

‖x‖ :=
√
〈x, x〉.

3.2 Teorema (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si H es un espacio vectorial con producto
escalar y x, y ∈ H, entonces:

(a) Se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ para todo x, y ∈ H.

(b) Para todo x, y ∈ H se cumple: x⊥y si y sólo si ‖y‖ ≤ ‖λx+ y‖ para todo λ ∈ C.

(c) ‖ · ‖ es una norma en H.

(d) Para todo y ∈ H la función lineal fy := 〈·, y〉 es continua y tiene norma ‖fy‖H∗ =
‖y‖H .
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(e) Se cumple la desigualdad del paralelogramo:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 para todo x, y ∈ H.

Demostración. (a) Para x = 0 no hay nada que demostrar. Entonces supongamos que
x 6= 0. Para λ ∈ C se tiene

(3.1) ‖λx+ y‖2 = |λ|2‖x‖2 + 2 Re(λ〈x, y〉) + ‖y‖2 ≥ 0.

Sea λ0 := −〈x, y〉/‖x‖2. Entonces

(3.2) 0 ≤ ‖λ0x+ y‖2 = |〈x, y〉|
2

‖x‖2 − 2 |〈x, y〉|
2

‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖y‖2 − |〈x, y〉|
2

‖x‖2 .

(b) La parte “sólo si” es una consecuencia de ‖λx+ y‖2 = |λ|2‖x‖2 + ‖y‖2 ≥ ‖y‖2 para
todo λ ∈ C. Inversamente, si x 6= 0 y λ0 es como en la demostración del inciso (a), se sigue
de (3.2) que

‖y‖2 ≤ ‖λ0x+ y‖2 = ‖y‖2 − |〈x, y〉|
2

‖x‖2 .

En consecuencia, 〈x, y〉 = 0.
(c) Las propiedades de la definidad positiva y ‖αx‖ = |α| ‖x‖ son triviales. La desigual-

dad del triángulo se verifica usando (a):

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re〈x, y〉+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.

(d) Eso se sigue de (a) y de 〈y, y〉 = ‖y‖ ‖y‖.
(e) Es un cálculo fácil.

3.3 Definición. Siempre normamos un espacio H con producto escalar con la norma dada
en el Teorema 3.2. Si ese espacio normado es completo, entonces llamamos H un espacio
de Hilbert.

A lo largo de todo el resto de este capitulo H denotará un espacio de Hilbert no trivial.

3.4 Teorema. Para todo subconjunto cerrado convexo y no vacío E ⊆ H y para todo
x∗ ∈ H existe y∗ ∈ E tal que ‖y∗ − x∗‖ = dist(x∗, E).

Demostración. Reemplazando E por E − x∗ podemos suponer que x∗ = 0 porque y∗ ∈ E
y ‖y∗−x∗‖ = ı́nfy∈E‖y−x∗‖ es equivalente a y∗−x∗ ∈ E−x∗ y ‖y∗−x∗‖ = ı́nfy∈E−x∗‖y‖.
Pongamos d := ı́nf{‖y‖ | y ∈ E}. Sea (yn) ⊆ E tal que ‖yn‖ → d cuando n → ∞. Por

la convexidad de E, se tiene que (yn + ym)/2 ∈ E y luego que ‖yn + ym‖2 ≥ 4d2 para todo
m,n ∈ N. La ley del paralelogramo dice que

‖yn − ym‖2 = 2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − ‖yn + ym‖2 ≤ 2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − 4d2 → 0

cuando n,m→∞, es decir, (yn) es una sucesión de Cauchy. Existe y∗ ∈ E tal que ‖y∗‖ = d.
Para cualquier z ∈ E con ‖z‖ = d, la sucesión y∗, z, y∗, z, . . . converge, igual como (yn).
En seguida, z = y∗, es decir, el mínimo es único.
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3.5 Teorema. Sea E un subespacio de H.

(a) E⊥ es cerrado,

(b) E⊥ = (E)⊥,

(c) H = E ⊕ E⊥,

(d) E⊥⊥ := (E⊥)⊥ = E.

Demostración. (a) Para todo x ∈ H el Teorema 3.2(d) implica que x⊥ es cerrado porque
es el núcleo de la función lineal continua fx. Entonces

E⊥ =
⋂
x∈E

x⊥

también es cerrado.
(b) Es claro que (E)⊥ ⊆ E⊥. Inversamente, consideramos y ∈ E⊥. Entonces E ⊆ y⊥.

Como y⊥ es cerrado, E ⊆ y⊥, es decir que y ∈ (E)⊥.
(c) Es claro que E ∩ E⊥ = {0}. Para cada x∗ ∈ H hay que agarrar y∗ ∈ E y z∗ ∈ E⊥

tales que x∗ = y∗ + z∗.
Sea y∗ ∈ E el elemento único que cumple ‖y∗ − x∗‖ = dist(x∗, E), dado por el Teore-

ma 3.4. Pongamos z∗ := x∗ − y∗. Para todo y ∈ E y todo λ ∈ R se sigue que

‖z∗‖ = ‖y∗ − x∗‖ ≤ ‖y∗ + λy − x∗‖ = ‖z∗ + λy‖

porque y∗ + λy ∈ E. Usando el Teorema 3.2(b) se tiene que z∗⊥y para todo y ∈ E. Por lo
tanto, z∗ ∈ E⊥.
(d) Si x ∈ E, entonces (x, y) = 0 para todo y ∈ E⊥. Se sigue que x ∈ (E⊥)⊥. Como eso

se cumple para todo x ∈ E entonces E ⊆ E⊥⊥. Como E⊥⊥ es cerrado por (a), también
E ⊆ E⊥⊥. Por otro lado, si x ∈ E⊥⊥ demostraremos que x ∈ E. Por (c), existen y ∈ E y
z ∈ E⊥ tales que x = y + z. Como x⊥z y y⊥z, obtenemos

0 = (x, z) = (y + z, z) = (y, z) + (z, z) = ‖z‖2,

es decir, z = 0 y x = y ∈ E.

3.6 Teorema (Representación de Riesz). Existe una isometría conjugada-lineal suprayec-
tiva H → H∗, y 7→ Λ, dada por

Λx := 〈x, y〉 para todo x ∈ H.

Demostración. Es obvio que ese mapeo es una isometría conjugada-lineal. Para demostrar
suprayectividad, sea Λ ∈ H∗. Si Λ = 0 entonces se toma y := 0. Si Λ 6= 0, entonces existe
z ∈ N (Λ)⊥\{0}. Sea x ∈ H. Como

(Λx)z − (Λz)x ∈ N (Λ),
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se tiene
(Λx)‖z‖2 − (Λz)〈x, z〉 = 0,

es decir,

Λx =
〈
x,

(Λz)z
‖z‖2

〉
.

Se toma
y := (Λz)z

‖z‖2 .

3.7 Teorema. Sea (xn) una sucesión de vectores en H que son ortogonales dos a dos.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) ∑∞k=1 xk converge en norma,

(ii) ∑∞k=1〈xk, y〉 converge para todo y ∈ H,

(iii) ∑∞k=1‖xk‖2 <∞.

Demostración. Escribimos sn := ∑n
k=1 xk.

(i) implica (ii): Suponiendo (i),
n∑
k=1
〈xk, y〉 = 〈sn, y〉

converge cuando n→∞, por la continuidad de 〈 · , y〉.
(ii) implica (iii): Suponiendo (ii), definimos Λn ∈ H∗ por

Λny :=
n∑
k=1
〈y, xk〉 =

n∑
k=1
〈xk, y〉.

Entonces Λny converge para todo y ∈ H. El teorema de Banach-Steinhaus implica que
‖Λn‖ queda acotada cuando n→∞. Además, el Teorema 3.2(d) dice que

‖Λn‖2 = ‖x1 + x2 + · · ·+ xn‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + · · ·+ ‖xn‖2.

Por lo tanto se obtiene (iii).
(iii) implica (i): Suponiendo (iii),

‖sm − sn‖2 =
m∑

k=n−1
‖xk‖2

para m ≥ n implica que (sn) es una sucesión de Cauchy en H. En seguida, (sn) converge.
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3.2. Operadores acotados
Sea B(H) el álgebra de Banach de los operadores lineales acotados en H.

3.8 Teorema. Si T ∈ B(H) y 〈Tx, x〉 = 0 para todo x ∈ H, entonces T = 0.

Demostración. Como

(3.3) 0 = 〈T (x+ y), x+ y〉 = 〈Tx, x〉+ 〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉+ 〈Ty, y〉,

obtenemos

(3.4) 〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 0

para todo x, y ∈ H. Reemplazando y por iy en la última identidad, obtenemos

(3.5) −i〈Tx, y〉+ i〈Ty, x〉 = 0

para todo x, y ∈ H. Sumando (3.4) con i-veces (3.5) se tiene

〈Tx, y〉 = 0 para todo x, y ∈ H.

Con y := Tx eso implica ‖Tx‖2 = 0, es decir, Tx = 0, para todo x ∈ H.

3.9 Nota. El Teorema 3.8 no es cierto en espacios de Hilbert reales. Un contraejemplo
son rotaciones en R2. Para hacerlo válido, uno podría suponer adicionalmente que T sea
simétrico.

3.10 Teorema. Si f : H ×H → C es sesquilineal y acotado en el sentido siguiente:

(3.6) M := sup{|f(x, y)| | ‖x‖ = ‖y‖ = 1} <∞,

entonces existe un y sólo un S ∈ B(H) tal que

(3.7) f(x, y) = 〈x, Sy〉 para todo x, y ∈ H.

En ese caso, ‖S‖ = M .

Demostración. Como |f(x, y)| ≤ M‖x‖ ‖y‖, el mapeo x 7→ f(x, y) es una función lineal
acotada en H, para todo y ∈ H. Su norma es por lo mas M‖y‖. El Teorema 3.6 dice que
existe un y sólo un elemento Sy ∈ H tal que se cumple (3.7). Además, ‖Sy‖ ≤ M‖y‖. Es
claro que S es aditivo. Para α ∈ H tenemos

〈x, S(αy)〉 = f(x, αy) = ᾱf(x, y) = ᾱ〈x, Sy〉 = 〈x, αSy〉,

es decir, S es lineal (por su unicidad). Entonces S ∈ B(H) y ‖S‖ ≤M . Por otro lado,

|f(x, y)| = |〈x, Sy〉| ≤ ‖x‖ ‖Sy‖ ≤ ‖x‖ ‖S‖ ‖y‖,

y luego M ≤ ‖S‖.
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3.11 Teorema. Si T ∈ B(H), entonces existe T ∗ ∈ B tal que

(3.8) 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 para todo x, y ∈ H.

Además,

(3.9) ‖T ∗‖ = ‖T‖,

el mapeo T 7→ T ∗ es una involución y B(H) es una B∗-álgebra.

Demostración. El mapeo

(3.10) (x, y) 7→ 〈Tx, y〉

es sesquilineal y acotado. Por el Teorema 3.10 existe un y sólo un T ∗ ∈ B(H) que cumple
(3.8). Se tiene

(3.11) M := sup{|〈Tx, y〉| | ‖x‖ = ‖y‖ = 1} ≤ ‖T‖

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por otro lado,

(3.12) M ≥
∣∣∣∣∣
〈
Tx,

Tx

‖Tx‖

〉∣∣∣∣∣ = ‖Tx‖ para todo x ∈ H, ‖x‖ = 1.

Se sigue queM ≥ ‖T‖. Junto con (3.11) eso demuestra que ‖T‖ = M y luego ‖T ∗‖ = ‖T‖,
por el Teorema 3.10.
Demostremos que T 7→ T ∗ define una involución. La identidad (S + T )∗ = S∗ + T ∗ es

obvia porqué (3.10) es aditivo en ambos argumentos. Las computaciones

〈αTx, y〉 = α〈Tx, y〉 = α〈x, T ∗y〉 = 〈x, ᾱT ∗y〉,
〈STx, y〉 = 〈Tx, S∗y〉 = 〈x, T ∗S∗y〉,

〈Tx, y〉 = 〈T ∗y, x〉 = 〈y, T ∗∗x〉 = 〈T ∗∗x, y〉,

junto con la unicidad de T ∗ y el Teorema 3.8 implican que T 7→ T ∗ es conjugado-lineal
con período 2, y que se tiene (ST )∗ = T ∗S∗. Eso demuestra todas las propiedades de una
involución.
Observemos que

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 ≤ ‖T ∗T‖ ‖x‖2

para todo x ∈ H implica ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖. Por otro lado, (3.9) implica

‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2.

Eso demuestra que B(H) es una B∗-álgebra.
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3.12 Nota. El operador T ∗ definido en el Teorema 3.11 es llamado el operador adjunto
de Hilbert para diferenciarlo del operador adjunto (o dual) de un operador lineal acotado
entre espacios de Banach. En el primer caso T 7→ T ∗ es una aplicación conjugada-lineal,
en el segundo caso es lineal.

3.13 Teorema. Si T ∈ B(H), entonces

N (T ∗) = R(T )⊥ y N (T ) = R(T ∗)⊥.

Demostración. Para el primer reclamo basta considerar la siguiente cadena de equivalen-
cias:

T ∗y = 0,
⇔ 〈x, T ∗y〉 = 0, para todo x ∈ H,
⇔ 〈Tx, y〉 = 0, para todo x ∈ H,
⇔ y ∈ R(T )⊥.

El segundo reclamo se obtiene del primero porque T ∗∗ = T .

3.14 Definición. Un operador T ∈ B(H) se llama

(a) normal si TT ∗ = T ∗T ,

(b) autoadjunto (o hermitiano) si T ∗ = T ,

(c) unitario si T ∗T = I = TT ∗,

(d) una proyección si T 2 = T .

3.15 Teorema. Un operador T ∈ B(H) es normal si y sólo si

(3.13) ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ para todo x ∈ H.

Un operador normal T tiene las siguientes propiedades:

(a) N (T ) = N (T ∗).

(b) R(T ) es denso en H si y sólo si T es inyectivo.

(c) T es invertible si y sólo si existe δ > 0 tal que ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ para todo x ∈ H.

(d) Si Tx = αx para algunos x ∈ H, α ∈ C y T ∈ B(H), entonces T ∗x = ᾱx.

(e) Si α, β son valores propios distintos de T , entonces vectores propios correspondientes
son ortogonales.
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Demostración. Por

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈TT ∗x, x〉 = 〈T ∗x, T ∗x〉 = ‖T ∗x‖2

el primer enunciado es cierto. El inciso (a) es una consecuencia directa. Por (a) y el Teo-
rema 3.13 tenemos la siguiente cadena de equivalencias que demuestra (b):

R(T ) es denso⇔ R(T )⊥ = N (T ∗) = N (T ) = {0} ⇔ T es inyectivo.

Sea δ > 0 tal que

(3.14) ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ para todo x ∈ H.

Entonces T es inyectivo y luego tiene rango denso, por (b). Se comprueba similarmente
como en la demostración del Teorema 2.14(b) que el rango de T es cerrado, es decir,R(T ) =
H. La inversa es continua por (3.14), es decir, T es invertible en B(H). Inversamente, sea
T invertible en B(H). Entonces el teorema de la aplicación abierta implica la existencia de
δ > 0 que cumple (3.14).
Sea Tx = αx. Entonces x ∈ N (T − αI) = N (T ∗ − ᾱI) por (a) y se cumple T ∗x = ᾱx.

Eso comprueba (d).
Si α, β ∈ C y x, y ∈ H son tales que α 6= β y Tx = αx y Ty = βy, entonces por (d) se

tiene
α〈x, y〉 = 〈αx, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 = 〈x, β̄y〉 = β〈x, y〉.

En seguida α 6= β implica que x⊥y. Hemos demostrado (e)

3.16 Teorema. Para U ∈ B(H) los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) U es unitario.

(ii) R(U) = H y 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉 para todo x, y ∈ H.

(iii) R(U) = H y ‖Ux‖ = ‖x‖ para todo x ∈ H.

Demostración. (i) implica (ii): Como U es unitario, es invertible en B(H) y luego R(U) =
U . Además,

〈Ux, Uy〉 = 〈x, U∗Uy〉 = 〈x, y〉.

(ii) implica (iii): Es obvio.
(iii) implica (i): Como

〈U∗Ux, x〉 = 〈Ux, Ux〉 = ‖Ux‖2 = ‖x‖2 = 〈x, x〉,

el Teorema 3.8 dice que U∗U = I. Por otro lado, las hipótesis implican que U es una
isometría suprayectiva, es decir, es invertible en B(H). Entonces U−1 = U∗ y U es unitario.
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3.17 Teorema. Si P ∈ B(H) es una proyección, entonces son equivalentes:

(i) P es autoadjunta.

(ii) P es normal.

(iii) R(P ) = N (P )⊥.

(iv) 〈Px, x〉 = ‖Px‖2 para todo x ∈ H.

En ese caso, P es una proyección ortogonal.
Dos proyecciones ortogonales P,Q cumplen R(P )⊥R(Q) si y sólo si PQ = 0.

Demostración. (i) implica (ii) trivialmente.
(ii) implica (iii): El Teorema 3.15(a) dice que R(P )⊥ = N (P ). Como P es una pro-

yección, R(P ) = N (I − P ), es decir, R(P ) es cerrado. Por el Teorema 3.5(d) se tiene
R(P ) = R(P )⊥⊥ = N (P )⊥.
(iii) implica (iv): Sea x ∈ H. Como R(P ) = N (P )⊥ = R(I − P )⊥, se tiene

〈Px, x〉 = 〈Px, Px+ (I − P )x〉 = 〈Px, Px〉 = ‖Px‖2.

(iv) implica (i): Para todo x ∈ H ‖Px‖2 es real. En seguida,

‖Px‖2 = 〈Px, x〉 = 〈x, P ∗x〉 = 〈P ∗x, x〉.

El Teorema 3.8 dice que P ∗ = P .

3.18 Teorema. Si U ∈ B(H) es unitario y λ ∈ σ(U), entonces |λ| = 1.

Demostración. Por el Teorema 3.16 ‖U‖ = 1 y luego |λ| ≤ 1.
Por otro lado, si |λ| < 1, entonces ‖λU∗‖ < 1 y

λI − U = −U(I − λU∗)

es invertible en B(H), por el Teorema 1.6. Eso demuestra que λ /∈ σ(U).

3.3. Un teorema de conmutatividad
3.19 Teorema (Fuglede, Putnam y Rosenblum). Sean M,N, T ∈ B(H), M,N normales
y tales que

(3.15) MT = TN.

Entonces M∗T = TN∗.
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Demostración. Primero consideramos S ∈ B(H) y V := S − S∗. Definimos

Q := exp(V ) =
∞∑
k=0

(
1
n!

)
V k.

Se sigue que V ∗ = −V y luego

Q∗ = exp(V ∗) = exp(−V ) = Q−1,

es decir, Q es unitario. Eso implica por el Teorema 3.16 que

(3.16) ‖exp(S − S∗)‖ = 1 para todo S ∈ B(H).

Bajo la hipótesis (3.15) se tiene MkT = TNk para todo k ∈ N. En consecuencia

exp(M)T = T exp(N)

o

(3.17) T = exp(−M)T exp(N).

Pongamos U1 := exp(M∗ −M) y U2 := exp(N −N∗). Como M,N son normales podemos
aplicar (1.33). Por lo tanto, (3.17) implica

exp(M∗)T exp(−N∗) = U1TU2.

Por (3.16) eso implica

(3.18) ‖exp(M∗)T exp(−N∗)‖ ≤ ‖T‖.

Definimos f : C→ B(H) por

f(λ) := exp(λM∗)T exp(−λN∗).

Reemplazando M por λ̄M y N por λ̄N , (3.18) dice que ‖f(λ)‖ ≤ ‖T‖ para todo λ ∈ C.
Para cualquier Λ ∈ B(H)∗ (el dual de B(H)), Λf es una función entera acotada. El teorema
de Liouville implica que

(Λf)(λ) = (Λf)(0) para todo Λ ∈ B(H)∗, λ ∈ C.

Entonces f(λ) = f(0) = T para todo λ ∈ C. Por la definición de f hemos probado que

exp(λM∗)T = T exp(λN∗) para todo λ ∈ C.

Ambos lados de esa ecuación son funciones holomorfas, y una derivación, evaluada en
λ = 0, da el resultado M∗T = TN∗.
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3.4. Resoluciones de la identidad
3.20 Definición. SeaM un σ-álgebra en un conjunto Ω. Una resolución de la identidad
enM es un mapeo E : M→ B(H) con las siguientes propiedades:

(a) E(∅) = 0 y E(Ω) = I.

(b) Todo E(ω) es una proyección ortogonal.

(c) E(ω1 ∩ ω2) = E(ω1)E(ω2).

(d) Si ω1 ∩ ω2 = ∅, entonces E(ω1 ∪ ω2) = E(ω1) + E(ω2).

(e) Para todo x, y ∈ H, la función Ex,y : M→ C, definida por

(3.19) Ex,y(ω) := 〈E(ω)x, y〉,

es una medida compleja enM.

Si M es la σ-álgebra de los conjuntos de Borel en un espacio de Hausdorff compacto o
localmente compacto, entonces también se pide que Ex,y sea regular para todo x, y ∈ H.

3.21 Nota. Sea E una resolución de la identidad. Entonces Ex,x es una medida positiva
enM con variación total Ex,x(Ω) = ‖x‖2. Todas proyecciones E(ω) conmutan dos a dos.
Si ω1∩ω2 = ∅, entonces los rangos de E(ω1) y E(ω2) son ortogonales, por el Teorema 3.17.

3.22 Proposición. Si E es una resolución de la identidad y x ∈ H, entonces el mapeo
ω 7→ E(ω)x es una medida numerablemente aditiva, tomando valores en H.

Demostración. Sea (ωn) ⊆ M una sucesión de conjuntos ajenos dos a dos, y sea ω :=⋃
n∈N ωn. Se sigue que E(ωm)x y E(ωn)x son ortogonales cuando m 6= n. Como Ex,y es una

medida numerablemente aditiva, se tiene
∞∑
n=1
〈E(ωn)x, y〉 = 〈E(ω)x, y〉 para todo y ∈ H.

en seguida, el Teorema 3.7 implica que
∞∑
n=1

E(ωn)x = E(ω)x.

3.23 Nota. En general una resolución de la identidad no es numerablemente aditiva porque
las proyecciones ortogonales no cero tienen norma 1. Eso implica que

∞∑
n=1

E(ωn)

no converge en norma.
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3.24 Proposición. Sea E una resolución de la identidad. Sean (ωn) ⊆M y ω := ⋃∞
n=1 ωn.

Si E(ωn) = 0 para todo n, entonces E(ω) = 0.

Demostración. Para x ∈ H la medida Ex,x es numerablemente aditiva. En seguida, 0 =
Ex,x(ω) = ‖E(ω)x‖2. Eso implica que E(ω) = 0.

Sea E una resolución de la identidad en M, una σ-álgebra sobre un conjunto Ω. Sea
L∞(Ω) el álgebra de las funciones medibles y acotadas Ω → C. Con la norma ‖f‖A :=
supx∈Ω|f(x)| obviamente A es un álgebra de Banach.
Existe una base de la topología de C, formada por una colección numerable de discos

abiertos. Si f ∈ A entonces consideramos la unión U de todos aquellos discos Uk que
cumplen E(f−1(Uk)) = 0 y llamemos a C\U el rango esencial de f (respecto a la reso-
lución de la identidad E). El conjunto U es el conjunto abierto mas grande que cumple
E(f−1(U)) = 0, y el rango esencial Ress(f) de f es el conjunto cerrado mas chico que
contiene f(x) para casi todo x ∈ Ω, respecto a la noción de conjuntos de medida cero
inducida por E.
Decimos que f es esencialmente acotado si su rango esencial es acotado. En ese caso el

rango esencial es compacto. Denotemos por ‖f‖∞ el máximo de |λ|, donde λ varia sobre
el rango esencial. El número ‖f‖∞ se llama el supremo esencial de f .
Si definimos N := {f ∈ A | ‖f‖∞ = 0}, entonces N es un ideal cerrado de A. Ponemos

L∞(E) := A/N . Se sigue que la norma inducida de una clase [f ] coincide con ‖f‖∞, que
L∞(E) es un álgebra de Banach y que el espectro σ([f ]) coincide con el rango esencial de
f . Como es usual en la teoría de la medida, identificaremos f con su clase [f ].
El rango y el supremo esencial de una función respecto a una medida compleja se define

similarmente como antes respecto a una resolución de la identidad.

3.25 Lema. Sean x, y ∈ H, y sean ‖ · ‖∞,E y ‖ · ‖∞,Ex,y los supremos esenciales respecto a
la resolución de la identidad E y respecto a la medida compleja Ex,y. Entonces se cumple
‖f‖∞,Ex,y ≤ ‖f‖∞,E para todo f ∈ L∞(E).

Demostración. Sea R es rango esencial de f respecto a E, y sea Rx,y el rango esencial de
f respecto a Ex,y. Si U ⊆ C es abierto y tal que E(f−1(U)) = 0, entonces obviamente
Ex,y(f−1(U)) = 0. Eso implica que Rx,y ⊆ R y comprueba el enunciado.

3.26 Teorema. Sea E una resolución de la identidad como en la Definición 3.20. Entonces
existe un *-isomorfismo isométrico Ψ entre L∞(E) y una subálgebra cerrada normal A de
B(H) que es relacionado con E por la fórmula

(3.20) 〈Ψ(f)x, y〉 =
∫

Ω
f dEx,y para todo x, y ∈ H, f ∈ L∞(Ω).

Eso justifica la notación

(3.21) Ψ(f) =
∫

Ω
f dE.
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Se tiene

(3.22) ‖Ψ(f)x‖2 =
∫

Ω
|f |2 dEx,x para todo x ∈ H, f ∈ L∞(E).

Se cumple el hecho de la aplicación espectral: σ(Ψ(f)) = Ress(f).
Un operador Q ∈ B(H) conmuta con todo E(ω) si y sólo si Q conmuta con todo Ψ(f).

Demostración. Demostremos el teorema primero para funciones simples en Ω. Sea
{ω1, ω2, . . . , ωn} ⊆ M una partición de Ω, y sean α1, α2, . . . , αn ∈ C. Definimos la fun-
ción simple f : Ω→ C por

f(x) := αk si x ∈ ωk.
Definimos Ψ ∈ B(H) por

(3.23) Ψ(f) :=
n∑
k=1

αkE(ωk).

Como los E(ωk) son proyecciones autoadjuntas, se tiene

(3.24) Ψ(f)∗ =
n∑
k=1

ᾱkE(ωk) = Ψ(f̄).

Si {ω′1, ω′2, . . . , ω′m} ⊆ M es otra partición de ese tipo entonces ωk = ∑m
`=1 ωk ∩ ω′` para

todo k y ω′` = ∑n
k=1 ωk ∩ ω′` para todo `. La colección {ωk ∩ ω′`}k,` forma una partición de

Ω por elementos deM.
Si g es una función simple en Ω tal que g = β` en ω` para ` = 1, 2, . . . ,m, entonces fg

es la función simple que equivale a αkβ` en ωk ∩ ω`. Calculamos, usando el inciso (c) de la
Definición 3.20:

Ψ(f)Ψ(g) =
∑
k,`

αkβ`E(ωk)E(ω′`) =
∑
k,`

αkβ`E(ωk ∩ ω′`).

Se sigue que

(3.25) Ψ(f)Ψ(g) = Ψ(fg).

Para α, β ∈ C la función αf+βg es simple y equivale a ααk+ββ` en ωk∩ω`. El inciso (d) de
la Definición 3.20 implica que E(ωk) = ∑m

`=1E(ωk∩ω′`) para todo k y E(ω`) = ∑n
k=1E(ωk∩

ω′`) para todo `. Obtenemos

αΨ(f) + βΨ(g) =
n∑
k=1

ααkE(ωk) +
m∑
`=1

ββ`E(ω′`) =
∑
k,`

(ααk + ββ`)E(ωk ∩ ω′`),

es decir,

(3.26) αΨ(f) + βΨ(g) = Ψ(αf + βg).
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Para x, y ∈ H la definición de Ψ(f) implica

(3.27) 〈Ψ(f)x, y〉 =
n∑
k=1

αk〈E(ωk)x, y〉 =
n∑
k=1

αkEx,y(ωk) =
∫

Ω
f dEx,y.

Por (3.24) y (3.25)

Ψ(f)∗Ψ(f) = Ψ(f̄)Ψ(f) = Ψ(f̄f) = Ψ(|f |2).

Con eso (3.27) implica

(3.28) ‖Ψ(f)x‖2 = 〈Ψ(f)∗Ψ(f)x, x〉 = 〈Ψ(|f |2)x, x〉 =
∫

Ω
|f |2 dEx,x

y luego, por la Nota 3.21 y el Lema 3.25,

(3.29) ‖Ψ(f)x‖ ≤ ‖f‖∞,Ex,x

√
Ex,x(Ω) ≤ ‖f‖∞

√
Ex,x(Ω) = ‖f‖∞‖x‖.

Aquí ‖f‖∞,Ex,x denota el supremo esencial de f respecto a la medida positiva Ex,x.
Por otro lado, escogemos k tal que |αk| = ‖f‖∞ y E(ωk) 6= 0. Eso es posible porque

el rango de f consiste de un número finito de puntos α`. Existe x ∈ R(E(ωk)) tal que
‖x‖ = 1. La ortogonalidad de los rangos de E(ω`) dos a dos dice que E(ω`)x = 0 para
` 6= k y luego

Ψ(f)x = αkE(ωk)x = αkx.

Obtenemos ‖Ψ(f)‖ ≥ |αk| = ‖f‖∞. Junto con (3.29) eso implica que

(3.30) ‖Ψ(f)‖ = ‖f‖∞.

Trataremos es caso general. Sea f ∈ L∞(E). Existe una sucesión de funciones simples
medibles fn en Ω que converge a f respecto a la norma ‖ · ‖∞. Por (3.30) la sucesión
correspondiente de operadores Ψ(fn) forma una sucesión de Cauchy en B(H). Ella converge
en B(H) a un operador que llamaremos Ψ(f). Esta definición no depende de la sucesión (fn)
porque dos sucesiones con estas propiedades pueden ser unidas alternando los elementos,
y resulta otra sucesión con las mismas propiedades. Obviamente se tiene

(3.31) ‖Ψ(f)‖ = ‖f‖∞ para todo f ∈ L∞(E).

Fijemos x, y ∈ H. Si denotamos por ‖ · ‖∞,Ex,y el supremo esencial respecto a la medida
Ex,y, entonces el Lema 3.25 dice que fn → f en L∞(Ex,y). Como Ex,y es una medida
compleja, es decir, con variación total finita, eso implica que fn → f en L1(Ex,y). En
seguida, la representación integral (3.20) se sigue de (3.27) (reemplazando f por fn).
La continuidad de la involución en B(H) y (3.24) implican que

(3.32) Ψ(f)∗ = Ψ(f̄).
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Si f, g ∈ L∞(E) y si (fn) y (gn) son sucesiones de funciones simples medibles aproxi-
mando f y g en L∞(E), entonces (3.25) y (3.26) también se cumplen en esta situación
por la continuidad de las operaciones en B(H). Resumando, hemos demostrado que Ψ es
un *-monomorfismo isométrico de L∞(E) en B(H). Un argumento conocido implica que el
rango A de Ψ es cerrado.
La definición de A implica que A es una subálgebra normal. Como Ψ es un isomorfismo,

σA(Ψ(f)) = σ([f ]) = Ress(f). Basta recordar que el Teorema 2.33 dice que σA(Ψ(f)) =
σ(Ψ(f)).
Sea Q ∈ B(H) tal que Q conmuta con todo E(ω). Por (3.23) Q conmuta con Ψ(f) si f

es una función simple medible. El mismo argumento de aproximación como antes implica
que Q conmuta con Ψ(f) para todo f ∈ L∞(E). Inversamente, si Q conmuta todo Ψ(f),
particularmente conmuta con Ψ(χω) = E(ω) si ω ∈M.

3.5. El teorema espectral
Para operadores T ∈ B(H) el espectro σ(T ) siempre se refiere al espectro en B(H).

3.27 Lema. Sea A una subálgebra cerrada de B(H) que contiene I, tal que T ∗ ∈ A si
T ∈ A. Entonces σA(T ) = σ(T ) para todo T ∈ A.

Demostración. Sea T ∈ A invertible en B(H). Basta demostrar que T−1 ∈ A. Sea eso
el caso. Entonces TT ∗ es autoadjunto. Como B(H) es un B∗-álgebra, el Teorema 2.32(a)
implica que σ(TT ∗) ⊆ R, y luego el Corolario 1.17 dice que σA(TT ∗) = σ(TT ∗). Como
TT ∗ es invertible en B(H), 0 /∈ σ(TT ∗), es decir, TT ∗ también es invertible en A. Se sigue
que T−1 = T ∗(TT ∗)−1 ∈ A.

3.28 Teorema. Sea A una subálgebra cerrada normal de B(H) que contiene I, y sea ∆
su espacio de ideales maximales. Entonces se cumplen:

(a) Existe una y sólo una resolución de la identidad en los conjuntos de Borel de ∆ que
satisface

(3.33) T =
∫

∆
T̂ dE

para todo T ∈ A, donde T̂ es la transformada de Gelfand de T .

(b) La inversa de la transformada de Gelfand extiende a un *-isomorfismo isométrico Φ
del álgebra L∞(E) a una subálgebra cerrada B de B(H) que contiene A. Este mapeo
está dado por

(3.34) Φ(f) =
∫

∆
f dE para todo f ∈ L∞(E).
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(c) B está contenida en el subespacio lineal cerrado de B(H) generado por las proyeccio-
nes E(ω).

(d) Si ω ⊆ ∆ es abierto y no vacío, entonces E(ω) 6= 0.

(e) Un operador S ∈ B(H) conmuta con todo T ∈ A si y sólo si S conmuta con todo
E(ω).

Demostración. Recordemos que (3.33) significa

(3.35) 〈Tx, y〉 =
∫

∆
T̂ dEx,y para todo x, y ∈ H, T ∈ A.

De acuerdo, A es una B∗-álgebra conmutativa. En seguida, la transformada de Gelfand
es un *-isomorfismo isométrico de A y C(∆), por el teorema de Gelfand y Naimark. Para
x, y fijos el mapeo T̂ 7→ 〈Tx, y〉 es una función lineal acotada en C(∆), porque ‖T‖ = ‖T̂‖∞
y luego |〈Tx, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖T̂‖∞. El teorema de representación de Riesz da una y sólo una
medida regular µx,y en los conjuntos de Borel de ∆ tal que se cumple

(3.36) 〈Tx, y〉 =
∫

∆
T̂ dµx,y para todo x, y ∈ H, T ∈ A.

La validez de (3.35) y la regularidad de Ex,y implican la unicidad de la resolución de la
identidad E, porque (3.35) determina E.
Por otro lado, sea µx,y dado por el teorema de representación de Riesz como antes, para

todo x, y ∈ H. La identidad en (3.36) en sesquilineal en x, y para las funciones continuas
T̂ . Por aproximación el L1(µx,y), y usando que µx,y es finito, se sigue que la integral en la
derecha de (3.36) es una función sesquilineal de x, y si T̂ está reemplazado por una función
f ∈ L∞(∆). El Teorema 3.10 dice que existe un y sólo un operador Φ(f) ∈ B(H) tal que

(3.37) 〈x,Φ(f)∗y〉 = 〈Φ(f)x, y〉 =
∫

∆
f dµx,y para todo x, y ∈ H.

La unicidad y (3.36) implican que Φ(T̂ ) = T para todo T̂ ∈ C(∆). Entonces Φ es una
extensión de la inversa de la transformación de Gelfand. Obviamente Φ es lineal, porque
la integral en (3.37) es lineal en f .
Demostremos que Φ preserva involuciones. Sea T̂ ∈ C(∆) una función real. Entonces T

es autoadjunto y se tiene∫
∆
T̂ dµx,y = 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 = 〈Ty, x〉 =

∫
∆
T̂ dµy,x =

∫
∆
T̂ dµy,x.

Si f, g ∈ C(∆) son reales, se sigue que∫
∆

(f + ig) dµx,y =
∫

∆
f dµx,y + i

∫
∆
g dµx,y

=
∫

∆
f dµy,x + i

∫
∆
g dµy,x =

∫
∆

(f + ig) dµy,x.
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La unicidad de µx,y implica que µy,x = µx,y. Para f ∈ L∞(∆) eso da

〈Φ(f̄)x, y〉 =
∫

∆
f̄ dµx,y =

∫
∆
f dµy,x = 〈Φ(f)y, x〉 = 〈x,Φ(f)y〉 = 〈Φ(f)∗x, y〉

para todo x, y ∈ H. En consecuencia,

(3.38) Φ(f̄) = Φ(f)∗ para todo f ∈ L∞(∆).

Demostremos multiplicatividad de Φ. Si S, T ∈ A, entonces ŜT = ŜT̂ y

(3.39)
∫

∆
ŜT̂ dµx,y = 〈STx, y〉 =

∫
∆
Ŝ dµTx,y.

Como eso se cumple para todo Ŝ ∈ C(∆), se tiene T̂ µx,y = µTx,y. Podemos reemplazar Ŝ
por cualquier función f ∈ L∞(∆) en (3.39) y obtenemos

(3.40)
∫

∆
fT̂ dµx,y =

∫
∆
f dµTx,y = 〈Φ(f)Tx, y〉 = 〈Tx,Φ(f)∗y〉

∫
∆
T̂ dµx,z,

donde pusimos z := Φ(f)∗y. Como eso vale para todo T̂ ∈ C(∆), se tiene fµx,y = µx,z. Eso
nos deja reemplaza T̂ por g ∈ L∞(∆) en (3.40) y obtenemos

〈Φ(fg)x, y〉 =
∫

∆
fg dµx,y =

∫
∆
g dµx,z = 〈Φ(g)x, z〉 = 〈Φ(g)x,Φ(f)∗y〉 = 〈Φ(f)Φ(g)x, y〉

para todo x, y ∈ H. Eso comprueba la multiplicatividad de Φ, es decir,

(3.41) Φ(fg) = Φ(f)Φ(g) para todo f, g ∈ L∞(∆).

Lo anterior nos permite definir E como sigue: Para todo subconjunto de Borel ω de ∆
definimos

(3.42) E(ω) := Φ(χω).

Como χω1∩ω2 = χω1χω2 , (3.41) implica

E(ω1 ∩ ω2) = Φ(χω1∩ω2) = Φ(χω1χω2) = Φ(χω1)Φ(χω2) = E(ω1)E(ω2).

Usando ω1 = ω2 en la última ecuación, se obtiene que cada E(ω) es una proyección.
La formula (3.38) dice que Φ(f) es autoadjunto si f es real. Entonces todas E(ω) son
autoadjuntas. Obviamente E(∅) = Φ(0) = 0. Como Φ es una extensión de la inversa de la
transformada de Gelfand, (3.36) implica que

E(∆) = Φ(1) = I.

La aditividad finita de E es una consecuencia de la linealidad de Φ: Si ω1∩ω2 = ∅, entonces
χω1∪ω2 = χω1 + χω2 y luego

E(ω1 ∪ ω2) = Φ(χω1∪ω2) = Φ(χω1 + χω2) = Φ(χω1) + Φ(χω2) = E(ω1) + E(ω2).
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Para todo x, y ∈ H tenemos

Ex,y(ω) = 〈E(ω)x, y〉 =
∫

∆
χω dµx,y = µx,y(ω).

Eso implica (3.34). La ecuación (3.33) está implicada en (3.36). Finalmente, ‖Φ(f)‖ =
‖f‖∞ es una consecuencia del Teorema 3.26. Hemos demostrado todo de los incisos (a) y
(b).
El inciso (c) se sigue considerando aproximaciones de funciones en L∞(E) por funciones

simples.
Sea ω ⊆ ∆ abierto y no vacío. Por el lema de Urysohn existe T̂ ∈ C(∆) con soporte no

vacío en ω. Sea T ∈ A la imagen de T̂ bajo la inversa de la transformación de Gelfand.
Como T̂ 6= 0, también T 6= 0. Por lo tanto (3.34) dice que E(ω) 6= 0. Eso demuestra el
inciso (d).
Para demostrar (e) escogemos S ∈ B(H) y x, y ∈ H. Calculamos

〈STx, y〉 =
∫

∆
T̂ dEx,S∗y(3.43)

〈TSx, y〉 =
∫

∆
T̂ dESx,y(3.44)

〈SE(ω)x, y〉 = Ex,S∗y(ω)(3.45)
〈E(ω)Sx, y〉 = ESx,y(ω).(3.46)

Si S y T conmutan para todo T ∈ A, entonces (3.43) y (3.44) demuestran que coinciden
las medidas Ex,S∗y y ESx,y, ya que T̂ varia sobre todo C(∆). Eso implica que equivalen
(3.45) y (3.46), es decir, S conmuta con todas E(ω). La implicación inversa se demuestra
similarmente.

3.29 Teorema. Si T ∈ B(H) es normal, entonces existe una y sólo una resolución de la
identidad E en los conjuntos de Borel de σ(T ) que satisface

(3.47) T =
∫
σ(T )

λ dE(λ).

Además, toda proyección E(ω) conmuta con todo S ∈ B(H) que conmuta con T .

Demostración. Sea A la subálgebra cerrada de B(H) generada por I, T y T ∗. Como T es
normal, A es normal y aplica el Teorema 3.28 a ese álgebra. Sea ∆ el espacio de ideales
maximales de A. En la demostración del Teorema 2.35 vimos que T̂ es un homeomorfismo
entre ∆ y σ(T ). T̂ genera por composición un *-isomorfismo isométrico entre C(σ(T )) y
C(∆) que manda idσ(T ) a T̂ , véase el Lema 2.34. Entonces el Teorema 3.28 implica la
existencia de E con (3.47).
Por otro lado, sea E una resolución de la identidad en los conjuntos de Borel de σ(T )

que cumple (3.47). Para un polinomio complejo p en dos variables el Teorema 3.26 implica
que

p(T, T ∗) =
∫
σ(T )

p(λ, λ̄) dE(λ),
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es decir,

(3.48) 〈p(T, T ∗)x, y〉 =
∫
σ(T )

p(λ, λ̄) dEx,y(λ) para todo x, y ∈ H.

El conjunto de esos polinomios es denso en C(σ(T )) por el teorema de Stone-Weierstrass.
Por lo tanto, el mismo razonamiento como en la demostración del Teorema 3.28, utilizando
el teorema de representación única de funciones lineales acotadas en C(σ(T )) de Riesz por
medidas, dice que (3.48) determina la resolución de la identidad E.
Si S conmuta con T , entonces por el Teorema 3.19 S también conmuta con T ∗, es decir,

con todo A. El inciso (e) del Teorema 3.28 implica que S conmuta con todo E(ω).

Resumando el contenido de los Teoremas 3.26, 3.28, and 3.29 podemos establecer un
nuevo cálculo simbólico para operadores acotados normales y funciones acotadas:

3.30 Teorema (Cálculo simbólico para operadores normales acotados). Sea T ∈ B(H)
normal y E la resolución de la identidad en los conjuntos de Borel de σ(T ), dada en el
Teorema 3.29. Para cualquier función de Borel acotada σ(T ) → C escribimos f(T ) para
Φ(f), usando la definición en el inciso (b) del Teorema 3.28 (recordemos que identificamos
f con su clase [f ] en L∞(E)). Entonces f 7→ f(T ) ∈ B(H) es un homomorfismo de
funciones de Borel acotadas en σ(T ) que cumple:

(a) 1 7→ I, id 7→ T ,

(b) f̄(T ) = f(T )∗,

(c) ‖f(T )‖ ≤ supλ∈σ(T )|f(λ)|.

(d) ‖f(T )x‖2 =
∫
σ(T )|f |2 dEx,x.

(e) Si f ∈ C(σ(T )) entonces hay igualdad en (e) y la restricción de este cálculo simbólico
a C(σ(T )) coincide con la inversa de la transformación de Gelfand.

(f) Si fn → f uniformemente, entonces ‖fn(T )− f(T )‖ → 0 en B(H).

(g) Si S ∈ B(H) conmuta con T entonces S conmuta con f(T ) para toda función acotada
de Borel f .

(h) Como id puede ser aproximada uniformemente en σ(T ) por funciones de Borel sim-
ples, T es un límite de combinaciones lineales de proyecciones E(ω).

(i) Se cumple la aplicación espectral: σ(f(T )) = Ress(f), donde Ress(f) está definido
respecto a la resolución de la identidad E.

El siguiente teorema es una aplicación de ese cálculo funcional:

65



Teoría Espectral 2015-2 3. Operadores acotados

3.31 Teorema. Si T ∈ B(H) es normal, entonces

(3.49) ‖T‖ = sup{|〈Tx, x〉| | x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1}.

Demostración. Sea ε > 0. Basta demostrar que existe x0 ∈ H tal que ‖x0‖ = 1 y

(3.50) |〈Tx0, x0〉| ≥ ‖T‖ − ε.

Como en la demostración del Teorema 3.29 sea A la subálgebra cerrada de B(H) generada
por I, T y T ∗, y sea ∆ el espacio de los ideales maximales de A. Identifiquemos ∆ con σ(T )
mediante el homeomorfismo T̂ . Como ‖T‖ = ‖T̂‖∞ = ρ(T ) por los Teoremas 2.21 and 2.10,
existe λ0 ∈ σ(T ) tal que ‖T‖ = |λ0|. Sea

ω := {λ ∈ σ(T ) | |λ− λ0| < ε}.

Si E es la descomposición espectral de T dada en el Teorema 3.29, entonces el Teore-
ma 3.28(d) dice que E(ω) 6= 0. En seguida, existe x0 ∈ R(E(ω)) con ‖x0‖ = 1.
Definimos f : σ(T )→ C por f(λ) := (λ− λ0)χω. Se sigue que

f(T ) = (T − λ0I)χω(T ) = (T − λ0I)E(ω)

y luego, usando que E(ω)x0 = x0,

f(T )x0 = Tx0 − λ0x0.

En consecuencia„

|λ0| − |〈Tx0, x0〉| ≤ |〈Tx0, x0〉 − λ0| = |〈f(T )x0, x0〉| ≤ ‖f(T )‖ ≤ ε,

porque |f(λ)| ≤ ε para λ ∈ σ(T ). Como |λ0| = ‖T‖, eso implica (3.50).

3.32 Ejemplo. La normalidad es necesaria en el teorema anterior. Un ejemplo para ver
eso es el operador T en C2 representado por la matriz(

0 1
0 0

)
.

Respecto a la norma euclidiana en C2 se tiene que ‖T‖ = 1, pero |〈Tx, x〉| ≤ 1/2 si ‖x‖ ≤ 1.

De acuerdo, el Teorema 2.35 implica que un operador normal T ∈ B(H) es autoadjunto
si y sólo si σ(T ) es real.

3.33 Teorema. Un operador normal T ∈ B(H) es unitario si y sólo si σ(T ) es un sub-
conjunto del circulo unitario {λ ∈ C | |λ| = 1}.

Demostración. Si T es unitario, ya demostramos que σ(T ) está incluido en el circulo uni-
tario el el Teorema 3.18. Inversamente, sea σ(T ) incluido en el circulo unitario. Se sigue
que id · id = |id|2 = 1 en σ(T ). Entonces TT ∗ = I, es decir, T es unitario.
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Sea A ⊆ B(H) una subálgebra cerrada y normal que contiene I. Un subespacio M de
H es invariante bajo A si T (M) ⊆M para todo T ∈ A. Por ejemplo, si A = {T} entonces
subespacios propios son invariantes. Si dimH <∞ entonces ya sabemos que H tiene una
base ortonormal formada por eigenvectores, es decir, existen subespacios invariantes no
triviales. Aquí, M no trivial significa que M 6= {0} y M 6= H.
En general, sea ∆ el espacio de los ideales maximales de A, y sea E la resolución de la

identidad en ∆ dada por el Teorema 3.28.

3.34 Teorema. Existe un subespacio no trivial M de H que es invariante bajo A. Además,
M⊥ también es invariante bajo A.

Demostración. Si ∆ consiste de un solo punto, entonces C(∆) tiene dimensión uno. Por
el Teorema 2.21 A es isomorfo a C(∆). Resulta que A consiste del espacio lineal generado
por I y cualquier subespacio de H es invariante bajo A.
Si ∆ consiste de más que un punto, escogemos dos subconjuntos ajenos abiertos no vacíos

(usando la propiedad de Hausdorff de ∆). Si ω1 es uno de ellos, pongamos ω2 := ∆\ω1.
Entonces por el Teorema 3.28 tenemos E(ωi) 6= 0 para i = 1, 2, E(ω1) + E(ω2) = I, y
R(E(ω1))⊥R(E(ω2)). Ponemos M := R(E(ω1)). Como las proyecciones E(ω) conmutan
entre si (Definición 3.20(c)), el Teorema 3.28(e) dice que E(ω1) conmuta con T para todo
T ∈ A. Si T ∈ A y x ∈M , entonces

Tx = TE(ω1)x = E(ω1)Tx,

es decir, Tx ∈ M . Eso demuestra que M es invariante bajo A. Lo mismo se cumple para
M⊥ = R(E(ω2)).

3.6. Valores propios de operadores normales
3.35 Teorema. Sea E la descomposición espectral de un operador normal T ∈ B(H). Si
f ∈ C(σ(T )) y ω0 := f−1(0), entonces

(3.51) N (f(T )) = R(E(ω0)).

Demostración. La identidad fχω0 ≡ 0 implica que f(T )E(ω0) = 0, es decir, R(E(ω0)) ⊆
N (f(T )). Para demostrar la inclusión inversa, definimos los conjuntos de Borel

ω1 := {λ ∈ σ(T ) | |f(λ)| > 1}

y
ωn :=

{
λ ∈ σ(T )

∣∣∣∣ 1
n
< |f(λ)| ≤ 1

n− 1

}
n ∈ N, n ≥ 2.

Entonces {ωn}n∈N0 es una partición de σ(T ). Definimos gn := χωn/f para n ∈ N. Todo gn
es una función de Borel acotada en σ(T ), y como gnf = χωn , se tiene

(3.52) gn(T )f(T ) = E(ωn) n ∈ N.
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Sea x ∈ N (f(T )). Entonces (3.52) implica que E(ωn)x = 0 para n ∈ N. La aditividad
numerable de la medida vectorial ω 7→ E(ω)x (véase la Proposición 3.22) demuestra que
E(σ(T )\ω0)x = 0, es decir, E(ω0)x = x. Por lo tanto, x ∈ R(E(ω0)). Como x ∈ H fue
arbitrario, hemos demostrado que N (f(T )) ⊆ R(E(ω0)).

3.36 Teorema. Sean E la descomposición espectral de un operador normal T ∈ B(H),
λ0 ∈ σ(T ) y E0 := E({λ0}). Entonces

(a) N (T − λ0I) = R(E0),

(b) λ0 es un valor propio de T si y sólo si E0 6= 0,

(c) todo punto aislado de σ(T ) es un valor propio de T .

(d) Si σ(T ) = {λ1, λ2, . . . } es numerable, entonces todo x ∈ H tiene una y sólo una
expansión de la forma

(3.53) x =
∞∑
n=1

xn,

donde Txn = λnxn. Además, xm⊥xn cuando m 6= n.

Los incisos (b) y (c) explican el nombre espectro punto para los eigenvalores de T .

Demostración. El inciso (a) es una consecuencia del Teorema 3.36, usando la función
f(λ) := λ − λ0. Obviamente, (b) se sigue de (a). Si λ0 es aislado, entonces {λ0} es un
subconjunto relativamente abierto en σ(T ) y E0 6= 0 por el Teorema 3.28(d). La conclusión
es una consecuencia del inciso (b).
Para demostrar (d), pongamos En := E({λn}) para todo n ∈ N. Si λn es un punto de

agregación de σ(T ), entonces En puede ser cero o no. De todos modos, las proyecciones
En tienen rangos ortogonales dos a dos. La aditividad numerable de ω 7→ E(ω)x (véase la
Proposición 3.22) demuestra que

∞∑
n=1

Enx = E(σ(T ))x = x para todo x ∈ H.

Esta serie converge en norma. Con xn := Enx obtenemos la representación (3.53). Obser-
vemos que xn = 0 donde En = 0. Si En 6= 0 entonces Txn = λnxn, por (b). La unicidad es
una consecuencia de la ortogonalidad de los vectores xn.

3.37 Repaso. Sean X, Y espacios de Banach. Un operador T ∈ B(X, Y ) es compacto si
T (A) es compacto en Y para todo subconjunto acotado A ⊆ X.

3.38 Teorema. Sea T ∈ B(H) normal. Entonces T es compacto si y sólo si se cumplen
las siguientes condiciones:
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(i) σ(T ) tiene a lo más un punto de agregación. Ese sólo puede ser 0.

(ii) Si λ 6= 0, entonces dimN (T − λI) <∞.

Demostración. La necesidad de (i) y (ii) está conocida (véase por ejemplo Rudin, Functio-
nal Analysis, teoremas 4.18 y 4.25).
Supongamos (i) y (ii). Primero trataremos el caso donde σ(T ) es infinito. Sea σ(T )\{0} =
{λ1, λ2, . . . } tal que |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . . Definimos fn : σ(T )→ C por

fn(λ) =

λk, λ = λk, k ≤ n,

0, λ ∈ σ(T )\{λ1, λ2, . . . λn}.

Pongamos Ek := E({λk}). Entonces se sigue que

fn(T ) =
∫
σ(T )

fn dE =
n∑
k=1

fn(λk)Ek =
n∑
k=1

λkEk.

Por el Teorema 3.36 se tiene R(Ek) = N (T − λkI) y entonces dimR(Ek) = dimN (T −
λkI) < ∞ por hipótesis. Eso implica que fn(T ) es compacto para todo n ∈ N. Como
|λ− fn(λ)| ≤ |λn+1| para todo λ ∈ σ(T ), el Teorema 3.30(c) implica que

‖T − fn(T )‖ ≤ |λn+1| → 0 cuando n→ 0.

Como un límite de operadores compactos en B(H) es compacto, T es compacto.
Si σ(T ) es un conjunto finito, σ(T ) = {λ1, λ2, . . . , λn}, entonces en la demostración arriba

se obtiene T = fn(T ) y T es compacto.

3.39 Teorema. Sea T ∈ B(H) normal y compacto. Entonces se cumplen:

(a) T tiene un valor propio λ con |λ| = ‖T‖.

(b) f(T ) es compacto si f ∈ C(σ(T )) y f(0) = 0.

(c) f(T ) no es compacto si f ∈ C(σ(T )), f(0) 6= 0 y dimH =∞.

Demostración. Como T es normal, el Teorema 2.21 (Gelfand-Naimark) junto con el Teo-
rema 2.35 implican que existe λ ∈ σ(T ) tal que |λ| = ‖T‖. Si ‖T‖ > 0 ese λ es un punto
aislado de σ(T ) por el Teorema 3.38, es decir, un valor propio por el Teorema 3.36. Eso
demuestra (a) para este caso. Si T = 0, entonces la conclusión de (a) es obvia.
Para demostrar (b), escogemos ε > 0 y δ > 0 tales que |f(λ)| < ε si |λ| ≤ δ. Sean

λ1, λ2, . . . , λn los puntos en σ(T )\Bδ(0). Para k ∈ {1, 2, . . . , n} sea Qk un polinomio com-
plejo en una variable tal que Qk(λ`) = δk` para todo ` ∈ {1, 2, . . . , n}. Definimos

P (λ) :=
n∑
k=1

f(λk)
(
λ

λk

)m
Qk(λ),
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donde m ∈ N es tan grande que |P (λ)| < ε cuando |λ| ≤ δ (obsérvese que |λ/λk| < 1
para todo k = 1, 2, . . . , n si |λ| ≤ δ). Como m ≥ 1, el polinomio P tiene el monomio
λ como factor. Por el cálculo simbólico, P (T ) tiene representación como producto de un
operador acotado y T , es decir, P (T ) es compacto. Además, P (λ`) = f(λ`) para todo
` ∈ {1, 2, . . . , n}. Esas propiedades implican que |P (λ) − f(λ)| < 2ε para todo λ ∈ σ(T ).
En seguida, ‖P (T ) − f(T )‖ < 2ε. Con ese resultado se puede construir una sucesión de
operadores compactos que tiende a f(T ) en B(H), y f(T ) necesariamente es compacto.
En la demostración de (c) podemos suponer que f(0) = 1, sin pérdida de generalidad.

Aplicando (b) a la función 1− f obtenemos que S := I − f(T ) es compacto. Si f(T ) fuera
compacto, I = S + f(T ) también sería compacto, en contradicción con dimE =∞.

3.7. Operadores positivos y raíces cuadradas
De acuerdo, un elemento x en un álgebra de Banach con involución es positivo, x ≥ 0, si
x es autoadjunto y si σ(x) ⊆ [0,∞). Si T ∈ B(H) satisface 〈Tx, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H,
entonces decimos que T es positivo, T ≥ 0. El siguiente teorema demuestra que coinciden
esas maneras de definir positividad.

3.40 Teorema. Sea T ∈ B(H). Entonces son equivalentes:

(i) 〈Tx, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H.

(ii) T = T ∗ y σ(T ) ⊆ [0,∞).

Demostración. Si (i) se cumple, entonces 〈Tx, x〉 es real y entonces

〈T ∗x, x〉 = 〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉 para todo x ∈ H.

El Teorema 3.8 implica que T ∗ = T , y el Teorema 2.35 dice que σ(T ) es real. Si λ > 0
demostremos que −λ /∈ σ(T ). Por (i)

λ‖x‖2 = 〈λx, x〉 ≤ 〈(T + λI)x, x〉 ≤ ‖(T + λI)x‖ ‖x‖,

es decir,
‖(T + λI)x‖ ≥ λ‖x‖ para todo x ∈ H.

El Teorema 3.15(c) implica que (T + λI) es invertible y −λ /∈ σ(T ). Eso demuestra (ii).
Si (ii) se cumple y si E es la descomposición espectral de T , entonces

〈Tx, x〉 =
∫
σ(T )

λ dEx,x(λ).

Como Ex,x es una medida positiva y σ(T ) ⊆ [0,∞), se tiene (i).

3.41 Teorema. Todo operador positivo T ∈ B(H) tiene una y sólo una raíz cuadrada
positiva S en B(H). Si T es invertible, también S es invertible.
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Demostración. Sea A una subálgebra normal cerrada de B(H) que contiene A y I, y sea
∆ es espacio de los ideales maximales de A. Recordemos que por el Teorema 2.33 σA(T ) =
σ(T ). Aplicando el Teorema 2.21 se tiene que T̂ ≥ 0 porque T̂ (∆) = σ(T ) ⊆ [0,∞). Sea
S la imagen bajo la inversa de la transformación de Gelfand de la única función continua
Ŝ : ∆→ [0,∞) que cumple Ŝ2 = T̂ y Ŝ ≥ 0. Entonces S es la única raíz cuadrada positiva
de T en A.
Sea A0 la subálgebra más chica de ese tipo, y sea S0 la raíz positiva de T en A0. Si S es

otra raíz positiva de T , sea A la subálgebra normal cerrada generada por I y S. Entonces
T = S2 ∈ A, es decir, A0 ⊆ A. Lo anterior demuestra que S = S0.
Finalmente, sea T invertible y S una raíz cuadrada de T . Se tiene (T−1S)S = T−1T = I

y, como S conmuta con S2 = T y luego con T−1, S(T−1S) = T−1S2 = I. Eso implica que
S es invertible.

3.42 Teorema. Si T ∈ B(H), entonces la raíz cuadrada positiva de T ∗T es el único
operador positivo P ∈ B(H) que cumple ‖Px‖ = ‖Tx‖ para todo x ∈ H.

Demostración. Primero notemos que

(3.54) 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ‖Tx‖2 ≥ 0 para todo x ∈ H.

Eso implica que T ∗T ≥ 0, algo que también podemos concluir de los Teoremas 2.32
and 3.40. Por otro lado, si P ∈ B(H) es autoadjunto, entonces

(3.55) 〈P 2x, x〉 = 〈Px, Px〉 = ‖Px‖2 para todo x ∈ H.

Considerando (3.54) y (3.55), el Teorema 3.8 implica que ‖Px‖ = ‖Tx‖ para todo x ∈ H
si y sólo si P 2 = T ∗T .

Un número complejo λ siempre tiene la representación λ = α|λ|, donde |α| = 1. Eso
motiva la siguiente

3.43 Definición. Si T ∈ B(H) y si existen P,U ∈ B(H) tales que U es unitario, P
positivo, y T = UP , entonces UP es una descomposición polar de T .

3.44 Nota. Si UP es una descomposición polar de T , entonces T ∗T = P ∗U∗UP = P 2.
Además, ‖Tx‖ = ‖UPx‖ = ‖Px‖ para todo x ∈ H. Por lo tanto, el Teorema 3.42 dice que
P está determinado por T .

3.45 Teorema. (a) Si T ∈ B(H) es invertible, entonces T tiene una y sólo una descom-
posición polar.

(b) Si T ∈ B(H) es normal, entonces T tiene una descomposición polar UP tal que U, P
y T conmutan entre si.

71



Teoría Espectral 2015-2 3. Operadores acotados

Demostración. (a): Si T es invertible, entonces también T ∗ y T ∗T son invertibles. Por el
Teorema 3.41 existe una y sólo una raíz cuadrada positiva P ∈ B(H) de T ∗T , y P es
invertible. Definimos U := TP−1. Obtenemos que U es invertible y que

U∗U = P−1T ∗TP−1 = P−1P 2P−1 = I,

es decir, U es unitario. Como P es invertible, TP−1 es la única opción para escoger U .
(b): Sean p, u funciones definidas en σ(T ) por p(λ) := |λ| y u(λ) := λ/|λ| si λ 6= 0 y

u(0) := 1. Entonces p ≥ 0, |u| = 1 y up = idσ(T ). Como u y p son funciones de Borel
acotadas, aplica el cálculo simbólico del Teorema 3.30. Con las definiciones P := p(T ) y
U := u(T ) se sigue que UP es una descomposición polar de T .

3.46 Nota. En el inciso (a) del Teorema 3.45 puede pasar que ningún par de operadores
de U, P y T conmutan. No todo operador T ∈ B(H) tiene una descomposición polar.

3.47 Definición. Sean M,N, T, U ∈ B(H), T invertible y U unitario. Si M = TNT−1

entonces M y N son similares. Si M = UNU−1 entonces M y N son equivalentes unita-
riamente.

3.48 Teorema. Sean M,N ∈ B(H) normales y similares. Entonces M y N son equiva-
lentes unitariamente. Particularmente, si M = TNT−1 y si T = UP es la descomposición
polar de T , entonces M = UNU−1.

Demostración. Sea M = TNT−1, y sea T = UP la descomposición polar de T . Entonces
MT = TN y luego M∗T = TN∗, por el Teorema 3.19. En consecuencia,

T ∗M = (M∗T )∗ = (TN∗)∗ = NT ∗

y por lo tanto
NP 2 = NT ∗T = T ∗MT = T ∗TN = P 2N.

El Teorema 3.30 implica que N conmuta con f(P 2) para toda función de Borel acotada en
σ(P 2). Como P ≥ 0, también P 2 ≥ 0. La función f(λ) :=

√
λ aplicada en esta situación

da que N conmuta con f(P 2) = P . Entonces M = TNT−1 implica

M = (UP )N(UP )−1 = UPNP−1U−1 = UNU−1.

3.8. El grupo de los operadores invertibles
Recordemos que el grupo G(A) de los elementos invertibles de un álgebra de Banach A
tiene la componente conexa G1 de la unidad, y que G1 es el subgrupo generado por exp(A).

3.49 Teorema. El grupo G de los operadores invertibles en B(H) es conexo, y todo ele-
mento de G es el producto de dos exponenciales.
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Demostración. Sea T ∈ G y T = UP la descomposición polar dada en el Teorema 3.45(a).
Entonces U es unitario y P positivo, es decir, ambos operadores son normales. Sea
log : C\(−∞, 0]→ C la rama principal del logaritmo, y sea arg := Im log. Consideramos la
extensión Arg de arg a C\{0} definida en la siguiente manera: Si λ ∈ (−∞, 0), entonces po-
nemos Arg(λ) := π. Se sigue que Arg(λ) = ĺıms→0+ arg(λ+ is). Como ĺıms→0 arg(λ− is) =
−π, Arg es semicontinua por arriba. Entonces Arg : C\{0} → C es una función de Borel,
y lo mismo se cumple para Log : C\{0} → C dado por Log(λ) := log|λ| + i Arg(λ). La
función Log es una extensión no continua de la rama principal del logaritmo a C\{0}.
Como U y P son invertibles, σ(U) y σ(P ) son subconjuntos de C\{0}. Obviamente Log es

acotado en σ(U) y σ(P ) porque esos conjuntos tienen distancia positiva a 0 y son compactos
(obsérvese que Log es continuo en σ(P ) ⊆ (0,∞) y Log ≡ i Arg en σ(U) ⊆ {λ | |λ| = 1}).
Apliquemos el cálculo funcional para funciones de Borel definidas en el espectro de un
operador y definimos Q := Log(U) y S := Log(P ). Entonces ♣♣♣

T = UP = eQeS.

La función exp: B(H) → B(H) es continua, véase la Nota 1.27(e). Entonces para T,Q
y S como antes el mapeo [0, 1]→ B(H), dado por

t 7→ exp(tQ) exp(tS),

es un camino de I a T en G. En consecuencia, todo T ∈ G está en la componente de I, es
decir, G es conexo.

Vimos en la Nota 1.37 que un operador acotado invertible en un espacio de Hilbert de
dimensión finita siempre es una exponencial, no sólo un producto de dos exponenciales.
El siguiente ejemplo demuestra que en general eso no es cierto en espacios de dimensión
infinita.

3.50 Teorema. Sea D ⊆ C abierto, acotado, tal que

Ω := {α ∈ C | α2 ∈ D}

es conexo, y tal que 0 /∈ D. Sea H(D) el espacio de las funciones holomorfas en D, y
sea H := H(D) ∩ L2(D). Entonces H es un subespacio cerrado de L2(D), es decir, es
un espacio de Hilbert respecto al producto escalar inducido por L2(D). Sea M el operador
lineal en H dado por

(Mf)(z) := zf(z) para todo f ∈ H, z ∈ D.

M es la multiplicación con id. Entonces M ∈ B(H), M es invertible pero no tiene raíz
cuadrada en B(H).
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Demostración. Primero demostremos que H es cerrado en L2(D). Sean f ∈ H y K ⊆ D
compacto. Ponemos δ := dist(K,C\D) > 0. Para z ∈ K y r ∈ (0, δ) se sigue que Br(z) ⊆
D. Sea γ(t) := z + reit, es decir, γ es una parametrización de ∂Br(z). Entonces la formula
de Cauchy implica

f(z) = 1
2πi

∫
γ

f(λ)
λ− z

dλ = 1
2π

∫ 2π

0
f(z + reit) dt.

Una integración respecto a r da

f(z) = 2
δ2

∫ δ

0
f(z)r dr = 1

πδ2

∫ δ

0

∫ 2π

0
f(z + reit)r dt dr = 1

πδ2

∫
Br(z)

f(λ) dλ.

Por la desigualdad de Hölder obtenemos

(3.56) |f(z)| ≤ 1
πδ2

∫
Br(z)
|f(λ)| dλ ≤ 1

πδ2‖f‖L2(Br(z))

√
|Bδ(z)| ≤ 1√

π δ
‖f‖L2(D)

para todo z ∈ K. Si (fn) ∈ H converge en L2(D), la desigualdad (3.56) implica que
fn converge uniformemente en subconjuntos compactos de D. Como límites localmente
uniformes de funciones holomorfas son holomorfos, el límite de (fn) también es holomorfo,
es decir, un elemento de H.
Como D es acotado, existe R > 0 tal que D ⊆ BR(0). Entonces

‖Mf‖2
H =

∫
D
|zf(z)|2 dz ≤ R2‖f‖2

H ,

es decir, M ∈ B(H). Similarmente, como 1/z es una función acotada, el operador N de
multiplicación por 1/z está en B(H). Obviamente MN = NM = I y luego M es invertible
en B(H).
Por contradicción supongamos que existe Q ∈ B(H) tal que Q2 = M . Fijemos cualquier

α ∈ Ω. Entonces λ := α2 ∈ D. Definimos

Mλ := M − λI, S := Q− αI, T := Q+ αI.

En seguida,

(3.57) ST = Mλ = TS.

SiMλf = 0 para un f ∈ H, entonces (z−λ)f(z) = 0 para z ∈ D y f ≡ 0 en D\{λ}. Por la
holomorfía, f = 0. Eso demuestra que N (Mλ) = {0}. Sea f ∈ R(Mλ). Entonces f(λ) = 0.
Inversamente, sea f ∈ H tal que f(λ) = 0. Por la holomorfía, existe una función g ∈ H tal
que f(z) = (z − λ)g(z) para todo z ∈ H, es decir, f ∈ R(Mλ). En otras palabras,

(3.58) R(Mλ) = {f ∈ H | f(z) = λ}.
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La desigualdad (3.56) implica que evaluación en un punto de D es una función lineal
acotada en H. En seguida, R(Mλ) es un subespacio cerrado de H de codimensión 1.
Como Mλ es inyectivo, (3.57) demuestra que S y T son inyectivos. Como R(Mλ) 6= H,

Mλ no es invertible. Eso implica que uno de S y T no es invertible. Supongamos que
S no es invertible. Como Mλ = ST , R(Mλ) ⊆ R(S). Por otro lado R(S) 6= H por el
teorema de la inversa continua (o aplicación abierta). Se sigue que R(S) = R(Mλ) porque
codimR(Mλ) = 1 y que S es una biyección de H con R(Mλ). Otra vez por la identidad
Mλ = ST obtenemos que S también es una biyección deR(T ) conR(Mλ). En consecuencia,
R(T ) = H y T es invertible en B(H) por el teorema de la inversa continua. Se demuestra
similarmente que S es invertible en B(H) si T no es invertible.
Por la definición de S y T lo anterior implica que precisamente uno de α y −α está en

σ(Q), si α ∈ Ω. Por lo tanto Ω es la unión de los conjuntos ajenos σ(Q)∩Ω y −σ(Q)∩Ω,
que son relativamente cerrados en Ω y tienen la misma cardinalidad. Eso contradice la
conexidad de Ω y comprueba que no existe una raíz cuadrada Q de M .

3.51 Nota. Una clase de ejemplos para conjuntos D que cumplen las hipótesis del Teore-
ma 3.50 son anillos circulares con centro 0.
Como M en el Teorema 3.50 no tiene una raíz cuadrada, y como todos exponenciales

tienen raíces cuadradas, M no es un exponencial.

3.9. Una caracterización de B∗-álgebras
3.52 Lema. Sea X un espacio normado de funciones acotadas definidas sobre un conjunto,
con la norma del supremo, y sea L una función lineal en X tal que

(3.59) ‖L‖ = L(1) = 1.

Entonces f ∈ X y 0 ≤ f ≤ 1 implica 0 ≤ Lf ≤ 1.

Demostración. Escogemos α, β ∈ R tales que Lf = α + iβ. Para todo t ∈ R se tiene

L
(
f − 1

2 + it
)

= α− 1
2 + i(β + t).

Como f es real y ‖f − 1/2‖ ≤ 1/2, se sigue que
(
α− 1

2

)2
+ (β + t)2 =

∣∣∣∣α− 1
2 + i(β + t)

∣∣∣∣2
≤ ‖L‖2

∥∥∥∥f − 1
2 + it

∥∥∥∥2
≤
∥∥∥∥f − 1

2

∥∥∥∥2
+ ‖t‖2 ≤ 1

4 + t2.

Obtenemos
α2 − α + β2 + 2βt ≤ 0 para todo t ∈ R.

Eso implica que β = 0 y entonces α2 ≤ α, es decir, 0 ≤ α ≤ 1.
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3.53 Teorema. Si A es una B∗-álgebra y si z ∈ A, entonces existe una función lineal
positiva F en A tal que

(3.60) F (e) = 1 y F (zz∗) = ‖z‖2.

Demostración. Sea x0 := zz∗. Por el Teorema 2.32(e) σ(x0) ⊆ [0,∞). Sea ∆0 es espacio
de ideales maximales de la subálgebra cerrada A0 de A generada por e y x0. Entonces
A0 es normal porque x0 es autoadjunto. El teorema de Gelfand-Naimark, Teorema 2.21,
implica que Â0 = C(∆0), y por el cálculo simbólico del Teorema 2.35 x̂0 ≥ 0 es una función
continua en ∆0 que alcanza su máximo en un h ∈ ∆0. Se tiene

x̂0(h) = ‖x̂0‖∞ = ‖x0‖ = ‖z‖2.

Definimos una función lineal f en A0 por f(x) := x̂(h). Entonces

(3.61) f(e) = 1 y f(zz∗) = ‖z‖2,

y ‖f‖ = 1 porque |f(x)| ≤ ‖x‖∞ = ‖x‖ para todo x ∈ A0.
Con el teorema de Hahn-Banach extendemos f a una función lineal en A que tiene
‖F‖ = 1. Tenemos que demostrar que F (yy∗) ≥ 0 para todo y ∈ A.
Fijamos y ∈ A y sea ∆1 el espacio de los ideales maximales de la subálgebra cerrada

A1 de A generada por e y yy∗. Como antes, A1 es normal y Â1 = C(∆1). Definimos una
función lineal φ en C(∆1) por

φ(x̂) := F (x).
Entonces φ(1) = F (e) = f(e) = 1, |φ(x̂)| ≤ ‖x‖ = ‖x̂‖∞, es decir, ‖φ‖ = 1. El Lema 3.52
implica que φ(x̂) ≥ 0 para todo x ∈ A que cumplen x̂ ≥ 0 en ∆1. Si x1 := yy∗, entonces
se sigue como al inicio de la demostración que x̂1 ≥ 0 en ∆1. Eso demuestra F (yy∗) =
F (x1) = φ(x̂1) ≥ 0, lo que necesitamos que demostrar.

3.54 Definición. Sean X, Y espacios métricos, y sea f : X → Y un mapeo. Si
d(f(x1), f(x2)) = d(x1, x2) para todo x1, x2 ∈ X entonces f es un mapeo isométrico.

3.55 Nota. Es obvio que un mapeo isométrico es un homeomorfismo entre su dominio y
su rango.

3.56 Teorema. (a) Sea X un espacio métrico no vacío. Entonces existe un espacio mé-
trico completo Y (la completación deX) tal que X ⊆ Y es denso. Y está determinado
únicamente respecto a homeomorfismos isométricos.

(b) Si X es un espacio normado (real o complejo), entonces Y del inciso (a) es un espacio
de Banach. Y está determinado únicamente respecto a isomorfismos isométricos. Si
X1, X2 son espacios normados, si Y1 y Y2 son las completaciones de X1 y X2, y si
A ∈ L(X1, X2), entonces existe una y sólo una extensión B ∈ L(Y1, Y2) de A. Ese
operador cumple ‖B‖ = ‖A‖.
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(c) Si X es un espacio con producto escalar, entonces Y es un espacio de Hilbert.

Demostración. (a): Sea Z := CR
B(X) el espacio de Banach real de las funciones continuas

y acotadas X → R. Sea a ∈ X fijo. Para x ∈ X definimos una aplicación T (x) : X → R

T (x)(y) := d(x, y)− d(a, y).

La desigualdad del cuadrangulo implica que

|T (x)(y)| ≤ d(x, a) + d(y, y) = d(x, a),

es decir, T (x) es acotado en X. Similarmente se tiene

|T (x)(y1)− T (x)(y2)| ≤ |d(x, y1)− d(x, y2)|+ |d(a, y1)− d(a, y2)| ≤ 2d(y1, y2)

para todo y1, y2 ∈ X, es decir, T (x) ∈ Z para todo x ∈ X. Además,

|T (x1)(y)− T (x2)(y)| = |d(x1, y)− d(x2, y)| ≤ d(x1, x2)

y |T (x1)(x1) − T (x2)(x1)| = d(x1, x2), es decir, ‖T (x1) − T (x2)‖∞ = d(x1, x2). Entonces
el mapeo T : X → Z es isométrico y nos permite identificar X con T (X) ⊆ Z. Luego se
define Y := X, donde el cierre se toma en Z. Como Z es un espacio real de Banach, Y es
un espacio métrico completo. Por su definición, Y tiene X como subconjunto denso.
Sea d la métrica en Y , que también induce la métrica de X. Sea (Ỹ , d̃) otra completación

de X. Para x ∈ Y existe (xn) ⊆ X tal que xn → x en Y . (xn) es una sucesión de Cauchy
en X que converge a un x̃ en Ỹ . Ese mapeo x 7→ x̃ no depende de la selección de (xn):
Si (x′n) es otra sucesión en X que converge a x en Y , entonces la unión de (xn) y (x′n)
es una sucesión de Cauchy que converge al mismo x̃. Es fácil ver que el mapeo x 7→ x̃ es
suprayectivo, y su restricción a X es la identidad. Sean x, y ∈ Y y sean (xn), (yn) ⊆ X
sucesiones que convergen a x y y en Y , respectivamente. Entonces

d̃(x̃, ỹ) = ĺım
n→∞

d̃(xn, yn) = ĺım
n→∞

d(xn, yn) = d(x, y)

y x→ x̃ es una isometría suprayectiva. En otras palabras, Y y Ỹ son homeomorfos isomé-
tricamente.
(b): Sean ‖ · ‖X la norma en X y d la métrica en Y . Como d induce la métrica en X,

se tiene d(x, y) = ‖x− y‖X para todo x, y ∈ X. Primero equipamos Y con una estructura
lineal. Sean x, y ∈ Y y sean (xn), (yn) ⊆ X sucesiones que convergen a x y y, respectiva-
mente. Entonces (xn) y (yn) son sucesiones de Cauchy en X, y también (xn + yn) es una
sucesión de Cauchy en X con un límite en Y . Es fácil ver que este límite no depende de las
sucesiones. Por lo tanto podemos definir x+ y := ĺımn→∞(xn + yn). La continuidad de las
operaciones en X asegura que esta adición coincide con la adición dada en X. Similarmente
se define la multiplicación escalar en Y . La continuidad de la operaciones en X implica que
con estas definiciones Y es un espacio vectorial.
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Definimos la extensión de la norma ‖x‖Y := d(x, 0) a Y . Claramente ella es consistente
con la norma dada en X. La continuidad de la métrica d implica mediante argumentos ya
conocidos que ‖ · ‖Y es una norma en Y que induce la métrica d.
Si Ỹ es otra completación de E, entonces el homeomorfismo isométrico Y → Ỹ construido

para demostrar el inciso (a) es lineal.
Sea A ∈ L(X1, X2). Si x ∈ Y1 y (xn) ⊆ X1 converge a x, entonces

‖Axn − Axm‖ ≤ ‖A‖ ‖xn − xm‖

demuestra que (Axn) ⊆ X2 es una sucesión de Cauchy. Como Y2 es completo, podemos
definir Bx := ĺımn→∞Axn. Es rutina verificar que B está bien definido y que B es una
extensión lineal de A a Y1. Se tiene por la continuidad de las normas que

‖Bx‖ = ĺım
n→∞
‖Axn‖ ≤ ‖A‖ ĺım

n→∞
‖xn‖ = ‖A‖ ‖x‖,

es decir, B ∈ L(Y1, Y2) y ‖B‖ ≤ ‖A‖. Por otro lado, como B es una extensión de A,
‖B‖ ≥ ‖A‖.
(c): Sea 〈·, ·〉 el producto escalar en X. Si xn → x y yn → y en Y , entonces

|〈xn, yn〉 − 〈xm, ym〉| ≤ ‖xn − xm‖ ‖yn‖+ ‖xm‖ ‖yn − ym‖,

es decir, podemos definir una extensión del producto escalar a Y por

〈x, y〉 := ĺım
n→∞
〈xn, yn〉.

Se sigue fácilmente que ese producto escalar induce la norma en Y dada en el inciso (b).

3.57 Teorema. Si A es una B∗-álgebra y si u ∈ A\{0}, entonces existe un espacio de
Hilbert Hu y un homomorfismo Tu : A→ B(Hu) que satisface Tu(e) = I,

Tu(x∗) = Tu(x)∗ para todo x ∈ A,(3.62)
‖Tu(x)‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ A,(3.63)

y ‖Tu(u)‖ = ‖u‖.

Demostración. Consideremos u fijo y omitamos el índice respectivo. Sea F una función
lineal positiva en A que satisface

(3.64) F (e) = 1 y F (u∗u) = ‖u‖2.

Tal función existe por el Teorema 3.53. Por el Teorema 2.38(e) F es continuo. Por la
continuidad de las operaciones en A el conjunto

Y := {y ∈ A | F (xy) = 0 para todo x ∈ A}
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es un subespacio cerrado de A (y un ideal por la izquierda). Denotemos las clases de A/Y
en el sentido del cociente de espacios de Banach por

a′ := [a] = a+ Y.

Demostremos que
〈a′, b′〉 := F (b∗a)

define un producto escalar en A/Y .
Primero demostremos que esa definición no depende de la selección de los representantes

de a′ y b′. Sean a1, a2 ∈ a′ y b1, b2 ∈ b′. Entonces

F (b∗1(a2 − a1)) = 0

y, con el Teorema 2.38(a),

|F ((b2 − b1)∗a2)| = |F (a∗2(b2 − b1))| = 0

porque a2 − a1 ∈ Y y b2 − b1 ∈ Y . En seguida

F (b∗2a2) = F ((b2 − b1)∗a2 + b∗1(a2 − a1) + b∗1a1)
= F ((b2 − b1)∗a2) + F (b∗1(a2 − a1)) + F (b∗1a1) = F (b∗1a1).

Eso demuestra que el producto escalar está bien definido. El inciso (a) del Teorema 2.38
demuestra que 〈a′, b′〉 = 〈b′, a′〉. Es obvio que 〈·, ·〉 es lineal en el primer argumento. Además,
〈a′, a′〉 = F (a∗a) ≥ 0 para todo a′ ∈ A/Y porque F es una función lineal positiva. Si
〈a′, a′〉 = 0, entonces F (a∗a) = 0 y

|F (xa)| ≤ F (xx∗)F (a∗a) = 0 para todo x ∈ A,

es decir, a ∈ Y y a′ = 0. Con estas propiedades queda demostrado que 〈·, ·〉 es un producto
escalar en A/Y .
Podemos considerar A/Y como un espacio vectorial con la norma ‖a′‖ :=

√
〈a′, a′〉.

Nótese que esa norma no coincide con la norma usual del cociente; en seguida, no sabemos
si A/Y es completo. Sea H la completación de A/Y respecto a ‖ · ‖. Eso implica que H
es un espacio de Hilbert que contiene A/Y como subespacio denso. Este es el espacio de
Hilbert que estábamos buscando.
Para x ∈ A definimos un mapeo T (x) := A/Y → A/Y por

T (x)a′ := (xa)′.

Si a1, a2 ∈ a′, entonces xa1 − xa2 = x(a1 − a2) ∈ Y , es decir, (xa1)′ = (xa2)′. Por lo
tanto, T (x) está bien definido. Es claro que T es un homomorfismo de álgebras entre A y
el álgebra de los operadores lineales en A/Y , y que T (e) = I.
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Demostremos la desigualdad

(3.65) ‖T (x)‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ A.

Notemos que

(3.66) ‖T (x)a′‖2 = 〈(xa)′, (xa)′〉 = F (a∗x∗xa).

Para a ∈ A fijo, definimos G(x) := F (a∗xa). Como G(x∗x) = F (a∗x∗xa) = F ((xa)∗xa) ≥
0, G es una función lineal positiva. El Teorema 2.38(d) implica que

G(x∗x) ≤ G(e)‖x‖2.

Por (3.66) se tiene

‖T (x)a′‖2 = G(x∗x) ≤ F (a∗a)‖x‖2 = ‖a′‖2‖x‖2,

es decir, (3.65).
Usando (3.65) y el Teorema 3.56(b) extendemos T (x) aH y obtenemos T (x) ∈ B(H). Por

continuidad de T (x) y densidad de A/Y en H esa extensión también es un homomorfismo
de álgebras, ahora entre A y B(H).
La computación

〈T (x∗)a′, b′〉 = 〈(x∗a)′, b′〉 = F (b∗x∗a) = F ((xb)∗a)
= 〈a′, (xb)′〉 = 〈a′, T (x)b′〉 = 〈T (x)∗a′, b′〉

para a′, b′ ∈ A/Y demuestra que T (x∗)a′ = T (x)∗a′ para todo a′ ∈ A/Y . Por densidad y
continuidad, eso implica que T (x∗) = T (x)∗ en B(H). Además, (3.64) y (3.66) implican
que

‖u‖2 = F (u∗u) = 〈u′, u′〉 = ‖u′‖2 = ‖T (u)e′‖2 ≤ ‖T (u)‖2‖e′‖2 = ‖T (u)‖2

porque ‖e′‖2 = F (e∗e) = F (e) = 1. Junto con (3.65) eso implica ‖T (u)‖ = ‖u‖ y termina
la demostración.

3.58 Teorema. Si A es una B∗-álgebra, entonces existe un *-isomorfismo isométrico de
A con una subálgebra cerrada de B(H), donde H es un espacio de Hilbert adecuado.

Demostración. Para u ∈ A sea Hu el espacio de Hilbert dado en el Teorema 3.57 y sea
Tu : A→ Hu el homomorfismo respectivo. Sea

X :=
∏
u∈A

Hu

el producto cartesiano de losHu con las proyecciones coordenadas πu : X → Hu respectivas.
X tiene estructura lineal inducida por las estructuras lineales en las coordenadas. Eso
implica que πu es lineal para todo u ∈ A.
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Definimos

(3.67) H :=
{
v ∈ X

∣∣∣∣∣ ∑
u∈A
‖πu(v)‖2 <∞

}

donde las normas son las de Hu. La convergencia de la serie en (3.67) implica que sólo
un conjunto numerable de coordenadas πu(v) no es cero. Es fácil verificar que H es un
subespacio lineal de X. Usemos la notación

〈v1, v2〉 :=
∑
u∈A
〈πu(v1), πu(v2)〉,

cuya convergencia se sigue de la desigualdad de Cauchy en Hu y de la desigualdad de
Hölder para sumas.
Es trivial verificar que ella define un producto escalar en H. La norma respectiva cumple

(3.68) ‖v‖2 =
∑
u∈A
‖πu(v)‖2.

Demostremos que H es un espacio de Hilbert. Sea (xn) ⊆ H una sucesión de Cauchy.
Obviamente (πu(xn)) es una sucesión de Cauchy en Hu para todo u ∈ A, y tiene un límite.
Denotemos por x ∈ X el elemento que cumple πu(x) = ĺımn→∞ πu(xn) para todo u ∈ A.
Falta demostrar que x ∈ H y que xn → x en H. Sea ε > 0. Existe n0 tal que ‖xn−xm‖ ≤ ε
para todo m,n ≥ n0. Si m ≥ n0, entonces el Lema de Fatou, respecto a la medida de
conteo en A, implica∑

u

‖πu(x− xm)‖2 =
∑
u

‖πu(x)− πu(xm)‖2

=
∑
u

ĺım
n→∞
‖πu(xn)− πu(xm)‖2

≤ ĺım inf
n→∞

∑
u

‖πu(xn)− πu(xm)‖2

= ĺım inf
n→∞

‖xn − xm‖2

≤ ε2.

Eso demuestra que x−xm ∈ H y entonces, como xm ∈ H que x ∈ H. Además, ‖x−xm‖ ≤ ε
para todo m ≥ n0. Eso implica que xn → x en H cuando n→∞.
Si Su ∈ B(Hu) para todo u ∈ A y si M := supu∈A‖Su‖ < ∞, entonces definimos para

v ∈ H el elemento Sv dando sus coordenadas πu(Sv) := Suπu(v). Se tiene que S : H → X
es lineal y

‖Sv‖2 =
∑
u

‖Suπu(v)‖2 ≤M2‖v‖2,

es decir , Sv ∈ H, S ∈ B(H) y ‖S‖ ≤ M . Por otro lado, existen para ε > 0 un u ∈ A y
vu ∈ Hu tales que ‖vu‖ = 1 y ‖Suvu‖ ≥M − ε. Sea v ∈ H el elemento con πu′(v) = δuu′vu
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para u′ ∈ A. Entonces ‖v‖ = 1 y ‖Sv‖2 = ‖Suvu‖2 ≥ (M − ε)2, es decir, ‖S‖ ≥ M − ε.
Dejando ε→ 0 se obtiene

(3.69) ‖S‖ = sup
u
‖Su‖.

Ahora definamos el *-homomorfismo isométrico T : A→ B(H). Sea x ∈ A. Para v ∈ H
definimos T (x)v dando las coordenadas

πu(T (x)v) := Tu(x)πu(v).

Como
‖Tu(x)‖ ≤ ‖x‖ = ‖Tx(x)‖,

(3.69) implica que T (x) ∈ B(H) y

‖T (x)‖ = sup
u
‖Tu(x)‖ = ‖x‖.

Eso demuestra que T es isométrico. Que T es un *-homomorfismo es una consecuencia de
su definición y de esa propiedad para Tu, aplicada en las coordenadas.
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4. Operadores no acotados

4.1. Introducción
En esta sección sea H un espacio de Hilbert, como antes. Un operador es un mapeo lineal
D(T ) → R(T ), donde D(T ),R(T ) son subespacios de H, el dominio y el rango de T . En
general no supondremos que T sea acotado, respecto a la norma inducida en D(T ). Si T
es acotado entonces existe una extensión acotada a D(T ) y finalmente a todo H, porque
uno puede definir una extensión al complemento ortogonal de D(T ) usando 0. En ese caso
T es la restricción a D(T ) de un elemento de B(H). Si D(T ) es denso en H entonces T es
densamente definido.
Definimos la gráfica de T por

G(T ) := {(x, Tx) ∈ H ×H | x ∈ D(T )}.
Si S es un operador tal que D(T ) ⊆ D(S) y Sx = Tx para todo x ∈ D(T ) entonces S es
una extensión de T . Eso es el caso si y sólo si G(T ) ⊆ G(S), y usaremos la notación

T ⊆ S.

T = S significa que D(T ) = D(S) y que S y T coinciden en D(S).
Un operador cerrado es un operador en H cuya gráfica es un subespacio cerrado de

H ×H, respecto a la norma ‖(x, y)‖ = (‖x‖2 + ‖y‖2)1/2. El teorema de la gráfica cerrada
dice que T ∈ B(H) si y sólo si D(T ) = H y T es cerrado.
Si T es densamente definido definamos el operador adjunto de T : Sea D(T ∗) el conjunto

de todos y ∈ H tales que x 7→ 〈Tx, y〉 es acotado en D(T ). Esa función lineal puede ser
extendida a todo H por continuidad y densidad. Por el teorema de representación de Riesz
existe un elemento T ∗y en H tal que
(4.1) 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 para todo x ∈ D(T ).
La densidad de D(T ) y (4.1) implican que T ∗y es el único elemento que cumple con estas
condiciones. Es trivial verificar que D(T ∗) es un subespacio lineal de H y que T ∗ es un
operador lineal. Además, esa definición coincide con la definición del operador adjunto para
operadores acotados.
Operaciones algebraicas son mas complicadas con operadores no acotados que con ope-

radores acotados, porque uno debe de respetar los dominios. Los dominios naturales para
suma y producto de operadores son los siguientes:

D(S + T ) := D(S) ∩ D(T ),(4.2)
D(ST ) := {x ∈ D(T ) | Tx ∈ D(S)}.(4.3)
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Entonces las leyes asociativas se cumplen:
(R + S) + T = R + (S + T ),(4.4)

(RS)T = R(ST ).(4.5)
También se cumple una ley distributiva
(4.6) (R + S)T = RT + ST

pero la otra sólo en una forma débil
(4.7) T (R + S) ⊇ TR + TS.

Multiplicación por un escalar está definida así: Si α = 0 entonces D(αT ) = H y αT = 0.
Si α 6= 0 entonces D(αT ) = D(T ) y (αT )x = αTx para todo x ∈ D(T ).
Un operador T es cerrable si existe un operador cerrado S tal que T ⊆ S.

4.1 Nota. Un subespacio X de H×H es la gráfica de un operador si y sólo si la restricción
de π1 : H×H → H a X es inyectiva. Aquí π1 es la proyección a la primera coordenada. Un
operador es cerrable si y sólo si G(T ) es la gráfica de un operador. Si es el caso, entonces
el operador S tal que G(T ) = G(S) es cerrado y cumple T ⊆ S.
4.2 Teorema. Sean S, T y ST operadores densamente definidos en H. Entonces
(4.8) T ∗S∗ ⊆ (ST )∗.
Si adicionalmente S ∈ B(H), entonces
(4.9) T ∗S∗ = (ST )∗.
Demostración. Sea x ∈ D(ST ) y y ∈ D(T ∗S∗). Entonces
(4.10) 〈Tx, S∗y〉 = 〈x, T ∗S∗y〉
porque x ∈ D(T ) y S∗y ∈ D(T ∗). Similarmente,
(4.11) 〈STx, y〉 = 〈Tx, S∗y〉
porque Tx ∈ D(S) y y ∈ D(S∗). En seguida,
(4.12) 〈STx, y〉 = 〈x, T ∗S∗y〉.
Eso implica que x 7→ 〈STx, y〉 es un mapeo acotado en D(ST ), es decir, y ∈ D((ST )∗) y
se cumple D(T ∗S∗) ⊆ D((ST )∗). Además, (4.12) implica que

〈x, T ∗S∗y〉 = 〈x, (ST )∗y〉 para todo x ∈ D(ST ), y ∈ D(T ∗S∗),
es decir, [T ∗S∗y−(ST )∗y] ∈ D(ST )⊥. ComoD(ST ) es denso, eso implica que T ∗S∗ = (ST )∗
en D(T ∗S∗), y se cumple (4.8).
Ahora sean S ∈ B(H) y y ∈ D((ST )∗). Entonces S∗ ∈ B(H), D(S∗) = H y

(4.13) 〈Tx, S∗y〉 = 〈STx, y〉 = 〈x, (ST )∗y〉
para todo x ∈ D(ST ). Eso implica que S∗y ∈ D(T ∗), es decir, y ∈ D(T ∗S∗) y (4.9) se
cumple.
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4.2. Gráficas y operadores simétricos
4.3 Definición. Un operador T en H es simétrico si

(4.14) 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉

para todo x, y ∈ D(T ). Si T está densamente definido entonces T es simétrico si y sólo si
T ⊆ T ∗. Si T = T ∗ entonces T es autoadjunto.

4.4 Nota. Si T ∈ B(H) entonces T es simétrico si y sólo si T es autoadjunto. Eso no es
cierto en general para operadores no acotados densamente definidos.
Si T es densamente definido y si 〈Tx, y〉 = 〈x, Sy〉 para todo x ∈ D(T ) y y ∈ D(S),

entonces S ⊆ T ∗.

Usaremos el siguiente producto escalar para analizar gráficas de operadores:

(4.15) 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 := 〈x1, y1〉+ 〈x2 + y2〉 si (x1, x2), (y1, y2) ∈ H ×H.

Definimos el operador unitario V : H ×H → H ×H por

(4.16) V (x1, x2) := (−x2, x1).

Entonces V 2 = −I y V 2M = M para cualquier subespacio de H ×H.

4.5 Teorema. Si T es un operador densamente definido entonces

(4.17) G(T ∗) =
(
V G(T )

)⊥
.

Demostración. Basta considerar la siguiente cadena de enunciados equivalentes dos a dos:

(y, z) ∈ G(T ∗)
〈Tx, y〉 = 〈x, z〉 para todo x ∈ D(T )

〈(−Tx, x), (y, z)〉 = 0 para todo x ∈ D(T )

(y, z) ∈
(
V G(T )

)⊥
.

4.6 Teorema. Si T es densamente definido entonces T ∗ es cerrado. Particularmente,
operadores autoadjuntos son cerrados.

Demostración. Eso es una consecuencia del Teorema 4.5 porque el complemento ortogonal
de un subespacio de un espacio de Hilbert es cerrado.

4.7 Teorema. Si T es densamente definido y cerrado, entonces

H ×H = V G(T )⊕ G(T ∗).
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Demostración. Como V es unitario y G(T ) cerrado, también V G(T ) es cerrado. El resultado
sigue por el Teorema 4.5.

4.8 Ejemplo. Sea H := L2([0, 1]) respecto a la medida de Lebesgue. Definimos operadores
T1, T2 y T3 en H como sigue: Los dominios son

D(T1) := {f : [0, 1]→ C | f es absolutamente continuo y f ′ ∈ L2([0, 1])},
D(T2) := {f ∈ D(T1) | f(0) = f(1)}
D(T3) := {f ∈ D(T1) | f(0) = f(1) = 0}.

Estos son densos en H. Definimos

Tkf := if ′ para f ∈ D(Tk), k = 1, 2, 3.

Se tiene

(4.18) T3 ( T2 ( T1.

Afirmamos que

(4.19) T ∗1 = T3, T ∗2 = T2, T ∗3 = T1.

Eso implica que T3 ⊆ T1 = T ∗3 , es decir, T3 es simétrico, T2 es una extensión autoadjunta
de T3, y T1 es una extensión no simétrica de T2.
Para demostrar (4.19), notamos para k,m ∈ {1, 2, 3} con k + m = 4, f ∈ D(Tk) y

g ∈ D(Tm), que
f(1)g(1)− f(0)g(0) = 0

y luego
〈Tkf, g〉 =

∫ 1

0
if ′ḡ = −

∫ 1

0
ifḡ′ =

∫ 1

0
f ig′ = 〈f, Tmg〉.

Eso implica por la Nota 4.4 que

(4.20) T3 ⊆ T ∗1 , T2 ⊆ T ∗2 , T1 ⊆ T ∗3 .

Basta demostrarD(T ∗k ) ⊆ D(Tm) para k+m = 4. Sea g ∈ D(T ∗k ). Ponemos φ := T ∗k g ∈ H
y Φ(t) :=

∫ t
0 φ. Eso implica que

(4.21) Φ ∈ D(T1), Φ(0) = 0.

Para todo f ∈ D(Tk) se sigue que

(4.22)
∫ 1

0
if ′ḡ = 〈Tkf, g〉 = 〈f, φ〉 = f(1)Φ(1)−

∫ 1

0
f ′Φ.
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Si k = 1, entonces 1 ∈ D(T1), y con f = 1 (4.22) implica 0 = f(1)Φ(1) = Φ(1). Entonces
(4.22) dice que ∫ 1

0
if ′(g + iΦ) = f(1)Φ(1) = 0

para todo f ∈ D(T1), es decir,

(4.23) g + iΦ ∈ R(T1)⊥.

Si ψ ∈ H, entonces Ψ(t) := −i
∫ t

0 ψ define un elemento de D(T1) tal que T1Ψ = ψ. Entonces
R(T1) = H y (4.23) implica que g = −iΦ. Como Φ(1) = 0 y por (4.21), g ∈ D(T3). Eso
demuestra D(T ∗1 ) ⊆ D(T3).
Si k = 3 y g ∈ D(T ∗3 ), entonces f ∈ D(T3) cumple f(1) = 0, es decir, (4.22) implica

(4.24) g + iΦ ∈ R(T3)⊥.

Cualquier ψ ∈ R(T3) tiene la representación iΨ′, donde Ψ ∈ D(T3). Entonces
∫ 1

0 ψ =
i
∫ 1

0 Ψ′ = i(Ψ(1)−Ψ(0)) = 0. Inversamente, si ψ ∈ H cumple
∫ 1
0 ψ = 0, entonces la función

Ψ(t) := −i
∫ t

0 ψ está en D(T3), y T3Ψ = ψ, es decir ψ ∈ R(T3). Eso demuestra que

(4.25) R(T3) =
{
ψ ∈ H

∣∣∣∣ ∫ 1

0
ψ = 0

}
.

Si Y es el subespacio de dimensión uno de H generado por la función constante 1, entonces

(4.26) R(T3) = Y ⊥.

Por lo tanto, (4.24) dice que g+iΦ es constante, y como Φ ∈ D(T1) y Y ⊆ D(T1), g ∈ D(T1).
Eso demuestra que D(T ∗3 ) ⊆ D(T1).
Si k = 2 y g ∈ D(T ∗2 ), entonces como en el caso k = 1 la función 1 está en D(T2), se

tiene que Φ(1) = 0 y

(4.27) g + iΦ ∈ R(T2)⊥.

Como en el caso k = 3 se verifica

(4.28) R(T2) =
{
ψ ∈ H

∣∣∣∣ ∫ 1

0
ψ = 0

}
.

y luego

(4.29) R(T2) = Y ⊥.

Por lo tanto, g + iΦ ≡ α es una constante, es decir, g = −iΦ + α para un escalar α. Como
Φ(1) = 0 y por (4.21), g ∈ D(T2). Eso demuestra D(T ∗2 ) ⊆ D(T2).

4.9 Teorema. Sea T un operador densamente definido y simétrico.
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(a) Si D(T ) = H, entonces T es autoadjunto y T ∈ B(H).

(b) Si T es autoadjunto y inyectivo, entonces R(T ) es denso en H y T−1 es autoadjunto.

(c) Si R(T ) es denso en H, entonces T es inyectivo.

(d) Si R(T ) = H, entonces T es autoadjunto y T−1 ∈ B(H).

Demostración. (a): Como T ⊆ T ∗, se tiene H = D(T ) ⊆ D(T ∗), es decir, D(T ∗) = H y
T = T ∗. Por lo tanto, T es cerrado (Teorema 4.6) y acotado, por el teorema de la gráfica
cerrada.
(b): Demostremos primero que R(T ) es denso. Sea y ∈ R(T )⊥. Entonces x 7→ 〈Tx, y〉 =

0 es continuo en x ∈ D(T ), es decir, y ∈ D(T ∗) = D(T ) y 〈x, Ty〉 = 〈Tx, y〉 = 0 para todo
x ∈ D(T ). Como D(T ) es denso eso implica que y = 0. En seguida, R(T ) es denso.
Lo que hemos demostrado dice que T−1 es densamente definido, con D(T−1 = R(T ), y

existe (T−1)∗. Con la definición de V en (4.16) la cadena de equivalencias

(a, b) ∈ G(T−1)
(b, a) ∈ G(T )

(b,−a) ∈ G(−T )
(a, b) ∈ V G(−T )

demuestra que

(4.30) G(T−1) = V G(−T ),

y la invariancia de subespacios de H bajo V 2 implica

(4.31) V G(T−1) = G(−T ).

Por ser autoadjunto, T es cerrado. Lo mismo aplica a −T . Como V es unitario (4.30)
implica que T−1 es cerrado. Por el Teorema 4.7 se tiene

(4.32) H ×H = V G(T−1)⊕ G((T−1)∗)

y, usando (4.31) y T ∗ = T ,

(4.33) H ×H = V G(−T )⊕ G(−T ) = G(T−1)⊕ V G(T−1).

Como estas descomposiciones son ortogonales, se sigue de (4.32) y (4.33) que

G((T−1)∗) = V G(T−1)⊥ = G(T−1),

es decir, (T−1)∗ = T−1.
(c): Sea x ∈ D(T ) tal que Tx = 0. Entonces 〈x, Ty〉 = 〈Tx, y〉 = 0 para too y ∈ D(T ).

Entonces x⊥R(T ) y luego x = 0.
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(d): Por el inciso (c) T es inyectivo y D(T−1) = H. Sean x, y ∈ H. Entonces existen
u, v ∈ D(T ) tales que Tu = x y Tv = y. Se sigue que

〈T−1x, y〉 = 〈u, Tv〉 = 〈Tu, v〉 = 〈x, T−1y〉,

es decir, T−1 es simétrico. El inciso (a) implica que T−1 es autoadjunto y T−1 ∈ B(H), y
T = (T−1)−1 es autoadjunto por el inciso (b).

4.10 Teorema. Si T es densamente definido y cerrado, entonces D(T ∗) es denso y T ∗∗ =
T .

Demostración. Por el Teorema 4.7 tenemos la descomposición ortogonal

(4.34) H ×H = V G(T )⊕ G(T ∗).

Como V es una isometría, preserve la relación de ortogonalidad entre elementos de H, es
decir, (V x)⊥(V y) si x⊥y. Además, V 2G(T ) = G(T ). Entonces (4.34) implica la descompo-
sición ortogonal

(4.35) H ×H = G(T )⊕ V G(T ∗).

Sea x ∈ D(T ∗)⊥. Entonces todo y ∈ D(T ∗) cumple 〈x, y〉 = 0 y

(4.36) 〈(0, x), (−T ∗y, y)〉 = 0.

En consecuencia, usando (4.35), (0, x) ∈ (V G(T ∗))⊥ = G(T ), es decir, x = T0 = 0. Eso
demuestra que D(T ∗)⊥ = {0}, es decir, D(T ∗) es denso y T ∗∗ está bien definido.
Otra aplicación del Teorema 4.7 da la descomposición ortogonal

(4.37) H ×H = V G(T ∗)⊕ G(T ∗∗).

Comparación de (4.35) y (4.37) implica

G(T ∗∗) = (V G(T ∗))⊥ = G(T ),

es decir, T ∗∗ = T .

El operador I siempre significará la identidad con dominio H.

4.11 Teorema. Sean T densamente definido y cerrado y Q := I + T ∗T .

(a) Q es una biyección de D(Q) = D(T ∗T ) con H y existen B,C ∈ B(H) tales que
‖B‖ ≤ 1, ‖C‖ ≤ 1, C = TB y

(4.38) B(I + T ∗T ) ⊆ (I + T ∗T )B = I.

Además, B ≥ 0, y T ∗T es autoadjunto.
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(b) Si T ′ es la restricción de T a D(T ∗T ), entonces G(T ′) es denso en G(T ).

Demostración. Si x ∈ D(Q) entonces Tx ∈ D(T ∗) y

(4.39) ‖x‖2 ≤ 〈x, x〉+ 〈Tx, Tx〉 = 〈x, x〉+ 〈x, T ∗Tx〉 = 〈x,Qx〉 ≤ ‖x‖ ‖Qx‖.

Esa desigualdad demuestra que Q es inyectivo.
La descomposición ortogonal del Teorema 4.7 implica para h ∈ H la existencia única de

elementos Bh ∈ D(T ) y Ch ∈ D(T ∗) tales que

(4.40) (0, h) = (−TBh,Bh) + (Ch, T ∗Ch).

Por la unicidad B y C son operadores lineales con dominio H. La ortogonalidad de la
descomposición en (4.40) y la definición del producto escalar en H ×H implican que

‖h‖2 = ‖TBh‖2 + ‖Bh‖2 + ‖Ch‖2 + ‖T ∗Ch‖2 ≥ ‖Bh‖2 + ‖Ch‖2

para todo h ∈ H, es decir, B,C ∈ B(H) y ‖B‖, ‖C‖ ≤ 1.
Si comparamos las coordenadas en (4.40) obtenemos C = TB y

h = Bh+ T ∗Ch = Bh+ T ∗TBh = QBh

para todo h ∈ H, es decir, QB = I. En seguida B es inyectivo y Q suprayectivo. Como ya
sabemos que Q es inyectivo, Q es una biyección entre D(Q) y H.
Demostremos que R(B) = D(Q). Arriba se construyeron B y C de tal manera que

para todo h ∈ H Bh ∈ D(T ) y TBh = Ch ∈ D(T ∗), es decir, Bh ∈ D(T ∗T ) = D(Q).
Inversamente, sea x ∈ D(Q). Como QB = I, existe h ∈ H tal que Qx = QBh, es decir,
x = Bh ∈ R(B) porque existe el mapeo inverso Q−1. Por lo tanto, B es una biyección
entre H y D(H), y su inversa es Q. Eso demuestra que BQ = idD(Q) ⊆ I y comprueba
(4.38).
Si h ∈ H entonces h = Qx para un x ∈ D(Q). En consecuencia,

〈Bh, h〉 = 〈BQx,Qx〉 = 〈x,Qx〉 ≥ 0

por (4.39). Por lo tanto, B ≥ 0 y B es autoadjunto por el Teorema 3.40. Como B es
inyectivo, el Teorema 4.9(b) dice que Q = B−1 es autoadjunto. Es fácil ver que entonces
T ∗T = Q− I es autoadjunto. Eso termina la demostración de (a).
Para demostrar (b) notemos que G(T ) es un espacio de Hilbert porque T es cerrado. Sea

(z, Tz) ∈ G(T ) ortogonal a G(T ′). Entonces se cumple para todo x ∈ D(T ∗T ) = D(Q) que

0 = 〈(z, Tz), (x, Tx)〉 = 〈z, x〉+ 〈Tz, Tx〉 = 〈z, x〉+ 〈z, T ∗Tx〉 = 〈z,Qx〉.

Como R(Q) = H eso implica que z = 0, es decir, G(T ′) es denso en G(T ).

4.12 Definición. Un operador simétrico T es maximalmente simétrico si T no tiene ex-
tensión propia simétrica. Eso significa que si S es simétrico y cumple T ⊆ S, entonces
T = S.
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4.13 Teorema. Operadores autoadjuntos son maximalmente simétricos.

Demostración. Sean T autoadjunto y S simétrico tales que T ⊆ S. Si y ∈ D(S∗) entonces
para todo x ∈ D(T ) se tiene 〈Tx, y〉 = 〈Sx, y〉 = 〈x, S∗y〉, es decir, el mapeo x 7→ 〈Tx, y〉
es acotado. Por lo tanto, y ∈ D(T ∗), y hemos demostrado que D(S∗) ⊆ D(T ∗). Es claro
que entonces S∗ ⊆ T ∗. Se sigue que

S ⊆ S∗ ⊆ T ∗ = T ⊆ S,

y luego S = T .

4.14 Nota. Veremos mas adelante que operadores maximalmente simétricos no necesaria-
mente son autoadjuntos.

4.15 Teorema. Sea T un operador simétrico, no necesariamente densamente definido.
Entonces se cumplen:

(a) ‖Tx+ ix‖2 = ‖x‖2 + ‖Tx‖2 para todo x ∈ D(T ).

(b) T es un operador cerrado si y sólo si R(T + iI) es cerrado en H.

(c) T + iI es inyectivo.

(d) Si R(T + iI) = H, entonces T es maximalmente simétrico.

(e) Las afirmaciones anteriores también están ciertas si uno reemplaza i por −i.

Demostración. (a): La simetría de T implica para x ∈ D(T ) que

‖Tx+ ix‖2 = 〈Tx, Tx〉+ 〈ix, ix〉+ 〈Tx, ix〉+ 〈ix, Tx〉
= 〈Tx, Tx〉+ i(−i)〈x, x〉 − i〈Tx, x〉+ i〈x, Tx〉
= ‖x‖2 + ‖Tx‖2 − i〈x, Tx〉+ i〈x, Tx〉
= ‖x‖2 + ‖Tx‖2.

(c): Sea y ∈ R(T + iI). Entonces existe x ∈ D(T + iI) = D(T ) tal que Tx+ ix = y. Por
(a) ‖(x, Tx)‖ = ‖x‖2 + ‖Tx‖2 = ‖Tx+ ix‖2 = ‖y‖2, es decir, el mapeo Tx+ ix 7→ (x, Tx)
es una isomería lineal entre R(T + iI) y G(T ). En consecuencia, R(T + iI) es completo
(cerrado en H) si y sólo si G(T ) es completo (cerrado en H ×H).
(c): Es una consecuencia directa de (a).
(d): Sea R(T + iI) = H y sea S una extensión propia de T . Entonces S + iI es una

extensión propia de T + iI. Como ese operador ya es suprayectivo, S + iI no puede ser
inyectivo, es decir, no puede ser simétrico, por el inciso (c). Eso demuestra que T no tiene
extensión propia simétrica.
(e): Es obvio.
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4.3. La transformada de Cayley
4.16 Nota. El mapeo

z 7→ z − i
z + i

es un homeomorfismo entre R y {λ ∈ C | |λ| = 1, λ 6= 1}. En seguida el cálculo simbólico
para operadores acotados establece una biyección entre operadores acotados autoadjuntos y
operadores unitarios, cuyo espectro no contiene 1. En esta sección extendamos esa biyección
a operadores simétricos no necesariamente acotados. Así los unitarios que surgen como
arriba sí pueden tener 1 en su espectro.

4.17 Definición. Sea T un operador simétrico. Por el Teorema 4.15(c) T + iI es inyectivo
y tiene inversa R(T + iI) → D(T ). Se define la transformada de Cayley U de T por
D(U) := R(T + iI) y

(4.41) U := (T − iI)(T + iI)−1.

En seguida, R(U) = R(T − iI).

4.18 Lema. Sea U un operador en H que es una isometría: ‖Ux‖ = ‖x‖ para todo
x ∈ D(U).

(a) Si x, y ∈ D(U), entonces 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉.

(b) Si R(I − U) es denso en H, entonces I − U es inyectivo.

(c) Si uno de los espacios D(U), R(U) y G(U) es cerrado, entonces los otros dos también
son cerrados.

Demostración. Sea α ∈ C tal que α2 6= 1 y α3 = 1. Entonces

(4.42)
3∑

n=1
αn = α

2∑
n=0

αn = α
1− α3

1− α = 0

y

(4.43)
3∑

n=1
α2n = α2

2∑
n=0

(α2)n = α2 1− (α2)3

1− α2 = 0.

Usando |α| = 1, (4.42) y (4.43) calculamos

1
3

3∑
n=1
‖x+ αny‖2αn = 1

3

3∑
n=1

(
‖x‖2 + |αn|2‖y‖2 + αn〈x, y〉+ αn〈y, x〉

)
αn

= 1
3

(
(‖x‖2 + ‖y‖2)

3∑
n=1

αn + 〈y, x〉
3∑

n=1
α2n + 〈x, y〉

3∑
n=1

1
)

= 〈x, y〉.
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Esa identidad implica (a).
Para demostrar (b), sea x ∈ D(U) tal que (I − U)x = 0, es decir, Ux = x. En seguida,

para todo y ∈ D(U) se tiene

〈x, (I − U)y〉 = 〈x, y〉 − 〈x, Uy〉 = 〈Ux, Uy〉 − 〈x, Uy〉 = 0.

Entonces x ∈ R(I − U)⊥ = {0}, es decir, I − U es inyectivo.
Por las identidades

‖Ux‖ = ‖x‖ = 1√
2
‖(x, Ux)‖H×H para todo x ∈ D(U)

sucesiones de Cauchy convergen en un espacio de los tres si y sólo si convergen en los dos
otros espacios. Eso demuestra la afirmación.

4.19 Teorema. Sea U la transformada de Cayley de un operador simétrico T . Entonces
se cumplen:

(a) U es cerrado si y sólo si T es cerrado.

(b) R(I − U) = D(T ), I − U es inyectivo y T se puede recuperar de U por la fórmula

(4.44) T = i(I + U)(I − U)−1.

Eso implica que las transformadas de Cayley de operadores simétricos distintos son
distintas.

(c) U es unitario si y sólo si T es autoadjunto.

(d) Inversamente, si V es un operador en H que es una isometría, y si I−V es inyectivo,
entonces V es la transformada de Cayley de un operador simétrico en H.

Demostración. (a): Por el Teorema 4.15(b) T es cerrado si y sólo si R(T + iI) es cerrado.
Por el Lema 4.18(c) U es cerrado si y sólo si D(U) es cerrado. Como D(U) = R(T + iI),
eso implica la afirmación.
(b): Por el Teorema 4.15(c) el operador T + iI establece una biyección entre D(T ) y
R(T + iI). Se cumplen para x ∈ D(T )

(4.45) z := Tx+ ix, Uz = Tx− ix.

Eso implica

(4.46) (I − U)z = 2ix, (I + U)z = 2Tx.

Como
1
2i(I − U)(T + iI) = ID(T ),
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(I −U) es inyectivo y R(I −U) = D(T ). Entonces (I −U)−1 es una biyección entre D(T )
y D(U), y

(4.47) 2Tx = (I + U)z = (I + U)(I − U)−1(2ix)

para todo x ∈ D(T ). Eso comprueba (b).
(c): Sea T autoadjunto. Entonces

(4.48) R(I + T 2) = H

por el Teorema 4.11(a). Como

(T + iI)(T − iI) = I + T 2 = (T − iI)(T + iI),

se sigue que

(4.49) D(U) = R(T + iI) = H

y

(4.50) R(U) = R(T − iI) = H.

Como U es una isometría, (4.49) implica que U ∈ B(H), y (4.50) dice que U es unitario,
por el Teorema 3.16.
Inversamente, sea U unitario. Entonces I − U es normal, y el inciso (b) y el Teore-

ma 3.15(a) implican que

(4.51) R(I − U)⊥ = N (I − U) = {0},

es decir, D(T ) = R(I−U) es denso en H. Entonces T ∗ está bien definido, y se tiene T ⊆ T ∗

porque T es simétrico.
Para demostrar D(T ∗) ⊆ D(T ), sea y ∈ D(T ∗). Como R(T + iI) = D(U) = H existe

y0 ∈ D(T ) tal que

(4.52) (T ∗ + iI)y = (T + iI)y0 = (T ∗ + iI)y0.

Aquí la segunda identidad es cierta porque T es simétrico. Pongamos y1 := y−y0. Entonces
y1 ∈ D(T ∗), y para todo x ∈∈ D(T ) se tiene

〈(T − iI)x, y1〉 = 〈x, (T ∗ + iI)y1〉 = 〈x, 0〉 = 0.

Eso significa que y1⊥R(T − iI) = R(U) = H y luego que y1 = 0 y y = y0 ∈ D(T ). Eso
comprueba (c).
(d): Como I − V es inyectivo, I − V : D(V ) → R(I − V ) es una biyección. Definimos

un operador S por D(S) := R(I − V ) y S := i(I + V )(I − V )−1. Si x, y ∈ D(S) entonces
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con z := (I − V )−1x y u := (I − V )−1y se tiene z, u ∈ D(V ). Como V es una isometría, el
Lema 4.18(a) implica que

〈Sx, y〉 = i〈z + V z, u− V u〉 = i〈V z, u〉 − i〈z, V u〉+ 〈z, u〉 − 〈V z, V u〉
= 〈z − V z, iu+ iV u〉 = 〈x, Sx〉.

Entonces S es simétrico. Notemos que

x = z − V z y Sx = i(z + V z)

implica que
2iV z = Sx− ix y 2iz = Sx+ ix

para todo z ∈ D(V ). Por lo tanto,

V (Sx+ ix) = Sx− ix

para todo x ∈ D(S) y D(V ) = R(S + iI). Entonces V es la transformada de Cayley de
S.

4.20 Definición. Sea T un operador densamente definido, cerrado y simétrico. Llamemos
las dimensiones de R(T + iI)⊥ y R(T − iI)⊥ los índices de deficiencia de T .

4.21 Teorema. Sea T densamente definido, cerrado y simétrico.

(a) T es autoadjunto si y sólo si ambos índices de deficiencia son cero.

(b) T es maximalmente simétrico si y sólo si por lo menos uno de sus índices de defi-
ciencia es cero.

(c) T tiene una extensión autoadjunta si y sólo si sus índices de deficiencia coinciden.

Demostración. Sea U la transformada de Cayley de T . Por el Teorema 4.15(b) los espacios
R(T + iI) y R(T − iI) son cerrados y U es una biyección entre ellos.
(a): Por el Teorema 4.19(c) T es autoadjunto si y sólo si U es unitario. Como U es una

isometría, eso es el caso si y sólo si D(U) = R(U) = H, es decir, si y sólo si R(T + iI) =
R(T − iI) = H. Eso comprueba la afirmación.
(b): Si R(T +iI)⊥ = {0}, entonces por ser cerrado, R(T +iI) = H, y el Teorema 4.15(d)

dice que T es maximalmente simétrico. El caso de R(T − iI) = H se sigue similarmente
por el Teorema 4.15(e).
Inversamente, sea T maximalmente simétrico. Por contradicción, supongamos queR(T+

iI) 6= {0} 6= R(T − iI). Como estos espacios son cerrados, se construye fácilmente una
extensión propia isométrica U1 de U . Por el Teorema 4.19(d) existe un operador simétrico
T1 tal que U1 es su transformada de Cayley. Este T1 es una extensión propia de T , por el
Teorema 4.19(b), en contradicción con que T es maximalmente simétrico.
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(c): Los índices de deficiencia de T coinciden si y sólo si existe una biyección lineal
entre R(T + iI) y R(T − iI) que es una isometría. Eso es el caso si y sólo si U tiene una
extensión unitaria, porque isometrías preservan producto escalares. Finalmente, U tiene
una extensión unitaria si y sólo si T tiene una extensión autoadjunta, por el Teorema 4.19.

4.22 Ejemplo. Sea V := SD la translación a la derecha en l2. Entonces V es una isometría
tal que I − V es inyectivo (Tarea 9, σp(SD) = ∅). En seguida, V es la transformada de
Cayley de un operador simétrico T . Además, D(V ) = l2, y R(V ) es un subespacio de
codimensión 1, es decir, T es maximalmente simétrico pero no autoadjunto.

4.4. Resoluciones de la identidad
Regresamos a la notación anterior de resoluciones de la identidad:M es una σ-álgebra en
un conjunto Ω, H es un espacio de Hilbert y E : M→ B(H) una resolución de la identidad
con las propiedades en el listado de la Definición 3.20. Nuestra meta es extender el cálculo
simbólico Ψ dado en el Teorema 3.26 para funciones en L∞(E) a funciones medibles.

4.23 Lema. Sea f : Ω→ C medible. Definimos

Df :=
{
x ∈ H

∣∣∣∣ ∫
Ω
|f |2 dEx,x <∞

}
.

Entonces Df es un subespacio denso de H. Si x, y ∈ H, entonces

(4.53)
∫

Ω
|f | d|Ex,y| ≤ ‖y‖

(∫
Ω
|f |2 dEx,x

) 1
2
.

Si f es acotado y v = Ψ(f)z, entonces

(4.54) dEx,v = f̄ dEx,z para todo x, z ∈ H.

Demostración. Primero demostremos que Df es un subespacio de H. Sea x, y ∈ Df , y
pongamos z := x+ y. Se tiene para cualquier ω ∈M que

‖E(ω)‖2 ≤
(
‖E(ω)x‖+ ‖E(ω)y‖

)2
≤ 2‖E(ω)x‖2 + 2‖E(ω)y‖2

y luego
Ez,z(ω) ≤ 2Ex,x(ω) + 2Ey,y(ω).

Se sigue que Df es cerrado algebráicamente bajo adición. Multiplicación por escalares se
trata de manera todavía mas fácil. Ese demuestra que Df es un subespacio de H.
Definimos para n ∈ N los conjuntos medibles

(4.55) ωn := {s ∈ Ω | |f(s)| ≤ n}.
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Si x ∈ R(E(ωn)), entonces
E(ω)x = E(ω)E(ωn)x = E(ω ∩ ωn)x

y luego
Ex,x(ω) = Ex,x(ω ∩ ωn) para todo ω ∈M.

Se sigue que ∫
Ω
|f |2 dEx,x =

∫
ωn

|f |2 dEx,x ≤ n2‖x‖2 <∞,

es decir, x ∈ Df . Eso demuestra que R(E(ωn)) ⊆ Df para todo n ∈ N. Sea y ∈ H. El
hecho de que Ω = ⋃

n∈N ωn y la aditividad numerable de ω 7→ E(ω)y implican que
y = E(Ω)y = ĺım

n→∞
E(ωn)y.

Como E(ωn)y ∈ R(E(ωn)) ⊆ Df para todo n ∈ N, y ∈ Df . En consecuencia Df es denso
en H.
Para demostrar (4.53) sea primero f acotado. Fijamos x, y ∈ H. La representación polar

de medidas complejas nos proporciona una función medible v : Ω → C tal que |v| ≡ 1 y
dEx,y = v d|Ex,y|. Definimos

u(s) :=


|f(s)|
v(s)f(s) , f(s) 6= 0,
1, f(s) = 0.

Entonces |u| ≡ 1 y ufv = |f | en Ω, y se cumple
uf dEx,y = ufv d|Ex,y| = |f | d|Ex,y|.

Entonces
(4.56)

∫
Ω
|f | d|Ex,y| = 〈Ψ(uf)x, y〉 ≤ ‖Ψ(uf)x‖ ‖y‖.

Por (3.22) se tiene

(4.57) ‖Ψ(uf)x‖2 =
∫

Ω
|uf |2 dEx,xintΩ|f |2 dEx,x.

La combinación de (4.56) y (4.57) da (4.53) para funciones f acotadas. Si f no es acotado,
definimos ωn como en (4.55). Para todo n ∈ N (4.53) se cumple con f reemplazado por
χωnf . Como |Ex,y| y Ex,x son medidas positivas y |χωnf | converge a |f | en los puntos de
Ω monótonamente creciente. El teorema de convergencia monótona de Lebesgue dice que
(4.53) se cumple.
Para todo g medible y acotado tenemos∫

Ω
g dEx,v = 〈Ψ(g)x, v〉 = 〈Ψ(g)x,Ψ(f)z〉 = 〈Ψ(f̄)Ψ(g)x, z〉

= 〈Ψ(f̄ g)x, z〉 =
∫

Ω
gf̄ dEx,z.

Como funciones indicadoras de conjuntos medibles son medibles y acotadas, eso implica
(4.54).
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4.24 Teorema. Sea E una resolución de la identidad en un conjunto Ω.

(a) A toda función medible f : Ω → C corresponde un operador densamente definido y
cerrado Ψ(f) en H, con dominio D(Ψ(f)) = Df , que está caracterizado por

(4.58) 〈Ψ(f)x, y〉 =
∫

Ω
f dEx,y para todo x ∈ Df , y ∈ H

y que satisface

(4.59) ‖Ψ(f)x‖2 =
∫

Ω
|f |2 dEx,x para todo x ∈ Df .

Ψ preserva adición en el siguiente sentido: Si f, g son medibles, entonces

(4.60) Ψ(f) + Ψ(g) ⊆ Ψ(f + g).

Se cumple para α ∈ C y f medible que

(4.61) Ψ(αf) = αΨ(f).

(b) Ψ preserva multiplicación en el siguiente sentido: Si f y g son medibles, entonces

(4.62) Ψ(f)Ψ(g) ⊆ Ψ(fg) y D(Ψ(f)Ψ(g)) = Dg ∩ Dfg.

Ψ(f)Ψ(g) = Ψ(fg) si y sólo si Dfg ⊆ Dg.

(c) Para toda función medible f : Ω→ C se cumplen

(4.63) Ψ(f)∗ = Ψ(f̄)

y

(4.64) Ψ(f)Ψ(f)∗ = Ψ(|f |2) = Ψ(f)∗Ψ(f).

Demostración. (a): Si x ∈ Df entonces el mapeo Λ: H → C,

Λy :=
∫

Ω
f dEx,y

es una función lineal porque Ex,y es conjugado lineal en y. Se tiene
∣∣∣∣ ∫

Ω
f dEx,y

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|f | d|Ex,y| ≤

(∫
Ω
|f |2 dEx,x

) 1
2

por (4.53). Entonces Λ ∈ H∗ y

‖Λ‖ ≤
(∫

Ω
|f |2 dEx,x

) 1
2
.
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Por el teorema de representación de Riesz (Teorema 3.6) existe Ψ(f)x ∈ H tal que

Λy = 〈y,Ψ(f)x〉 para todo y ∈ H.

Se sigue (4.58) y

(4.65) ‖Ψ(f)x‖2 ≤
∫

Ω
|f |2 dEx,x.

Si f, g son medibles, entonces x ∈ Df ∩ Dg implica que∫
Ω
|f + g|2 dEx,x ≤ 2

∫
Ω

(|f |2 + |g|2) dEx,x <∞.

Eso implica que D)f ∩ Dg ⊆ Df+g. Por lo tanto, (4.60) es una consecuencia de (4.58), ya
que la integral depende de f linealmente. El hecho (4.61) es obvio.
Para demostrar (4.59) sean ωn definidos como en (4.55), y definimos fn := χωnf . En-

tonces Df−fn = Df ∩ Dfn = Df porque los fn son acotados. En consecuencia, (4.60) da
Ψ(f − fn) = Ψ(f)−Ψ(fn). El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue demues-
tran que

(4.66) ‖Ψ(f)x−Ψ(fn)x‖2 = ‖Ψ(f − fn)x‖2 ≤
∫

Ω
|f − fn|2 dEx,x → 0,

es decir, Ψ(fn)x→ Ψ(f)x en H y fn → f en L2(Ex,x), cuando n→∞, para todo x ∈ Df .
Como fn es acotado, (4.59) se cumple con f reemplazado por fn (Teorema 3.26). Entonces
(4.66) dice que (4.59) es cierto.
Que Ψ(f) es cerrado se sigue de (4.63) (cuando esté demostrado), aplicado a f̄ y del

Teorema 4.6.
(b): Primero sea f acotado. Entonces Dg ⊆ Dfg. Si x ∈ Dg y z ∈ H y v := Ψ(f̄)z,

entonces (4.54) implica que

〈Ψ(f)Ψ(g)x, z〉 = 〈Ψ(g)x,Ψ(f̄)z〉 = 〈Ψ(g)x, v〉 =
∫

Ω
g dEx,v

=
∫

Ω
fg dEx,z = 〈Ψ(fg)x, z〉.

En seguida,

(4.67) Ψ(f)Ψ(g)x = Ψ(fg)x para todo x ∈ Dg, f acotado.

Si y := Ψ(g)x, se sigue de (4.67) y (4.59) que∫
Ω
|f |2 dEy,y =

∫
Ω
|fg|2 dEx,x para todo x ∈ Dg, f acotado.

Pensando en funciones indicadoras de conjuntos medibles en el lugar de f arriba, eso se
puede escribir como

(4.68) dEy,y = |g|2 dEx,x.
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Ahora sea f medible, pero posiblemente no acotado. El conjunto D(Ψ(f)Ψ(g)) consiste
de todos x ∈ Dg tales que y := Ψ(g)x ∈ Df , y como (4.68) dice que y ∈ Df si y sólo si
x ∈ Dfg, obtenemos

(4.69) D(Ψ(f)Ψ(g)) = Dg ∩ Dfg.

Si x ∈ Dg ∩ Dfg, si y := Ψ(g)x y si definimos fn como antes, entonces y ∈ Df , fn → f en
L2(Ey,y) y fng → fg en L2(Ex,x). Usando (4.66), y la ecuación (4.67) con fn en lugar de
f , se sigue que

Ψ(f)Ψ(g)x = Ψ(f)y = ĺım
n→∞

Ψ(fn)y = ĺım
n→∞

Ψ(fn)Ψ(g)x = ĺım
n→∞

Ψ(fng)x = Ψ(fg)x,

es decir, Ψ(f)Ψ(g) = Ψ(fg) en Dg ∩ Dfg. Eso comprueba (4.62).
(c): Sean f medible, x ∈ Df y y ∈ Df̄ = Df . Otra vez definiendo fn como antes, se sigue

de (4.66) que

〈Ψ(f)x, y〉 = ĺım
n→∞
〈Ψ(fn)x, y〉 = ĺım

n→∞
〈x,Ψ(f̄n)y〉 = 〈x,Ψ(f̄)y〉,

es decir, y ∈ D(Ψ(f)∗) y
Ψ(f̄) ⊆ Ψ(f)∗.

Basta demostrar que D(Ψ(f)∗) ⊆ Df̄ . Sea z ∈ D(Ψ(f)∗). Pongamos v := Ψ(f)∗z. Como
χωn es acotado, Dfn ⊆ Dχωn

= H. La definición fn = fχωn y el inciso (b) implican

(4.70) Ψ(fn) = Ψ(f)Ψ(χωn).

El operador acotado Ψ(χωn) es autoadjunto. Por lo tanto, (4.8) y el cálculo para funciones
acotadas implican que

Ψ(χωn)Ψ(f)∗ ⊆ (Ψ(f)Ψ(χωn))∗ = Ψ(fn)∗ = Ψ(f̄n).

Entonces
Ψ(χωn)v = Ψ(f̄n)z

y ∫
Ω
|fn|2 dEz,z =

∫
Ω
|χωn|2 dEv,v ≤ Ev,v(Ω) = ‖v‖2 para todo n ∈ N.

El teorema de la convergencia monótona de Lebesgue ahora dice que z ∈ Df̄ , y (4.63) está
comprobado. La ecuación (4.64) es una consecuencia del inciso (b) porque Df̄f ⊆ Df , ya
que Ex,x es una medida finita para todo x ∈ H.

4.25 Nota. Como en la demostración de (4.70) se tiene que Dfg ⊆ Dg = H si g es acotado.
Entonces la fórmula de multiplicación (Teorema 4.24(b)) implica que

(4.71) Ψ(g)Ψ(f) ⊆ Ψ(gf) = Ψ(fg) = Ψ(f)Ψ(g) si g es acotado.
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Particularmente, si g = χω para un ω ∈M, entonces Ψ(χω) = E(ω) y

E(ω)Ψ(f) ⊆ Ψ(f)E(ω).

Para x ∈ Df ∩R(E(ω)) eso implica que

E(ω)Ψ(f)x = Ψ(f)x,

es decir, Ψ(f)(Df∩R(E(ω))) ⊆ R(E(ω)). Esa inclusión se puede entender como una forma
débil de existencia de subespacios invariantes.

4.26 Teorema. En la situación del Teorema 4.24 se tiene Df = H y Ψ(f) ∈ B(H) si y
sólo si f ∈ L∞(E).

Demostración. Sea Df = H. Como Ψ(f) es cerrado, el teorema de la gráfica cerrada dice
que Ψ(f) ∈ B(H). Con fn = fχωn como en la demostración del Teorema 4.24 se sigue que

‖fn‖∞ = ‖Ψ(fn)‖ = ‖Ψ(f)Ψ(χωn)‖ ≤ ‖Ψ(f)‖ ‖Ψ(χωn)‖ = ‖Ψ(f)‖ ‖χωn‖∞ ≤ ‖Ψ(f)‖

para todo n ∈ N. En consecuencia, f ∈ L∞(E).
Inversamente, si f ∈ L∞(E) entonces Df = H por la definición de Df y porque f ∈

L∞(Ex,x) para todo x ∈ H. Como en la primera parte de esta demostración se sigue que
Ψ(f) ∈ B(H).

4.27 Definición. Sea T un operador en H. El conjunto resolvente de T consiste de todos
λ ∈ C tales que T − λI es una biyección entre D(T ) y H, y tal que (T − λI)−1 ∈ B(H).
En otras palabras, λ está en el conjunto resolvente si y sólo si existe S ∈ B(H) tal que

S(T − λI) ⊆ (T − λI)S = I.

El espectro σ(T ) de T es el complemento del conjunto resolvente de T en C.

4.28 Nota. El espectro es un subconjunto cerrado de C. Todo subconjunto cerrado de C
(también el conjunto vacío) es el espectro de un operador en un espacio de Hilbert.

4.29 Teorema (Aplicación espectral). Sean E una resolución de la identidad en un con-
junto Ω, f : Ω→ C medible y

ωα := f−1(α) para todo α ∈ C.

(a) Si α está en el rango esencial de f respecto a E y E(ωα) 6= 0, entonces Ψ(f) − αI
no es inyectivo.

(b) Si α está en el rango esencial de f respecto a E y E(ωα) = 0, entonces Ψ(f) − αI
es una biyección entre Df y un subespacio propio y denso de H, y existen vectores
xn ∈ H tales que ‖xn‖ = 1 y

ĺım
n→∞

(Ψ(f)xn − αxn) = 0.
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(c) σ(Ψ(f)) es el rango esencial de f respecto a E.

4.30 Nota. En el caso (a) α está en el espectro punto de Ψ(f). En el caso (b) α está en
el espectro continuo de Ψ(f), y se puede considerar un valor propio aproximado.

Demostración. Después de una translación de f por la función acotada constante α, po-
demos suponer sin pérdida de generalidad que α = 0.
(a): Si E(ω0) 6= 0 entonces existe x0 ∈ R(E(ω0)) tal que ‖x0‖ = 1. Como fχω0 = 0 y

χω0 es acotada, el Teorema 4.24(b) implica que

Ψ(f)E(ω0) = Ψ(f)Ψ(χω0) = Ψ(fχω0) = 0.

En consecuencia, obtenemos

Ψ(f)x0 = Ψ(f)E(ω0)x0 = 0

y Ψ(f) no es inyectivo.
(b): Que 0 está en el rango esencial de f respecto a E podemos expresar de la siguiente

manera: Si
κn := {s ∈ Ω | |f(s)| < 1/n}

entonces E(κn) 6= 0 para todo n ∈ N. Sean xn ∈ R(E(κn)) tales que ‖xn‖ = 1. Como antes
se tiene

‖Ψ(f)xn‖ = ‖Ψ(fχκn)xn‖ ≤ ‖Ψ(fχκn)‖ = ‖fχκn‖∞ ≤
1
n
.

Entonces Ψ(f)xn → 0 cuando n→∞.
Para demostrar la inyectividad de Ψ(f) sea Ψ(f)x = 0 para un x ∈ Df . Se sigue que∫

Ω
|f |2 dEx,x = ‖Ψ(f)x‖2 = 0.

Como E(ω0) = 0 y luego Ex,x(ω0) = 0, entonces tenemos que |f |2 > 0 en casi todo punto
de Ω respecto a Ex,x. Definimos

πn := {s ∈ Ω | |f(s)|2 ≥ 1/n} para todo n ∈ N.

Se sigue que

(4.72) Ex,x(πn) =
∫
πn

dEx,x ≤ n
∫
πn

|f |2 dEx,x ≤ n
∫

Ω
|f |2 dEx,x = 0

para todo n ∈ N.

Como π1 ⊆ π2 ⊆ . . . y
Ω\ω0 =

∞⋃
n=1

πn,
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se tiene por (4.72) que

‖x‖2 = Ex,x(Ω) = Ex,x(Ω\ω0) = ĺım
n→∞

Ex,x(πn) = 0.

Eso demuestra que Ψ(f) es inyectivo.
El rango esencial de f̄ respecto a E es el conjugado del rango esencial de f . Además,

f̄(s) = 0 si y sólo si f(s) = 0. Entonces la discusión de arriba también aplica a f̄ en vez
de f y demuestra que Ψ(f)∗ = Ψ(f̄) es inyectivo. Si y⊥R(Ψ(f)) entonces la función lineal
x 7→ 〈Ψ(f)x, y〉 = 0 es acotada en Df , es decir, y ∈ D(Ψ(f)∗) = Df̄ y

〈x,Ψ(f̄)y〉 = 〈Ψ(f)x, y〉 = 0 para todo x ∈ Df .

Como Df es denso, Ψ(f̄)y = 0, y la inyectividad da y = 0. Eso comprueba que R(Ψ(f))
es denso.
Falta demostrar que R(Ψ(f)) es un subespacio propio de H. La gráfica de Ψ(f)−1 se

obtiene de G(Ψ(f)) mediante aplicación del operador unitario (x, y) 7→ (y, x) en H × H.
Como Ψ(f) es cerrado y operadores unitarios son homeomorfismos, también Ψ(f)−1 es
cerrado. Si R(Ψ(f)) fuera todo H, el teorema de la gráfica cerrada diría que Ψ(f)−1 ∈
B(H). Pero eso estaría en contradicción con la existencia de la sucesión (xn) construida
antes. Eso termina la demostración del inciso (b).
(c): Es una consecuencia de los incisos (a) y (b) que el rango esencial de f es un sub-

conjunto de σ(Ψ(f)). Para demostrar la inclusión inversa, sea α ∈ σ(Ψ(f)). Como antes
podemos suponer sin pérdida de generalidad que α = 0. Supongamos también, por contra-
dicción, que 0 no está en el rango esencial de f . Entonces g := 1/f ∈ L∞(E) y fg = 1. La
fórmula de multiplicación implica que

Ψ(f)Ψ(g) = Ψ(fg) = Ψ(1) = I.

Eso comprueba que R(Ψ(f)) = H. Como |f | > 0 en casi todo punto de Ω respecto a E,
como antes se obtiene que Ψ(f) es inyectivo. El teorema de la gráfica cerrada dice que
Ψ(f)−1 ∈ B(H) y 0 /∈ σ(Ψ(f)), una contradicción. Entonces 0 está en el rango esencial de
f .

4.31 Teorema (Principio de cambio de medida). SeanM yM′ σ-álgebras en conjuntos
Ω y Ω′, E : M → B(H) una resolución de la identidad y Φ: Ω → Ω′ un mapeo tal que
Φ−1(ω′) ∈M si ω′ ∈M. Definimos E ′ : M′ → B(H) por E ′(w′) := E(Φ−1(ω′)). Entonces
E ′ es una resolución de la identidad y

(4.73)
∫

Ω′
f dE ′x,y =

∫
Ω

(f ◦ Φ) dEx,y

para toda función M′-medible f : Ω′ → C que hace que una de las integrales en (4.73)
existe.
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Demostración. Es muy fácil verificar que E ′ cumple con todas propiedades que son nece-
sarias para que sea una resolución de la identidad. Si ω′ ∈M′ entonces∫

Ω′
χω′ dE ′x,y =

∫
ω′

dE ′x,y = E ′x,y(ω′) = Ex,y(Φ−1(ω′))

=
∫

Φ−1(ω′)
dEx,y =

∫
Ω
χΦ−1(ω′) dEx,y =

∫
Ω

(χω′ ◦ Φ) dEx,y,

es decir, (4.73) se cumple para f igual a una función indicadora de un elemento deM′. Por
linealidad eso implica que (4.73) es cierto para f igual a una función simple en Ω′. Como
f ◦Φ es simple en Ω si f es simple en Ω′, la definición de la integral de Lebesgue dice que
(4.73) se cumple para cualquier f que es medible.

4.5. El teorema espectral
4.32 Teorema. Sea A un operador autoadjunto en H, posiblemente no acotado. Entonces
existe una y sólo una resolucion de la identidad E en R (la descomposición espectral de
A) tal que

(4.74) 〈Ax, y〉 =
∫
R

idR dEx,y para todo x ∈ D(A), y ∈ H.

Además, E es concentrado en σ(A) ⊆ R, es decir, E(σ(A)) = I.

Demostración. Sea U la transformada de Cayley de T , y sea S1 := {λ ∈ C | |λ| = 1}. Sea E ′
la descomposición espectral de U en S1, dada en el Teorema 3.29, usando el Teorema 3.33.
Por el Teorema 4.19(b) I − U es inyectivo y luego E ′({1}) = 0, una consecuencia del
Teorema 3.36(b). En seguida, basta considerar la restricción de E ′ a Ω′ := S1\{1}. Así
obtenemos

(4.75) 〈Ux, y〉 =
∫

Ω′
idΩ′ dE ′x,y para todo x, y ∈ H.

Definimos f : Ω′ → R por
f(λ) := i(1 + λ)

1− λ ,

la inversa de la transformación de Möbius que usamos para definir la transformada de
Cayley. En seguida, f es un homeomorfismo de Ω′ y R. Definimos Ψ(f) como en el Teore-
ma 4.24, reemplazando E por E ′:

(4.76) 〈Ψ(f)x, y〉 =
∫

Ω′
f dE ′x,y para todo x ∈ Df , y ∈ H.

Como f sólo toma valores reales, Ψ(f) es autoadjunto por el Teorema 4.24(c), y como
f(λ)(1− λ) = i(1 + λ) y (1− λ) es acotado en Ω′, el Teorema 4.24(b) y la Nota 4.25 dicen
que

(4.77) Ψ(f)(I − U) = i(I + U).
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Como D(i(I + U)) = H, eso particularmente implica R(I − U) ⊆ D(Ψ(f)). Por el Teore-
ma 4.19(b) se tiene

(4.78) A(I − U) = i(I + U)

y D(A) = R(I − U) ⊆ D(Ψ(f)). Como I − U es inyectivo, (4.77) y (4.78) implican que
Ψ(f) es una extensión autoadjunta del operador autoadjunto A. El Teorema 4.13 dice que
Ψ(f) = A y luego

(4.79) 〈Ax, y〉 =
∫

Ω′
f dE ′x,y para todo x ∈ D(A), y ∈ H.

Por el Teorema 4.29 σ(A) es el rango esencial de f , es decir, σ(A) ⊆ R. Como f es un
homeomorfismo, podemos usar el Teorema 4.31 para definir una resolución de la identidad
E en R por E(ω) := E ′(f−1(ω)). Se sigue que E ′(ω′) = E(f(ω′)) para todo ω′ ∈ M′, la
σ-álgebra de los conjuntos de Borel en Ω′, y obtenemos por el Teorema 4.31, junto con
(4.79)

〈Ax, y〉 =
∫
R
(f ◦ f−1) dEx,y =

∫
R

idR dEx,y,

la representación (4.74).
Similarmente como en la demostración arriba, (4.75) puede ser derivado de (4.74) usando

la inversa de la transformada de Cayley. Como la representación (4.75) es única por el
Teorema 3.29, eso implica la unicidad de E.

4.33 Teorema. Sea A un operador autoadjunto en H.

(a) 〈Ax, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ D(A) (A ≥ 0) si y sólo si σ(A) ⊆ R+
0 := [0,∞).

(b) Si A ≥ 0 entonces existe un y sólo un operador autoadjunto B ≥ 0 tal que B2 = A.

Demostración. La demostración de (a) es tan similar a la del Teorema 3.40 que la omitimos.
Para demostrar (b), sea A ≥ 0 y luego σ(A) ⊆ R+

0 . Si E es la descomposición espectral
de A entonces

(4.80) 〈Ax, y〉 =
∫
R+

0

idR dEx,y para todo x ∈ D(A), y ∈ H,

donde
D(A) =

{
x ∈ H

∣∣∣∣ ∫
R+

0

id2 dEx,x <∞
}
.

Sean f(t) :=
√
t y B := Ψ(f), es decir,

(4.81) 〈Bx, y〉 =
∫
R+

0

f dEx,y para todo x ∈ Df , y ∈ H.

Es fácil ver que Df2 ⊆ Df . Por lo tanto, el Teorema 4.24(b) implica que B2 = A. Como f
es real, B es autoadjunto, y como f ≥ 0, la representación (4.81) dice que B ≥ 0.
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Para demostrar unicidad, sea C autoadjunto, C ≥ 0, C2 = A y EC su descomposición
espectral:

〈Cx, y〉 =
∫
R+

0

idR dEC
x,y para todo x ∈ D(C), y ∈ H.

Pongamos Ω = Ω′ := R+
0 , Φ(s) := s2 y

(4.82) E ′(ω) := EC(Φ−1(ω))

si ω ⊆ R+
0 es Borel medible. Como Φ es un homeomorfismo de R+

0 , el Teorema 4.31 dice
que

(4.83) 〈Ax, y〉 = 〈C2x, y〉 =
∫
R+

0

id2 dEC
x,y =

∫
R+

0

idR dE ′x,y.

La unicidad de E como descomposición espectral de A junto con (4.83) implica que E ′ = E.
Por (4.82) E determina EC , es decir, C.

4.34 Definición. Un operador T en H es normal si T es cerrado y densamente definido
y si

T ∗T = TT ∗.

4.35 Teorema. Sea N un operador normal en H. Entonces se cumplen:

(a) D(N) = D(N∗),

(b) ‖Nx‖ = ‖N∗x‖ para todo x ∈ D(N),

(c) N es maximalmente normal.

Demostración. Primero sea y ∈ D(N∗N) = D(NN∗). Se sigue que 〈Ny,Ny〉 = 〈y,N∗Ny〉
porque Ny ∈ D(N∗), y 〈N∗y,N∗y〉 = 〈y,NN∗y〉 porque N∗y ∈ D(N) y N∗∗ = N (Teore-
ma 4.10). Como N∗N = NN∗ eso implica que

(4.84) ‖Ny‖ = ‖N∗y‖ para todo y ∈ D(N∗N).

Ahora sea x ∈ D(N). Denotemos por N ′ la restricción de N a D(N∗N). Por el Teore-
ma 4.11(b) (x,Nx) está en la cerradura de la Gráfica de N ′. Por ello existen elementos
yk ∈ D(N∗N) tales que

(4.85) yk → x

y

(4.86) Nyk → Nx
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cuando k → ∞. Por (4.84) (N∗yk) es una sucesión de Cauchy en H, ya que (Nyk) lo es.
En seguida existe z ∈ H tal que N∗yk → z. Como N∗ es un operador cerrado, esto y (4.85)
implican que (x, z) ∈ G(N∗). En consecuencia, x ∈ D(N∗), z = N∗x y luego

‖N∗x‖ = ‖z‖ = ĺım
k→∞
‖N∗yk‖ = ĺım

k→∞
‖Nyk‖ = ‖Nx‖

por (4.86). Como x ∈ D(N) era arbitrario, eso demuestra (b) y D(N) ⊆ D(N∗).
Notemos que N∗ también es normal, ya que N∗∗ = N . Entonces

D(N∗) ⊆ D(N∗∗) = D(N).

Eso demuestra lo que falta del inciso (a).
Para demostrar (c) sea M normal y tal que N ⊆M . Entonces M∗ ⊆ N∗ (ver la demos-

tración del Teorema 4.13) así que

D(M) = D(M∗) ⊆ D(N∗) = D(N) ⊆ D(M).

En consecuencia, D(M) = D(N) y luego M = N .

4.36 Teorema. Todo operador normal en H tiene una y sólo una descomposición espectral
que satisface

(4.87) 〈Nx, y〉 =
∫
σ(N)

idσ(N) dEx,y para todo x ∈ D(N), y ∈ H.

Para todo subconjunto Borel medible ω ⊆ σ(N) se tiene que E(ω)N ⊆ NE(ω), y si S ∈
B(H) conmuta con N , en el sentido SN ⊆ NS entonces E(ω)S = SE(ω).

Demostración. La idea de la demostración es construir un conjunto numerable de proyec-
ciones ortogonales Pk en H que tienen rangos ortogonales dos a dos, tal que x = ∑

k Pkx
para todo x ∈ H, PkN ⊆ NPk ∈ B(H) y tal que cada NPk es normal. El resultado seguirá
aplicando el teorema espectral para operadores acotados (Teorema 3.29) a los NPk.
Por el Teorema 4.11 existen B,C ∈ B(H) tales que B ≥ 0, ‖B‖ ≤ 1, C = NB y

(4.88) B(I +N∗N) ⊆ (I +N∗N)B = I.

Como N∗N = NN∗ esto implica que

(4.89) BN = BN(I +N∗N)B = B(I +N∗N)NB ⊆ NB = C.

En consecuencia, BC = B(NB) = (BN)B ⊆ CB. Como B y C son acotados se sigue
que BC = CB. Entonces C conmuta con toda función de Borel acotada de B (Teore-
ma 3.30(g)).
Escogemos una sucesión estrictamente decreciente (tk)k∈N0 ⊆ (0, 1] tal que t0 = 1 y

ĺımk→∞ tk = 0. Denotamos por pk la función característica de (tk, tk−1], k = 1, 2, . . . , y
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definimos fk(t) := pk(t)/t. Toda función fk es Borel medible y acotada en σ(B) ⊆ [0, 1].
Sea EB la descomposición espectral de B. La igualdad (4.88) muestra que B es inyectiva, es
decir, 0 no está en el espectro punto de B. En seguida, EB({0}) = 0 y EB está concentrada
en (0, 1].
Definimos

(4.90) Pk := pk(B) = EB((tk, tk−1]), k = 1, 2, 3, . . . .

Para k 6= ` y x, y ∈ H se sigue que pkp` ≡ 0,

〈Pkx, P`y〉 = 〈P`Pkx, y〉 = 〈p`(B)pk(B)x, y〉 = 〈(p`pk)(B)x, y〉 = 0

y luego que

(4.91) R(Pk)⊥R(P`) si k 6= `.

Como ∑
k∈N pk = χ(0,1] la aditividad numerable de la medida vectorial EBx (Proposi-

ción 3.22) implica que

(4.92)
∞∑
k=1

Pkx = EB((0, 1])x = x para todo x ∈ H.

Como pk = idRfk y fk es acotada

(4.93) NPk = NBfk(B) = Cfk(B) ∈ B(H).

Además, (4.89) implica que

(4.94) PkN = fk(B)BN ⊆ fk(B)C = Cfk(B) = NPk.

Por (4.93) D(NPk) = H, así que

(4.95) R(Pk) ⊆ D(N) para k = 1, 2, 3, . . . .

En consecuencia, si x ∈ R(Pk) (4.94) implica que PkNx = NPkx = Nx, o, en otras
palabras, que R(Pk) es un subespacio invariante de N .
Mostraremos ahora que cada operador NPk es normal. Por (4.94), por el Teorema 4.2 y

como Pk ∈ B(H)

(4.96) (NPk)∗ ⊆ (PkN)∗ = N∗Pk.

Pero ya sabemos por (4.93) que (NPk)∗ ∈ B(H) así que D((NPk)∗) = H. Entonces

(4.97) (NPk)∗ = N∗Pk
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y el Teorema 4.35(b) muestra, junto con (4.95) y (4.97), que

(4.98) ‖NPkx‖ = ‖N∗Pkx‖ = ‖(NPk)∗x‖ para todo x ∈ H.

Por el Teorema 3.15 esto implica que NPk es normal. Junto con (4.92), (4.93) y (4.94)
hemos logrado la construcción de los Pk anunciada al inicio de esta demostración.
SeaM la colección de los subconjuntos de Borel de C. Por el Teorema 3.29 todo NPk

tiene una descomposición espectral Ek en (C,M). Como R(Pk) es invariante bajo N , Pk
conmuta con NPk. Entonces Pk conmuta con todo Ek(ω), donde ω ∈M. En seguida,

(4.99) Ek(ω)Pkx = PkE
k(ω)x ∈ R(Pk) para todo x ∈ H, k = 1, 2, 3, . . . .

Usando que los rangos de los Pk son ortogonales dos a dos, (4.92) implica que

(4.100)
∞∑
k=1
‖Ek(ω)Pkx‖2 ≤

∞∑
k=1
‖Pkx‖2 = ‖x‖2.

En seguida, la serie ∑Ek(ω)Pkx converge en la norma de H (Teorema 3.7) y podemos
definir E(ω) : H → H por

(4.101) E(ω)x :=
∞∑
k=1

Ek(ω)Pkx.

Se tiene además que

(4.102) ‖E(ω)x‖2 =
∞∑
k=1
‖Ek(ω)Pkx‖2.

Obviamente los mapeos E(ω) son operadores lineales. La ecuaciones (4.100) and (4.102)
implican que E(ω) ∈ B(H) con ‖E(ω)‖ ≤ 1.
Mostremos que E es una resolución de la identidad en (C,M). Usando (4.92) y el hecho

de que Ek es una resolución de la identidad para cada k ∈ N, los incisos (a) and (d) de la
Definición 3.20 son fáciles de demostrar. Sea ω ∈M. Para x, y ∈ H calculamos, usando la
continuidad de Ek(ω) y Pk, (4.95) y (4.99):

E(ω)2x = E(ω)
( ∞∑
k=1

Ek(ω)Pkx
)

=
∞∑
`=1

E`(ω)P`
( ∞∑
k=1

Ek(ω)Pkx
)

=
∞∑
`=1

∞∑
k=1

E`(ω)P`Ek(ω)Pkx =
∞∑
k=1

Ek(ω)2Pkx =
∞∑
k=1

Ek(ω)Pkx = E(ω)x.

Entonces E(ω) es una proyección. Además,

(4.103) 〈E(ω)x, y〉 =
∞∑
k=1
〈Ek(ω)Pkx, y〉 =

∞∑
k=1
〈Ek(ω)Pkx, Pky〉

=
∞∑
k=1
〈Pkx,Ek(ω)Pky〉 =

∞∑
k=1
〈x,Ek(ω)Pky〉 = 〈x,E(ω)y〉,
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es decir, E(ω) es autoadjunto. El Teorema 3.17 implica que E(ω) es una proyección orto-
gonal, comprobando el inciso (b) de la Definición 3.20. El inciso (c) de esa definición se
sigue de manera similar.
Falta demostrar que Ex,y, definido por (3.19) para x, y ∈ H, es una medida compleja

regular. Para ello sea {ω`}`∈N ⊆M una colección de subconjuntos ajenos de C y sea ω :=⋃
`∈N ω`. Por la propiedad (c) de la Definición 3.20 R(E(ω`1))⊥R(E(ω`2)) si `1 6= `2. Para

cada k ∈ N el mapeo Ek
x,y es una medida compleja. Usando (4.102) y la Proposición 3.22

obtenemos que

(4.104)
∞∑
`=1
‖E(ω`)x‖2 =

∞∑
`=1

∞∑
k=1
‖Ek(ω`)Pkx‖2

=
∞∑
k=1

∞∑
`=1
‖Ek(ω`)Pkx‖2 =

∞∑
k=1
‖Ek(ω)Pkx‖2 = ‖E(ω)x‖2.

Para cada ` ∈ N tenemos que

〈E(ω)x,E(ω`)x〉 = 〈E(ω`)x,E(ω)x〉 = 〈E(ω`)x,E(ω`)x〉 = ‖E(ω`)x‖2

porque ω ∩ ω` = ω`. Se sigue para n ∈ N que

‖E(ω)x−
n∑
`=1

E(ω`)x‖2 = ‖E(ω)x‖2 − 2
n∑
`=1
‖E(ω`)x‖2 +

n∑
`=1
‖E(ω`)x‖2

= ‖E(ω)x‖2 −
n∑
`=1
‖E(ω`)x‖2.

Junto con (4.104) eso implica que
∞∑
`=1

E(ω`)x = E(ω)x.

En consecuencia,
∞∑
`=1

Ex,y(ω`) =
〈 ∞∑
`=1

E(ω`)x, y
〉

= 〈E(ω)x, y〉 = Ex,y(ω)

y Ex,y es numerablemente aditivo. Y por último, Ex,y es automáticamente regular porque
está definida sobre los subconjuntos de Borel de C.
Definimos el operador normal M por

(4.105) 〈Mx, y〉 =
∫
C

id dEx,y x ∈ D(M), y ∈ H,

donde
D(M) :=

{
x ∈ H

∣∣∣∣∣
∫
C
|id|2 dEx,y <∞

}
.
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Si podemos demostrar que M = N , entonces el Teorema 4.29(c) implica que σ(N) =
Ress(idC) con respecto a E, es decir, E(C\σ(N)) = 0. En otras palabras, E está concentrado
en σ(N) y podemos reemplazar C por σ(N) como dominio de integración en (4.105). Esto
demostrará (4.87).
Sea x ∈ D(N). Como en (4.103) se sigue que Ex,x(ω) = ∑

k∈NE
k
xk,xk

(ω) para todo ω ∈M,
donde definimos xk := Pkx. Por (4.94) PkNx = NPkx = NPkxk, así que (3.22) y (4.92)
implican que

(4.106)
∞∑
k=1

∫
C
|id|2 dEk

xk,xk
=
∞∑
k=1
‖NPkxk‖2 =

∞∑
k=1
‖PkNx‖2 = ‖Nx‖2.

Claramente Ek
xk,xk

Î Ex,x, es decir, Ek
xk,xk

es absolutamente continuo con respeto a Ex,x,
para cada k ∈ N. Por el teorema de Radon-Nikodym existe hk ∈ L1(Ex,x) tal que dEk

xk,xk
=

hk dEx,x. Para todo ω ∈M se sigue por [10, Theorem 1.27] que∫
ω

dEx,x = Ex,x(ω) =
∞∑
k=1

Ek
xk,xk

(ω) =
∞∑
k=1

∫
ω
hk dEx,x =

∫
ω

( ∞∑
k=1

hk

)
dEx,x,

y [10, Theorem 1.39(b)] implica que ∑k∈N hk = 1 c.d. en C. Usando (4.106) obtenemos que
∫
C
|id|2 dEx,x =

∫
C

( ∞∑
k=1
|id|2hk

)
dEx,x =

∞∑
k=1

∫
C
|id|2hk dEx,x

=
∞∑
k=1

∫
C
|id|2 dEk

xk,xk
= ‖Nx‖2 <∞,

es decir, x ∈ D(M). Eso muestra que

(4.107) D(N) ⊆ D(M).

Si x ∈ R(Pk) entonces P`x = 0 para todo ` 6= k y luego E(ω)x = Ek(ω)x y Ex,y(ω) =
Ek
x,y(ω) para todo y ∈ H y ω ∈M. En seguida,

〈Nx, y〉 = 〈NPkx, y〉 =
∫

id dEk
x,y =

∫
id dEx,y = 〈Mx, y〉

y luego

(4.108) PkNx = NPkx = MPkx para todo x ∈ D(N), k ∈ N.

Ponemos Qk := P1 + P2 + · · ·+ Pk. Entonces QkNx = MQkx y

(4.109) (Qkx,QkNx) ∈ G(M) para todo x ∈ D(N), k ∈ N.

Como G(M) es cerrado esto y (4.92) implican que (x,Nx) ∈ G(M), es decir, que Nx = Mx
para todo x ∈ D(N). Por (4.107) obtenemos que N ⊆M . Y como N y M son operadores
normales el Teorema 4.35(c) implica que M = N . Eso termina la demostración de (4.87).
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Mostremos la unicidad de E si E es una resolución de la identidad definida en σ(N)
tal que (4.87) se cumple. El operador N∗N es autoadjunto (Teorema 4.11(a)), N∗N ≥ 0
porque 〈N∗Nx, x〉 = 〈Nx,Nx〉 ≥ 0 para todo x ∈ D(N∗N), y luego existe una única raíz
cuadrada positiva S :=

√
N∗N (Teorema 4.33(a)). Por el mismo teorema σ(S) ⊆ R+

0 asi
que σ(I + S) ⊆ [1,∞). Por ello (I + S) tiene una inversa en B(H) y el operador

(4.110) T := N(I + S)−1

está bien definido.
Sea D := {λ ∈ C | |λ| < 1}. Consideramos la función f : C→ D, dada por

f(λ) := λ

1 + |λ| .

Entonces f es un homeomorfismo entre C y D. Es fácil ver que

D|id|2 ⊆ D|id| = Did = Did = D(N)

respecto a la resolución de la identidad E. Entonces el Teorema 4.24 implica que

Ψ(|id|)Ψ(|id|) = Ψ(|id|2) = Ψ(id id) = Ψ(id)Ψ(id) = N∗N.

Además, Ψ(|id|) ≥ 0 porque |id| es una función real no negativa (Teorema 4.29 y Teore-
ma 4.33(a)). Por unicidad de la raíz cuadrada positiva de N∗N , S = Ψ(|id|). Definimos

A :=
∫
σ(N)

1
1 + |id| dE,

así que A ∈ B(H). Por el Teorema 4.24

A(I + S) ⊆ (I + S)A = I,

es decir, A = (I + S)−1. Eso demuestra que

(4.111) T = Ψ(f) ∈ B(H),

ya que f es acotada. Además T es normal, por el Teorema 4.24.
Sea ET la descomposición espectral de T según el Teorema 3.29. Sea E ′ la resolución de

la identidad en σ(T ) dada por
E ′(ω) := E(f−1(ω))

(Teorema 4.31). Aquí usamos que f es un homeomorfismo. Entonces ese mismo teorema
implica que

T =
∫
σ(N)

f dE =
∫
σ(T )

id dE ′.
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Por la unicidad de ET concluimos que E ′ = ET , es decir,

E(ω) = ET (f(ω))

para cada subconjunto Borel medible de σ(N). En consecuencia, la resolución E está
úncamente determinada por el operador T , el cual no depende de E, sólo de N . Eso
muestra la unicidad de E.
Mostremos los dos enunciados faltantes. Si ω ∈M entonces χω es una función de Borel

acotada. Como E(ω) = Ψ(χω) y Dχω = H se sigue del Teorema 4.24(b) que

(4.112) E(ω)N = Ψ(χω)Ψ(id) ⊆ Ψ(χωid) = Ψ(id)Ψ(χω) = NE(ω).

Si S ∈ B(H) satisface SN ⊆ NS, definimos Qn := E(ωn), donde

ωn := {λ ∈ C | |λ| < n}, n ∈ N.

Como en (4.169), usando adicionalmente que fn := idχωn es acotado, obtenemos que

(4.113) QnN ⊆ Ψ(fn) = NQn = Ψ(χωnfn) = Ψ(χωn)Ψ(fn) = QnNQn ∈ B(H)

y NQn es un operador normal (Teorema 4.24(c)). Además, (4.168) y la hipótesis implican
que

(QnSQn)(NQn) = QnSNQn ⊆ QnNSQn ⊆ (NQn)(QnSQn).

Como (QnSQn)(NQn) ∈ B(H) las contenciones arriba son igualdades, así que

(4.114) (QnSQn)(NQn) = (NQn)(QnSQn).

Es fácil ver para ω ∈M que

f−1
n (ω) =

ω ∩ ωn, 0 /∈ ω,
ω ∪ (C\ωn), 0 ∈ ω,

así que f−1
n (ω) ∈ M. Definimos una resolución de la identidad E ′n en M por E ′n(ω) :=

E(f−1
n (ω)). Se sigue por el Teorema 4.31 que∫

C
id dE ′n =

∫
C
fn dE = NQn.

Por unicidad, E ′n es la descomposición espectral de NQn, y por (4.170) QnSQn conmuta
con cada E ′n(ω). Calculamos

QnE
′
n({0}) = QnE(f−1

n (0)) = QnE({0} ∪ (C\ωn))
= Qn

(
E({0}) + I −Qn

)
= QnE({0})
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y luego para cualquier ω ∈M:

(4.115) QnE
′
n(ω ∩ {0}) = QnE(ω ∩ {0}).

Se sigue para ω ∈M tal que ω ⊆ ωn:

(4.116) E(ω) = E(ω ∩ ωn) = QnE(ω) = Qn

(
E(ω\{0}) + E(ω ∩ {0})

)
= Qn

(
E(f−1(ω\{0})) + E(ω ∩ {0})

)
= Qn

(
E ′n(ω\{0}) + E ′n(ω ∩ {0})

)
= QnE

′
n(ω), ω ⊆ ωn.

Sean ω ∈M acotado y n ∈ N suficientemente grande tal que ω ⊆ ωn. Por (4.172)

QnSE(ω) = QnTQnE
′
n(ω) = QnE

′
n(ω)QnSQn = E(ω)QnSQn.

Se sigue por la aditividad numerable de E(ω)x para cada x ∈ H queQnx→ x yQnSQnx→
Sx cuando n → ∞. Aquí usamos que Qn, S ∈ B(H) y que ‖Qn‖ ≤ 1 para todo n. En
consecuencia,

(4.117) SE(ω) = E(ω)S, para todo ω ∈M que es acotado.

Si ω ∈M es arbitrario, (4.173) implica que

(4.118) SE(ω ∩ ωn) = E(ω ∩ ωn)S n ∈ N.

Nuevamente por la aditividad numerable de Ex para todo x ∈ H se sigue que (4.173) es
cierto para cualquier ω ∈M, dejando n→∞ en (4.178).

4.6. Continuidad fuerte
Si X, Y son espacios de Banach, el conjunto

Y X := {ϕ : X → Y } =
∏
x∈X

Y

de los mapeos X → Y tiene la topología natural del producto. Ella está definida como la
topología más gruesa tal que todas proyecciones px : Y X → Y , ϕ 7→ ϕ(x), son continuas. La
topología del producto tiene la siguiente propiedad universal: Si Λ es un espacio topológico
y si f : Λ → Y X es un mapeo, entonces f es continuo si y sólo si px ◦ f es continuo para
todo x ∈ X o, equivalentemente, si y sólo si λ 7→ f(λ)(x) es continuo para todo x ∈ X.
Esa es la razón porque esta topología en Y X se llama también la topología de convergencia
en puntos.
Como B(X, Y ) ⊆ Y X , podemos considerar el espacio Bs(X, Y ) de los operadores lineales

acotados entre X y Y , con la topología inducida de convergencia en puntos. Usando la
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propiedad universal de la topología de Y X dada en el párrafo anterior obtenemos que un
mapeo f : Λ → Bs(X, Y ) es continuo en λ0 si y sólo si el mapeo λ 7→ f(λ)x de Λ en Y es
continuo en λ0 para todo x ∈ X. Si eso es el caso, entonces decimos que f es fuertemente
continuo en λ0. Si f es fuertemente continuo en todo λ ∈ Λ, entonces f es fuertemente
continuo en Λ.

4.37 Proposición. Sean Λ un espacio métrico y X, Y espacios de Banach.

(a) Sean f ∈ C(Λ,Bs(X, Y )) y u ∈ C(Λ, X). Entonces el mapeo λ 7→ f(λ)u(λ) es un
elemento de C(Λ, Y ).

(b) Sean f : Λ → B(X, Y ) un mapeo y λ0 ∈ Λ tales que f es localmente acotado en λ0.
Si X1 es un subespacio denso de X tal que

(4.119) ĺım
λ→λ0

f(λ)x = f(λ0)x

para todo x ∈ X1, entonces f es fuertemente continuo en λ0.

Demostración. (a): Fijamos λ0 ∈ Λ y sea λn → λ0 una sucesión convergente en Λ. Entonces

‖f(λn)u(λn)− f(λ0)u(λ0)‖
≤ ‖f(λn)‖ ‖u(λn)− u(λ0)‖+ ‖f(λn)u(λ0)− f(λ0)u(λ0)‖ → 0

cuando n→∞ por las hipótesis y porque f es localmente acotado en λ0.
(b): Sea λn → λ0 convergente en Λ. Como f(λn) es acotado en L(X, Y ), existe C > 0

tal que ‖f(λn)‖, ‖f(λ0)‖ ≤ C para todo n. Sean x ∈ X y ε > 0. Existe y ∈ X1 tal que
‖x− y‖ ≤ ε/3C. Existe n0 tal que ‖f(λn)y− f(λ0)y‖ ≤ ε/3 para n ≥ n0. En consecuencia

‖f(λn)x− f(λ0)x‖
≤ ‖f(λn)‖ ‖x− y‖+ ‖f(λn)y − f(λ0)y‖+ ‖f(λ0)‖ ‖x− y‖ ≤ ε

para n ≥ n0. Eso demuestra que f(λn)x→ f(λ0)x para todo x ∈ X.

4.38 Proposición. Si X, Y son espacios de Banach entonces la topología de B(X, Y ) es
más fina que la de Bs(X, Y ).

Demostración. Sea An → A una sucesión convergente en B(X, Y ) y sea x ∈ X arbitrario.
Entonces

‖Anx− Ax‖ ≤ ‖An − A‖ ‖x‖ → 0,
es decir, id(An)x→ id(A)x cuando n→∞. En otras palabras, el mapeo id(·)x : B(X, Y )→
Y es continuo para todo x ∈ X. Por la caracterización de continuidad fuerte dada arriba
eso implica la continuidad del mapeo id : B(X, Y )→ Bs(X, Y ) y muestra la afirmación.

4.39 Lema. Sean Λ un espacio métrico y f : Λ→ Bs(X, Y ) un mapeo.
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(a) Si f es fuertemente continuo en un λ0 ∈ Λ entonces existe ε > 0 tal que f es acotado
en Bε(λ0) respecto a la norma en B(X, Y ).

(b) Sea f acotado en Bε(λ0) respecto a la norma en B(X, Y ), para un λ0 y ε > 0. Si X1
es un subespacio denso de X tal que

(4.120) ĺım
λ→λ0

f(λ)x = f(λ0)x

para todo x ∈ X1, entonces f es fuertemente continuo en λ0.

Demostración. (a): Supóngase por contradicción que existiera una sucesión λn → λ0 tal
que ‖f(λn)‖B(X,Y ) →∞. La continuidad fuerte en λ0 implica que f(λn)x es acotado en Y
para todo x ∈ X. Por el principio de la acotación uniforme se tiene que ‖f(λn)‖B(X,Y ) es
acotado, una contradicción.
(a): Sea λn → λ0 convergente en Λ. Como f(λn) es acotado en B(X, Y ), existe C > 0

tal que ‖f(λn)‖, ‖f(λ0)‖ ≤ C para todo n. Sean x ∈ X y ε > 0. Existe y ∈ X1 tal que
‖x− y‖ ≤ ε/3C. Existe n0 tal que ‖f(λn)y− f(λ0)y‖ ≤ ε/3 para n ≥ n0. En consecuencia

‖f(λn)x− f(λ0)x‖
≤ ‖f(λn)‖ ‖x− y‖+ ‖f(λn)y − f(λ0)y‖+ ‖f(λ0)‖ ‖x− y‖ ≤ ε

para n ≥ n0. Eso demuestra que f(λn)x→ f(λ0)x para todo x ∈ X.

Sea Λ un subconjunto abierto de un espacio de Banach Z y f : Λ→ B(X, Y ) un mapeo.
La función f es fuertemente diferenciable en λ0 ∈ Λ si el mapeo Λ → Y , z 7→ f(z)x es
diferenciable en λ0 para todo x ∈ X.

4.40 Lema. Sean f, g : (a, b) → B(X)) fuertemente diferenciable en t − 0 ∈ (a, b) y sea
x ∈ X. Entonces el mapeo (a, b) → X, t → f(t)g(t)x es diferenciable en t0 y su derivada
es

d
dt

∣∣∣∣∣
t0

(f(t)g(t)x) = f(t0) d
dt

∣∣∣∣∣
t0

g(t)x+ d
dt

∣∣∣∣∣
t0

f(t)g(t0)x.

Demostración. Para h ∈ R suficientemente chico calculamos

f(t0 + h)g(t0 + h)x− f(t0)g(t0)x
h

= f(t0 + h)g(t0 + h)x− f(t0 + h)g(t0)x
h

+ f(t0 + h)g(t0)x− f(t0)g(t0)x
h

= f(t0 + h)
(
g(t0 + h)x− g(t0)x

h

)
+ f(t0 + h)g(t0)x− f(t0)g(t0)x

h

→ f(t0) d
dt

∣∣∣∣∣
t0

g(t)x+ d
dt

∣∣∣∣∣
t0

f(t)g(t0)x.
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Para la convergencia del primer término usamos que

g(t0 + h)x− g(t0)x
h

→ d
dt

∣∣∣∣∣
t0

g(t)x

en X, que f es fuertemente continua en t0 (una consecuencia de que t 7→ f(t)y es diferen-
ciable en t0 para todo y ∈ X) y un argumento como en la demostración del inciso (a) de
la Proposición 4.37.

4.7. Semigrupos fuertemente continuos
En esta sección analizamos la exponencial de operadores no acotados en un espacio de
Banach. En esto no podemos aplicar el teorema espectral para operadores normales en un
espacio de Hilbert.
La motivación es una generalización de la ecuación diferencial lineal homogéneo u̇ = Au,

puesta en Rn, a la ecuación análoga puesta en un espacio de Banach complejo X. Aquí
el operador lineal A puede ser no acotado, para permitir operadores diferenciales como el
Laplaciano. Como la solución en el caso de un operador acotado A es etAu(0), buscamos
una forma similar de representar la solución en el caso de un operador A no acotado. En vez
de usar la representación de la solución como exponencial, la cual no está bien definida, se
define la noción del semigrupo fuertemente continuo, que tiene las propiedades buscadas.
Un operador lineal (posiblemente no acotado) en un espacio de Banach X se define de

la misma manera como en espacios de Hilbert. También las nociones de gráfica, operador
cerrado y dominio denso tienen definiciones análogas. Como norma en X ×X aquí se usa
‖(x, y)‖ := ‖x‖+ ‖y‖.
Usaremos la notación

R(λ;A) := (λI − A)−1

para la resolvente de A si A es un operador lineal y λ ∈ C\σ(A).

4.41 Definición. Sean X un espacio de Banach y (Q(t))t≥0 una familia de operadores
lineales acotados en X que satisface

(i) Q(0) = I y Q(s+ t) = Q(s)Q(t) para s, t ≥ 0;

(ii) ĺımt→0+Q(t)x = x para todo x ∈ X.

Entonces Q es un semigrupo fuertemente continuo en X (C0-semigrupo).

4.42 Nota. El límite en (ii) está entendido respecto a la norma en X. En efecto, Q es
fuertemente continuo en 0.

Toda f : C → C continua que cumple la ecuación funcional f(λ + µ) = f(λ)f(µ) y
f(0) = 1 tiene la representación f(λ) = eaλ, donde a = f ′(0). Esto motiva la siguiente
definición:
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4.43 Definición. Si Q es un C0-semigrupo en un espacio de Banach X, entonces

(4.121) Ax := ĺım
ε→0

Q(ε)x− x
ε

define un operador lineal con dominio D(A) el conjunto de los x ∈ X tal que existe el
límite en (4.121), respecto a la norma en X. Este operador A es el generador infinitesimal
de Q.

Veremos que en un sentido débil el semigrupo tiene la representación Q(t) = exp(tA).

4.44 Teorema. Un C0-semigrupo Q en un espacio de Banach X con generador infinite-
simal A tiene las siguientes propiedades:

(a) Existen constantes C ≥ 1 y γ ≥ 0 tales que

(4.122) ‖Q(t)‖ ≤ Ceγt.

(b) Q es fuertemente continuo en R+
0 .

(c) D(A) es denso en X y A es cerrado.

(d) Para todo x ∈ D(A) y t ≥ 0 se tiene Q(t)x ∈ D(A) y se cumple la ecuación diferencial

(4.123) d
dtQ(t)x = AQ(t)x = Q(t)Ax.

(e) Escribiendo

(4.124) Aε := 1
ε

(Q(ε)− I) ∈ B(X),

se tiene que Aεx→ Ax para todo x ∈ D(A) cuando ε→ 0, y que

(4.125) Q(t)x = ĺım
ε→0+

etAεx

para todo x ∈ X. La convergencia en (4.125) es uniforme para t en cualquier sub-
conjunto compacto de R+

0 .

(f) Sean C ≥ 1 y γ ≥ 0 tales que (4.122) se cumple. Si λ ∈ C y Reλ > γ, entonces se
cumple λ ∈ C\σ(A) y

(4.126) R(λ;A)x =
∫ ∞

0
e−λtQ(t)x dt.

4.45 Nota. Los límites en la derivada en (d) y en (e) se entienden respecto a la norma en
X. El inciso (f) implica que σ(A) ⊆ [Re(λ) ≤ γ].
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4.46 Lema. Sean A,B ∈ B(X) operadores que conmutan, y sea

C := máx{‖A‖, ‖B‖}.

Entonces

(4.127) ‖eA − eB‖ ≤ eC‖A−B‖.

Además, la función R → B(X), t 7→ etA es continuamente diferenciable, con derivada
AetA = etAA.

Demostración. Para k ∈ N, k ≥ 2, AB = BA implica que

(4.128) Ak −Bk = (A−B)
k−1∑
`=0

Ak−1−`B`.

En seguida,

‖Ak −Bk‖ ≤ ‖A−B‖
k−1∑
`=0
‖A‖k−1−`‖B‖` = kCk−1‖A−B‖

y luego

‖eA − eB‖ ≤
∞∑
k=0

1
k!‖A

k −Bk‖

≤ ‖A−B‖
∞∑
k=1

1
k!kC

k−1 = eC‖A−B‖.

Sean s, t ∈ R. Remplazando A por tA y B por sA, (4.128) implica

etA − esA
t− s

=
∞∑
k=1

1
k!A

k

(
k−1∑
`=0

tk−1−`s`
)

→
∞∑
k=1

1
k!A

kktk−1 = AetA = etAA

cuando s→ t, por la convergencia uniforme de la serie para s, t en intervalos acotados.

Demostración del Teorema 4.44. (a): Como Q es fuertemente continuo en 0, el Le-
ma 4.39(a) implica que existen C, δ > 0 tales que ‖Q(t)‖ ≤ C para todo t ∈ [0, δ].
Necesariamente se tiene C ≥ ‖Q(0)‖ = ‖I‖ = 1. Si t ∈ R+

0 , pongamos n := bt/δc + 1, así
que

(4.129) (n− 1)δ ≤ t < nδ.
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Entonces ‖Q(t/n)‖ ≤ C. Usando la ecuación funcional de la Definición 4.41(i) y C ≥ 1 se
sigue que

‖Q(t)‖ = ‖Q(t/n)n‖ ≤ Cn ≤ C1+t/δ.

Basta escoger γ tal que eγ = C1/δ. Como C ≥ 1, γ ≥ 0.
(b): Si 0 ≤ s < t ≤ T entonces el inciso (a) y la ecuación funcional para Q implican

‖Q(t)x−Q(s)x‖ ≤ ‖Q(s)‖ ‖Q(t− s)x− x‖ ≤ CeγT‖Q(t− s)x− x‖ → 0

cuando |s− t| → 0. Esto comprueba continuidad fuerte por la derecha y por la izquierda.
(c): El inciso (b) implica que t 7→ Q(t)x es continuo como mapeo de R+

0 en X, para
todo x ∈ X. Entonces se puede definir un operador Mt por

Mtx := 1
t

∫ t

0
Q(s)x ds para t > 0, x ∈ X.

Se tiene por el inciso (a)

‖Mtx‖ ≤
1
t

∫ t

0
‖Q(s)x‖ ds ≤ 1

t

∫ t

0
Ceγs‖x‖ ds

≤ 1
t

∫ t

0
Ceγt‖x‖ ds = Ceγt‖x‖,

es decir,

(4.130) Mt ∈ B(X) y ‖Mt‖ ≤ Ceγt para todo t ≥ 0.

Además se tiene para x ∈ X y t > 0 por el teorema del valor intermedio que existe s′ ∈ (0, t)
tal que

(4.131) ‖Mtx− x‖ ≤
1
t

∫ t

0
‖Q(s)x− x‖ ds

= ‖Q(s′)x− x‖ → 0 cuando t→ 0.

Afirmamos que

(4.132) AεMtx = AtMεx para todo ε, t > 0, x ∈ X.

Para demostrar esta afirmación, notemos que para integrales sobre funciones continuas en
R+

0 se cumple la identidad

(4.133)
∫ t+ε

ε
−
∫ t

0
=
∫ t+ε

t
−
∫ ε

0
.
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El lado izquierdo aplicado al integrando Q(s)x da∫ t+ε

ε
Q(s)x ds−

∫ t

0
Q(s)x ds =

∫ t

0
Q(ε+ s)x ds−

∫ t

0
Q(s)x ds

=
∫ t

0
(Q(ε)− I)Q(s)x ds

= (Q(ε)− I)
∫ t

0
Q(s)x ds

= εAεtMtx.

En la misma manera el lado derecho de (4.133) da tAtεMεx. Eso comprueba (4.132).
Por (4.131) el lado derecho de (4.132) tiende a Atx cuando ε → 0. Las definiciones de

Aε y D(A) implican que Mtx ∈ D(A). Otra vez usando (4.131), obtenemos que D(A) es
denso. Además,

(4.134) AMtx = Atx para todo x ∈ X, t > 0.

Para demostrar que A es cerrado, sean (xn) ⊆ D(A), xn → x y Axn → y en X. Para
cualquier z ∈ X calculamos

(4.135)

AεMtz = 1
ε

(Q(ε)Mtz −Mtz)

= 1
tε

∫ t

0

(
Q(ε)Q(s)z −Q(s)z

)
ds

= 1
tε

∫ t

0
Q(s)(Q(ε)z − z) ds

= 1
t

∫ t

0
Q(s)Aεz ds

= MtAεz,

es decir, Aε y Mt conmutan. Como Mtz ∈ D(A), dejando ε→ 0 se tiene que

AMtz = MtAz para todo z ∈ D(A).

Usando (4.134) eso implica

Atxn = AMtxn = MtAxn para todo t > 0, n ∈ N.

Dejando n→∞ llegamos a

(4.136) Atx = Mty,

considerando que At y Mt son operadores acotados. Dejando t→ 0 en (4.136), por (4.131)
el lado derecho converge a y, es decir, x ∈ D(A), Ax = y y

(4.137) Atx = MtAx para todo t > 0, x ∈ D(A).
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Entonces A es cerrado.
(d): Es obvio que Aε y Q(t) conmutan en X, para ε > 0 y t ≥ 0. Si x ∈ D(A), dejando

ε→ 0 en
AεQ(t)x = Q(t)Aεx

muestra que Q(t)x ∈ D(A), porque el lado derecho converge, y se tiene

(4.138) AQ(t)x = Q(t)Ax para todo x ∈ D(A), t ≥ 0.

Sea x ∈ D(A). Calculemos la derivada por la derecha de Q(t)x:

1
ε

(Q(t+ ε)x−Q(t)x) = AεQ(t)x→ AQ(t)x = Q(t)Ax

cuando ε→ 0+, porque Q(t)x ∈ D(A) y por (4.138). Falta ver que para x ∈ D(A) y t > 0
existe la derivada por la izquierda de Q(t)x. Si ε ∈ (0, t), entonces

1
−ε

(Q(t− ε)x−Q(t)x)

= Q(t− ε)(Aεx− Ax) +Q(t− ε)Ax→ Q(t)Ax

cuando ε → 0+. Esto se sigue porque ‖Q‖ es acotada en [0, t], x ∈ D(A) (esto hace que
el primer término tiende a cero) y por la continuidad fuerte de Q en t. Entonces Q(t)x es
diferenciable y se cumple (4.123).
(e): Primero establecimos una cota para ‖exp(tAε)‖ que no depende de ε para ε pequeño.

Sean t ≥ 0 y ε ∈ (0, 1]. Usando (4.122) y γ ≥ 0 se sigue que

(4.139)

‖exp(tAε)‖ =
∥∥∥∥exp

(
t

ε
(Q(ε)− I)

)∥∥∥∥
= e−t/ε

∥∥∥∥exp
(
t

ε
Q(ε)

)∥∥∥∥
≤ e−t/ε

∞∑
k=0

1
k!

(
t

ε

)k
‖Q(kε)‖

≤ Ce−t/ε
∞∑
k=0

1
k!

(
t

ε
eγε
)k

= C exp
(
t

ε
(eγε − 1)

)
= C exp

(
t
(
γ + 1

2εγ
2 + . . .

))
≤ C exp(t(eγ − 1)).

Fijamos x ∈ D(A), ε ∈ (0, 1] y t ≥ 0. Definimos una función ϕ : [0, t]→ X por

ϕ(s) := exp((t− s)Aε)Q(s)x.
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Por el Lema 4.46

(4.140) d
dsesAεy = esAεAεy

para todo y ∈ X y s ≥ 0. El Lema 4.40, el inciso (d) —aplicado a Q(s)— y (4.140) implican
que ϕ es diferenciable y que

(4.141) ϕ′(s) = exp((t− s)Aε)Q(s)(Ax− Aεx).

Aquí hemos usado de nuevo que Aε y Q(s) conmutan. Notemos además que ϕ′ es conti-
nua por la continuidad fuerte de Q y por la Proposición 4.37(a). El inciso (a) y la ecua-
ción (4.139) implican que existe una constante K(t) ≥ 0 que sólo depende de t (continua-
mente) tal que

(4.142) ‖ϕ′(s)‖ ≤ K(t)‖Ax− Aεx‖ para todo s ∈ [0, t].

Demostremos el teorema fundamental del cálculo para la función ϕ: para todo Λ ∈ X∗
y s ∈ [0, t] se tiene

d
dsΛϕ(s) = Λϕ′(s)

y entonces por la continuidad de ϕ′

Λ(ϕ(t)− ϕ(0)) = Λϕ(t)− Λϕ(0) =
∫ t

0
Λϕ′(s) ds = Λ

∫ t

0
ϕ′(s) ds.

Eso da

(4.143) ϕ(t)− ϕ(0) =
∫ 1

0
ϕ′(s) ds.

Usando que ϕ(t) = Q(t)x y ϕ(0) = etAεx, (4.143) y (4.142) implican

(4.144) ‖Q(t)x− etAεx‖ ≤
∫ t

0
‖ϕ′(s)‖ ds ≤ tK(t)‖Ax− Aεx‖

para todo t ≥ 0, x ∈ D(A), ε ∈ (0, 1].

Dejando ε→ 0+ obtenemos (4.125) para x ∈ D(A).
Si T ≥ 0 es fijo, el inciso (a) y (4.139) dicen que las normas de los operadores acotados

Q(t) y etAε son uniformemente acotadas para t ∈ [0, T ] y ε ∈ (0, 1], por alguna constante
C. Por la continuidad de K podemos suponer que además |tK(t)| ≤ C para t ∈ [0, T ].
Sean x ∈ X y δ > 0. Escogemos y ∈ D(A) tal que 2C‖x− y‖ ≤ δ/2. Existe ε0 ∈ (0, 1] tal
que

C‖Ay − Aεy‖ ≤ δ/2
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para todo ε ∈ (0, ε0]. Se sigue de (4.144) para tal ε y cualquier t ∈ [0, T ] que

‖Q(t)x− etAεx‖
≤ ‖Q(t)[x− y]‖+ ‖(Q(t)− etAε)y‖+ ‖etAε [y − x]‖
≤ 2C‖x− y‖+ tK(t)‖Ay − Aεy‖
≤ δ.

Eso muestra que etAεx→ Q(t)x cuando ε→ 0, uniformemente para t ∈ [0, T ].
(f): Para x ∈ X y 0 ≤ T1 ≤ T2 se tiene por el inciso (a) y por Reλ > γ que

(4.145)
∥∥∥∥∥
∫ T2

T1
e−λtQ(t)x dt

∥∥∥∥∥ ≤ C
∫ ∞
T1

e(γ−Reλ)t‖x‖ dt

≤ C

Re(λ− γ) e(γ−Reλ)T1‖x‖ → 0

cuando T1 →∞. Eso demuestra que está bien definido

R̃(λ)x :=
∫ ∞

0
e−λtQ(t)x dt := ĺım

T→∞

∫ T

0
e−λtQ(t)x dt.

Para T1 = 0 y cualquier x ∈ X (4.145) implica

‖R̃(λ)x‖ ≤ C

Re(λ− γ)‖x‖.

Entonces R̃(λ) ∈ B(X).
Por las definiciones de Aε y R̃(λ) se tiene para ε > 0 y x ∈ X

AεR̃(λ)x = 1
ε

(∫ ∞
0

e−λtQ(t+ ε)x dt−
∫ ∞

0
e−λtQ(t)x dt

)
= 1
ε

(∫ ∞
ε

e−λ(t−ε)Q(t)x dt−
∫ ∞

0
e−λtQ(t)x dt

)
= 1
ε

(
eλε

∫ ∞
ε

e−λtQ(t)x dt−
∫ ∞

0
e−λtQ(t)x dt

)
= eλε − 1

ε

∫ ∞
0

e−λtQ(t)x dt− eλε
ε

∫ ε

0
e−λtQ(t)x dt

→ λR̃(λ)x− x

cuando ε→ 0. Eso implica que R̃(λ)x ∈ D(A) y que

(4.146) (λI − A)R̃(λ)x = x para todo x ∈ X.
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Por otro lado, si x ∈ D(A) una aplicación del inciso (d) da

R̃(λ)Ax =
∫ ∞

0
e−λtQ(t)Ax dt

=
∫ ∞

0
e−λt d

dtQ(t)x dt

=
∫ ∞

0

(
d
dt(e

−λtQ(t)x) + λe−λtQ(t)x
)

dt

= −x+ λR̃(λ)x.

En la última igualdad aplicamos el teorema fundamental del cálculo, cuya validez ya hemos
visto arriba. Llegamos a

(4.147) R̃(λ)(λI − A)x = x para todo x ∈ D(A).

Como vimos antes, R̃(λ)(X) ⊆ D(A). Entonces (4.147) implica que R̃(λ) : X → D(A) es
suprayectiva, y junto con (4.146) obtenemos que

R̃(λ) = (λI − A)−1 = R(λ;A).

Eso termina la demostración del inciso (f).

4.47 Nota. La formula (4.126) se puede entender fácilmente si Q(t) = eat para un a ∈ R
y λ > a. Entonces a− λ < 0 y por eso∫ ∞

0
e−λteat dt =

∫ ∞
0

e(a−λ)t dt = 1
a− λ

e(a−λ)t
∣∣∣∣∞
0

= 1
λ− a

.

La integral en (4.126) es la transformada de Laplace de Q(t)x.

Como el modelo de un semigrupo de operadores con generador infinitesimal A es etA,
interesa saber como uno puede representar un C0-semigrupo por su generador infinitesimal.
Demostremos y mencionemos algunos resultados al respecto.

4.48 Teorema. Sea (Q(t))t≥0 un C0-semigrupo en el espacio de Banach X con generador
infinitesimal A. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) D(A) = X,

(ii) ĺımε→0‖Q(ε)− I‖ = 0,

(iii) A ∈ B(X) y Q(t) = etA para t ∈ R+
0 .

Demostración. (I) implica (II): Sea Aε definido como en el Teorema 4.44(e). El teorema
de la acotación uniforme da que ‖Aε‖ es acotada uniformemente para ε pequeño, porque
ĺımε→0Aεx existe para todo x ∈ X. En seguida, ‖Q(ε)− I‖ = ε‖Aε‖ → 0 cuando ε→ 0.
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(II) implica (III): Recordemos la notación

Mtx = 1
t

∫ t

0
Q(s)x ds para todo x ∈ X

de la demostración del Teorema 4.44. Se cumple

‖Mtx− x‖ ≤
1
t

∫ t

0
‖Q(s)− I‖ ‖x‖ ds ≤ máx

s∈[0,t]
‖Q(s)− I‖ ‖x‖,

es decir,

(4.148) ‖Mt − I‖ → 0 cuando t→ 0,

por la hipótesis del inciso (ii). Fijemos t > 0 tan chico que Mt es invertible en B(X) (por
la serie de Neumann). Por (4.132) y (4.135) tenemos que MtAε = AtMε y entonces

(4.149) Aε = M−1
t AtMε para todo ε > 0.

Para todo x ∈ X (4.131) dice que ĺımε→0Mεx = x. En seguida, (4.149) y M−1
t At ∈ B(X)

implican que Aεx converge para todo x ∈ X, es decir, D(A) = X. Como A es cerrado,
A ∈ B(X). Usamos (4.137) y (4.148) y obtenemos que

‖Aε − A‖ ≤ ‖M−1
t At‖ ‖Mε − I‖ → 0 cuando ε→ 0.

En seguida, ‖Aε‖ ≤ 2‖A‖ para ε suficientemente chico. El inciso (d) del Teorema 4.44
implica que A y Q(ε) y luego A y Aε conmutan para ε > 0. Estos hechos y el Lema 4.46
muestran que

‖etAε − etA‖ ≤ exp(2‖A‖)‖Aε − A‖ → 0
cuando ε→ 0. Por el inciso (e) del Teorema 4.44 obtenemos que

Q(t)x = ĺım
ε→0

etAεx = etAx

para todo x ∈ X.
Que (iii) implica (i) es trivial.

4.49 Teorema (Hille-Yosida). Sean C ≥ 1 y γ ≥ 0. Un operador cerrado y densamente
definido A en un espacio de Banach X es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo
(Q(t))t≥0 con la propiedad

(4.150) ‖Q(t)‖ ≤ Ceγt para todo t ≥ 0

si y sólo si se cumple

(4.151) λ ∈ C\σ(A)
y ‖R(λ;A)m‖ ≤ C(λ− γ)−m para todo λ > γ, m ∈ N.
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En ese caso sea

Yos(ε;A) := A(I − εA)−1 para ε ∈ (0, 1/γ)

la ε-aproximación de Yosida de A. Se tiene

Yos(ε;A) ∈ B(X), para todo ε ∈ (0, 1/γ),(4.152)
ĺım
ε→0+

Yos(ε;A)x = Ax, para todo x ∈ D(A),(4.153)

ĺım
ε→0+

exp(tYos(ε;A))x = Q(t)x, para todo x ∈ X, t ≥ 0.(4.154)

Demostración. Primero sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo (Q(t))t≥0 tal
que (4.150) se cumple. Por el Teorema 4.44(f) sabemos que para λ > γ se tiene que
λ ∈ C\σ(A) y

(4.155) R(λ;A)x =
∫ ∞

0
e−λtQ(t)x dt

para todo x ∈ X. Afirmamos que

(4.156) R(λ;A)mx = 1
(m− 1)!

∫ ∞
0

tm−1e−λtQ(t)x dt

para todo x ∈ X, m ∈ N.

Para demostrar esa afirmación por inducción, sean Ω1 := R+ × R+ y

Ω2 := {(u, v) ∈ Ω1 | u < v}.

Definimos el difeomorfismo Φ: Ω2 → Ω1 por Φ(u, v) = (u, v − u). Se cumple

DΦ(u, v) ∼
(

1 0
−1 1

)

y entonces

(4.157) |det DΦ(u, v)| = 1 para todo (u, v) ∈ Ω2.

Suponemos que (4.156) se cumple para un m ∈ N. Sean x ∈ X y Λ ∈ X∗. Como λ > γ, la
función

(s, t) 7→ e−λ(s+t)ΛQ(s+ t)sm−1x

es un elemento de L1(Ω1), por la cota (4.150). Aplicamos (4.155), la transformación de
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variables de integración (s, t) = Φ(u, v), (4.157) y el teorema de Fubini:

ΛR(λ;A)m+1x = Λ
∫ ∞

0
e−λtQ(t) 1

(m− 1)!

∫ ∞
0

sm−1e−λsQ(s)x ds dt (4.155) y (4.156)

= 1
(m− 1)!

∫
Ω1
sm−1e−λ(s+t)ΛQ(s+ t)x d(s, t) por Fubini

= 1
(m− 1)!

∫
Ω2
um−1e−λvΛQ(v)x d(u, v) (4.157)

= 1
(m− 1)!

∫ ∞
0

e−λvΛQ(v)x
∫ v

0
um−1 du dv por Fubini

= 1
m!

∫ ∞
0

vme−λvΛQ(v)x dv

= Λ 1
m!

∫ ∞
0

vme−λvQ(v)x dv.

Como Λ ∈ X∗ era arbitrario, obtenemos

R(λ;A)m+1x = 1
m!

∫ ∞
0

vme−λvQ(v)x dv.

Junto con (4.155) (el caso m = 1) eso comprueba (4.156).
Obtenemos de (4.156) que

‖R(λ;A)m‖ ≤ C

(m− 1)!

∫ ∞
0

tm−1e(γ−λ)t dt = C(λ− γ)−m,

haciendo m− 1 integraciones parciales y una integración final.
Inversamente, sea A densamente definido tal que (4.151) se cumple. Ponemos ε0 := 1/γ

así que (4.151) implica que S(ε) := (I − εA)−1 está bien definido y se cumple

(4.158) ‖S(ε)m‖ ≤ C(1− εγ)−m para todo ε ∈ (0, ε0), m ∈ N.

Además, tenemos que

(4.159) S(ε)(I − εA) ⊆ (I − εA)S(ε) = I.

La ecuación (4.158) para m = 1 implica que ‖S(ε)‖ es acotada uniformemente para
ε ∈ (0, ε0/2). Si x ∈ D(A) entonces x − S(ε)x = −εS(ε)Ax → 0 cuando ε → 0, es decir,
ĺımε→0+ S(ε)x = x para todo x ∈ D(A). Como ‖S(ε)‖ queda acotado cuando ε → 0 y
D(A) es denso el Lema 4.39(b) implica que

(4.160) ĺım
ε→0+

S(ε)x = x para todo x ∈ X.

Notemos que S(ε) : X → D(A) y que (4.159) implica que S(ε)Ax = AS(ε)x para todo
x ∈ D(A). En seguida

ĺım
ε→0+

Yos(ε;A)x = ĺım
ε→0+

AS(ε)x = ĺım
ε→0+

S(ε)Ax = Ax
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para x ∈ D(A), es decir, se cumple (4.153). Tenemos por (4.159) que

(4.161) AS(ε) = 1
ε

(S(ε)− I) ∈ B(X) para todo ε ∈ (0, ε0),

comprobando (4.152). Además, está bien definido

T (t; ε) := exp(tAS(ε)) = exp(tYos(ε;A)).

Afirmamos que

(4.162) ‖T (t; ε)‖ ≤ C exp
(

γt

1− εγ

)
para todo ε ∈ (0, ε0), t > 0.

Para demostrar eso usemos (4.161) y (4.158):

‖T (t; ε)‖ =
∥∥∥∥exp

(
− t
ε

)
exp

(
t

ε
S(ε)

)∥∥∥∥
≤ exp

(
− t
ε

) ∞∑
k=0

1
k!

(
t

ε

)k
‖S(ε)k‖

≤ C exp
(
− t
ε

) ∞∑
k=0

1
k!

(
t

ε

)k
(1− εγ)−k

= C exp
(
− t
ε

)
exp

(
t

ε
(1− εγ)−1

)
= C exp

(
tγ

1− εγ

)
.

Para demostrar la convergencia de T (t; ε)x cuando ε → 0+, notemos primero que
T (t; δ)−1 = e−tAS(δ). En consecuencia, para x ∈ D(A)

d
dt(T (t; ε)T (t; δ)−1x) = T (t; ε)T (t; δ)−1(S(ε)− S(δ))Ax.

Después de una integración de 0 a t y la aplicación de T (t; δ) obtenemos (usando que A,
S(ε), S(δ), T (t; ε) y T (t; δ) conmutan dos a dos)

T (t; ε)x− T (t; δ)x =
∫ t

0
T (u; ε)T (t− u; δ)(S(ε)− S(δ))Ax du.

Poniendo ε̄ := máx{ε, δ} calculamos con (4.162) y (4.160):

‖T (t; ε)x− T (t; δ)x‖ ≤
∫ t

0
‖T (u; ε)T (t− u; δ)(S(ε)− S(δ))Ax‖ du

≤ C2
∫ t

0
exp

(
γu

1− ε̄γ

)
exp

(
γ(t− u)
1− ε̄γ

)
‖(S(ε)− S(δ))Ax‖ du

= C2t exp
(

γt

1− ε̄γ

)
‖(S(ε)− S(δ))Ax‖

→ 0 cuando ε̄→ 0.
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Eso implica que existe el límite

(4.163) Q(t)x := ĺım
ε→0

T (t; ε)x

para todo x ∈ D(A), y la convergencia es localmente uniforme en t. La ecuación (4.162)
implica que ‖T (t; ε)‖ es acotada uniformemente para ε ∈ (0, ε0/2) y t en intervalos aco-
tados. Como D(A) es denso en X, el Lema 4.39(b) implica que existe el límite en (4.163)
para todo x ∈ X y la convergencia es localmente uniforme en t, para x fijo.
La misma acotación uniforme de T (t; ε) implica por la definición de Q y porque T (ε, t)

es un semigrupo que también Q es un semigrupo:

‖Q(t)Q(s)x− T (t+ s; ε)x‖
= ‖Q(t)Q(s)x− T (t; ε)T (s; ε)x‖
≤ ‖(Q(t)− T (t; ε))Q(s)x‖+ ‖T (t; ε)‖ ‖Q(s)x− T (s; ε)x‖
→ 0 cuando ε→ 0

y
T (t+ s; ε)x→ Q(t+ s)x cuando ε→ 0.

Como para todo x ∈ X el mapeo t 7→ Q(t)x es un límite localmente uniforme en t de
los mapeos continuos T (t; ε)x, también Q(t)x depende de t continuamente. Estos hechos
comprueban que (Q(t))t≥0 es un C0-semigrupo en X.
Sea Ã el generador infinitesimal de Q. Necesitamos demostrar que Ã = A. Sea x ∈ D(A).

Aplicando Teorema 4.44(d) al semigrupo T (t; ε) obtenemos

(4.164) Q(t)x− x = ĺım
ε→0

T (t; ε)x− x = ĺım
ε→0

∫ t

0
T (s; ε)S(ε)Ax ds.

La cota (4.162) y la convergencia (4.163), que son localmente uniformes en t, implican que

‖T (s; ε)S(ε)Ax−Q(s)Ax‖
≤ ‖T (s; ε)‖ ‖S(ε)Ax− Ax‖+ ‖T (s; ε)Ax−Q(s)Ax‖

→ 0 cuando ε→ 0,

uniformemente para s ∈ [0, t]. En seguida, (4.164) implica que

Q(t)x− x =
∫ t

0
Q(s)Ax ds = tMtAx para todo x ∈ D(A).

Aquí Mt está definido como en la demostración del Teorema 4.44. Definiendo Ãtx como en
el Teorema 4.44, eso da

Ãtx = Q(t)x− x
t

= MtAx→ Ax cuando t→ 0.
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Por lo tanto, x ∈ D(Ã) y Ãx = Ax para todo x ∈ D(A), es decir, A ⊆ Ã.
Mostremos que

(4.165) ‖Q(t)‖ ≤ Ceγt para todo t ≥ 0.

Sea x ∈ X. Usando (4.162) y (4.163) se sigue que

‖Q(t)x‖ = ĺım
ε→0
‖T (t; ε)x‖ ≤ ĺım

ε→0
C exp

(
γt

1− εγ

)
‖x‖ = Ceγt‖x‖.

Tomar el supremo sobre todo x ∈ X con ‖x‖ ≤ 1 implica (4.165).
Sea λ > γ. La ecuación (4.165), el Teorema 4.44 y la hipótesis del actual teorema implican

que λ ∈ C\σ(A) ∩ C\σ(Ã). Entonces

(λI − Ã)(D(A)) = (λI − A)(D(A)) = X,

es decir,
D(Ã) = (λI − Ã)−1(X) = D(A)

y Ã = A.

En el próximo resultado consideramos C0-semigrupos en un espacio de Hilbert H. Si A
es un operador normal en H con descomposición espectral E tal que

(4.166) sup{Reλ | λ ∈ σ(A)} <∞

entonces para t ≥ 0 la función λ 7→ etλ es acotada en σ(A). En consecuencia,

Q(t) = etA

define un semigrupo de operadores acotados normales en H por el Teorema 3.26 y el
Teorema 4.26. Si x ∈ H entonces

‖Q(t)x− x‖2 =
∫
σ(A)
|etλ − 1|2 dEx,x → 0

cuando t→ 0 ya que |etλ − 1|2 → 0 para todo λ ∈ σ(A) y por el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue (el integrando y la medida dEx,x son acotadas en σ(A)). Entonces
Q es un C0-semigrupo. El próxomo teorema establece el inverso de esa observación.

4.50 Teorema. Sea Q un C0-semigrupo en un espacio de Hilbert H tal que cada operador
Q(t) ∈ B(H) es normal. Entonces el generador infinitesimal A de Q es normal. Además,
(4.166) se cumple y

(4.167) Q(t) = etA para todo t ≥ 0.

Si cada Q(t) es un operador unitario entonces existe un operador autoadjunto S en H tal
que

(4.168) Q(t) = eitS para todo t ≥ 0.
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Demostración. Para todo s, t ≥ 0 Q(s) y Q(t) conmutan. Entonces el Teorema 3.19 implica
que también Q(s) y Q(t)∗ conmutan. Por ello la subálgebra cerrada minimal de B(H) que
contiene a todo Q(t) y todo Q(t)∗ es normal. Sea ∆ su espacio de ideales maximales y sea
E la resolución de la identidad correspondiente, según el Teorema 3.28.
Sean ft y aε las transformadas de Gelfand de Q(t) y Aε. Se sigue para ε > 0 que

aε = Âε = 1
ε

(
Q̂(ε)− Î

)
= 1
ε

(fε − 1) ,

f 2
ε =

(
Q̂(ε)

)2
= Q̂(ε)2 = Q̂(2ε) = f2ε

y luego que

(4.169) a2ε − aε = 1
2ε (f2ε − 1)− 1

ε
(fε − 1) = 1

2ε(f2ε − 2fε + 1) = 1
2ε(fε − 1)2 = ε

2a
2
ε.

Definimos

(4.170) b(p) := ĺım
n→∞

a2−n(p)

para aquellos p ∈ ∆ para los cuales el límite existe y es finito, y definmos b(p) := 0 para los
demás p ∈ ∆. Siendo el límite de funciones complejas y continuas en ∆, b es una función
compleja de Borel. Sea B := Ψ(b) como en el Teorema 4.24, con dominio

D(B) =
{
x ∈ H

∣∣∣∣∣
∫

∆
|b|2 dEx,x <∞

}
.

Entonces B es un operador normal en H.
Mostremos que Q(t) = etB y A = B. Si x ∈ D(A) entonces ‖Aεx‖ es acotado cuando

ε→ 0. Como
Aε =

∫
∆
aε dE

el Teorema 3.26 implica la existencia de una constante Cx <∞ tal que

(4.171)
∫

∆
|aε|2 dEx,x = ‖Aεx‖2 ≤ Cx para todo ε ∈ (0, 1].

Usando (4.169) y se sigue que

(4.172)
∫

∆
|a2ε − aε| dEx,x ≤

ε

2Cx para todo ε ∈ (0, 1].

Reemplazando ε por 2−n en (4.172) y sumando las desigualdades para todo n ∈ N obtene-
mos que ∫

∆

∞∑
n=1
|a2−n+1 − a2n| dEx,x ≤

Cx
2

∞∑
n=1

2−n <∞,
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es decir,
∞∑
n=1
|a2−n+1 − a2n| <∞ c.d. respecto a Ex,x.

En seguida, el límite en (4.170) existe c.d. respecto a Ex,x, y (4.171) junto con el Lema de
Fatou implican que

(4.173)
∫

∆
|b|2 dEx,x ≤ Cx.

En consecuencia, D(A) ⊆ D(B).
Por (4.139) existe γ1 > 0 que sólo depende de Q tal que

(4.174) ‖eAε‖ ≤ γ1 para todo ε ∈ (0, 1].

Por el Teorema 2.35 ‖eaε‖∞ ≤ γ1 y luego ‖eb‖∞ ≤ γ1. Además, existe γ > 0 tal que

(4.175) Re b(p) ≤ γ para todo p ∈ ∆.

Para todo x ∈ D(A) y t ≥ 0 se tiene que

(4.176) ‖exp(tA2−n)x− exp(tB)x‖2 =
∫

∆
|exp(ta2−n)− exp(tb)|2 dEx,x → 0

cuando n → ∞ ya que el integrando queda acotado por 4γ2t
1 y tiende a 0 c.d. respecto a

Ex,x. Entonces el Teorema 4.44(e) implica que

(4.177) Q(t)x = etBx para todo x ∈ D(A).

Como etb es una función acotada en ∆, etB ∈ B(H). Los operadores acotados Q(t) y etB
coinciden en el conjunto denso D(A) por (4.177), asi que

(4.178) Q(t) = etB para todo t ≥ 0.

En consecuencia,

Aεx−Bx =
(

eεB − I
ε

−B
)
x

así que

‖Aεx−Bx‖2 =
∫

∆

∣∣∣∣∣eεb − 1
ε
− b

∣∣∣∣∣
2

dEx,x.

Cuando ε→ 0 el integrando de esta integral tiende a 0 en todo p ∈ ∆. Como |(ez − 1)/z|
está acotado en todo semiplano {z ∈ C | Re z ≤ c} y como el integrando puede ser escrito
de la forma ∣∣∣∣∣eεb − 1

εb
− 1

∣∣∣∣∣
2

|b|2
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Se sigue de (4.175) y del teorema de convergencia dominada que

ĺım
ε→0
‖Aεx−Bx‖ = 0 para todo x ∈ D(B).

se sigue que D(B) ⊆ D(A) y que A = B.
La parte real de σ(A) está acotada superiormente por (4.175) y por el Teorema 4.29(c).
Para mostrar la última afirmación sea Q un C0-semigrupo unitario. Con la notación

anterior se cumple que |fε| = 1 para cada ε > 0 ya que σ(Q(ε)) ⊆ {z ∈ C | |z| = 1}
(Teorema 3.33) y por el Teorema 2.21. Supongamos que para un p ∈ ∆ el límite en (4.170)
existe en C. Escribimos gn := Re f2−n(p) y hn := Im f2−n(p). Entonces existen en R los
límites

ĺım
n→∞

gn − 1
2−n y ĺım

n→∞

hn
2−n ,

así que gn → 1 y hn → 0. Además, g2
n + h2

n = 1 para todo n ∈ N. Se sigue que

Re b(p) = ĺım
n→∞

gn − 1
2−n = ĺım

n→∞

1
2−n

(√
1− h2

n − 1
)

= ĺım
n→∞

1
2−n

(
−h2

n√
1− h2

n + 1

)
= 0.

En los puntos p ∈ ∆ donde el límite en (4.170) no existe tenemos que b(p) = 0. En
consecuencia, b toma valores imaginarios en todo ∆. En la notación anterior B = Ψ(b), así
que S := −iB es autoadjunto por el Teorema 4.24(c). Además, la ecuación (4.178) implica
(4.168).
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