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Proélogo

Para poder apreciar mejor la importancia de la teoria espectral recordemos la forma normal
de Jordan para matrices en C". Mediante el cambio de base a vectores propios generali-
zados se obtiene una representacion del comportamiento de un operador. La estructura
de ese comportamiento es dada por los subespacios invariantes y los valores propios. Una
aplicacion importante es la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Sea
x: [0,T] — C la solucion de la ecuacion & = Ax, donde A € C"*" y 2(0) = 2o € C". En un
curso de ecuaciones diferenciales ordinarias uno aprende que la solucién esta representada
por x(t) = e, y se le da un sentido al exponencial de la matriz tA mediante la forma
normal de Jordan de A.

Analogamente, si uno quiere resolver la ecuacion del calor

gu(t,aﬁ) = Au(t, z),

escribiendo formalmente & = Aw, uno también quiere llegar a escribir la solucién como
u(t, r) = e®ug(xr), donde g es la distribucién de temperatura al tiempo inicial. Aqui A es
un operador lineal no acotado en un espacio de Banach adecuado. Uno de los temas de la
teoria espectral general es dar un sentido al exponencial de un operador lineal en un espacio
de Banach. Como en el caso de dimension finita hay que analizar la estructura del operador
mediante su espectro y sus subespacios invariantes. Aqui en general nos restringiremos a
operadores normales. En dimension finita los operadores normales son aquellos cuya matriz
de representacion tiene una forma normal de Jordan diagonal.

Los objetos basicos de la teoria espectral son las dlgebras de Banach y los espectros de sus
elementos. Informalmente, un algebra de Banach A es un algebra compleja con elemento
unitario e que también es un espacio complejo de Banach, y que tiene ciertas propiedades.
El espectro o(z) de un € A es un subconjunto compacto de C que representa los “valores”
que toma x en un cierto sentido. Formalmente, A € o(x) si y s6lo si Ae —x no es invertible
en A respecto a la multiplicacion.

Los ejemplos mas sencillos de algebras de Banach son C, C'(K) con multiplicaciéon de
funciones (donde K es un espacio de Hausdorff compacto) y los operadores lineales acotados
L(X) con composicién (donde X es un espacio de Hilbert). Si por ejemplo f € C(K),
entonces o(f) = f(K). Aqui el espectro de un elemento f es precisamente su imagen. Para
cualquier subconjunto compacto K C C el elemento idyx € C(K) tiene K como espectro.

Ese tema esta estudiado porque la informaciéon contenida en el espectro de un operador
lineal acotado (o no acotado) en muchos casos es suficiente para hacer una construccion
con el. Al mismo tiempo, restringirse a esa informacién reducida permite crear una teoria
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general que puede ser aplicada en todos los campos donde aparecen operadores lineales en
espacios de Banach.

Una herramienta muy util que surge de la teoria espectral es el cdalculo simbolico. Eso
significa que uno aplica funciones a elementos de algebras de Banach, particularmente a
operadores lineales. Informalmente, si x € A entonces se define para una funcién f: o(z) —
C un elemento f(z) de A. Eso se hace de tal manera que para x € A fijo, el mapeo f — f(z)
es un homomorfismo de algebras, 1 — e y id,(,) = x. En consecuencia, las propiedades de
las funciones o(z) — C se reflejan en las propiedades de sus imagenes en A bajo el cdlculo
simbolico. Recordando el ejemplo al inicio, el calculo simbdlico nos dara una interpretacion
del exponencial de un operador lineal en un espacio de Banach.

Veremos otro ejemplo: sea z € A fijo. Si existe un camino v de 0 a un punto en la
componente no acotada de C\o(z) tal que v((0, 1])No(z) = &, entonces existe una funcién
continua f: o(z) — C tal que f(\)?> = X para todo A € o(x) o, en otras palabras, f? =
idy(z) (una raiz cuadrada). Si estd definido un calculo simbdlico en A que aplica a este
para mapeos continuos entonces existe f(z) € A. La propiedad del homomorfismo dice que
se cumple f(z)? = z porque f es una raiz. Entonces f(x) es una raiz cuadrada del elemento
x. Para construirla uno sélo necesita tener suficiente informacién sobre el espectro de .

Si no hay ese camino v, todavia existe una raiz cuadrada f € L2 (C) que no es continua.
Su restriccion a o(z) esté en el dlgebra de Banach L*>(o(x)). Si existe un célculo simbé-
lico respecto a funciones en ese espacio que se puede aplicar a un elemento x entonces x
todavia tiene raiz cuadrada. Eso demuestra que cuanto méas grande el espacio de funciones
admisibles en un calculo simbdlico, tanto mejores los resultados que uno puede obtener en
los casos admisibles.

En un algebra de Banach general primero definiremos un calculo simbdlico para funciones
que son holomorfas en una vecindad de o(z). En B*-algebras y para los elementos x
normales lo extenderemos a funciones que sélo son continuas en o(z). En el caso todavia
mas especial del dlgebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert, definiremos f(x)
para cualquier funcion f € L>®(o(x)) y x normal. Y al final, todavia en el algebra de
operadores acotados de un espacio de Hilbert, extenderemos ese resultado a funciones f
que sélo son medibles. En esa situacién se obtiene como imagen un operador no acotado
en el espacio de Hilbert cuando la funciéon no es acotada esencialmente, es decir, uno sale
del algebra con el célculo simbdlico.

Otro resultado basico de la teoria espectral es el teorema espectral para operadores li-
neales normales (acotados o no acotados) en un espacio de Hilbert X. En ese teorema un
operador L esta reconstruido de ciertas proyecciones ortogonales en X que son relaciona-
das con subconjuntos medibles del espectro. Informalmente, L esta representado como un
integral de la funcién id, () respecto a algo parecido a una medida de Borel en (L) to-
mando proyecciones ortogonales como valores. Una aplicaciéon muy importante del teorema
espectral es el andlisis espectral de operadores de Schrodinger.



1. Algebras de Banach

1.1. Introduccién

Todos espacios vectoriales son sobre el campo C.

1.1 Definicion. Un dlgebra es un espacio vectorial A junto con una multiplicacion interior
A x A — A que cumple

(1) #(yz) = (zy),
() (x+y)z =xz+yz, x(y+z2) = xy + x2,
() afzy) = (az)y = z(ay)

para todo z,y,z € Ay a € C. En otras palabras, la multiplicacién interior es un mapeo
asociativo y bilineal.
Supongamos que ademés A es un espacio de Banach con norma que cumple

(1.1) lzyll < llzll lyll,  para todo =,y € A,

(en otras palabras, la multiplicacién es acotada como mapeo bilineal) y que existe un
elemento unitario e tal que

(1.2) re =exr =1, para todo = € A,
(elemento neutral de la multiplicacién) y

(1.3) lefl = 1.

Entonces A es un dlgebra de Banach.

1.2 Nota. (a) El elemento unitario es unico.

(b) Si A es un algebra compleja y un espacio de Banach que cumple (1.1) pero no existe
un elemento unitario sea A; := A x C el algebra de Banach con multiplicacion
(z,a)(y, B) == (zy + ay + Bz, af), norma ||(z,a)||: := ||z|| + |a| y elemento unitario
e := (0,1). Entonces A x {0} es un subespacio cerrado de codimensién 1 de A; y
ademés un ideal de ambos lados.

(c) La multiplicacién es continua: x; — x y y; — ¥y implica z;y; — 2y en A cuando
1 — 00.
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Lo siguiente demostrara que propiedades (1.1) y (1.3) se obtienen mediante un cambio
de norma bajo condiciones mas débiles.

1.3 Teorema. Sea A un espacio de Banach que también es un dlgebra con elemento
unitario e # 0, donde la multiplicacion es continua en la izquierda y en la derecha (es
decir, x; — x y y; — y implica x;y — xy y xy; — xy en A cuando i — oo para todo
x,y € A). Entonces eziste una norma equivalente en A tal que con esta norma A es un
algebra de Banach.

Demostracion. Por continuidad en la derecha para todo xz € A el mapeo M(z): A — A,
M (z)y := xy, es un operador lineal acotado en A. Consideremos el mapeo M: A — B(A)
(B(A) es el espacio de los operadores lineales acotados en A) y pongamos A := M(A). Por
las propiedades de la multiplicaciéon en A el mapeo M es un homomorfismo de las algebras
Ay A Si M(z) = 0 entonces & = ze = M(z)e = 0, es decir, M es un monomorfismo
algebraico. Como

MM (@) = Nlz]| = llzell = [|M (z)el| < M ()| le]]

la inversa de M es continua entre el espacio normado A y el espacio de Banach A.

Demostremos que A es un subespacio cerrado de B(A). Sean (T;) C Ay T € B(A) tales
que T; — T en B(A). Denotemos z; := M~Y(T;). Como Ti(y) = z;y = (zie)y = Ti(e)y y la
multiplicaciéon en A es continua por la izquierda,

T(y) = lim Tj(y) = lim Tj(e)y = T(e)y ~ para todo y € A.
11— 00 1—00
En consecuencia, T = M(T'(e)) € Ay A es cerrado.
El teorema de la aplicacion abierta dice que M es un isomorfismo de los espacios de
Banach A y A. Por lo tanto, la nueva norma ||z||; := [[M(z)|| en A es equivalente a la
norma original. Ademas, cumple

eyl = [[M () M (y)|| < [M @) M) = =[]yl

lefly = M (e)l| = 1]} = 1,
es decir, A es un algebra de Banach respecto a esta nueva norma. O

1.4 Ejemplos. (a) Sea K un espacio de Hausdorff compacto y no vacio. Entonces C(K),
el espacio de Banach de mapeos continuos K — C con norma || - ||«, es un dlgebra
(conmutativa) de Banach mediante la multiplicacién de funciones. El elemento uni-
tario es la funcién constante 1. Si K consiste de n puntos aislados, entonces C'(K) es
isomorfo a C". Particularmente, si n = 1 entonces C'(K) = C, el algebra de Banach
mas sencilla, de dimension 1, con el valor absoluto como norma.
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(b) Sea X # {0} un espacio de Banach. Entonces B(X), el espacio de los operadores
lineales acotados en X, junto con la composicién de operadores como multiplicacion
interna, es un algebra de Banach respecto a la norma de operadores usual y con
el elemento unitario I, la identidad en X. Si dimX = n < oo entonces B(X) es
isomorfa al dlgebra de las matrices n x n complejas. Si dim X > 1 entonces B(X) no
es conmutativo.

Toda subélgebra cerrada de B(X) que contiene I es un algebra de Banach. La de-
mostracion del Teorema 1.3 comprueba que todo algebra de Banach es isomorfa a
una de ese tipo.

(¢) Sea K un subconjunto compacto y no vacio de C y sea A la subalgebra de C(K) que
consiste de las funciones que son holomorfas en el interior de K. Entonces A es un
subconjunto cerrado de C'(K) (por la formula integral de Cauchy), es decir, A es un
algebra de Banach.

(d) El espacio de Banach L'(R™) con convolucién

(Feg)@) = [ fla=ygly)dy
como multiplicacién interior es un éalgebra que cumple (1.1), pero no tiene un ele-
mento unitario. El siguiente inciso explica come uno podria entender la completacion
abstracta mediante la Nota 1.2(b) de L'(R™) a un algebra de Banach.

(e) Sea M(R") el espacio de Banach de las medidas complejas de Borel, donde la norma
de p es la variacion |p|(R™). Si p, v € M(R™) entonces la convolucion pxv € M(R™)
se define mediante

(5 v)(B) = [ u(B=y)vly) = [ v(B—a)du(a)

Entonces M(R™) es un algebra de Banach con la convolucién como multiplicacion
interior y unidad ¢, la medida de Dirac. El mapeo L'(R") — M(R"), f — fdm,
(donde m,, es la medida de Lebesgue en R™) es un monomorfismo entre algebras. La
subalgebra de Banach de M(R") mas chica que contiene la imagen de L'(R") bajo
este monomorfismo es el espacio de medidas con representacion f dm,, + Ad, donde
feLl'R") y eC.

1.2. Homomorfismos complejos

Sea A un élgebra con elemento unitario e. Un homomorfismo (de dlgebras) ¢: A — C es
un homomorfismo complejo. Un elemento x de A es invertible cuando existe un inverso
27! de x en A, es decir, un elemento que cumple zz~! = 27 'z = e. Un inverso siempre es
unico.
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1.5 Proposicién. Sea ¢ # 0 un homomorfismo complejo en A. Entonces ¢(e) = 1 y
¢(x) # 0 para todo elemento invertible v en A.

Demostracion. Existe y € A tal que ¢(y) # 0. Como

P(y) = d(ye) = o(y)o(e)

se sigue que ¢(e) = 1. Si x € A es invertible entonces

$(@)p(a™") = glza™") = d(e) = 1,
es decir, ¢(x) # 0. O
1.6 Teorema. Sea A un dlgebra de Banach, x € A y ||z|| < 1. Entonces
(a) e —x es invertible,
(b) e =) = (e +2)] < l2l2/(1 = Jlz]),
(c) |p(z)| <1 para todo homomorfismo complejo ¢ en A.

Demostracion. Como ||z"|| < ||z||™ y |||l < 1 las sumas parciales

forman una sucesién de Cauchy en A. Como A es completo existe s en A tal que s, — s
cuando n — oco. Observamos que z" — 0,

sple —x) =e— 2" = (e — 1)s,

y la continuidad de la multiplicacién implican que s es el inverso de e — x. Ahora

TN T Id
ls = (e +2)ll = || 2o 2" < X llell” = 71—
n=2 n=2 HJJH

Finalmente, supongamos que A\ € C cumple || > 1. Por inciso (a) e — A"'z es invertible
y la Proposiciéon 1.5 implica que

1= A""'9(x) = dple = A'z) #0,
es decir, ¢(x) # . ]
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1.3. Propiedades basicas de espectros

1.7 Definicién. Sea A un dlgebra de Banach. Denotemos por G = G(A) el conjunto de
los elementos invertibles de A. Si x,y € G entonces y 'z es el inverso de z~ 'y, es decir,
x7ly € G. Eso demuestra que G es un grupo respecto a la multiplicacién en A.

Para x € A el espectro o(x) de = es el conjunto de nimeros complejos A tal que Ae — x
no es invertible. El complemento C\o(z) es el conjunto resolvente de x. El radio espectral
de x es el namero

p(x) = sup{{Al [ A € o(x)}.

1.8 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach, x € G(A) y h € A tal que ||h|| < $|lz71| 7"
Entonces x +h € G(A) y

(1.4) I +h)" = (@™ — 2 ha )| < 2[la ][Rl
Demostracion. Como x + h = z(e +27'h) y |la7'h|| < 5 el Teorema 1.6 implica que
r+heG(A)y que
I+ m)~" = (@ —aha ) < e+ a7 )™ — (e —a Rz
[~ P]1A]1
I
< 2l P[]
[

1.9 Teorema. Si A es un dlgebra de Banach entonces G(A) es un subconjunto abierto de
A y el mapeo x — x~! es un homeomorfismo de G(A) en G(A).

Demostracién. Que G(A) es abierto y que el mapeo x — x~! es continuo sigue del Teore-
ma 1.8. Como z — x~! es suprayectivo y autoinverso, es un homeomorfismo. m

1.10 Repaso. Sean X un espacio de Banach, () un espacio de Hausdorff compacto,
f: @ — X continuo y g una medida positiva de Borel en @ (es decir, p tiene [0, 00)
como codominio). Notamos que en este caso conv f(()) es compacto.

Entonces existe un y sélo un elemento

/fweX
Q
(el integral de f respecto a ) tal que

(1.5) /Q(Af)d,u:A</Qfdu> para todo A € X™.
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El integral esté caracterizado por (1.5), es decir, cualquier propiedad de el sigue de (1.5).
Se cumple

(1.6) | < [ 1714w

Si ademas (@) = 1, entonces
(1.7) /Qfd,u € conv f(Q).

1.11 Repaso. Sean 2 C C abierto y X un espacio de Banach. Un mapeo f: 0 — X es
holomorfo débilmente cuando para todo A € X* el mapeo Af: Q — C es holomorfo. El
mapeo f es holomorfo fuertemente cuando el limite

o $0) = 1)

w—z w — z

existe respecto a la norma en X para todo z € ). Un mapeo holomorfo débilmente es
continuo y holomorfo fuertemente. Se cumplen las usuales formulas integrales de Cauchy
respecto al integral definido en el Repaso 1.10.

1.12 Teorema. Si A es un dlgebra de Banach y x € A entonces
(a) el espectro o(x) es compacto y no vacio,
(b) el radio espectral de x cumple

(1.8) plx) = lim [l "/" = fuf la"]|/"

n—oo
Esta es la formula del radio espectral.

Demostracién. Si || > ||z|| entonces e — A™'z es invertible por el Teorema 1.6, y también
Ae — x. Entonces A ¢ o(z), es decir, se cumple

(1.9) pla) < ||

y o(x) es acotado. Para demostrar que o(z) es cerrado definimos g: C — A por g(\) :=
Ae — x. Entonces g es continuo y el conjunto resolvente Q2 de z es g7'(G(A)), un conjunto

abierto por el Teorema 1.9 y la continuidad de g. Eso implica que o(x) es cerrado.
Definimos f: Q — G(A) por f(A) := (Ae — x)~! (la resolvente de x). Sean \, u € Q) tal
que [A — p| < L[| f(AN)||7'. Entonces el Teorema 1.8 implica (reemplazando = por Ae — z y

h por (i — Ae)

1F () = FON) + (= N2V
= [((Ae —2) + (u = A)e) ™ = (he —2) ™" + (1 = N)(Ae — 2) 77|
< 2/ FOIP = A%

10
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Entonces

(1.10) lim Fw) = JN =—f*(\) para todo A € €,

p—A = A
es decir, f es holomorfo fuertemente.
Como en la prueba del Teorema 1.6 se obtiene que la serie

(1.11) fN) = i ARk

converge uniformemente para A en un circulo I', con centro 0 y radio r > ||z||. En seguida
(1.6) comprueba que podemos integrar la serie término por término para obtener

(1.12) o = 1/ A" F(A) dA.
2mi Jr,
Si o(z) fuera vacio, todos esos integrales serian 0 porque A" f(\) serfa holomorfo en todo
C. Pero para n = 0 eso diria que e = 0, una contradiccién. Entonces o(z) # @.
El teorema de Cauchy implica que (1.12) todavia vale cuando solamente r > p(zx) porque
siry > ||z|| y r2 > p(x) entonces I',, — I';, es un ciclo que tiene nimero de giro 0 en el
complemento de 2. Pongamos

M(r) 1= max| f(re?)|| parar > p(a).

Como f es continuo, M(r) < oo para todo r > p(z). Por (1.12) obtenemos

||:13n|| < T‘n+1 M(T) ’
2T
y en consecuencia
lim sup||z"||"/™ < r para todo r > p(x).
n—oo
Por lo tanto,
(1.13) lim sup||2"|[*/" < p(z).

Por otro lado, sea A € o(x). Entonces A"e — ™ no es invertible porque
Ne—a"=MNe—z) AN le+ N2+ 42"

y un elemento invertible no puede tener un elemento no invertible como uno de dos factores
que conmutan (véase la Tarea 1). En seguida, A" € o(2™) y (1.9) implica que |[A"| < ||z"]]
para todo n € N. Por lo tanto, A < inf,cx||2"||*/™ para todo A € o(x), es decir,

< 1 n|l/n
(1.14) pr) < if [l2"[".

Considerando (1.13) y (1.14) obtenemos (1.8) y termina la demostracion. O

11
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1.13 Teorema (Gelfand y Mazur). Si A es un dlgebra de Banach donde todo elemento no
cero es invertible, entonces A es isomorfo isométricamente a C.

Demostracion. Sean x € A. Si A\ # A9 entonces por lo mas uno de A\je — z y Age — x es
cero, es decir, por lo menos uno de ellos es invertible. Eso implica que o(z), no siendo vacio,
consiste precisamente de un punto que llamaremos A(x). Como A(z)e — x no es invertible,
es cero, es decir, x = A(x)e. Esa identidad implica que A es un isomorfismo algebraico de
Ay C. Como |A(z)] = ||Mz)e|| = ||x||, A es isométrico. O

El espectro de un elemento x de un algebra de Banach A es un objeto puro algebraico,
y lo mismo es cierto para el radio espectral de x porque esta definido en términos del
espectro. Por otro lado, la férmula del radio espectral lo relaciona con la norma de las
potencias de x, es decir, con propiedades métricas.

Si A es una subalgebra de un algebra de Banach B entonces un elemento de A que no
es invertible en A puede ser invertible en el dlgebra mas grande B. Entonces los espectros
oa(z) y op(x) pueden ser diferentes. De todos modos se cumple og(z) C o4(z). Por
otro lado, el radio espectral solo depende de las normas de potencias de z, que no estan
influenciados de lo que pasa afuera de A. Entonces pa(z) = pp(x). Describiremos con mas
detalle la relacién de o4(x) y op(x).

1.14 Lema. sean V., W conjuntos abiertos en un espacio topologico X que cumplen con'V C
W, W contiene no punto de la frontera de V. Entonces V' es una union de componentes
conexas de W.

Demostracion. Es suficiente demostrar que 2 C V' cuando §2 es una componente conexa de
Wy QNV # @. Entonces sea eso el caso. Denotemos por U el complemento de V. Como
W no contiene ningin punte de la frontera de V', €2 es la unién de los conjuntos abiertos
ajenos QN V y QNU. Como €2 es conexo, QNU = &, es decir, Q =QNV C V. n

1.15 Lema. Sean A un dlgebra de Banach, (x,) C G(A) y x € 0G(A) tal que x, — = en
A cuando n — oco. Entonces ||z, '|| = oo cuando n — oo.

Demostracidn. Sino fuera cierta la conclusiéon entonces existirfa M < oo tal que ||z, ]| <
M para un nimero infinito de indices n. Sea n uno de esos indices tal que ||z, —z| < 1/M.
En seguida,

le =z ]l =l (zn — @) < 1,

es decir, 7'z € G(A) por el Teorema 1.6. Como x = z,(z;'r) y G(A) es un grupo,
x € G(A). iContradiccion con que G(A) es abierto! O

1.16 Teorema. (a) Si A es un dlgebra cerrada de un dlgebra de Banach B y si A con-
tiene el elemento unitario de B entonces G(A) es la union de ciertas componentes

conezas de ANG(B).

12
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(b) Bajo esas condiciones, para cualquier v € A el espectro o4(x) es la union de op(x)
con una coleccion (posiblemente vacia) de componentes acotadas de C\og(x). Parti-
cularmente, 0o (x) C op(x).

Demostracion. Inciso (a): Si z € G(A) entonces z tiene la misma inversa en B, es decir,
G(A) € G(B). Ambos conjuntos G(A) y ANG(B) son abiertos en A. Por el Lema 1.14 es
suficiente demostrar que 0G(A) NG(B) = @.

Sea y € 0G(A). Existe (z,) € G(A) tal que z,, — y. Por el Lema 1.15 ||z !|| — oo.
Si y estuviera en G(B) entonces la continuidad de la inversion en G(B) implicaria que
|z, | = [y, una contradiccién. Por lo tanto, y ¢ G(B). Eso prueba (a).

Inciso (b): Sean Q4 := C\oa(x) y Qp := C\og(z). Entonces Q4 y Qp son abiertos.
Como op(z) C ga(x), Q4 C Qp. Sea A € 004. Entonces A € o4(z) y existe (A\,) C Qq
tal que A\, — A. Se sigue que \ye —x € G(A), de —x ¢ G(A) y \pe —x — e — z, es
decir, Ae — x € 0G(A). Como ya demostramos en el inciso (a), Ae —x ¢ G(B) y por tanto
A ¢ Qp. Ahora el Lema 1.14 implica que Q4 es la unién de componentes conexas de Qp.
Las otras componentes de 25 son subconjuntos de o(x). Eso prueba (b). O

1.17 Corolario. Si C\og(z) es conexo entonces o4(x) = op(x).
La condicién del corolario anterior se cumple por ejemplo cuando op(z) C R.

1.18 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach, x € A, Q C C abierto y o(x) C Q). Entonces
eziste 6 > 0 tal que o(x +y) C Q cuando y € A cumple |ly|| < 6.

Demostracién. Como ||(Ae — z)7!|| es una funcién continua de A en C\o(z) y como ella
tiende a 0 cuando A — oo, existe M < oo tal que

|(Ae —2)7Y| < M  para todo A € C\.
Siy € A cumple |ly|| < 1/M y si A € C\Q entonces
Xe — (. +y) = (le —x) (e — (Ae — x)’ly)

es invertible en A por el Teorema 1.6 y porque ||(Ae—z) 'y|| < 1. En seguida, A ¢ o(z+y).
Hemos demostrado que o(z+y) C 0y terminamos la demostraciéon poniendo § := 1/M. [

1.4. Calculo simbdlico

Sea A un algebra de Banach. Recordemos que un célculo simbdlico es un mapeo f — f(x) €
A para ciertas funciones f y ciertos elementos x € A. Pedimos de un calculo simbdlico que
para z fijo el mapeo f +— f(z) sea un homomorfismo de algebras, que 1 — e y que id — z.

La forma necesaria y natural de un calculo simbélico para polinomios y funciones ra-
cionales es reemplazar la variable compleja por el elemento x. A esa regla se puede dar
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sentido siempre cuando la funcién es holomorfa en una vecindad de o(z) (es decir, o(z) no
contiene ningin polo de la funcién). Similarmente, si f es una funcién entera con la serie
de potencias f(\) = 322, ap\*, es natural definir

fx) = i apzt
k=0

porque la serie converge para todo x € A. Eso sigue como en la demostracién del Teore-
ma 1.6.

En esta seccion definiremos f(z) cuando x € Ay cuando f es holomorfo en una vecindad
de o(z). En vez de series de potencias o series de Laurent utilizaremos una formula de
Cauchy para funciones que toman valores en A.

1.19 Repaso. Sean X un espacio de Banach, ) un espacio de Hausdorff compacto,
f:@Q — X continuo y p una medida real de Borel en (). La descomposiciéon de Jordan de
 consiste de dos medidas positivas u* tal que i = ut — p~. Se define el integral mediante
el Repaso 1.10 por

(1.15) /Qfdu ::/Qfd/ﬁ—/Qfdu.

Similarmente, si @ es una medida compleja, entonces se define
(1.16) / Fdu = / fd(Rep) + i/ £ d(Im p).
Q Q Q

Esta nocién mas general de la integral también tiene la caracterizaciéon (1.5).

1.20 Lema. Sean A un dlgebra de Banach, QQ un espacio compacto de Hausdorff, p una
medida compleja de Borel en QQ y f: QQ — A continua. Entonces para cualquier x € A las
funciones ¢ — xf(q) y q— f(q)x son continuas de QQ en A y se tiene

(1.17) x/@fd,uz/@xfdu Yy </Qfdu>a::/Qfxd,u.

Demostracion. La continuidad de zf y fz es obvia de la continuidad de la multiplicacién
en A. Sea x € A fijoy sea M € L(A) dado por My := xy para todo y € A. Para cualquier
A € A* se sigue que AM € A*. La caracterizacién del integral implica

A(w/@fdu) :AM/Qfdu:/QAMfdu:A/QMfdu:A/Qxfdu.

Como A fue arbitrario eso dice que la primera identidad en (1.17) es cierta. La otra sigue
similarmente. O

14
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1.21 Definicién. Sean {2 C C abierto y K C () compacto. Decimos que un ciclo I' rodea
K en € cuando el nimero de giro cumple

, 1
indp(z) := %/F

1.22 Nota. Sean 2, K como en la Definicién 1.21 y sea I" un ciclo que rodea K en 2. Para
toda funciéon holomorfa f: 2 — C entonces se cumplen

dA B 1 cuando z € K
A=z |0 cuando z € C\Q.

(1.18) /Ff(A) dr =0
y
(1.19) f(z) = 21m /F()\ —2)" f(A) dA para todo z € K.

Utilizaremos (1.19) para definir un célculo simbdlico. La idea es reemplazar z por ele-
mentos x en un algebra de Banach. Para eso necesitaremos requerir que f sea holomorfo
en una vecindad de o(z) y que I' rodee o(x) en esa vecindad.

1.23 Lema. Sean A un dlgebra de Banach, x € A, a € C\o(x), Q= C\{a} y I' un ciclo
rodeando o(x) en ). Entonces

1
(1.20) — [ (a—=XN)"(Ae —2)"d\ = (ae — 2)" para todo n € Z.

27l Jr

Demostracion. La integral en (1.20) estd bien definida porque A sélo toma valores en
C\o(z) en el integrando. Para cualquier A € C\o(x) tenemos

e=(ae—z)'(Ae—2)+ (a— \)(ae —2)7!
y entonces
(1.21) Ne—z) ' =(ae—2) '+ (a—N(ae—2)(Ne—2)".

Sea y, € A el valor de la integral en (1.20). Por la Nota 1.22 y porque (o — A)™ es una
funciéon holomorfa en A € €2 se sigue que

(1.22) /F(a —N)"(ae — ) td\ = (ae — )7} /F(a —A)"dA =0.

Juntando (1.21) y (1.22) obtenemos con el Lema 1.20
1
(e — )y, = — / (@ —=N)"" e —2) M dA = Yo
r

2

y luego
Y = (e — x)"yo para todo n € Z.
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Entonces falta demostrar que

1

1.23 = —
( ) Yo 27

/F(/\e —z) tdr=e.

Sea I', un circulo de orientacién positiva, con centro 0 y radio r > ||z||. En I', se tiene

Ae—z)h = A lam

n=0

Como la serie converge uniformemente en I',. y como

1 1 =
[ ataa= { n=0
2mi Jr, 0 n %0

obtenemos

! / (e — ) tdx = 1/ SO ATl d

2miJr 2miJr, =

> 1
=S o [ A
= 2miJr,

© 1

= Z " — A7 A
=0 27 Jo,

= e.

Observemos que IV :=T" — I'; es un ciclo en C\o(z) que cumple indr (A) = 0 para todo
A € o(x). Como (e — z)~! es holomorfo en A € C\o(x) (véase (1.10)) eso implica que

/ (e —2)tdr =0,

es decir, (1.23) se cumple. O

Como corolario de ese lema obtenemos

1.24 Teorema. Sea R: C — C una funcion racional con polos {aq,aq,...,an} y coefi-
cientes cp, k=1,2,...,m, £ =1,2,...,n, tal que con un polinomio P se cumple
(1.24) RA) =P(A) + > cro(A—ag) ™"

kit

Si A es un dlgebra de Banach y si x € A cumple que o(x) no contiene ningin polo de R,
entonces definimos

(1.25) R(z) == P(x) + > crelr — age) ™"

k.0
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Si ) C C es abierto, contiene o(x), es tal que R es holomorfo en ), y si I' es un ciclo
rodeando o(x) en €0, entonces

1
(1.26) R(z) = — / RO\ (Ne — 2) L dA.
27 Jr
1.25 Nota. El teorema demuestra que la definicién natural de una funcién racional de un
elemento de un algebra de Banach también puede ser efectuada por la férmula de Cauchy.

1.26 Definicién. Sean A un élgebra de Banach, @ C C abierto y H(2) el algebra de
funciones holomorfas en 2. Entonces

Ag:={r e A|o(z) CQ}

es un subconjunto abierto de A por el Teorema 1.18.
Definimos H(Aq) como el conjunto de funciones f: Aq — A que estdn obtenidas de un
f € H(Q) por la formula

~ 1
(1.27) fla) = i,/f(x)(Ae — )ty
2mi Jr
donde T" es un ciclo que rodea o(x) en €.

1.27 Nota. (a) Laintegral en (1.27) estd bien definida porque I" no toca a o(z) y porque
(1.28) A= fA) (e — )7t
es un mapeo continuo en Q\o(x).

(b) El mapeo (1.28) ademés es holomorfo por (1.10) y porque un producto de mapeos
holomorfos es holomorfo. Entonces la integral en (1.27) no depende de I mientras
que I" es un ciclo rodeando a o(z) en .

(c¢) Definimos X = {ae | o € Q} = Qe. Entonces X = Ag N Ce porque o(ae) = {a}
para todo a € C. Si ae € X y f € H(Q) entonces f(ae) = f(a)e. Identificando
C con Ce y luego Q con X podemos también identificar f con f |x. Eso nos deja
entender f como una extensién de f a Ag.

(d) El conjunto H(Agq) es un 4lgebra naturalmente cuando uno usa las operaciones en
puntos, como es usual.

(e) Si x, — = en Ag, entonces mostremos que f(z,) — f(z) en A: sea T’ un ciclo que
rodea z en ). Por el Teorema 1.18 I también rodea o(z,) para n suficientemente

grande. Ponemos
M :=méx||(Ae —2) 7.
Ael
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Se sigue como en la demostracion del Teorema 1.6(b) que

[(Ae = 2,) 7" = (Ae —2) 7Y = |(Ae = 2) [ [[(e + (Ae —2) (& — 2)) ™! — e
[(he — )Pl — 24|
1= |[(Ae = z) ||z — @y
M?||z — x|
1= Mz — x|
— 0

cuando n — oo, uniformemente en A € I'. Ahora la definicién de f(z,) y f(z) en
(1.27) implica el enunciado.

1.28 Teorema. Sean A, H(Q) y H(Agq) como en la Definicion 1.26. Entonces el mapeo
H(Q) — H(Aq), f — f, es un isomorfismo de dlgebras que es continuo en el sentido
siguiente: Si (f,) C H(Q) y si f, — f uniformemente en subconjuntos compactos de 2,
entonces

f(x) = lim f,(x) para todo x € A.

n—0o0

Ese isomorfismo cumple 1(z) = e yid(z) = x para todo © € Ag. Ademds, H(Ag) es un
algebra conmutativo.

1.29 Nota. (a) El Teorema 1.28 dice que la Definicién 1.26 define un calculo simbélico.
(b) El limite f de la sucesién (f,,) es holomorfo por el teorema de Morera.

Demostracion del Teorema 1.28. El tultimo enunciado es una consecuencia del Teore-
ma 1.24. La representacién de f en (1.27) implica que el mapeo f f es lineal. Si
f =0, entonces para todo a €  se tiene por la Nota 1.27(c) que 0 = f(ae) = f(a)e, es
decir, f(o) = 0. Entonces f — f es biyectivo.

Para demostrar la continuidad, supongamos que f,, — f uniformemente en subconjuntos
compactos de €, para (f,) € H(Q2). Sean x € Ag y I' un ciclo rodeando o(z) en 2. El
mapeo A — (Ae — )71 es continuo en Q\o(z). En consecuencia, ||(Ae — z)7!|| es acotada

en I'. Con (1.6) obtenemos
= s 1
I17@) = F@)l < 55w (1) = LG - e = )7) [ dd 0

cuando n — oo. )
Para demostrar que f +— f es multiplicativo, sean f,g € H(2) y h := fg. Entonces
h € H() y tenemos que demostrar que

(1.29) h(z) = f(2)g(x) para todo x € Ag.

Si f y g son racionales entonces h es racional y el Teorema 1.24 implica (1.29). En el caso
general sean f,, g, € H(Q2) funciones racionales tal que f, — f vy g, — ¢ en subconjuntos
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compactos de 2. Aquellas sucesiones aproximantes existen por el teorema de aproximacién
de Runge. En seguida, f, g, converge a h en el mismo modo. La multiplicatividad del mapeo
f — f para funciones racionales y su continuidad dan (1.29).

Finalmente, la conmutatividad de H(Aq) es una consecuencia de su definicién y de la
conmutatividad de H(£2). O

1.30 Teorema. En la situacion del Teorema 1.28, supdngase que x € Aq y f € H(Q).
Entonces se cumplen:

(a) f(x) es invertible en A si y solo si f(X) # 0 para todo X € o(x).

(b) o(f(x)) = f(o(z)). Este inciso es el teorema de la aplicacién espectral.

Demostracion. Inciso (a): Si f no tiene ningin cero en o(z) entonces g := 1/f es holo-
morfo en una vecindad abierta ; C 2 de o(z). Como fg =1 en £y, el Teorema 1.28 dice
(reemplazando Q por Q) que f(x)j(z) = e, es decir, f(z) es invertible. Por otro lado, si
f(a) =0 para un « € o(x), entonces existe h € H()) tal que

(A= a)h(X) = f(N) para todo A € Q.
En seguida
(1.30) (z — ae)h(z) = f(z) = h(z)(z — ae).

Como (z — ae) no es invertible en A, tampoco es f(z) (véase la Tarea N° 1).

Inciso (b): Sea g € C. Por definicién, 8 € o(f(x)) siy s6lo si f(z)— e no es invertible en
A. Por el inciso (a) eso es el caso si y sélo si f — 3 tiene un cero en o(x), es decir, cuando

pe flo(x)). =
1.31 Teorema. Sean v € Aq, f € H(Q2), Q4 un conjunto abierto que _contiene flo(x)),
g€ H(h) y Qo= f1 (). Entonces go f € H(), f(x) € Ag, y go f(z) = §(f(x)).

Demostracion. Por inciso (b) del Teorema 1.30 o(f(x)) = f(o(x)) € Qi y §(f(z)) estd
bien definido. Fijamos un ciclo I'; que rodea f(o(z)) en €2;. Entonces existe un conjunto
abierto U tal que f(o(z)) CU C Qy, UN || = @ y tan pequeno que

(1.31) indr, (M) =1 para todo A € U.

Pongamos V := f~}(U) y fijamos un ciclo 'y que rodea o(z) en V. Si ¢ € T'; entonces
1/(¢—f) € H(V) y el Teorema 1.28 con V' en lugar de Q2 demuestra que

(1.32) (Ce— f(x) ™t = 1 /FO(C — fO) e —2)"tdA para todo ¢ € I'y.

2
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Como T'y rodea f(o(z)) = o(f(z)) en Q las ecuaciones (1.31) y (1.32) implican que
indr, (f(\)) para todo A € V' y en seguida que

37 @) = 5 [ 9(6)(Ce = Fla) e
= o | 0O [ €= 7O e =)t

— o | o L 9(O€ = FO)) A0 —2) T ax
= ot 1 O =)

 2mi

—_~—

)
]

1.32 Definicion. Sean A un algebra de Banach y x,y € A. Sin € Ny x = y" entonces y
es una n-ésima raiz de x. Si x = exp(y) entonces y es un logaritmo de .

1.33 Nota. La exponencial en la definiciéon anterior puede ser definida mediante la series
de potencias o mediante la formula integral (1.27). La continuidad del calculo simbdlico
del Teorema 1.28 implica que esas definiciones coinciden. Lo mismo aplica a toda funcién
entera.

1.34 Definicion. Sea 2 C C abierto. Entonces €2 es simplemente conexo cuando sucede lo
siguiente: Sean A; y A, cerrados y ajenos tal que A; U Ay = C\Q. Si uno de esos conjuntos
es compacto entonces es vacio.

1.35 Nota. Sea €2 C C abierto. Entonces {2 es simplemente conexo si y solo si para todo
cicloI' en Q y todo A € C\{2 se cumple indp(A) = 0 (es decir, I' es cero homologo en 2).

1.36 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach y x € A tal que o(x) no separa 0 de oo (es
decir, 0 y oo estdn en la misma componente conexa de C\o(x)). Entonces se cumplen:

(a) z tiene raices de todos ordenes,
(b) = tiene un logaritmo en A y
(c) Sie >0 entonces existe un polinomio P tal que ||[z7' — P(z)| < e.

Ademds, si o(x) C (0,00) entonces las raices en (a) pueden ser escogidas tal que lo
mismo se cumple para sus espectros.

Demostracion. Por hipétesis 0 estd en la componente conexa no acotada de C\o(x). Como
C es localmente arcoconexo existe un mapeo continuo v: [0,00) — C\o(x) tal que v(0) =
0y v(t) - oo cuando ¢t — oo. Pongamos Q := C\v([0,00)). Como v([0,00)) es un
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conjunto cerrado y conexo €2 es una vecindad abierta de o(x) que no contiene cero y
que es simplemente conexa. Existe un logaritmo f en : f es holomorfa en € y tal que
exp(f(A)) = X para todo A € Q. Por tanto el Teorema 1.31 dice que exp(f(z)) = = y que
y = f(x) es un logaritmo de z. Si o(z) C (0, 00) entonces uno puede escoger una rama del
logaritmo para f que toma valores reales en o(z). En ese caso se sigue que o(y) C R, por
el teorema de la aplicacién espectral. Eso demuestra el inciso (b).

Para demostrar el inciso (a) sea n € N. Pongamos z := exp(y/n). Asi se cumple 2" = z,
es decir, z es una n-ésima raiz de z. Si o(x) C (0, c0) entonces lo anterior dice que o(y) C R
y o(z) C (0,00), otra vez por el teorema de la aplicacién espectral.

Sea g(A\) := 1/A. Como §2 es simplemente conexo y no contiene cero, un caso especial
del teorema de Runge implica que existe una sucesién (p,) de polinomios tal que p, — g
uniformemente en subconjuntos compactos de €2. Por la continuidad del calculo simbdlico,

Pn(z) = g(z) = 271 Eso demuestra (c). O

1.37 Nota. El espectro de una matriz compleja invertible consiste de un ntimero finito
de puntos distintos a cero. Entonces el conjunto resolvente es conexo y tal matriz siempre
tiene un logaritmo y todas raices.

1.38 Teorema. (a) Sean A un dlgebra de Banach, v € A, P un polinomio en una
variable, y P(x) = 0. Entonces o(x) consiste de ceros de P.

(b) Particularmente, si x es idempotente, entonces o(x) C {0,1}.

(c) Si el espectro de un elemento x de A no es conexo, entonces A contiene un idempo-
tente no trivial (es decir, un elemento y tal que y* =y, y #0 yy # e).

Demostracion. El teorema de la aplicacién espectral (Teorema 1.30) implica que

P(o(z)) = o(P(x)) = 0(0) = {0},

es decir, incisos (a) y (b). Si o(x) no es conexo, entonces existen conjuntos ajenos abiertos
Qo v € tal que ambos atraviesan o(x) y tal que o(z) C Q = Qg U Q. Definimos f = 0 en
Qoy f=1en Q. Entonces f € H(Q) y f2 = f. Poniendo y := f(z) el calculo simbélico
implica que y? = y. El teorema de la aplicacién espectral dice que

o(y) = flo(z)) ={0,1}.
Por tanto, y #0y y # e. m

1.39 Definicién. Sean X un espacio de Banach y T' € B(X). Entonces el espectro punto
op(T) de T es el conjunto de los valores propios de 7. Mas explicitamente, A € 0,(T") siy
s6lo si el nicleo N(A —T') de AI —T tiene dimensién positiva. Obviamente o,(T") C o(T).

1.40 Teorema. Sean X un espacio de Banach, T € B(X), Q C C abierto, o(T) C Q y
f € H(Q). Entonces se cumplen:
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(a) Size X, a€QyTz=az, entonces f(T)x = f(a)z.

(b) f(op(T)) S op(f(T)).
)

(c) Sia€a,(f(T)) y f—a noes cero idénticamente en ninguna componente conexa de
Q2 entonces a € f(op(T)).

(d) Si f no es constante en ninguna componente conexa de §2 entonces f(o,(T)) =

op(F(T))-

Demostracion. Sea x # 0 tal que Tz = ax (si = 0, entonces no hay nada que demostrar).
Entonces a € o(T) y existe g € H(Q2) tal que

fA) = fla) =g N (A —«) para todo A € Q.
El calculo simbélico implica que
f(T) = fle)] = g(T)(T — o).

Como (T — al)x = 0 eso demuestra el inciso (a). El inciso (b) es una consecuencia de (a).
Demostremos el inciso (¢). Primero notemos que

a € ap(f(T)) S a(f(T) = f(o(T))

y entonces f~(a) Na(T) no es vacio.

Veremos que ese conjunto es finito. Si (A,) es una sucesién de elementos distintos en
S~ A\) N o(T) entonces podemos pasar a una subsucesién convergente porque o(7T') es
compacto, es decir, A\, — \* para algiin \* € o(7T"). Entonces \* es un punto de agregacion
de ceros de f — a. Por la holomorfia de f — « eso implica que f —a = 0 en la componente
conexa de ) que contiene al punto A*, en contradiccion con las hipotesis.

Sean (1,(a, ...,y los ceros de f — v en o(T'), repetidas segin sus multiplicidades. En-
tonces

J) —a=gA)A=C)A=G)-(A=G)

con una funciéon g € H(2) que no tiene cero en o(7"). El célculo simbdlico implica que

J(T) = al = g(T)(T = GI)T = GI) -+ (T = Gu).

Por el Teorema 1.30(a) §(T') es invertible, es decir, inyectivo. Como a € o, (f(T)) el mapeo
f(T) = oI no es inyectivo. Esos dos hechos demuestran que uno de los mapeos (T — (1)
debe de ser no inyectivo y i € 0,(T"). Como f((x) = «, eso implica que a € f(o,(T)).

El inciso (d) es una consecuencia inmediata de (b) y (c). O
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1.5. El grupo de los elementos invertibles

Sea A un algebra de Banach. Analizaremos el grupo G := G(A) de los elementos invertibles
de A. G es un grupo topoldgico porque multiplicacién e inversién son continuas.
La definicién de la funcién exponencial en A por una serie de potencias implica que

(1.33) exp(z + y) = exp(z) exp(y) cuando z,y € Ay xy = yzx.

En consecuencia, el conjunto exp(A) := {exp(z) | © € A} es un subconjunto de G porque
exp(z) exp(—x) = exp(—z) exp(z) = exp(0) = e para todo = € A.
Sea (G; la componente de G que contiene e, la componente principal de G.

1.41 Teorema. (a) Gy es un subgrupo abierto y normal de G.
(b) G es el grupo generado por exp(A).
(c) Si A es conmutativo entonces G = exp(A).

(d) Si A es conmutativo entonces el grupo cociente G /Gy no contiene ningin elemento
de orden finito a parte de la unidad.

Demostracion. (a) Como G es abierto y A localmente conexo, todas componentes de G son
abiertas. Para cualquier z € G, el subconjunto x7'G; de G es conexo, siendo la imagen de
un conjunto conexo bajo una aplicacién continua. Como e = 2~ 'z € 271G, 271G, C G,.
Eso demuestra que (G; es un subgrupo.

Sea x € Gy sea f: Gi — G dado por f(y) := x 'yx. Entonces f es continua y
f(G1) = 27'Gyx es conexo. Como f(e) = e € f(Gy), 27 'Giz C Gy, demostrando que G4
es normal.

(b) Sea IT' el grupo generado por exp(A). El mapeo exp: A — G es continuo por la
Nota 1.27(e). Siendo un espacio vectorial A es conexo. En seguida, también exp(A) es
conexo. Como e € exp(A), se tiene que exp(A) C G;. Por lo tanto I' C Gj.

El Teorema 1.18 y o(e) = {1} implican que existe una vecindad abierta U C G; de e
tal que para todo x € U el espectro o(z) no separa 0 de oo. Por el Teorema 1.36(b) se
tiene que U C exp(A), es decir, int(exp(A)) no es vacio. Sea y € I'. Sea L, € B(A) la
multiplicacién por y por la izquierda, un homeomorfismo de A. Entonces L,U C L,I' C T
es una vecindad abierta de y. Como eso aplica a todo y € I', I es abierto.

Para = € GGy el cogrupo zI' = L,I" es abierto, porque L, es un homeomorfismo de A y
[' es abierto. Los cogrupos de I' en G; forman una particiéon de Gy. I' es el complemento
de la unién de todos los cogrupos que no atraviesan a I'. Como esa unién es abierta, I' es
cerrado relativamente en (.

Hemos demostrado que I" es abierto y cerrado relativamente en G;. Por lo tanto, I' = G
porque (G es conexo y I' no vacio.

(c) Si A es conmutativo podemos aplicar la identidad funcional (1.33) a todos elementos
x,y € A. Eso implica que exp(x)exp(y) € exp(A) para todo x,y € A, es decir, exp(A) es
un grupo. Junto con el inciso (b) concluimos.
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(d) Sea A conmutativo. Sean = € Gy n € N tal que 2" € G;. Eso es equivalente a que
[z]" = e en G/G, (donde [z] denota la clase de x y e la unidad en G/G), es decir, [x] tiene
orden finito. Tenemos que demostrar que [z] = e, o equivalentemente, que = € Gj.

Existe a € A tal que ™ = exp(a), por el inciso (c). Definimos y := exp(a/n) y z :== xy L.
Como y € (1, es suficiente demostrar que z € Gj.

La conmutatividad implica que 2™ = z"y~" = exp(a) exp(—a) = e. La interpretacién es
que z es un cero del polinomio A" — 1. Por el Teorema 1.38(a) se tiene que o(z) consiste de
un numero finito de puntos de C\{0}, es decir, no separa 0 de co. Por el Teorema 1.36(b)
existe un logaritmo w € A de z y luego z = exp(w) € exp(4) = Gy. O
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2. Algebras de Banach conmutativas

2.1. Ideales y homomorfismos

2.1 Definicién. Sea A un dlgebra conmutativa. Un subespacio vectorial J de A es un ideal
cuando xJ C J para todo x € A. En ese caso y si J # A entonces J es un ideal propio.
Un ideal maximal es un ideal propio que no esta contenido estrictamente en ningin ideal
propio.

2.2 Proposicién. (a) Un ideal propio de un dlgebra conmutativa A no contiene ningin
elemento invertible de A.

(b) Si J es un ideal en un dlgebra de Banach conmutativa A, entonces J también es un
ideal.

Demostracion. (a) Por contradiccién sea y € J invertible. Entonces par cualquier x € A
tenemos que x = (zy~ )y € xy~'J C J. Eso implica que A C J, una contradiccién.

(a) Sean z € A, y € Jy (y,) C J tal que y,, — y cuando n — co. Como xy,, € J para
todo n, xy = lim,_,o0 2y, € J. Eso dice que z.J C J. O

2.3 Teorema. (a) Si A es un dlgebra conmutativo, entonces todo ideal propio de A estd
contenido en un ideal mazrimal de A.

(b) Si A es un dlgebra de Banach conmutativa, entonces todo ideal maximal de A es
cerrado.

Demostracion. (a) Sea J un ideal propio de A y sea P el conjunto de todos los ideales
propios que contienen J. Consideramos el orden parcial en P dado por la relacion de
inclusion de conjuntos. Por el Teorema de maximalidad de Hausdorff existe un subconjunto
maximal Q de P que estd totalmente ordenado. Sea M la unién de todos los elementos de
Q. Por el orden total en Q se sigue que M es un subespacio vectorial de A. Sean x € Ay
y € M. Entonces existe S € Q tal que y € S. En seguida, xy € S C M. Eso demuestra
que M C M, es decir, M es un ideal. Como ninguno de los ideales propios que conforman
Q contiene e, tampoco M contiene e y por tanto M es propio. Como Q es maximal, M
también es maximal.

(b) Sea M un ideal maximal en A. Supongamos por contradiccién que M NG(A) # @.
Como G(A) es abierto en A eso implica que M NG(A) # &. Pero eso es una contradiccién a
que M es propio. Entonces M, que es un ideal por la Proposicién 2.2(b), no contiene ningtin
elemento invertible de A, es decir, es un ideal propio. Como M es maximal, M = M. [
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2.4 Repaso. Sean X un espacio de Banach y N C X un subespacio cerrado. Para todo
x € X escribimos w(x) := [z] := x4+ N, la clase de z. El espacio cociente X/N (el conjunto
de los [z]) es un espacio de Banach con la norma

[[2][| := inf{[|z — 2[| | z € N} = inf{|[y[| | y € []}.
El mapeo cociente m: X — X /N es lineal, continuo y abierto.

2.5 Proposicion. Sean A, B dlgebras conmutativas.

(a) Sea ®: A — B un homomorfismo. Entonces el nicleo N(®) es un ideal de A. Si ®
es continuo, entonces N'(®) es cerrado.

(b) Sean J un ideal propio cerrado de A. Entonces AJJ es un dlgebra de Banach con-
mutativa y © es un homomorfismo.

Demostracion. (a) Siz € Ay y € N(P), entonces ®(zy) = 2®(y) = x -0 = 0, es decir,
zy € N(D).
(b) Tenemos que demostrar primero que la multiplicacién natural
[z]ly] := [y]

estd bien definida, es decir, que no depende de la seleccién de representantes. Sean z’ € [x]
v i € [y] otros representantes. Entonces 2/ —x,y/ —y € J y

oy —axy= (" —x)y +x(y —y) € J

eso implica que [2'y/] = [xy].
Demostremos que A/J tiene todas propiedades necesarias para ser un algebra de Banach
con esa multiplicacién. Primero verifiquemos la asociatividad:

[2)([yll2]) = [2]ly2] = [2(y2)] = [(2y)2] = [2y][2] = ([][y])[2]

La bilinealidad y conmutatividad de la multiplicaciéon se comprueban similarmente.
Tenemos que 7(zy) = [zy] = [z][y] = 7(x)7(y), es decir, 7 es un homomorfismo (la
linealidad ya sabemos del Repaso 2.4). Claramente

(2.1) Il <l

por la definicién de la norma cociente.
Sean 1,12 € Ay e > 0. Entonces existen y1, 1y, € J tales que

lzs +yill < llzll +2 i=1,2.

Ademés, como (x1 + y1)(z2 + y2) € [x119],

][22l = [lza@al | < 121+ y1) (22 + w2) | < [loa + wall 22 + o]l
< ([l + ) (2]l + €)-
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Dejando € — 0 obtenemos ||[z1][za]]] < ||[z1]]] ||[z2]]]-

Sea e la unidad de A. Es obvio que [e] es la unidad de A/J. Como J es propio, e ¢ J y
[e] # 0 (aqui 0 denota [0]). Entonces |[[e]| = [|e][e]l| < [[[e][| ||e]] implica que |[[e][| > 1,y
(2.1) implica que ||[e]]] = 1. O

2.6 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach conmutativa y A el conjunto de todos homo-
morfismos complejos no triviales en A.

(a) Todo ideal mazximal de A es el nicleo de un y sélo un h € A.

(b) Si h € A entonces N'(h) es un ideal mazimal de A.

(c) Un elemento x € A es invertible en A si y solo si h(x) # 0 para todo h € A.
)

(d) Un elemento x € A es invertible en A si y sélo si x no es elemento de ningin ideal

propio de A.
(e) A€ a(x) siy sdlo si h(x) =\ para un h € A.

Demostracion. (a) Sea M un ideal maximal de A. Entonces M es cerrado por el Teore-
ma 2.3(b) y A/M es un algebra de Banach. Demostraremos que

(2.2) [x] es invertible para todo z € A\ M.

Pongamos J := {az+y|a € A, y € M}.Siz € Ayax+y € J entonces z(axr+y) = (za)x+
zy € J porque zy € M. Eso demuestra que J es un ideal de A. Como = =ex +0 € J\M
el ideal J es estrictamente mas grande que M, es decir, J = A porque M es maximal.
Existen a € Ay y € M tal que ax +y = e. Eso implica que [e] = [ax] = [a][z] y demuestra
(2.2).

Lo que acabamos de demostrar se puede entender asi: todo elemento no cero de A/M es
invertible. El teorema de Gelfand y Mazur, Teorema 1.13, dice que existe un isomorfismo
isométrico j: A/M — C. Pongamos h := jom, donde m: A — A/M es el mapeo cociente.
En seguida, h € A y N'(h) = M.

Como e ¢ M y codim(M) =1, A= eC @ M. Los valores del mapeo h estan dados por
su nicleo M y sus valores en eC. Pero como h(e) = 1, los valores de h estan definidos por
su nuicleo. En seguida, dos distintos elementos de A no pueden tener el mismo ntcleo.

(b) Si h € A entonces N'(h) es un ideal cerrado de A, por la Proposicién 2.5(a). Como
codim(N (h)) = 1, ese ideal es maximal.

(c) Sean z invertible en A y h € A. Entonces la Proposicién 1.5 dice que h(z) # 0. Si
x no es invertible, tenemos que escoger h € A tal que h(x) = 0. El ideal zA no contiene e
y por tanto es propio. Por el Teorema 2.3(a) existe un ideal maximal que contiene zA. El
inciso (a) nos proporciona el homomorfismo complejo que buscabamos.

(d) Si z es invertible, entonces la Proposicion 2.2(a) dice que x no esté en ningin ideal
propio. Inversamente, si x no esta en ningun ideal propio, x no esté en el niicleo de ningiin
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h € A, por el inciso (a). Entonces h(z) # 0 para todo h € A y el inciso (c) dice que z es
invertible.
(e) La siguiente cadena de equivalencias sigue del inciso (c) y de h(e) = 1:

ANeC\o(z) & (Ne—x) e G(A) & Vhe A: h(de —x) #0 < Vh € A: h(z) # A
Eso comprueba la afirmacion. n

Daremos una aplicacion de esas nociones. Para x,y € R™ denotamos por x-y el producto
escalar Euclidiano de z y .

2.7 Teorema. Sean a,, € C con los indices m € Z" tales que

(2.3) > Jam| < oo.

mezn

Sea f: R"™ — C dado por la expresion

(2.4) f(@) =Y ape™®.

mezZ"

Si f(x) # 0 para todo x € R™ entonces existen b, € C tales que

(2.5) > o < .

mezZm™

Yy

(2.6) — = b para todo x € R™.
fla) ~ 2,

Demostracion. Sea A la coleccion de funciones con una representacién como en (2.3) y
(2.4). Es obvio que A es un espacio vectorial respecto operaciones en puntos y que la serie en
(2.3) es una norma en el. Una coleccién de coeficientes a,, se puede entender como elemento
de LY(Z™) respecto a la medida de conteo en Z" (L'(Z") es isomorfo isométricamente a
¢Y). Ese espacio es completo. Una sucesién de Cauchy (fi) en A viene con coeficientes que
forman una sucesién de Cauchy en L'(Z"). Ella converge e induce convergencia de (f;,) en
A. Por lo tanto, A es un espacio de Banach.

Demostremos que A es un algebra de Banach conmutativa respecto a multiplicacién en
puntos. Sean fi, fo € A y tengan coeficientes a! y a?. Como la serie en (2.4) converge
absolutamente, se tiene

FR = 5 Y aaie = 3 (5 e = 3 et

mezZn keZmn LeZ™ \m+k=¢

ag
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Ademas,

Al = Slal < 3 labatl = X lebl ) ( 1el) < WAllIAl <

Lezm LeZ™ m+k=t mezn kezn

La funcién 1 estd en A y tiene los coeficientes ag = 1 y a,, = 0 para todo m € Z"\{0}.
Entonces ||1]] = 1, y 1 es la unidad de A. Hemos demostrado que A es un algebra de
Banach conmutativa.

Para cualquier z € R" la evaluacién A — C, f — f(x), es un homomorfismo complejo.
Si f no tiene cero en R™ entonces ninguna evaluacién tiene f en su ntcleo. Por el Teo-
rema 2.6(c) basta demostrar que las evaluaciones en puntos de R™ son precisamente los
homomorfismos complejos de A.

Para r =1,2,...,n pongamos

2 :=(0,...,0,1,0,...,0)T € Z"

1

y definimos g,(z) := €** para € R". Como 1/g,(z) = ¢(=*)® gy 1/g, estdn en A, son
invertibles y tienen norma 1. Sea h un homomorfismo complejo. El Teorema 1.6(c) implica

que
h(g)] < 1 ’ ! h<1><1
gr)| > y = < IL.
h(gr) 9r
En consecuencia, |h(g,)| = 1 y existen 7, € R tales que con y := (11,72, ...,7,) se tiene
(2.7) h(g,) = e =¥ = g,(y) parar=1,2....n.

Sea P la coleccién de combinaciones lineales de funciones de la forma
n
o
T g,
r=1

donde p, € Z (P son los polinomios trigonométricos). Como h es un homomorfismo, (2.7)
implica

(2.8) h(P) = P(y) para todo P € P.

Sim = (u1, flo, - -, fn) € Z™, entonces

e = exp <i D bz 9:) = [ g:(2)".
r=1 r=1

Por lo tanto, la convergencia absoluta de la serie en (2.4) implica que P es denso en A.
Observemos que h es continuo. Sea f € Ay (FP;) C P tales que P, — f en A. Entonces

h(f) = lim h(Py) = lim Py(y) = ().

es decir, h es la evaluacién en y. Eso termina la prueba. O
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2.2. Transformadas de Gelfand

2.8 Repaso. Sean X un conjunto, Y un espacio topologico y I' una coleccién de mapeos
X — Y. La topologia débil en X respecto a I' (o la topologia inicial) es la topologia que
tiene como base la coleccion de subconjuntos f~1(V) C X donde V C Y es abiertoy f € T.
La topologia débil es la topologia mas chica en X que hace continuos a todos mapeos en

I

2.9 Definicién. Sea A la coleccién de todos homomorfismos complejos en un algebra de
Banach conmutativa. Par cualquier x € A definimos la transformada & de Gelfand de x
como evaluacion en z:

: A—C
h+— h(zx).

El mapeo z +— z es la transformacion de Gelfand.

Sea A la coleccion de todos 2, donde x € A. La topologia de Gelfand en A es la topologia
débil generada por A. En consecuencia, A C C(A).

Por la biyeccion entre A y la coleccion de los ideales maximales de A, dada en el Teo-
rema 2.6, el conjunto A con su topologia de Gelfand se conoce como el espacio de ideales
maximales de A.

El radical de A, denotado por rad A, es la interseccion de todos ideales maximales de A.
Sirad A = {0}, entonces A se llama semisimple.

2.10 Teorema. Sea A el espacio de ideales maximales de un dlgebra de Banach conmu-
tativa A.

(a) A es un espacio de Hausdorff compacto.

(b) La transformacion de Gelfand es un homomorfismo de A en una subdlgebra A de
C(A) cuyo nicleo es rad A. Por lo tanto la transformacion de Gelfand es un isomor-
fismo de A y A si y solo si A es semisimple.

(c) Para todo x € A el rango de & es el espectro o(x). Entonces
[Z]loe = p(z) < |||
y la transformacion de Gelfand es continua. Ademds, x € rad A si y sélo si p(x) = 0.

Demostracion. (b) Sean x,y € A, a € Cy h € A. Entonces
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zy(h) = h(zy) = h(x)h(y) = 2(h)§(h) = (£9)(h).

y « — T es un homomorfismo. Su ntcleo consiste de los elementos x € A que cumplen
2(h) = h(xz) =0, es decir, x € N'(h), para todo h € A. Por el Teorema 2.6(b) eso implica
la afirmacion.

(c) El Teorema 2.6(e) implica la siguiente cadena de equivalencias:

AeZ(A)e TheA:i(h) =h(x) =A< X eo(z).

(a) Sea A* el dual de A (en el sentido de espacios de Banach) y sea K := {A € A* |
IA|l < 1}. Para cualquier z € A sea Z la evaluacién de elementos de A* en z. Eso es
una extension natural de la transformada de Gelfand de z al conjunto A* (ndtese que
A C A*). La topologia débil* en A* es la topologia débil generada por la coleccién de
mapeos {Z | z € A}. El teorema de Banach-Alaoglu dice que con esa topologia K es un
espacio de Hausdorff compacto. El Teorema 1.6(c) implica que A C K. Por su definicién
la topologia de Gelfand en A es la misma que aquella inducida por la topologia débil* en
K. Por tanto, basta probar que A es débil*-cerrado en K.

Sea Ay un punto en la débil*-cerradura de A. Hay que demostrar que Ag € A. Eso seria
una consecuencia de

(2.9) Ao(zy) = (Aox)(Aoy) para todo x,y € A,
y
(2.10) Ao(e) = 1.

La ultima afirmacién es necesaria para evitar que Ag = 0 ¢ A.
Demostremos (2.9) y (2.10). Sean z,y € A y € > 0. Para cualquier z € A el conjunto

W, :={A € A" | |[Az — Apz| < e} = 271(B.(Ag2)),
donde B.(Apz) :={X € C ||\ —Agz| < €}, es débil*-abierto en A* y contiene Ag. Entonces
W =W, AW, N W, N Wy,

es una vecindad abierta de Ag respecto a la topologia débil*. Existe h € ANW porque Ag
esta en la débil*-frontera de A. Se tiene

(2.11) 11— Age| = |h(e) — Ape| < e,

Ao(zy) = (Aow)(Aoy) = (Ao(xy) — h(xy)) + (h(y) — Aoy)h(x) + (A(x) — Aoz) Aoy

y luego con el inciso (c)
(2.12) [Ao(zy) — (Mox) (Aoy)| < (14 [[z]| + [Aoy])e.
Dejando € — 0 en (2.11) y (2.12) obtenemos (2.9) y (2.10). O
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2.11 Teorema. Sean A, B dlgebras de Banach, y sea B conmutativa y semisimple. En-
tonces todo homomorfismo v: A — B es continuo.

Demostracion. Supongamos que x, — x en Ay ¥(z,) — y en B. Por el teorema de la
grafica cerrada, es suficiente demostrar que y = ().

Sea h: B — C un homomorfismo. Entonces ¢ := h o ¢ también es un homomorfismo, y
h'y ¢ son continuos, por el Teorema 1.6(c). Por lo tanto,

hly) = lim h(() = lim o(e,) = 6(z) = h(H()),
es decir, h(y — ¢¥(z)) = 0y y — ¢¥(z) € N(h). Particularmente, eso es cierto para todo
h € Ag y implica que y — ¥ (x) € rad B. Como B es semisimple, y = 1(z). O]

2.12 Corolario. Todo isomorfismo entre dos dlgebras de Banach conmutativas y semisim-
ples es un homeomorfismo.

Queremos entender mejor cuando A del Teorema 2.10(b) es cerrado.

2.13 Lema. Si A es un dlgebra de Banach conmutativa y
[Eal [£41

= m S = 1m
2eA\{0} ||z]]2 zeA\{0} ||z

(2.13)

entonces s> <r < s.

Demostracion. Sea x € A\{0}. Como la transformacién de Gelfand es un homomorfismo
v [|Z||cc > s||z||, el Teorema 2.10(c) implica

2% = |22l = 12%]lo0 = 12115 = s7[|]|*.

Eso implica s < r.
Demostremos por induccién sobre n que para un x € A\{0} se cumple

(2.14) ™| > ™ ||z||™ param = 2", n € N.
Como
(2.15) ]| > rlz]®

por la definicién de r, tenemos la afirmacién para n = 1. Si (2.14) vale para un n € N,
entonces por (2.15)

12| =l )P = e ] *)? = e

comprobando (2.14).
Del Teorema 2.10(c) y ecuacién (2.14) obtenemos

&l = pla) = lim ™[/ > lm =] = rlle].

Variando = sobre A se sigue r < s. m
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2.14 Teorema. Sea A un dlgebra de Banach conmutativo.

(a) La transformacion de Gelfand es un mapeo isométrico (es decir, ||Z]|. = ||z]|]) si y
solo si |22 = ||z||* para todo x € A.

(b) A es semisimple y A cerrado en C(A) siy sdlo si existe K < oo tal que ||z||* < K||z?||

para todo x € A.

Demostracion. (a) En la terminologia del Lema 2.13 y como s < 1 la transformacion de
Gelfand es isométrica si y sélo si s = 1, es decir, si y s6lo si r = 1. La definiciéon de r y
|22|| < ||=||? para todo z € A implican la afirmacion.

(b) La existencia de K es equivalente a 7 > 0 en el Lema 2.13, y en consecuencia a
s> 0.

Si s > 0, entonces ||z|| < ||Z]lw/s para todo z € A, la transformacién de Gelfand es
inyectiva y tiene inversa continua en A. Ademas, por el Teorema 2.10(b), A es semisimple.
Sea (2,,) C A tal que Z, es una sucesién de Cauchy en A. Por ||z, — @n|| < |20 — &nlloe/s,
(x,) es de Cauchy en A y converge en A. Por la continuidad de la transformacién de
Gelfand z,, converge en A. Eso demuestra que Aes completo, es decir, cerrado en C(A).

Por otro lado, si A es semisimple y A cerrado, entonces la transformacién de Gelfand es
un isomorfismo por el Teorema 2.10(b), y luego el teorema de la aplicacién abierta implica
que la transformacién de Gelfand es un homeomorfismo. Eso implica s > 0. m

2.15 Ejemplos. Veremos algunos ejemplos del espacio de los ideales maximales.

(a) Sea X un espacio de Hausdorff compacto, y sea A = C(X). Para todo z € X se
define un h, € A por h,(f) := f(x). Sean x,y € X tales que = # y. Por el teorema
de Urysohn existe f € C(X) tal que h,(f) = f(z) # f(y) = hy(f), es decir, h, # hy,.
Eso implica que x — h, es una inyecciéon de X en A.

Demostremos que esa inyeccion es una biyeccion. Sea h € A. Por contradiccion
supongamos que no hay z € A tal que M := N(h) C N (h,). Entonces existe para
todo x € Aun f € M\N(h,), es decir, f(z) # 0. Por la compacidad de X podemos
escoger f1, fa,..., fn € M tales que para todo z € X existe k tal que fy(z) # 0.
Definimos

g ‘= flfl +f2.f2 +o +fnfn = Z|fk|2
k=1

Como M es un ideal y f, € M, también fif, € M para k =1,2,...,n. Eso implica
que g € My g > 0en X. Entonces g es invertible en A, un contradiccion con que M
es propio.

Hemos demostrado que sf hay z € A tal que M := N (h) C N (h,). Como ambos M y
N (h,) son ideales maximales, M = N (h,). En seguida, h = h,, por el Teorema 2.6(a).

Lo anterior implica que podemos identificar A con X. Si f € C(X) y h, € A entonces
se tiene
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2.3

2.16

Por lo tanto también podemos identificar C'(X) con la coleccién de las evaluaciones
generadas por elementos en C'(X) sobre A. Eso hace que la transformacién de Gelfand
es la identidad en C(X).

La topologia de Gelfand v en A = X es la mas débil que hace continuos a todos
elementos de C(X), es decir, es mas débil que la topologia original 7 en X. Pero
ambas topologias son de Hausdorff y compactas. Por un teorema de topologia general,
T = v y topoldgicamente son iguales Ay X.

Sea A el algebra de Banach de la series trigonométricas que convergen absolutamente,
como en la demostracion del Teorema 2.7 en el caso n = 1. Demostramos que todo
h € A es una evaluacion en un x € R. Como f € A es 2w-periédico, podemos
identificar los conjuntos A y S!, el circulo. La transformada de Gelfand de un f € A
es la misma funcién f, continua en S' (porque su series trigonométrica converge
absoluta y uniformemente). La topologia de A hace continuas las funciones de un
subconjunto de C(S), es decir, es mas débil que la de S'. El mismo argumento como
en (a) implica que coinciden las topologfas de A y St. Por eso escribiremos A = S!.

Asi A = A es un subconjunto de C(S?).

Cada f € C'(S!) tiene una serie de Fourier que converge absoluta- y uniformemente,
es decir, C*(S') C Ay A es denso en C(A). Por otro lado, existen funciones continuas
en S! con serie de Fourier que no converge en todos puntos. Eso demuestra que

A+ C(A).

.  Involuciones

Definicién. Una involucion en un algebra A es un mapeo A — A, x — z*, que

cumple para todo x,y € Ay A\ € C:

En otras palabras, una involucién es un antiautomorfismo conjugado-lineal con periodo 2.
Para x € A el elemento z* es el adjunto de x. Un elemento con x = x* es hermitiano o
autoadjunto.

2.17
(a)
(b)

Teorema. Sean A un dlgebra de Banach con una involucion y x € A.
x4 z*, i(x — x*) y xx* son autoadjuntos.

Existe una y solo una representacion v = u + iv donde u,v € A son autoadjuntos.
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(¢) La unidad es autoadjunta.
(d) z es invertible si y sélo si z* es invertible. Si eso es el caso, entonces (z*)™1 = (z71)*.
(e) A€ a(x) siy sélo si\e€ o(z*).

Demostracion. (a) es obvio. Para (b) pongamos u := (z+2*)/2y v := i(z*—x)/2. Entonces
r = u+iv y u,v son autoadjuntos por (a). Si x = v’ 4 iv’ con autoadjuntos v, v’, entonces
pongamos w := v’ — v. Se sigue que w es autoadjunto y que 0 = x —x = v/ —u+i(v' — v),
es decir, iw = u — v’ también es autoadjunto. En consecuencia,

iw = (iw)* = —iw* = —iw,
es decir, w =0y u' = u.
Para ver (c), usamos (a): e = ee* = (ee*)* = e = e. Si x es invertible, entonces
(z71)*x* = (zz7')* = ¢* = e y similarmente z*(x7!)* = e. Eso demuestra (d). Finalmente,
(e) sigue por una aplicacién de (d) a (Ae — z). O

2.18 Teorema. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa y semisimple. Entonces toda
involucion en A es continua.

Demostracién. Sean h un homomorfismo complejo en A y ¢(z) := h(x*). Entonces ¢(z +

y) = 6(z) + ¢(y), ¢(A\r) = h((Az)*) = h(Ae®) = Mo(2) v d(ay) = hly*a*) = ¢(x)d(y),
es decir, ¢ es un homomorfismo complejo y por tanto continuo. Sean z,, = = y z), — ¥
sucesiones convergentes. Se tiene

R(*) = ¢(a) = lim d(x,) = lim h(}) = h(y).

Que A es semisimple implica, como en la demostracién del Teorema 2.11, que y = x*.

El algebra A se puede ver como un espacio de Banach sobre el campo real. Con respecto
al campo real la involucion es un mapeo lineal. Junto con lo que acabamos de demostrar,
el teorema de la grafica cerrada dice que x +— x* es continuo. O]

2.19 Definicién. Un algebra de Banach con una involucién x +— z* que cumple
(2.20) lza™|| = fl=||*
es un B*-dlgebra.

2.20 Nota. En un B*-dlgebra A ||x“2 = ||lz2*|| < ||z|| |=*] implica ||z]| < [|=*|| y entonces
llz*|| < [|[z**]] = ||z]|. Por lo tanto

(2.21) l=*|| = ||| para todo z € A.
Ademas,
(2.22) [l = [l {l="]]-

Inversamente, (2.21) y (2.22) implican (2.20).
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2.21 Teorema (Gelfand-Naimark). Sea A un B*-dlgebra conmutativa, y sea A su espacio
de ideales maximales. Entonces la transformacion de Gelfand es un isomorfismo isométrico
de A con imagen C(A), y cumple

(2.23) h(z*) = h(x) para todo x € A, h € A,

o equivalentemente

—~ J—

(2.24) =1 para todo x € A.

Particularmente x es autoadjunto si y solo si T es una funcion real.
Un isomorfismo que preserva involuciones, como en (2.24), es un x-isomorfismo.

Demostracion. Primero demostremos (2.23) (y asi también (2.24)). Sean u € A autoad-
junto y h € A. Queremos demostrar que h(u) es real. Para cualquier ¢ € R pongamos
z 1= wu+ite. Si h(u) = a +if con reales «, 3 entonces

h(z) =a+i(f +1)

22" = (u + ite)(u — ite) = u* + t2e.

Eso implica
o+ (B+1)7 = |h(u)]® < [l2[* = [lz2"|| < [Jull* + ¢

o + B% + 28t < |lul®.

Como t € R fue arbitrario, 5 =0y h(u) es real.
Si x € A, entonces por el Teorema 2.17(b) existen u,v € A autoadjuntos tales que
x = u + iv. En consecuencia h(u), h(v) son reales y

h(z*) = h(u — iv) = h(u) — ih(v) = h(u) +ih(v) = h(z),

es decir, (2.23) se cumple.

Ahora demostremos que A es cerrada en C(A). Sean x € Ay y := zx*. Entonces y
es autoadjunto y |[y?|| = |ly||>. Por induccién en n se obtiene que ||y™| = ||y||™ para
m = 2". La formula del radio espectral y el Teorema 2.10(c) implican que [|§]|~ = ||y||- La
ecuaciéon (2.24) dice que

— —~

J=za*=2a* =12 2

= |2[%.

SN

En seguida,
1215 = 9l = llyll = llza™]| = [|l=|,

es decir, x — I es isométrico. Como en la prueba del Teorema 2.14(b) se tiene que A es
cerrada en C'(A).
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Falta ver que A es todo C(A). Por (2.24) A es autoadjunta. Si hy,hy € Ay hy # hy,
entonces existe 2 € A tal que Z(hy) = hy(z) # ho(z) = 2(hs), es decir, A separa puntos
en A. Como A no contiene el homomorfismo complejo trivial, para cualquier h € A existe
ped tal que #(h) = h(x) # 0. En consecuencia aplica el teorema de Stone-Weierstrass y

se tiene A = C(A). O
Veremos como interactia la existencia de raices cuadradas con la involucién.

2.22 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach conmutativa con involucion y x € A auto-
adjunto, tales que o(x) N (—o00,0] = &. Entonces existe y € A que es autoadjunto y tal que
2

y* =

Demostracion. Sean € := C\(—o00,0] y

f(A) :=exp (; log()\)) = /|| exp (; arg(A)) :
Aqui sea log la rama principal del logaritmo en 2 (es decir, log1 = 0) y arg := Im(log).
Como f es holomorfo en 2 y o(z) C €, el cdlculo simbélico de funciones holomorfas nos
deja definir y := f (7), tal que y? = z. Lo nuevo aqui serd demostrar que y es autoadjunto.
Los coeficientes de la serie de potencias de la funcién exp son reales. En seguida, para
todo A € Q se tiene

exp(log(\)) = exp(log(X)) = A = A,

es decir, el mapeo \ — log(j\) es una rama del logaritmo en 2. Como también log(1) = 0,
obtenemos

log()\) = log A y —arg(\) = arg A para todo A € Q.
Eso implica que
(2.25) fN) = fN) para todo A € €.

Como €2 es simplemente conexo el teorema de Runge implica la existencia de una su-
cesiéon (P,) de polinomios en una variable compleja que converge a f, uniformemente en
subconjuntos compactos de ). Definimos

Q) = L (Pa() + Pu(V).

Entonces cada @), es un polinomio con coeficientes reales. Por la ecuacion (2.25) (Q,,) con-
verge a f en el mismo sentido que (P,). Definimos y,, := @,(z). Como x es autoadjunto
y @, tiene coeficientes reales, cada 1, es autoadjunto. La continuidad del calculo simbé-
lico implica que y, — y cuando n — oo. Si la involucién fuera continua (como bajo las
condiciones del Teorema 2.18), eso implicaria y* = y.
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Sea R el radical de A, y sea m: A — A/R el mapeo cociente. Demostremos que

estd bien definido y da una involucién en A/R. Si y € [z] entonces z := z —y € R. Por
el Teorema 2.10(c) y el Teorema 2.17(e) se tiene p(z*) = p(z) = 0y z* € R. Entonces
y* € [2*] y [z]* estd bien definido. Para ver que esa es una involucién, calculamos:

([l + W) =z +y]" =[x +y)]=[z"+y]=[2"] + [y'] = [=]" + [y]".

Las otras propiedades se verifican similarmente. Si x es autoadjunto lo mismo aplica a [x]. Si
h € A entonces h tiene una factorizacién h = hrom con hg € Ag porque R C N (h). Aqui

Apg denota el espacio de los ideales maximales de A/R. Si [x] = 0 entonces h(z) = hg([z]) =

—~Z

[z](hg) = 0 paratodo h € A, es decir, z € Ry [z] = 0. Eso demuestra que la transformacién
de Gelfand es inyectiva, y ademas A/R es semisimple por el Teorema 2.10(b). Por el
Teorema 2.18 la involucién en A/R es continua. Como 7 es continuo, [y,] = 7(yn) —
7(y) = [y] en A/R. Esos hechos implican que [y] es autoadjunto en A/R y en seguida que
y—y*eR.

Existen u,v € A autoadjuntos tales que y = u+iv. Acabamos que demostrar que v € R.
Como x = 2, tenemos

(2.26) r=u? — v+ 2Quw.

Sea h € A. Entonces v € R implica que h(v) = 0y por lo tanto h(x) = h(u)?. Las hipdtesis
implican que 0 ¢ o(x) y entonces h(z) # 0 (Teorema 2.6(e)) y h(u) # 0. Como eso se
cumple para todo h € A el Teorema 2.6(c) dice que u es invertible. Como x es autoadjunto,
(2.26) implica que uv = 0. Con v = v 'uv = 0 concluimos la demostracion. O

2.4. Aplicaciones a algebras no conmutativas

Lo que aprendimos de las algebras de Banach conmutativas puede ser aplicado también a
algebras no conmutativas. La idea es que uno considera la subdlgebra cerrada conmutativa
mas chica que contiene a un elemento, o a un elemento y su adjunto en el caso que los dos
conmutan. La dificultad aqui es controlar como cambia el espectro bajo la restriccion a la
subalgebra.

2.23 Definicién. Si S es un subconjunto de un algebra de Banach A, entonces el centra-
lizador de S es el conjunto

I'(S) :={zr € A| xs = sz para todo s € S}.
Decimos que S conmuta si los elementos de S conmutan dos a dos.

2.24 Lema. En la situacion de la Definicion 2.23 se tiene:
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(a) I'(S) es una subdlgebra cerrada de A.
(b) S CI(I'(9)).
(c) Si S conmuta entonces I'(I'(S)) conmuta.

Demostracion. Si A € Cy z,y € A conmutan con todo s € S, lo mismo se cumple para
Az, ©+yy xy. Eso demuestra que I'(S) es una subalgebra de A. Si (x,) C I'(S) converge
a r en A, entonces
rs = lim z,s = lim sx, = sz,
n—oo n—oo

por la continuidad de la multiplicacién. Eso demuestra que I'(.S) es cerrado y comprueba

(a).
Elinciso (b) es obvio. Si E C A estal que I'(E) C E, entonces I'( E') obviamente conmuta.
Si S conmuta, entonces S C I'(S) y por lo tanto, I'(S) 2 I'(I'(S)). Lo que notamos antes

implica, con E = I'(S), que ['(I'(S)) conmuta. O

2.25 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach, S C A un subconjunto que conmuta y
B :=T(I'(S)). Entonces B es un dlgebra de Banach conmutativa, S C B y og(x) = oa(x)
para todo v € B.

Demostracion. Como e € B el Lema 2.24 dice que B es un algebra de Banach conmuta-
tiva tal que S C B. Para demostrar la identidad de los espectros es suficiente demostrar
C\oa(z) C C\op(x) o respectivamente G(A) N B C G(B). Sea = € B invertible en A. Se
tiene que zy = yz y, en seguida, yx~! = z7ly para todo y € I'(S). Eso demuestra que
r~! € B, es decir, v € G(B). O

2.26 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach y x,y € A conmutantes. Entonces
olx+y) Co(x)+oly) y  olzy) Colx)o(y).

Demostracion. Pongamos S := {z,y} y B := ['(I'(S)). Como B es una subélgebra cerrada
de A, x +y,zy € B. El Teorema 2.25 dice que basta demostrar

op(x+y) Cop(z)+oply) v  oplay) Cop(z)op(y)

Como B es conmutativa, para cualquier z € B el Teorema 2.10(c) dice que op(z) es el
rango de 2 (la transformada de Gelfand respecto al dlgebra B). Usando

Try=%+9 vy Iy=ij,

terminamos la demostracion. O

2.27 Definicion. Sea A un algebra con involucién. Si x € A cumple zz* = x*x, entonces
x es normal. Un conjunto S C A es normal si S conmuta y si {z* |z € S} CS.
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2.28 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach con una involucion y B un subconjunto
normal de A que es maximal respecto a la propiedad de ser normal. Entonces

(a) B es una subdlgebra cerrada conmutativa de A y
(b) op(z) = oa(x) para todo x € B.
Demostracion. Primero demostremos:
(2.27) (x € I'(B), za* =z"x) =z € B.

Si x € T'(B), entonces zy* = y*z para todo y € B porque B es normal. En seguida,
x*y = ya* para todo y € B, es decir, z* € I'(B). Si x ademds es normal, se tiene que
B U {x,z*} es normal. Como B es maximal, z € B.

Demostremos que B es una subalgebra conmutativa de A: Si x,y € B, entonces x +y €
['(B). Como z*,y* € B, x+y es normal. Luego (2.27) implica que 2 +y € B. Similarmente
se demuestra que B es cerrado algebraicamente bajo multiplicacién por un escalar y bajo
multiplicacion de elementos.

Para demostrar que B es cerrada topolégicamente, sea (x,) C B tal que =, — = en
A. Como z, € T'(B) y I'(B) es cerrado (Lema 2.24(a)), x € I'(B). Como B es normal,
xy* = y*xr y luego yr* = x*y para todo y € B, es decir, z* € I'(B). Particularmente,
r*r, = r,x* implica por la continuidad de la multiplicacién que x es normal. Entonces
(2.27) dice que = € B y termina la demostracién de (a).

Otra aplicacién de (2.27) implica que e € B. Demostremos que G(A) N B C G(B). Sea
x € B invertible en A. Como z es normal, lo mismo aplica a x~1. Claramente x € B implica
que z~! € T'(B). Entonces = € B por (2.27). O

2.29 Teorema. En el Teorema 2.22 uno puede omaitir la hipotesis de conmutatividad.

Demostracion. Sean A un algebra de Banach y x € A autoadjunto. Por el teorema de
maximalidad de Hausdorff existe un conjunto normal maximal B de A que contiene x.
La demostracién del Teorema 2.22 puede ser aplicada al algebra B en vez de A por el
Teorema 2.28. O

2.30 Lema. Sean A un dlgebra de Banach y x,y € A. Entonces o(xy)U{0} = o(yz)U{0}.

Demostracion. Primero demostremos que
(2.28) (e —zy) € G(A) si y sélo si (e —yx) € G(A).
Sea (e — zy) € G(A) y pongamos z := (e — xy)~'. Entonces

(e+yzx)(e—yr) =e—yr+yzle—azy)r=e

(e —yx)(e+yzz) = e —yr +yle — zy)zx = e.
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En consecuencia, (e —yx)~! = (e + yzx). La conclusién inversa se obtiene anidlogamente.

Sea A € C\(o(zy) U {0}). Entonces (e — zy/A) es invertible. La ecuacién (2.28) implica
que también (e — yx/A) es invertible, es decir, A € C\(o(yz) U {0}). Eso demuestra que
o(yx) U{0} C o(xy) U{0}. La inclusién inversa sigue similarmente. O

2.31 Definicién. En un &lgebra de Banach con involucion “x > 07 denota que z es
autoadjunto y o(x) C [0, 00).

2.32 Teorema. Un B*-dlgebra A tiene las siguientes propiedades:

(a) Elementos autoadjuntos tienen espectros reales.
(b) Six € A es normal entonces p(z) = ||z||.

(c) Siy e A entonces p(yy*) = |ly|*.

)
)
(d) Siu,ve€ A cumplen u,v > 0, entonces u+ v > 0.
(e) Siy € A entonces yy* > 0.

)

(f) Siy € A entonces e + yy* es invertible en A.

Demostracion. Six € A es normal, existe un subconjunto normal maximal B de A que con-
tiene z. Por los Teoremas 2.21 and 2.28 B es una B*-algebra conmutativa que es isomorfa
isométricamente a C(Ap) mediante la transformacién de Gelfand. Ademas se tiene

(2.29) oa(z) =0p(z) = 2(Ap) para todo z € B.

Aqui Z se refiere a la transformada de Gelfand respecto al algebra B.

(a) Si x es autoadjunto, entonces el Teorema 2.21 y (2.29) aplicado a x implican que
o(x) C R porque  es real.

(b) Si x es normal entonces (2.29) implica que p(x) = [|Z]|o. Como la transformacién de
Gelfand es isométrica en B, ||Z||« = ||z]|-

(c) Siy € A entonces yy* es autoadjunto, y (b) implica el reclamo.

(d) Pongamos « := ||u||, 8 = ||v]|, w ;= u+ vy vy :=a+ . Entonces o(u) C [0,a] y
luego

(2.30) o(ae —u) C [0, q

por el teorema de la aplicacion espectral (en el cdlculo simbdlico holomorfo), aplicado a la
funcién A — a — A. El inciso (b) dice que |jae — u|| = p(ae — u) < . Por la misma razén,
|Be — v|| < . Entonces

(231) e - wl <.
Como w* = w, el inciso (a) implica que o(ye — w) es real. Por lo tanto (2.31) implica

o(ve —w) C [=7,7]
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El teorema de la aplicaciéon espectral, utilizando la funcién A — v — A, demuestra que en
seguida
o(w) € [0,27],

es decir, w > 0.

(e) Sea x := yy* y sea B dado como antes de (2.29). Entonces = es autoadjunto y & es
una funcion real en Ag. Por (2.29) basta demostrar que & > 0.

Como B = C(Ap), existe z € B tal que

(2.32) 5= |

>

| — & en Ag.
Entonces z es autoadjunto porque su transformada de Gelfand es real. Notemos que
(2.33) 223 = (27 — 2|2|% + 22 = 2%(22 — 2|2]) < 0.

Pongamos
w = zy =u+iv,

donde u, v son elementos autoadjuntos de A. Observemos que w no es normal, y no conmuta
con x,vy, 2. Se tiene

(2.34) ww* = zyy* 2t = zaz = 2w
y

(2.35) w'w +ww* = (u—iv)(u+iv) + (v + iv)(u — iv)
= 20 4+ 20° + i(uv — vu) +i(vu — wv) = 2u® + 207

Las ecuaciones (2.34) y (2.35) implican
(2.36) wrw = 2u® + 20* — ww* = 2u® + 0% — 2’z

Como u es autoadjunto, o(u) es real, y u> > 0 por el teorema de la aplicacién espectral.
Similarmente, v? > 0.
Tenemos que z?z € B es autoadjunto. La propiedad (2.33) implica que

es decir, o(—2%z) C [0,00) por (2.29). Por lo tanto, —z%z > 0. El inciso (d) y (2.36)
implican w*w > 0.

El Lema 2.30 dice que o(ww*) C o(w*w)U{0} y, en consecuencia, que también ww* > 0.
Por (2.34) 222 > 0, y (2.33) implica que & = |£| > 0, es decir, x > 0.

(f) Bajo el teorema de la aplicacion espectral con la funcién A +— 1+ A, este inciso es un
corolario de (e). O
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2.33 Teorema. Sean A una B*-dlgebra, B una subdlgebra cerrada de A, e € B, y x* € B
para todo x € B. Entonces o4(x) = og(x) para todo x € B.

Demostracion. Basta demostrar que G(A)NB C B. Sea x € G(A)N B. Entonces z*, zz* €
G(A) N B y por tanto 0 ¢ oa(zx*). El Teorema 2.32(e) dice que o(zz*) C (0,00). El
Corolario 1.17 implica que o4 (zz*) = op(zz*). Eso demuestra que zz* € G(B). Calculamos
r7! = z*(zx*)"! € B y obtenemos que x € G(B). O

2.34 Lema. Sea X un espacio compacto y sean ¢ € C(X) y K = ¢(X). Definimos
A: C(K) — C(X) por A(f) := fo¢. Entonces A es un x-isomorfismo isométrico de C(K)
con una subdlgebra cerrada de C(X). Si ¢ es un homeomorfismo, entonces A tiene rango

O(X).

Demostracion. Obviamente A es un s*-homomorfismo. Como ¢: X — K es suprayectivo,
A es isométrico. Particularmente, A es un isomorfismo y homeomorfismo entre C'(K) y el
rango de A. En seguida, el rango de A es una subdlgebra cerrada de C(X). Si ¢ es un
homeomorfismo, entonces A~!(g) = g o ¢! esta definido sobre todo C'(X) y A(C(K)) =
C(X). m

2.35 Teorema (Calculo simbélico para funciones continuas). Sean A un B*-dlgebra, x €
A normal y B la subdlgebra cerrada de A generada por e, x y x*. Entonces existe un
x-isomorfismo isométrico C(o(x)) — B que extiende el cdlculo simbdlico de funciones
holomorfas. Escribimos f(x) para el valor de ese cdlculo en f. Se cumple o(f(z)) = f(o(z))

si f e Clo(x)).

Demostracién. Sea B el conjunto normal maximal que contiene x. Entonces B es una B*-
algebra conmutativa y o5(x) = oa(z) por el Teorema 2.28. Como B es una subalgebra de

B, el Teorema 2.33 implica que op(x) = og(x) = oa(x).

Sea A el espacio de ideales maximales en B, y trabajemos con la transformacién de
Gelfand en B. Demostremos que #: A — () es un homeomorfismo. Primero recordemos
que por el Teorema 2.10(c) Z(A) = o(z). Sean hy, he € A tales que Z(hy) = Z(hs). Entonces
hi(x) = ho(z) y he(z*) = hy(z) = ha(x) = he(x*), por ecuacién (2.23). Si P es un polinomio
en dos variables, se sigue que

hi(P(x,z")) = ho(P(x,z"))

porque hy y ho son homomorfismos. La definiciéon de B y la continuidad de hy, hy implican
que hy; = hy. Eso demuestra que #: A — o(z) es inyectivo. Como ambos espacios, A y
o(x) son espacios compactos de Hausdorff, Z es un homeomorfismo.

Sea T: B — C(A) la transformacion de Gelfand. Por el Teorema 2.21 T es un *-
isomorfismo isométrico. Sea A: C(o(x)) — C(A) definido por A(f) := foZ. El Lema 2.34
dice que T-' o A: C(o(z)) — B es un x-isomorfismo isométrico. Como é = 1 = A(1)
y & = A(id), ese calculo simbdlico es una extension del calculo simbdlico para funciones
holomorfas.

El teorema de la aplicacién espectral es una consecuencia del Teorema 2.10(c). O

43



Teoria Espectral 2015-2 2. Algebras de Banach conmutativas

2.5. Funciones lineales positivas

2.36 Lema. Sean X un espacio de Banach, A, B subespacios cerrados de X, y X = A+ B
(la suma no necesariamente es directa). Entonces existe v € [0,00) tal que todo v € X
tiene una representacion x = a+b cona € A, b€ B, y |a|| + [|b]] < v||x].

Demostracion. Sea Y := A x B con la norma ||(a,b)|y = |la|| + [|b]]. Como A y B
son completos Y es un espacio de Banach. El mapeo lineal A: Y — X, definido por
A(a,b) := a+b, es continuo porque [|[A(a,bd)| = ||a+b|| < |la]| + ||b]| = ||(a,b)||y. Ademais,
A es suprayectivo. El teorema de la aplicacién abierta implica existencia de v > 0 tal que

{y e X |yl <1/7} S {A(d,0) [ [[(a, D)y <1/2}.

Para x € X eso implica que existe (a’,V') € Y que cumple |[(a’,V)|ly < 1/2y A(d', V)
x/([|z||y). Con a :=d'||z||y y b := V| x|y se sigue la afirmacién.

LIl

2.37 Definicién. Una funcion lineal positiva es una funcién lineal F' en un algebra de
Banach A con involucién que satisface

(2.37) F(zz™) >0 para todo x € A.

2.38 Teorema. Toda funcion lineal positiva F' en un dlgebra de Banach A con involucion
tiene las siguientes propiedades:

(a) F(z*) = F(x).

(b) |F(zy*)? < F(aa*)F(yy").
(c
(d) |F(z)] < F(e)p(x) para todo x € A que es normal.

)
)
) |F(@)* < Fe)F(va®) < F(e)*p(za”).
)
)

(e) F es una funcion lineal acotada en A. Ademds, |F|| = F(e) si A es conmutativo, y
|F|| < /B F(e) sila involucién satisface |z*|| < Bllz| para todo x € A.

Demostracion. Para x,y € A pongamos
p:=F(zz%), q=F(yy"), r:=F(zy"), s:=F(yz").
Como F((z + ay)(z* + ay*)) > 0 para todo a € C,
(2.38) ptar+as+|a?¢>0 para todo o € C.
(a) Por (2.37) p,q > 0. Con a =1y a =i la ecuacién (2.38) implica

p+qg+r—+s>0,
p+q+i(s—r) >0,
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es decir, s + r y i(s — r) son nimeros reales. Eso implica

(2.39) FtE=r+s,
(2.40) —i(s —7) =1i(s — ).

Sumar ecuacion (2.39) y —i veces la ecuacién (2.40) da 7 = s. Si pongamos y = e entonces
eso es (a).

(b) Para r =0 (b) es obvio. Si r # 0 entonces consideramos (2.38) con « := tr/|r|, para
cualquier £ € R y obtenemos

(2.41) p+2tr| +t2¢ >0 para todo t € R.

Si ¢ = 0, entonces claramente » = 0 y se cumple (b). Si ¢ # 0 entonces consideramos

t = —|r|/q y obtenemos
0§p—2m ﬁ:p—ﬁ,
q q q
es decir, |7]* < pq. Eso es (b).

(c) Como ee* = e, la primera desigualdad en (c) es un caso especial de (b). Para la otra,
sea t > p(xaz*). Por el teorema de la aplicacion espectral, eso implica que o(te — zx*) N
(—o00,0] = @. El Teorema 2.29 implica la existencia de una raiz cuadrada autoadjunta
u € A de te — xx*. En seguida,

tF(e) — F(zz*) = F(u*) >0

y luego
F(zz*) <tF(e) para todo t > p(xz").

Formando el infimo sobre aquellos ¢ (y considerando que F'(e) = F(ee*) > 0) se obtiene la
segunda desigualdad de (c).
(d) Si z es normal entonces el Teorema 2.26 dice que o(xzz*) C o(x)o(z*) y luego, con

el Teorema 2.17(e),
2

plra®) < p(x)p(z”) = p(x)”.
Con (c) eso implica
|F(2)]* < F(e)*p(zz”) < F(e)*p()”,
es decir, (d).
(e) Primero demostremos los casos especiales. Sea A conmutativa. Entonces (d) se cum-
ple para todo x € A y por tanto

|F(z)| < F(e)p(z) < F(e)l|z]] para todo z € A.
Por otro lado, como F(e) >0
F(e) = méx|F(z)].

TEA
llzll=1
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Esas ecuaciones implican que ||F|| = F(e).
Para la otra especializacion de (e) supongamos que existe 5 > 0 tal que ||z*| < 5|z
para todo x € A. Usando (c) obtenemos

|F(2)]* < F(e)*p(xa”) < F(e)*|lva”|| < F(e)*|lz l2"]| < F(e)*Bll|”,

es decir, | F|| < /B F(e).

Antes de pasar a la demostracion del caso general, notemos que F' = 0 si F'(e) = 0. Eso
es una consecuencia de (¢). Normalizando F' podemos suponer que F'(e) = 1, el caso F' =0
siendo trivial.

Sea H el conjunto de los elementos autoadjuntos de A. Entonces H y iH son espacios
vectoriales sobre R, y A = H +1iH, por el Teorema 2.17(b). Por el inciso (d) la restriccién
de F' a H es una funcién real-lineal con norma 1. El teorema de Hahn-Banach dice que
existe una extension real-lineal ® de F' a H con norma 1. Demostremos que

(2.42) d(y)=0  paratodoy e HNiH.

2
n

Sea y = lim, o0 %, = lim,, 4 iv, con (u,), (v,) € H. Se tiene que u? — y2, v 2

cuando n — oo. En seguida (c¢) y (d) implican

— —y

1F (un) [I* < F(u) < F(up, +v3) < Jluy + vz ]l = 0.

por lo tanto, ®(y) = lim,, o F(u,) = 0.
El Lema 2.36 implica la existencia de v > 0 tal que todo z € A tiene una representacion

r=x1+iry,  wne€H,  nll+ |zl < vl

Por otro lado, un x € A tiene una representaciéon x = u + iv, donde u,v € H. Restando
esas dos representaciones de x se sigue que

r1 —u=1i(v — x9),
es decir, ¥1 — u y T — v son elementos de H NiH. En consecuencia, (2.42) implica que
F(z) = F(u) +1iF(v) = ®(x1) + i®(x),

y por lo tanto
[F ()] < [@(z1)] + [®(22)| < ] + [Jz2f] < [l
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3. Operadores acotados en un espacio de
Hilbert

3.1. Hechos basicos

3.1 Definicién. En un espacio vectorial complejo H un producto escalar es un mapeo
H x H— C, (z,y) — (z,y) tal que se cumplen para z,y,z € H y a € C:

Generalmente, un mapeo que es lineal en en primer y conjugado-lineal en el segundo
argumento como el producto escalar se conoce como mapeo sesquilineal.

Si (x,y) = 0 entonces x y y son ortogonales, también escrito x_Ly. Ortogonalidad es una
relacion simétrica. Si E, F' son subconjuntos de F entonces E_LF' significa que z_Ly para
todox € Eyy € F. E* es el conjunto de todos y € H que son ortogonales a todo = € E.

Escribimos para x € H

ol = /(@, ).

3.2 Teorema (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si H es un espacio vectorial con producto
escalar y x,y € H, entonces:

(a) Se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[z, o)l < llzll Iyl para todo x,y € H.

(b) Para todo x,y € H se cumple: x Ly siy sélo si ||y|| < [[Ax + y|| para todo X € C.

(c) ||| es una norma en H.

(d) Para todo y € H la funcion lineal f, = (-,y) es continua y tiene norma || f,|
1yl

H* —
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(e) Se cumple la desigualdad del paralelogramo:
lz + yll* + llz = yl* = 2)|z* + 2lly|*  para todo z,y € H.

Demostracion. (a) Para © = 0 no hay nada que demostrar. Entonces supongamos que
x # 0. Para A € C se tiene

(3.1) 1Az +yl* = APz + 2Re(Az, ) + llylI* > 0.
Sea Ao := —(z,y)/||x||*>. Entonces
[z, 91> [z, )P 2 > Kzl
(3.2) 0 < [[Aoz +ylI* = -2 +llyll” = Nyl = :
]2 [l ]|? ]|

(b) La parte “slo si” es una consecuencia de ||[Az + y||* = |A?||z]|* + ||y||* > ||ly||* para
todo A € C. Inversamente, si  # 0 y A\g es como en la demostracién del inciso (a), se sigue

de (3.2) que o
w7y

lylI* < [Ihox +ylI* = llyl* — TEIE

En consecuencia, (z,y) = 0.
(c) Las propiedades de la definidad positiva y ||az|| = |«|||z|| son triviales. La desigual-
dad del tridngulo se verifica usando (a):

Iz +ylI* = [l2l* + 2Re(z, y) + lyll* < l=)* + 2ll= [ lyll + 1y 1* = (l=[l + ly)*.

(d) Eso se sigue de (a) y de (y,y) = [ly| [lyll-
(e) Es un calculo facil. O

3.3 Definicion. Siempre normamos un espacio H con producto escalar con la norma dada

en el Teorema 3.2. Si ese espacio normado es completo, entonces llamamos H un espacio
de Hilbert.

A lo largo de todo el resto de este capitulo H denotara un espacio de Hilbert no trivial.

3.4 Teorema. Para todo subconjunto cerrado convexo y no vacio £ C H y para todo
x* € H existe y* € E tal que ||y* — x*|| = dist(2*, E).

Demostracion. Reemplazando E por E — z* podemos suponer que x* = 0 porque y* €
v ly* — || = infyep|ly — 2*|| es equivalente a y* —2* € E—a* y ||y* —2*|| = Inf ep_o+||y]|-

Pongamos d := inf{||y|| | y € E}. Sea (y,) C F tal que ||y,|| — d cuando n — oo. Por
la convexidad de E, se tiene que (y, + ¥m)/2 € E y luego que ||y, + ym||* > 4d? para todo
m,n € N. La ley del paralelogramo dice que

Y = ymlI> = 2[|yall® + 2[1yml* = 1Y + vmll® < 20|ynll* + 2[|ym|* — 4d* — 0O

cuando n, m — oo, es decir, (y,) es una sucesiéon de Cauchy. Existe y* € E tal que ||y*|| = d.
Para cualquier z € E con ||z]| = d, la sucesién y*, z,y*, z,... converge, igual como (y,).
En seguida, z = y*, es decir, el minimo es tnico. O
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3.5 Teorema. Sea E un subespacio de H.

(a) E* es cerrado,
(b) E* = (E)*,

() H=FE®E",

(d) B+ = (EH)t =FE.

1

Demostracion. (a) Para todo z € H el Teorema 3.2(d) implica que z— es cerrado porque

es el nucleo de la funcion lineal continua f,. Entonces

= ﬂ xt
el

también es cerrado.

(b) Es claro que (E)t C E*. Inversamente, consideramos y € E+. Entonces E C y .
Como y* es cerrado, E C y*, es decir que y € (E)*.

(c) Es claro que E N E+ = {0}. Para cada 2* € H hay que agarrar y* € F'y 2* € B+
tales que z* = y* + 2~

Sea y* € F el clemento tinico que cumple |y* — z*|| = dist(z*, E), dado por el Teore-
ma 3.4. Pongamos z* := 2* — y*. Para todo y € E y todo A € R se sigue que

12 = [ly" = 2*[| < [ly" + Ay — 27| = [|z" + My

porque y* + \y € E. Usando el Teorema 3.2(b) se tiene que 2* Ly para todo y € E. Por lo
tanto, z* € E*.

(d) Si z € E, entonces (z,y) = 0 para todo y € E+. Se sigue que z € (E+)1. Como eso
se cumple para todo z € E entonces £ C E++. Como E+1 es cerrado por (a), también
E C E++. Por otro lado, si z € B+ demostraremos que x € E. Por (c¢), existen y € E' y
2z € B+ tales que = y + 2. Como x Lz y yLz, obtenemos

0= ([E,Z) = (y+zv2) = (y7z)+(z7z) = ||Z||27
es decir, z=0yx =y € E. O

3.6 Teorema (Representacion de Riesz). Existe una isometria conjugada-lineal suprayec-
tiva H — H*, y — A, dada por

Az = (x,y) para todo x € H.

Demostracion. Es obvio que ese mapeo es una isometria conjugada-lineal. Para demostrar
suprayectividad, sea A € H*. Si A = 0 entonces se toma y := 0. Si A # 0, entonces existe
z € N(A)F\{0}. Sea z € H. Como

(Ax)z — (Az)z € N(A),
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se tiene
(Az)|z]1> = (A2)(z, 2) =0,
es decir, -
Az = <m, (Az)22> )
2]
Se toma -
) = (Az)z
B E

]

3.7 Teorema. Sea (x,) una sucesion de vectores en H que son ortogonales dos a dos.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) %2, zx converge en norma,
(11) S92 (g, y) converge para todoy € H,
(1) 3232 [l |* < oo
Demostracion. Escribimos s, := Y7, Tj.
(1) implica (11): Suponiendo (1),
Z<$k7 y> = <3n7 y)
k=1
converge cuando n — 0o, por la continuidad de (-, y).
(11) implica (111): Suponiendo (1), definimos A,, € H* por
Any = (y, o) = 3 _{T1,)-
k=1 k=1

Entonces A,y converge para todo y € H. El teorema de Banach-Steinhaus implica que
|A.]| queda acotada cuando n — oo. Ademads, el Teorema 3.2(d) dice que

IAGll® = llzy + 22 + - 4 2all® = o] + laal® + - + .

Por lo tanto se obtiene (I11).
(111) implica (1): Suponiendo (111),
lsm = sull® =3 [loall®

k=n—1

para m > n implica que (s,) es una sucesién de Cauchy en H. En seguida, (s,) converge.
]
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3.2. Operadores acotados

Sea B(H) el élgebra de Banach de los operadores lineales acotados en H.
3.8 Teorema. Si T € B(H) y (Tz,z) = 0 para todo x € H, entonces T = 0.

Demostracion. Como

(3.3) 0=(T(z+y),z+y) = (Tz,z) + (Tz,y) + Ty, x) + (Ty,y),
obtenemos
(3.4) (Tx,y) + (Ty,z) =0

para todo z,y € H. Reemplazando y por iy en la tiltima identidad, obtenemos
(3.5) —i(Tz,y) +i(Ty,z) =0
para todo z,y € H. Sumando (3.4) con i-veces (3.5) se tiene
(Tx,y) =0 para todo x,y € H.
Con y := Tz eso implica | Tz|* = 0, es decir, Tx = 0, para todo z € H. ]

3.9 Nota. El Teorema 3.8 no es cierto en espacios de Hilbert reales. Un contraejemplo
son rotaciones en R2. Para hacerlo valido, uno podria suponer adicionalmente que 7' sea
simétrico.

3.10 Teorema. Si f: H x H — C es sesquilineal y acotado en el sentido siguiente:
(3.6) M = sup{|f(z,y)| | [lz[| = llyll = 1} < oo,

entonces existe un y sdélo un S € B(H) tal que

(3.7) flz,y) = (x, Sy) para todo x,y € H.

En ese caso, ||S]| = M.

Demostracion. Como |f(x,y)| < M|z|| ||ly||, el mapeo z — f(x,y) es una funcién lineal
acotada en H, para todo y € H. Su norma es por lo mas M||y||. El Teorema 3.6 dice que
existe un y sélo un elemento Sy € H tal que se cumple (3.7). Ademads, ||Sy| < M||y||. Es
claro que S es aditivo. Para a € H tenemos

(z, S(ay)) = f(z,ay) = af(z,y) = a(z, Sy) = (z,aSy),
es decir, S es lineal (por su unicidad). Entonces S € B(H) y [|S|| < M. Por otro lado,

|f ()| = [z, Sy)| < =]l 1Syl < (][ IS lyl],
y luego M < ||S]|. []
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3.11 Teorema. Si T € B(H), entonces existe T* € B tal que

(3.8) (Tx,y) = (x, T"y) para todo x,y € H.
Ademds,
(3.9) 1] = 171,

el mapeo T — T* es una involucién y B(H) es una B*-dlgebra.

Demostracion. El mapeo
(3.10) (z,y) = (T, y)

es sesquilineal y acotado. Por el Teorema 3.10 existe un y sélo un 7" € B(H) que cumple
(3.8). Se tiene

(3.11) M = sup{[{T'z, )| | ||=]| = l[yll = 1} < [T
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por otro lado,

T
(3.12) M > ’<Tx, ||Tw||>‘ = ||Tz|| para todo z € H, ||z|| = 1.
T

Se sigue que M > ||T'||. Junto con (3.11) eso demuestra que ||T'|| = M y luego || T*|| = ||T,
por el Teorema 3.10.

Demostremos que 7' +— T* define una involucion. La identidad (S + T')* = S* + T* es
obvia porqué (3.10) es aditivo en ambos argumentos. Las computaciones

(aTz,y) = a(Tz,y) = oz, T"y) = (z,aT"y),
(STx,y) = (Tx,S"y) = (x,T*S™y),
(Tx,y) = (T*y,x) = (y, T**z) = (T""x,y),

junto con la unicidad de T™ y el Teorema 3.8 implican que 7" — T™ es conjugado-lineal
con periodo 2, y que se tiene (ST)* = T*S*. Eso demuestra todas las propiedades de una
involucion.

Observemos que

|IT2|* = (T2, Tz) = (T"Tz,x) < |T°T| ||=*
para todo x € H implica ||T||?> < [|T*T||. Por otro lado, (3.9) implica
1Tl < 1T HIT1 = 17"

Eso demuestra que B(H) es una B*-algebra. O
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3.12 Nota. El operador 7™ definido en el Teorema 3.11 es llamado el operador adjunto
de Hilbert para diferenciarlo del operador adjunto (o dual) de un operador lineal acotado
entre espacios de Banach. En el primer caso T' — T™ es una aplicacién conjugada-lineal,
en el segundo caso es lineal.

3.13 Teorema. Si T € B(H), entonces
N(T)=R(T)"  y  NT)=R(T)"

Demostracion. Para el primer reclamo basta considerar la siguiente cadena de equivalen-
cias:

Ty =0,
& (x, T*y) =0, para todo x € H,
& (Tx,y) =0, para todo = € H,
& y € R(T)™ .
El segundo reclamo se obtiene del primero porque 7% = T. O

3.14 Definicién. Un operador T' € B(H) se llama
(a) normal si TT* = T*T,
(b) autoadjunto (o hermitiano) si T* =T,
)

(c

(d) una proyeccién si T? =T.

unitario si T*T' =1 =TT,

3.15 Teorema. Un operador T € B(H) es normal si y sélo si
(3.13) | Tx|| = || T"x|| para todo x € H.

Un operador normal T tiene las siguientes propiedades:

(a) N(T) = N(T™).
(b

R(T) es denso en H si y sélo si T es inyectivo.

)
)
(c) T es invertible si y solo si existe § > 0 tal que ||Tx|| > d||z|| para todo z € H.
(d) Si Tz = ax para algunos x € H, a« € C yT € B(H), entonces T*x = ax.

)

(e) Sia, s son valores propios distintos de T', entonces vectores propios correspondientes
son ortogonales.
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Demostracion. Por
|Tz|? = (Tx, Tx) = (T*Tx,x) = (TT 2, x) = (T*z, T*z) = | T*z|?

el primer enunciado es cierto. El inciso (a) es una consecuencia directa. Por (a) y el Teo-
rema 3.13 tenemos la siguiente cadena de equivalencias que demuestra (b):

R(T) es denso < R(T)* = N(T*) = N(T) = {0} & T es inyectivo.
Sea ¢ > 0 tal que
(3.14) | Tz|| > d|=|| para todo x € H.

Entonces T es inyectivo y luego tiene rango denso, por (b). Se comprueba similarmente
como en la demostracién del Teorema 2.14(b) que el rango de 1" es cerrado, es decir, R(T') =
H. La inversa es continua por (3.14), es decir, T es invertible en B(H). Inversamente, sea
T invertible en B(H). Entonces el teorema de la aplicacién abierta implica la existencia de
d > 0 que cumple (3.14).

Sea Tx = ax. Entonces x € N(T — ol) = N(T* — al) por (a) y se cumple Tz = ax.
Eso comprueba (d).

Sia,p€Cyxye€ Hson tales que a # By Tx = ax 'y Ty = [y, entonces por (d) se
tiene

afz,y) = (ax,y) = (T'r,y) = (z,T"y) = (z, By) = B(z,y).

En seguida a # § implica que z_Ly. Hemos demostrado (e) O
3.16 Teorema. Para U € B(H) los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) U es unitario.

(n) R(U)=H y (Uz,Uy) = (x,y) para todo x,y € H.
(1) R(U) = H y ||Uz|| = ||z|| para todo x € H.

Demostracion. (1) implica (11): Como U es unitario, es invertible en B(H) y luego R(U) =
U. Ademés,
(Uz,Uy) = (z,U"Vy) = (z,y).
(11) implica (111): Es obvio.
(111) implica (1): Como

({U*Uz,2) = (Uz,Uz) = |Uz|* = ||z]|* = (z, ),

el Teorema 3.8 dice que U*U = I. Por otro lado, las hipdtesis implican que U es una

isometria suprayectiva, es decir, es invertible en B(H). Entonces U~! = U* y U es unitario.
m

o4



Teoria Espectral 2015-2 3. Operadores acotados

3.17 Teorema. Si P € B(H) es una proyeccion, entonces son equivalentes:

En ese caso, P es una proyeccion ortogonal.
Dos proyecciones ortogonales P, Q) cumplen R(P)LR(Q) si y sdlo si PQ = 0.

Demostracion. (1) implica (11) trivialmente.

(11) implica (111): El Teorema 3.15(a) dice que R(P)* = N(P). Como P es una pro-
yeccion, R(P) = N (I — P), es decir, R(P) es cerrado. Por el Teorema 3.5(d) se tiene
R(P) = R(P)* = N(P)*.

(111) implica (1v): Sea € H. Como R(P) = N(P)* = R(I — P)*, se tiene

(Pr,2) = (Px, Px + (I — P)x) = (Pz, Px) = | Pz|>
(1v) implica (1): Para todo x € H ||Pz|* es real. En seguida,
|Pz||? = (Px,z) = (x, P*z) = (P*z, x).
El Teorema 3.8 dice que P* = P. O
3.18 Teorema. Si U € B(H) es unitario y A € o(U), entonces |\| = 1.

Demostracion. Por el Teorema 3.16 ||[U]| =1 y luego |A| < 1.
Por otro lado, si |A| < 1, entonces |[AU*|| <1y

M —U=-U(I— AU

es invertible en B(H), por el Teorema 1.6. Eso demuestra que A ¢ o(U). O

3.3. Un teorema de conmutatividad

3.19 Teorema (Fuglede, Putnam y Rosenblum). Sean M, N,T € B(H), M, N normales
y tales que

(3.15) MT =TN.

Entonces M*T =TN*.
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Demostracion. Primero consideramos S € B(H) y V := S — §*. Definimos

Q =exp(V) = i <1> %48
Se sigue que V* = =V y luego
Q* = exp(V*) = exp(=V) = Q7
es decir, () es unitario. Eso implica por el Teorema 3.16 que
(3.16) lexp(S — S™)|| =1 para todo S € B(H).
Bajo la hipotesis (3.15) se tiene M*T = T N* para todo k € N. En consecuencia
exp(M)T = T exp(N)
0
(3.17) T = exp(—M)T exp(N).

Pongamos U; := exp(M* — M) y Uy := exp(N — N*). Como M, N son normales podemos
aplicar (1.33). Por lo tanto, (3.17) implica

exp(M™)T exp(—N*) = Uy TUs.
Por (3.16) eso implica
(3.18) lexp(M*)T exp(~N*)]| < |IT]|.
Definimos f: C — B(H) por

F(A) == exp(AM™)T exp(—AN™).

Reemplazando M por AM y N por AN, (3.18) dice que ||f(A)|| < ||T|| para todo A € C.
Para cualquier A € B(H)* (el dual de B(H)), Af es una funcién entera acotada. El teorema
de Liouville implica que

(Af)Y(N) = (Af)(0) para todo A € B(H)*, A € C.
Entonces f(\) = f(0) = T para todo A € C. Por la definicién de f hemos probado que
exp(AM™)T = T exp(AN™) para todo A € C.

Ambos lados de esa ecuacién son funciones holomorfas, y una derivacion, evaluada en
A =0, da el resultado M*T = T N*. O
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3.4. Resoluciones de la identidad

3.20 Definiciéon. Sea M un og-algebra en un conjunto €. Una resolucion de la identidad
en M es un mapeo E: M — B(H) con las siguientes propiedades:

(a) B(@)=0y B(Q) =1.

(b) Todo E(w) es una proyecciéon ortogonal.

(¢) E(wi Nws) = E(w;)E(ws).

(d) Siw; Nwe =@, entonces E(wy Uwy) = E(w;y) + E(ws).

(e) Para todo =,y € H, la funciéon £, ,: M — C, definida por

(3.19) Ery(w) = (E(w)z,y),
es una medida compleja en M.

Si M es la o-algebra de los conjuntos de Borel en un espacio de Hausdorff compacto o
localmente compacto, entonces también se pide que E, , sea regular para todo =,y € H.

3.21 Nota. Sea E una resolucion de la identidad. Entonces E, , es una medida positiva
en M con variacién total E, ,(Q2) = ||z||*>. Todas proyecciones E(w) conmutan dos a dos.
Siw; Nwy = &, entonces los rangos de E(w;) y E(w2) son ortogonales, por el Teorema 3.17.

3.22 Proposicién. Si E es una resolucion de la identidad y x € H, entonces el mapeo
w i E(w)x es una medida numerablemente aditiva, tomando valores en H.

Demostracion. Sea (w,) € M una sucesién de conjuntos ajenos dos a dos, y sea w =
Unen wn. Se sigue que E(wy,)r y E(w,)x son ortogonales cuando m # n. Como E, , es una
medida numerablemente aditiva, se tiene

> (E(wn)z,y) = (E(w)z,y) para todo y € H.
n=1
en seguida, el Teorema 3.7 implica que
> E(wp)z = E(w)z.
n=1

]

3.23 Nota. En general una resolucion de la identidad no es numerablemente aditiva porque
las proyecciones ortogonales no cero tienen norma 1. Eso implica que

il El(wn)

no converge €n norma.
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3.24 Proposicién. Sea E una resolucion de la identidad. Sean (w,) C M yw = U2, wp.
Si E(wy,) = 0 para todo n, entonces E(w) = 0.

Demostracion. Para x € H la medida E, , es numerablemente aditiva. En seguida, 0 =
E,.(w) = ||E(w)z||*. Eso implica que E(w) = 0. O

Sea E una resolucion de la identidad en M, una o-algebra sobre un conjunto €2. Sea
L>(9) el dlgebra de las funciones medibles y acotadas @ — C. Con la norma || f||4 =
SUp,cq|f(x)| obviamente A es un algebra de Banach.

Existe una base de la topologia de C, formada por una coleccién numerable de discos
abiertos. Si f € A entonces consideramos la unién U de todos aquellos discos U, que
cumplen E(f~Y(Uy)) = 0 y llamemos a C\U el rango esencial de f (respecto a la reso-
lucion de la identidad E). El conjunto U es el conjunto abierto mas grande que cumple
E(f~Y(U)) = 0, y el rango esencial Res(f) de f es el conjunto cerrado mas chico que
contiene f(z) para casi todo x € €, respecto a la nocién de conjuntos de medida cero
inducida por F.

Decimos que f es esencialmente acotado si su rango esencial es acotado. En ese caso el
rango esencial es compacto. Denotemos por || f|l« el maximo de |A|, donde A varia sobre
el rango esencial. El ntimero || f||« se llama el supremo esencial de f.

Si definimos N :={f € A | ||f|l«c = 0}, entonces N es un ideal cerrado de A. Ponemos
L>*(F) := A/N. Se sigue que la norma inducida de una clase [f]| coincide con || f]|, que
L*>®(FE) es un algebra de Banach y que el espectro o([f]) coincide con el rango esencial de
f. Como es usual en la teorfa de la medida, identificaremos f con su clase [f].

El rango y el supremo esencial de una funcién respecto a una medida compleja se define
similarmente como antes respecto a una resolucion de la identidad.

3.25 Lema. Sean x,y € H, y sean || |5 ¥ || - [loo,E,,, los supremos esenciales respecto a
la resolucion de la identidad E y respecto a la medida compleja E,,. Entonces se cumple

1fllco.0y < 1 flloo, para todo f € L*(E).

Demostracion. Sea R es rango esencial de f respecto a F, y sea R, , el rango esencial de
f respecto a E,,. Si U C C es abierto y tal que E(f~'(U)) = 0, entonces obviamente
E,,(f~*(U)) = 0. Eso implica que R,, C Ry comprueba el enunciado. O]

3.26 Teorema. Sea E una resolucion de la identidad como en la Definicion 3.20. Entonces
existe un *-isomorfismo isométrico ¥ entre L>°(FE) y una subdlgebra cerrada normal A de
B(H) que es relacionado con E por la formula
(3.20) (V(f)x,y) = / fdE,, para todo x,y € H, f € L>(Q).

Q

Eso justifica la notacion

(3.21) U(f) = /Qde.
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Se tiene

(3.22) 1 (f)z|? = /Q|f|2dEx,x para todo = € H, f € L®(E),
Se cumple el hecho de la aplicacion espectral: o(W(f)) = Ress(f)-
Un operador @ € B(H) conmuta con todo E(w) si y sélo si Q conmuta con todo V(f).

Demostracion. Demostremos el teorema primero para funciones simples en (). Sea
{wi,we,...,w,} € M una particién de 2, y sean aq,as,...,q, € C. Definimos la fun-
cién simple f: Q — C por

f(z) = ay si x € wy.

Definimos ¥ € B(H) por

(3.23) w(f) = ; o E(w).
Como los E(wy) son proyecciones autoadjuntas, se tiene
(3.24) V() = S Bl = ¥(J)

Si {w),wh, ... wl } € M es otra particién de ese tipo entonces wy = >J%; wy N wy para
todo k y w) = > p_; wr Nwy para todo ¢. La coleccién {wy, N wj}i e forma una particién de
Q2 por elementos de M.

Si g es una funcién simple en  tal que g = By en wy para ¢ = 1,2,...,m, entonces fg
es la funcién simple que equivale a a3y en wy Nwy. Calculamos, usando el inciso (c) de la
Definicién 3.20:

U(f)U(g) =D owBeE(wr)E(wy) =D arBeE(we Nwy).
k.0 k£

Se sigue que

(3.25) W(f)¥(g) =¥ (fg).

Para a, f € C la funcién af 4 g es simple y equivale a aay+ 55, en wrNwy. El inciso (d) de
la Definicién 3.20 implica que E(wy) = Y%, E(wpNwy) para todo ky E(we) = Y31 E(wkN
wj) para todo ¢. Obtenemos

QU(f) + BU(g) = 3 acnB(wn) + 3 BHEW) = 3 (e + B8 Elwr N ),
k=1 /=1

k.0

es decir,

(3.26) a¥(f) + p¥(g) = ¥(af + Bg).
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Para x,y € H la definicién de ¥(f) implica
(3.27) (W(f)z,y) =D ar(Bw)r,y) = D ki y(wy) = /Qdem,y-
k=1 k=1

Por (3.24) y (3.25)
U(f)U(f) =C(HU(f) =T(ff) =T(f]).

Con eso (3.27) implica

(3.28) 1 (f)zl* = (T () (f)z,z) = (P f]*)z, ) Z/Qlf|2dEx,x

y luego, por la Nota 3.21 y el Lema 3.25,

(3.29) (N2l < M1 lloo, 2oy Baa () < M flloo) B (2) = [ fllooll]]-

Aqui || f|lsc,,.. denota el supremo esencial de f respecto a la medida positiva E, .

Por otro lado, escogemos k tal que |ag| = ||flloc ¥ E(wk) # 0. Eso es posible porque
el rango de f consiste de un ntmero finito de puntos «ay. Existe x € R(E(wy)) tal que
|z|| = 1. La ortogonalidad de los rangos de F(wy) dos a dos dice que E(w;)z = 0 para
¢ # k y luego

U(f)r = apE(wg)xr = .

Obtenemos ||V (f)|| > |ak| = || f]|oo- Junto con (3.29) eso implica que

(3.30) MO = 1 flloe-
Trataremos es caso general. Sea f € L*°(FE). Existe una sucesién de funciones simples
medibles f,, en © que converge a f respecto a la norma ||-|/«. Por (3.30) la sucesién

correspondiente de operadores W ( f,,) forma una sucesion de Cauchy en B(H). Ella converge
en B(H) a un operador que llamaremos W( f). Esta definicién no depende de la sucesién (f,)
porque dos sucesiones con estas propiedades pueden ser unidas alternando los elementos,
y resulta otra sucesion con las mismas propiedades. Obviamente se tiene

(3.31) V(NI =fllc  paratodo f € L™(E).

Fijemos x,y € H. Si denotamos por || - ||s,&,, €l supremo esencial respecto a la medida
E,,, entonces el Lema 3.25 dice que f, — f en L>(E,,). Como E,, es una medida
compleja, es decir, con variacién total finita, eso implica que f, — f en L'(E,,). En
seguida, la representacion integral (3.20) se sigue de (3.27) (reemplazando f por f,).

La continuidad de la involucién en B(H) y (3.24) implican que

(3.32) V(f)" = ().

60



Teoria Espectral 2015-2 3. Operadores acotados

Si f,g € L®(E) ysi(fn)y (gn) son sucesiones de funciones simples medibles aproxi-
mando f y g en L*(FE), entonces (3.25) y (3.26) también se cumplen en esta situacion
por la continuidad de las operaciones en B(H). Resumando, hemos demostrado que W es
un *-monomorfismo isométrico de L>(E) en B(H). Un argumento conocido implica que el
rango A de V¥ es cerrado.

La definiciéon de A implica que A es una subalgebra normal. Como ¥ es un isomorfismo,
ga(V(f)) = o([f]) = Ress(f). Basta recordar que el Teorema 2.33 dice que o4 (¥(f)) =

o (W (f).

Sea @ € B(H) tal que @ conmuta con todo F(w). Por (3.23) ) conmuta con W(f) si f
es una funcion simple medible. El mismo argumento de aproximacién como antes implica
que () conmuta con ¥(f) para todo f € L*(FE). Inversamente, si () conmuta todo ¥(f),
particularmente conmuta con ¥(x,) = F(w) si w € M. O

3.5. El teorema espectral

Para operadores T' € B(H) el espectro o(T') siempre se refiere al espectro en B(H ).

3.27 Lema. Sea A una subdlgebra cerrada de B(H) que contiene I, tal que T* € A si
T € A. Entonces 04(T) = o(T) para todo T € A.

Demostracién. Sea T € A invertible en B(H). Basta demostrar que 7! € A. Sea eso
el caso. Entonces TT* es autoadjunto. Como B(H) es un B*-algebra, el Teorema 2.32(a)
implica que o(TT*) C R, y luego el Corolario 1.17 dice que o4(TT*) = o(TT*). Como
TT* es invertible en B(H), 0 ¢ o(TT*), es decir, TT* también es invertible en A. Se sigue
que T-1 =T*(TT*)* € A. O

3.28 Teorema. Sea A una subdlgebra cerrada normal de B(H) que contiene I, y sea A
su espacio de ideales mazimales. Entonces se cumplen:

(a) Ewxiste una y solo una resolucion de la identidad en los conjuntos de Borel de A que
satisface

(3.33) T:/Ade

para todo T € A, donde T es la transformada de Gelfand de T.

(b) La inversa de la transformada de Gelfand extiende a un *-isomorfismo isométrico ®
del dlgebra L*(FE) a una subdlgebra cerrada B de B(H) que contiene A. Este mapeo
estda dado por

(3.34) O(f) = /A fdE para todo f € L*(E).
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(c) B estd contenida en el subespacio lineal cerrado de B(H) generado por las proyeccio-
nes E(w).

(d) Siw C A es abierto y no vacio, entonces E(w) # 0.

(e) Un operador S € B(H) conmuta con todo T € A si y sélo si S conmuta con todo
E(w).

Demostracion. Recordemos que (3.33) significa
(3.35) (Tz,y) = / TdE,, paratodoz,ye H, T € A.
A

De acuerdo, A es una B*-algebra conmutativa. En seguida, la transformada de Gelfand
es un *-isomorfismo isométrico de A y C'(A), por el teorema de Gelfand y Naimark. Para
x,y fijos el mapeo T — (Tz,y) es una funcién lineal acotada en C(A), porque ||| = |T]|s
y uego |(Tz,y)| < ||z ||y] || ||s- El teorema de representacién de Riesz da una y sélo una
medida regular i, , en los conjuntos de Borel de A tal que se cumple

(3.36) (Tx,y) = / fdu%y para todo x,y € H, T € A.
A

La validez de (3.35) y la regularidad de E,, implican la unicidad de la resolucién de la
identidad F, porque (3.35) determina E.

Por otro lado, sea ., dado por el teorema de representacién de Riesz como antes, para
todo z,y € H. La identidad en (3.36) en sesquilineal en z,y para las funciones continuas
T. Por aproximacion el L*(p1zy), y usando que p,, es finito, se sigue que la integral en la
derecha de (3.36) es una funcién sesquilineal de z, y si T esta reemplazado por una funciéon
f € L>®(A). El Teorema 3.10 dice que existe un y sélo un operador ®(f) € B(H) tal que

(3.37) (x,(f)y) = ((f)z,y) = /Afdﬂx,y para todo x,y € H.

La unicidad y (3.36) implican que ®(T) = T para todo T € C(A). Entonces ® es una
extension de la inversa de la transformacion de Gelfand. Obviamente ® es lineal, porque
la integral en (3.37) es lineal en f.

Demostremos que ¢ preserva involuciones. Sea TeC (A) una funcién real. Entonces T
es autoadjunto y se tiene

[ ity = (Tay) = (o, Ty) = Ty,2) = [ Tedpye = [ T i

Si f,g € C(A) son reales, se sigue que

/(f+1g) pay = | fdptey +i [ gdia,
/J Hy, 1 [ gally, (f +ig) dm,
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La unicidad de p,, implica que f,, = fi;,. Para f € L>*(A) eso da

@(sy) = [ ey = [ Fduye = @y, 2) = (@.0(F)y) = (@()2,y)
para todo x,y € H. En consecuencia,
(3.38) O(f) = o(f) para todo f € L>(A).

Demostremos multiplicatividad de ®. Si S,T € A, entonces ST = ST y
(3.39) [ 5T dpy = (STw,y) = [ Sdur,,
A A

Como eso se cumple para todo SecC (A), se tiene f,ux,y = li7zy- Podemos reemplazar S
por cualquier funcién f € L*°(A) en (3.39) y obtenemos

(3.40) [ AT ey = [ ey = (@()Tw,y) = Tz, @()'y) [ Tdps..

donde pusimos z := ®(f)*y. Como eso vale para todo T € C(A), se tiene fliz, = fiz.. Eso
nos deja reemplaza T por g € L>(A) en (3.40) y obtenemos

@(fg)a.y) = [ F9diay = [ gdua. = (®(g)r,2) = (®(9)r, 2(f)y) = (@()B(g)r,y)
para todo z,y € H. Eso comprueba la multiplicatividad de ®, es decir,
(3.41) O(fg) =P(f)P(g) para todo f,g € L=(A).

Lo anterior nos permite definir £ como sigue: Para todo subconjunto de Borel w de A
definimos

(3.42) E(w) = ®(xw)-
Como Xuynws = Xy X (3:41) implica
E(wl N ("')2) = (I)(leﬂwz) = ‘I)(lesz) = (I)(le)q)(sz) = E(wl)E(WQ)'

Usando w; = wy en la tltima ecuacion, se obtiene que cada F(w) es una proyeccién.
La formula (3.38) dice que ®(f) es autoadjunto si f es real. Entonces todas F(w) son
autoadjuntas. Obviamente E (&) = ®(0) = 0. Como & es una extension de la inversa de la
transformada de Gelfand, (3.36) implica que

B(A) = 3(1) = I.

La aditividad finita de E es una consecuencia de la linealidad de ®: Si w;Nwy = &, entonces
XwilUws = Xuwr + Xuws ¥ luego

E(wi Uws) = P(Xuruws) = (X T Xewn) = P(Xwn) + P(Xwn) = Elwi) + E(w2).
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Para todo =,y € H tenemos

Ery(@) = (B@),y) = [ Xoditay = o).

Eso implica (3.34). La ecuacién (3.33) estd implicada en (3.36). Finalmente, ||®(f)|| =
|| fllo €s una consecuencia del Teorema 3.26. Hemos demostrado todo de los incisos (a) y
(b).

El inciso (c) se sigue considerando aproximaciones de funciones en L*(E) por funciones
simples.

Sea w C A abierto y no vacio. Por el lema de Urysohn existe T € C/(A) con soporte no
vacio en w. Sea T € A la imagen de T bajo la inversa de la transformacién de Gelfand.
Como T # 0, también T # 0. Por lo tanto (3.34) dice que E(w) # 0. Eso demuestra el
inciso (d).

Para demostrar (e) escogemos S € B(H) y =,y € H. Calculamos

(3.43 (STz,y) = /A T dE, -

)

(3.44) (T'Sz,y) = /A TdEs,
)
)

(3.45 (SE(w)z,y) = By 50(w)
(3.46 (E(w)Sz,y) = Egyy(w).

Si Sy T conmutan para todo T € A, entonces (3.43) y (3.44) demuestran que coinciden
las medidas E, g+, ¥ Fsqy, ya que T varia sobre todo C (A). Eso implica que equivalen
(3.45) y (3.46), es decir, S conmuta con todas E(w). La implicacién inversa se demuestra
similarmente. [l

3.29 Teorema. Si T € B(H) es normal, entonces existe una y sélo una resolucion de la
identidad E en los conjuntos de Borel de o(T') que satisface

(3.47) T= /U oy VB,

Ademds, toda proyeccion E(w) conmuta con todo S € B(H) que conmuta con T.

Demostracion. Sea A la subdlgebra cerrada de B(H) generada por I,T y T*. Como T es
normal, A es normal y aplica el Teorema 3.28 a ese dlgebra. Sea A el espacio de ideales
maximales de A. En la demostracién del Teorema 2.35 vimos que T es un homeomorfismo
entre A y o(T). T genera por composicién un *-isomorfismo isométrico entre C(o(T)) y
C(A) que manda id,7) a T, véase el Lema 2.34. Entonces el Teorema 3.28 implica la
existencia de F con (3.47).

Por otro lado, sea E una resolucién de la identidad en los conjuntos de Borel de o(T)
que cumple (3.47). Para un polinomio complejo p en dos variables el Teorema 3.26 implica
que

PTT) = [ pON)AE(),

o(T)
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es decir,

(3.48) (p(T,T")z,y) = /( )p()\, N dE, ,(\) para todo z,y € H.
o(T

El conjunto de esos polinomios es denso en C'(o(7T)) por el teorema de Stone-Weierstrass.
Por lo tanto, el mismo razonamiento como en la demostracién del Teorema 3.28, utilizando
el teorema de representacion unica de funciones lineales acotadas en C(o(T")) de Riesz por
medidas, dice que (3.48) determina la resolucion de la identidad E.

Si S conmuta con T, entonces por el Teorema 3.19 S también conmuta con 7%, es decir,
con todo A. El inciso (e) del Teorema 3.28 implica que S conmuta con todo E(w). O

Resumando el contenido de los Teoremas 3.26, 3.28, and 3.29 podemos establecer un
nuevo calculo simbodlico para operadores acotados normales y funciones acotadas:

3.30 Teorema (Calculo simbdlico para operadores normales acotados). Sea T € B(H)
normal y E la resolucion de la identidad en los conjuntos de Borel de o(T), dada en el
Teorema 3.29. Para cualquier funcion de Borel acotada o(T) — C escribimos f(T') para
O(f), usando la definicion en el inciso (b) del Teorema 3.28 (recordemos que identificamos
f con su clase [f] en L>®(E)). Entonces [ — f(T) € B(H) es un homomorfismo de
funciones de Borel acotadas en o(T) que cumple:

1—1,id—T,

[F(T)| < supreqer (M)
F(D))* = Jon P Ao

Si f € C(o(T)) entonces hay igualdad en (e) y la restriccion de este calculo simbdlico
a C(o(T)) coincide con la inversa de la transformacion de Gelfand.

o
N N N N

(f) Si f — f uniformemente, entonces ||f,(T) — f(T)|| = 0 en B(H).

(g) SiS € B(H) conmuta con T entonces S conmuta con f(T) para toda funcién acotada
de Borel f.

(h) Como id puede ser aproximada uniformemente en o(T) por funciones de Borel sim-
ples, T es un limite de combinaciones lineales de proyecciones E(w).

(i) Se cumple la aplicacion espectral: o(f(T)) = Ress(f), donde Ress(f) estd definido

respecto a la resolucion de la identidad E.

El siguiente teorema es una aplicacién de ese calculo funcional:
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3.31 Teorema. Si T € B(H) es normal, entonces

(3.49) 1T = sup{[(Tz, 2)| | w € H, =] <1}.
Demostracion. Sea € > 0. Basta demostrar que existe zo € H tal que ||zo|| =1y
(3.50) (Tzo, z0)| > ||T|| — €.

Como en la demostracién del Teorema 3.29 sea A la subalgebra cerrada de B(H) generada
por I,T y T*, y sea A el espacio de los ideales maximales de A. Identifiquemos A con o(7")
mediante el homeomorfismo 7. Como || T|| = ||T||se = p(T") por los Teoremas 2.21 and 2.10,
existe \g € o(T) tal que ||T|| = |Ao|. Sea

wi={rea(T)||A— | < e}

Si E es la descomposicion espectral de T dada en el Teorema 3.29, entonces el Teore-
ma 3.28(d) dice que F(w) # 0. En seguida, existe 29 € R(E(w)) con ||zo|| = 1.
Definimos f: o(T) — C por f(\) := (A — Ao)xw- Se sigue que

F(T) = (T = XoD)xu(T) = (T = Aol ) E(w)
y luego, usando que E(w)zg = o,
f(M)xg = Txo — Aoxo.
En consecuencia,,
[ Xo| = [(T'wg, wo)| < [{T'xo, z0) — Ao| = [(f(T)z0, z0)| < [ f(T)|| <&,
porque |f(A)| < e para A € o(T). Como |Ag| = ||T||, eso implica (3.50). O

3.32 Ejemplo. La normalidad es necesaria en el teorema anterior. Un ejemplo para ver
eso es el operador 7' en C? representado por la matriz

01
0 0/
Respecto a la norma euclidiana en C? se tiene que ||T|| = 1, pero |[(Tz, z)| < 1/2si [jz] < 1.

De acuerdo, el Teorema 2.35 implica que un operador normal T' € B(H) es autoadjunto
siy sélo si o(T) es real.

3.33 Teorema. Un operador normal T € B(H) es unitario si y sélo si o(T) es un sub-
conjunto del circulo unitario {\ € C | |\| = 1}.

Demostracion. Si T es unitario, ya demostramos que o(7") esté incluido en el circulo uni-
tario el el Teorema 3.18. Inversamente, sea o(7T) incluido en el circulo unitario. Se sigue
que id - id = |id|? = 1 en o(T). Entonces TT* = I, es decir, T es unitario. O
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Sea A C B(H) una subdlgebra cerrada y normal que contiene I. Un subespacio M de
H es invariante bajo A si T(M) C M para todo T' € A. Por ejemplo, si A = {T'} entonces
subespacios propios son invariantes. Si dim H < oo entonces ya sabemos que H tiene una
base ortonormal formada por eigenvectores, es decir, existen subespacios invariantes no
triviales. Aqui, M no trivial significa que M # {0} y M # H.

En general, sea A el espacio de los ideales maximales de A, y sea E la resolucién de la
identidad en A dada por el Teorema 3.28.

3.34 Teorema. FExiste un subespacio no trivial M de H que es invariante bajo A. Ademds,
M* también es invariante bajo A.

Demostracion. Si A consiste de un solo punto, entonces C(A) tiene dimensién uno. Por
el Teorema 2.21 A es isomorfo a C(A). Resulta que A consiste del espacio lineal generado
por I y cualquier subespacio de H es invariante bajo A.

Si A consiste de mas que un punto, escogemos dos subconjuntos ajenos abiertos no vacios
(usando la propiedad de Hausdorff de A). Si wy es uno de ellos, pongamos wy := A\w;.
Entonces por el Teorema 3.28 tenemos E(w;) # 0 para i = 1,2, F(w;) + E(ws) = I,y
R(E(w1))LR(E(ws)). Ponemos M := R(E(w;)). Como las proyecciones F(w) conmutan
entre si (Definicién 3.20(c)), el Teorema 3.28(e) dice que E(w;) conmuta con T" para todo
TeA SiTe Ay x e M, entonces

Tx =TE(w)x = E(w)Tx,

es decir, Tx € M. Eso demuestra que M es invariante bajo A. Lo mismo se cumple para

Mt = R(E(w)). O

3.6. Valores propios de operadores normales

3.35 Teorema. Sea E la descomposicion espectral de un operador normal T € B(H). Si
feC(o(T)) yw:= f1(0), entonces

(3.51) N(f(T)) = R(E(wo)).

Demostracion. La identidad fx., = 0 implica que f(T)E(wy) = 0, es decir, R(F(wp)) C
N(f(T)). Para demostrar la inclusién inversa, definimos los conjuntos de Borel

wii={Aea(T) | [f(AN)] > 1}

1 1
wntz{/\EU(T) n<|f(>\)|§n_1} neN, n>2

Entonces {wy, }nen, s una particién de o (7). Definimos g,, := x., /f para n € N. Todo g,
es una funcién de Borel acotada en o(T'), y como g, f = Xu,, se tiene

(3.52) g (T)f(T) = E(w,) n € N.
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Sea © € N(f(T)). Entonces (3.52) implica que E(w,)z = 0 para n € N. La aditividad
numerable de la medida vectorial w — E(w)x (véase la Proposicién 3.22) demuestra que
E(o(T)\wo)z = 0, es decir, E(wp)z = z. Por lo tanto, z € R(FE(wp)). Como = € H fue
arbitrario, hemos demostrado que N'(f(T)) C R(E(wo))- O

3.36 Teorema. Sean E la descomposicion espectral de un operador normal T € B(H),
X € 0(T) y Eg:=E({\o}). Entonces

(a) N(T = Xol) = R(Ey),

(b) Xo es un valor propio de T si y sélo si Ey # 0,

(c) todo punto aislado de o(T') es un valor propio de T.
)

(d) Si o(T) = {A1, Ao, ...} es numerable, entonces todo x € H tiene una y sélo una
expansion de la forma

(3.53) T=) T,
n=1

donde Tz, = \,x,. Ademas, x,, Lx, cuando m # n.
Los incisos (b) y (c) explican el nombre espectro punto para los eigenvalores de T.

Demostracion. El inciso (a) es una consecuencia del Teorema 3.36, usando la funcién
f(A) := X = Ap. Obviamente, (b) se sigue de (a). Si A\ es aislado, entonces {A\o} es un
subconjunto relativamente abierto en o(7T") y Ey # 0 por el Teorema 3.28(d). La conclusién
es una consecuencia del inciso (b).

Para demostrar (d), pongamos E, := E({\,}) para todo n € N. Si A, es un punto de
agregacion de o(7T'), entonces E, puede ser cero o no. De todos modos, las proyecciones
E, tienen rangos ortogonales dos a dos. La aditividad numerable de w — F(w)x (véase la
Proposicion 3.22) demuestra que

Y Eax=E((T)z=x para todo x € H.
n=1

Esta serie converge en norma. Con x,, := E,x obtenemos la representacién (3.53). Obser-
vemos que x, = 0 donde E, = 0. Si E,, # 0 entonces Tx,, = \,x,, por (b). La unicidad es
una consecuencia de la ortogonalidad de los vectores z,,. O]

3.37 Repaso. Sean X,Y espacios de Banach. Un operador 7" € B(X,Y') es compacto si
T(A) es compacto en Y para todo subconjunto acotado A C X.

3.38 Teorema. Sea T € B(H) normal. Entonces T es compacto si y solo si se cumplen
las siguientes condiciones:
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(1) o(T) tiene a lo mds un punto de agregacion. Ese solo puede ser 0.
(11) Si A #0, entonces dim N (T — A\ ) < oo.

Demostracion. La necesidad de (1) y (1I) esté conocida (véase por ejemplo Rudin, Functio-
nal Analysis, teoremas 4.18 y 4.25).

Supongamos (1) y (11). Primero trataremos el caso donde o (7') es infinito. Sea o(T)\{0} =
{A\1, A2, ...} tal que |[\{| > |Ao| > .... Definimos f,,: o(T) — C por

A A= X, k<
fn()\) _ k> ks =n,
0, A€ a(TINAn Ay An )

Pongamos Ej, := E({\;}). Entonces se sigue que

FuolT) = /U(T) £, dE = g::l FoO) Ex = g::l AEL.

Por el Teorema 3.36 se tiene R(Ey) = N(T — A\ 1) y entonces dim R(Ey) = dim N (T —
AI) < oo por hipétesis. Eso implica que f,(T") es compacto para todo n € N. Como
A — fu(AN)] < |\ para todo A € o(T), el Teorema 3.30(c) implica que

T — fu(D)|| < |Ans1] — 0 cuando n — 0.

Como un limite de operadores compactos en B(H) es compacto, T es compacto.
Sio(T) es un conjunto finito, o(T") = {A1, Aa, ..., A\, }, entonces en la demostracién arriba
se obtiene T' = f,,(T) y T es compacto. O

3.39 Teorema. Sea T' € B(H) normal y compacto. Entonces se cumplen:
(a) T tiene un valor propio A con |\ = ||T|.
(b) f(T) es compacto si f € C(a(T)) y f(0) =0.
(c) f(T) no es compacto si f € C(a(T)), f(0)#0 ydim H = co.

Demostracion. Como T es normal, el Teorema 2.21 (Gelfand-Naimark) junto con el Teo-
rema 2.35 implican que existe A € o(T") tal que |A| = ||T||. Si ||T|| > 0 ese A es un punto
aislado de o(T') por el Teorema 3.38, es decir, un valor propio por el Teorema 3.36. Eso
demuestra (a) para este caso. Si T = 0, entonces la conclusion de (a) es obvia.

Para demostrar (b), escogemos ¢ > 0y § > 0 tales que |[f(\)| < € si [A\| < §. Sean
A1, A2, ..., Ay los puntos en o(T')\Bs(0). Para k € {1,2,...,n} sea Q) un polinomio com-
plejo en una variable tal que Qx(A;) = oy para todo ¢ € {1,2,...,n}. Definimos

PO) =Y f(Aw(jk)m@km,

k=1
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donde m € N es tan grande que |P()\)] < € cuando |A| < ¢ (obsérvese que |A/A\g| < 1
para todo & = 1,2,...,n si |A| < §). Como m > 1, el polinomio P tiene el monomio
A como factor. Por el célculo simbélico, P(T) tiene representacion como producto de un
operador acotado y T, es decir, P(T') es compacto. Ademés, P(\;) = f(A\;) para todo
¢ € {1,2,...,n}. Esas propiedades implican que |P(\) — f(A)| < 2¢ para todo A € o(T).
En seguida, |P(T) — f(T)| < 2¢. Con ese resultado se puede construir una sucesiéon de
operadores compactos que tiende a f(7T') en B(H), y f(T') necesariamente es compacto.
En la demostracion de (c¢) podemos suponer que f(0) = 1, sin pérdida de generalidad.
Aplicando (b) a la funcién 1 — f obtenemos que S := I — f(T') es compacto. Si f(T') fuera
compacto, [ = S + f(T') también seria compacto, en contradiccién con dim E = oc. ]

3.7. Operadores positivos y raices cuadradas

De acuerdo, un elemento = en un algebra de Banach con involucion es positivo, > 0, si
x es autoadjunto y si o(x) C [0,00). Si T' € B(H) satisface (T'z,z) > 0 para todo = € H,
entonces decimos que 1" es positivo, T' > 0. El siguiente teorema demuestra que coinciden
esas maneras de definir positividad.

3.40 Teorema. Sea T € B(H). Entonces son equivalentes:
(1) (T'z,z) >0 para todo x € H.
(1) T=T* yo(T) C[0,00).
Demostracion. Si (1) se cumple, entonces (T'z, x) es real y entonces
(T*z,z) = (x,Tz) = (Tx, ) para todo x € H.

El Teorema 3.8 implica que 7% = T, y el Teorema 2.35 dice que o(T') es real. Si A > 0
demostremos que —\ ¢ o(7T). Por (1)

Mzl? = Az, z) < (T4 M)z, z) < (T + M)zl ||z,

es decir,
(T + AD)z|| > \||z|| para todo x € H.

El Teorema 3.15(c) implica que (74 M) es invertible y —\ ¢ o(7"). Eso demuestra (11).
Si (11) se cumple y si E es la descomposicién espectral de T', entonces

(T, ) = / AE, ,(\).
o(T)

Como FE, , es una medida positiva y o(7") C [0, 00), se tiene (I). O

3.41 Teorema. Todo operador positivo T € B(H) tiene una y sélo una raiz cuadrada
positiva S en B(H). Si T es invertible, también S es invertible.
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Demostracion. Sea A una subdlgebra normal cerrada de B(H) que contiene A y I,y sea
A es espacio de los ideales maximales de A. Recordemos que por el Teorema 2.33 04(7T) =
o(T). Aplicando el Teorema 2.21 se tiene que 7' > 0 porque T(A) = o(T) C [0, 00). Sea
S la imagen bajo la inversa de la transformacion de Gelfand de la tnica funciéon continua
S: A= [0,00) que cumple S2 =Ty S > 0. Entonces S es la tnica raiz cuadrada positiva
de T en A.

Sea Ay la subédlgebra maés chica de ese tipo, y sea Sy la raiz positiva de T en Ay. Si S es
otra raiz positiva de T, sea A la subalgebra normal cerrada generada por I y S. Entonces
T = 8% ¢ A, es decir, Ay C A. Lo anterior demuestra que S = Sj.

Finalmente, sea T invertible y S una raiz cuadrada de T'. Se tiene (I1S)S =TT =1
y, como S conmuta con S? = T y luego con T, S(T~1S) = T~15? = I. Eso implica que
S es invertible. O

3.42 Teorema. Si T € B(H), entonces la raiz cuadrada positiva de T*T es el inico
operador positivo P € B(H) que cumple ||Px| = ||Tz|| para todo x € H.

Demostracion. Primero notemos que
(3.54) (T*Tx,r) = (Tx,Tx) = |Tz||* >0  paratodo z € H.

Eso implica que T*T > 0, algo que también podemos concluir de los Teoremas 2.32
and 3.40. Por otro lado, si P € B(H) es autoadjunto, entonces

(3.55) (P?z,x) = (Pz, Px) = |Pz|*  paratodo z € H.

Considerando (3.54) y (3.55), el Teorema 3.8 implica que ||Pz| = ||Tz|| para todo x € H

siy sélosi P2 =T*T. O
Un ndmero complejo A\ siempre tiene la representacion A = «|\|, donde |o| = 1. Eso

motiva la siguiente

3.43 Definicién. Si T' € B(H) y si existen P,U € B(H) tales que U es unitario, P
positivo, y T = U P, entonces U P es una descomposicion polar de T'.

3.44 Nota. Si UP es una descomposicién polar de T', entonces T*T = P*U*UP = P2.
Ademas, ||Tz| = |UPz|| = ||Pz|| para todo x € H. Por lo tanto, el Teorema 3.42 dice que
P esta determinado por T

3.45 Teorema. (a) SiT € B(H) es invertible, entonces T tiene una y sélo una descom-
posicion polar.

(b) SiT € B(H) es normal, entonces T tiene una descomposicion polar UP tal que U, P
y T conmutan entre si.
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Demostracion. (a): Si T es invertible, entonces también T* y T*T son invertibles. Por el
Teorema 3.41 existe una y sélo una raiz cuadrada positiva P € B(H) de T*T, y P es
invertible. Definimos U := T P~!. Obtenemos que U es invertible y que

UU = P'T*TP' = PTIP?P =

es decir, U es unitario. Como P es invertible, TP~! es la tinica opcién para escoger U.
(b): Sean p,u funciones definidas en o(T") por p(\) = |A] y u(A) == A/|A|siA # 0y
u(0) := 1. Entonces p > 0, |u| = 1 y up = idyr). Como u y p son funciones de Borel
acotadas, aplica el calculo simbdlico del Teorema 3.30. Con las definiciones P := p(T) y
U :=u(T) se sigue que UP es una descomposicion polar de 7. O

3.46 Nota. En el inciso (a) del Teorema 3.45 puede pasar que ningun par de operadores
de U, P y T conmutan. No todo operador T" € B(H) tiene una descomposicién polar.

3.47 Definicién. Sean M, N,T,U € B(H), T invertible y U unitario. Si M = TNT!
entonces M yv N son similares. Si M = UNU ! entonces M y N son equivalentes unita-
riamente.

3.48 Teorema. Sean M, N € B(H) normales y similares. Entonces M y N son equiva-
lentes unitariamente. Particularmente, si M = TNT ' y si T = UP es la descomposicion
polar de T, entonces M = UNU!.

Demostracion. Sea M = TNT~!, y sea T'= UP la descomposiciéon polar de T'. Entonces
MT =TN y luego M*T' =TN*, por el Teorema 3.19. En consecuencia,

T*M = (M'T)* = (IN*)* = NT*

y por lo tanto
NP? = NT*T =T*MT = T*TN = P?N.

El Teorema 3.30 implica que N conmuta con f(P?) para toda funcién de Borel acotada en
o(P?). Como P > 0, también P? > 0. La funcién f()\) := v/ aplicada en esta situacién
da que N conmuta con f(P?) = P. Entonces M = TNT ! implica

M = (UP)N(UP) ' =UPNP'U'=UNU".

3.8. El grupo de los operadores invertibles

Recordemos que el grupo G(A) de los elementos invertibles de un algebra de Banach A
tiene la componente conexa G de la unidad, y que G es el subgrupo generado por exp(A).

3.49 Teorema. El grupo G de los operadores invertibles en B(H) es conexo, y todo ele-
mento de G es el producto de dos exponenciales.
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Demostracion. SeaT € Gy T = UP la descomposicion polar dada en el Teorema 3.45(a).
Entonces U es unitario y P positivo, es decir, ambos operadores son normales. Sea
log: C\(—o00,0] — C la rama principal del logaritmo, y sea arg := Imlog. Consideramos la
extensién Arg de arg a C\{0} definida en la siguiente manera: Si A € (—o0, 0), entonces po-
nemos Arg(\) := m. Se sigue que Arg(A\) = lim,_,04 arg(A +is). Como lim,_,garg(A —is) =
—m, Arg es semicontinua por arriba. Entonces Arg: C\{0} — C es una funcién de Borel,
y lo mismo se cumple para Log: C\{0} — C dado por Log(A) := log|A| + iArg(\). La
funciéon Log es una extension no continua de la rama principal del logaritmo a C\{0}.

Como U y P son invertibles, o(U) y o(P) son subconjuntos de C\{0}. Obviamente Log es
acotado en o(U) y o(P) porque esos conjuntos tienen distancia positiva a 0 y son compactos
(obsérvese que Log es continuo en o(P) C (0,00) y Log =iArg en o(U) C {\ | |\ = 1}).
Apliquemos el calculo funcional para funciones de Borel definidas en el espectro de un
operador y definimos @) := Log(U) y S := Log(P). Entonces dodode

T =UP = %%,

La funcion exp: B(H) — B(H) es continua, véase la Nota 1.27(e). Entonces para T, Q)
y S como antes el mapeo [0, 1] — B(H), dado por

t — exp(tQ) exp(tS),

es un camino de I a T en (G. En consecuencia, todo T' € G esta en la componente de I, es
decir, G es conexo. n

Vimos en la Nota 1.37 que un operador acotado invertible en un espacio de Hilbert de
dimensién finita siempre es una exponencial, no sélo un producto de dos exponenciales.
El siguiente ejemplo demuestra que en general eso no es cierto en espacios de dimension
infinita.

3.50 Teorema. Sea D C C abierto, acotado, tal que
Q:={aeCl|a’cD}

es conezo, y tal que 0 ¢ D. Sea H(D) el espacio de las funciones holomorfas en D, y
sea H := H(D) N L*(D). Entonces H es un subespacio cerrado de L*(D), es decir, es
un espacio de Hilbert respecto al producto escalar inducido por L*(D). Sea M el operador
lineal en H dado por

(Mf)(z):=zf(2) para todo f € H, z € D.

M es la multiplicacion con id. Entonces M € B(H), M es invertible pero no tiene raiz
cuadrada en B(H).
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Demostracién. Primero demostremos que H es cerrado en L*(D). Sean f € Hy K C D
compacto. Ponemos § := dist(K,C\D) > 0. Para z € K y r € (0,9) se sigue que B,(z) C
D. Sea 7y(t) := z + re'’, es decir, v es una parametrizaciéon de dB,(z). Entonces la formula
de Cauchy implica

16 = 5m [ F ar- 5

Una integracién respecto a r da

2m
it
27r/0 f(z+re”)dt.

2 6 27 1
1@ =% [ erdr = 7r52/ |G retyratar = — /Br(z)f(/\)d/\.

Por la desigualdad de Hélder obtenemos

1 1
B6) < = [ OIS e/ BE] < 5l

para todo z € K. Si (f,) € H converge en L?(D), la desigualdad (3.56) implica que
fn converge uniformemente en subconjuntos compactos de D. Como limites localmente
uniformes de funciones holomorfas son holomorfos, el limite de (f,,) también es holomorfo,
es decir, un elemento de H.

Como D es acotado, existe R > 0 tal que D C Bg(0). Entonces

IMfIE = [ |2£(2)dz < B2 £

es decir, M € B(H). Similarmente, como 1/z es una funcién acotada, el operador N de
multiplicacién por 1/z estd en B(H ). Obviamente M N = NM = I y luego M es invertible
en B(H).

Por contradiccién supongamos que existe Q € B(H) tal que Q* = M. Fijemos cualquier
a € Q. Entonces A := a? € D. Definimos

My =M — \, S:=Q —al, T:=Q+al.
En seguida,
(3.57) ST = M, = TS.
Si Myf =0paraun f € H, entonces (z—\)f(z) =0paraz € Dy f=0en D\{\}. Por la
holomorfia, f = 0. Eso demuestra que N'(M)) = {0}. Sea f € R(M,). Entonces f(\) = 0.

Inversamente, sea f € H tal que f(A) = 0. Por la holomorfia, existe una funcién g € H tal
que f(z) = (2 — A\)g(z) para todo z € H, es decir, f € R(M,). En otras palabras,

(3.58) R(My) ={f e H| f(z) = A}
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La desigualdad (3.56) implica que evaluacién en un punto de D es una funcién lineal
acotada en H. En seguida, R(M,) es un subespacio cerrado de H de codimensién 1.

Como M, es inyectivo, (3.57) demuestra que S y T son inyectivos. Como R(M,) # H,
M, no es invertible. Eso implica que uno de S y T no es invertible. Supongamos que
S no es invertible. Como M, = ST, R(M,) C R(S). Por otro lado R(S) # H por el
teorema de la inversa continua (o aplicacién abierta). Se sigue que R(S) = R(M,) porque
codim R(M,) = 1y que S es una biyeccién de H con R(M,). Otra vez por la identidad
M, = ST obtenemos que S también es una biyeccién de R(7T') con R(M),). En consecuencia,
R(T) = H y T es invertible en B(H) por el teorema de la inversa continua. Se demuestra
similarmente que S es invertible en B(H) si T' no es invertible.

Por la definicién de S y T lo anterior implica que precisamente uno de o y —a esta en
o(Q), si a € Q. Por lo tanto €2 es la unién de los conjuntos ajenos o(Q) Ny —o(Q) N,
que son relativamente cerrados en €2 y tienen la misma cardinalidad. Eso contradice la
conexidad de 2 y comprueba que no existe una raiz cuadrada ) de M. O

3.51 Nota. Una clase de ejemplos para conjuntos D que cumplen las hipétesis del Teore-
ma 3.50 son anillos circulares con centro 0.

Como M en el Teorema 3.50 no tiene una raiz cuadrada, y como todos exponenciales
tienen raices cuadradas, M no es un exponencial.

3.9. Una caracterizacion de B*-algebras

3.52 Lema. Sea X un espacio normado de funciones acotadas definidas sobre un conjunto,
con la norma del supremo, y sea L una funcion lineal en X tal que

(3.59) |L|| = L(1) = 1.
Entonces f € X y0< f <1 implica 0 < Lf <1.

Demostracion. Escogemos «, 8 € R tales que Lf = a4 if. Para todo t € R se tiene
1 . 1 .
L(f——l—nf) =a—-+i(f+1).
2 2
Como f esreal y || f —1/2] < 1/2, se sigue que

2

(a—;)2+(ﬂ+t)2:‘a—;+i(ﬁ+t)

<ol = Laie < Hf—1 2+H7t||2 <iie
2 2 4
Obtenemos
ad—a+p2+28t<0 para todo t € R.
Eso implica que 8 = 0 y entonces o < a, es decir, 0 < o < 1. O
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3.53 Teorema. Si A es una B*-dlgebra y si z € A, entonces existe una funcion lineal
positiva F' en A tal que

(3.60) F(e) =1 Y F(zz) = |||~

Demostracion. Sea xg := zz*. Por el Teorema 2.32(e) o(xg) C [0,00). Sea Ay es espacio
de ideales maximales de la subalgebra cerrada Ay de A generada por e y x,. Entonces
Ap es normal porque z es autoadjunto. El teorema de Gelfand-Naimark, Teorema 2.21,
implica que Ay = C (Ay), y por el célculo simbélico del Teorema 2.35 &y > 0 es una funcién
continua en Ay que alcanza su maximo en un h € Aq. Se tiene

&o(h) = 2ollee = llzoll = II2]1*
Definimos una funcién lineal f en Ay por f(x) := &(h). Entonces

(3.61) fley=1 vy fz2) =%

y I/l = 1 porque [f(x)] < ||z[[oc = [|z]| para todo z € A,.

Con el teorema de Hahn-Banach extendemos f a una funcién lineal en A que tiene
|F|| = 1. Tenemos que demostrar que F'(yy*) > 0 para todo y € A.

Fijamos y € A y sea A; el espacio de los ideales maximales de la subdlgebra cerrada
Ay de A generada por e y yy*. Como antes, 4; es normal y A; = C(Ay). Definimos una
funcion lineal ¢ en C'(A;) por

6(2) == F(a).
Entonces ¢(1) = F(e) = f(e) = 1, |6(2)| < ||z]| = ||2]|0, €s decir, ||¢]| = 1. El Lema 3.52
implica que ¢(Z) > 0 para todo © € A que cumplen Z > 0 en A;. Si 27 1= yy*, entonces
se sigue como al inicio de la demostracién que Z; > 0 en A;. Eso demuestra F(yy*) =
F(z1) = ¢(&1) > 0, lo que necesitamos que demostrar. O

3.54 Definicion. Sean X,Y espacios métricos, vy sea f: X — Y un mapeo. Si
d(f(z1), f(x2)) = d(x1,x2) para todo z1,z2 € X entonces f es un mapeo isométrico.

3.55 Nota. Es obvio que un mapeo isométrico es un homeomorfismo entre su dominio y
Su rango.

3.56 Teorema. (a) Sea X un espacio métrico no vacio. Entonces existe un espacio mé-
trico completo Y (la completacién de X) tal que X CY es denso. Y estd determinado
unicamente respecto a homeomorfismos isométricos.

(b) Si X es un espacio normado (real o complejo), entonces Y del inciso (a) es un espacio
de Banach. Y estd determinado unicamente respecto a isomorfismos isométricos. Si
X1, X5 son espacios normados, st Y1 y Yo son las completaciones de Xy y Xo, y st
A € L(X1,X,), entonces existe una y solo una extension B € L(Y1,Y3) de A. Ese
operador cumple || B|| = ||A]|.

76



Teoria Espectral 2015-2 3. Operadores acotados

(c) St X es un espacio con producto escalar, entonces Y es un espacio de Hilbert.

Demostracion. (a): Sea Z := CE(X) el espacio de Banach real de las funciones continuas
y acotadas X — R. Sea a € X fijo. Para © € X definimos una aplicaciéon T'(z): X — R

La desigualdad del cuadrangulo implica que
T (2)(y)| < d(z,a) +d(y,y) = d(z, a),

es decir, T'(z) es acotado en X. Similarmente se tiene

T(2)(y1) = T(@)(y2)| < |d(2,91) — d(z, )| + [d(a, y1) — d(a, y2)| < 2d(y1, y2)

para todo y1,ys € X, es decir, T'(x) € Z para todo = € X. Ademas,

T (1) (y) = T(x2)(y)] = |d(21,y) = d(w2, y)| < d(21,22)

v |T(z1)(x1) — T'(x2)(x1)| = d(x1,22), es decir, [|T(z1) — T(x2)|lec = d(x1,22). Entonces
el mapeo T: X — Z es isométrico y nos permite identificar X con T'(X) C Z. Luego se
define Y := X, donde el cierre se toma en Z. Como Z es un espacio real de Banach, Y es
un espacio métrico completo. Por su definicién, Y tiene X como subconjunto denso.

Sea d la métrica en Y, que también induce la métrica de X. Sea (}7, d) otra completacién
de X. Para x € Y existe (x,) C X tal que z,, = z en Y. (x,) es una sucesién de Cauchy
en X que converge a un Z en Y. Ese mapeo © — & no depende de la seleccion de (z):
Si (x]) es otra sucesién en X que converge a z en Y, entonces la uniéon de (z,) y ()
es una sucesion de Cauchy que converge al mismo Z. Es facil ver que el mapeo = — T es
suprayectivo, y su restriccion a X es la identidad. Sean x,y € Y y sean (z,), (y,) € X
sucesiones que convergen a xr y y en Y, respectivamente. Entonces

d(i,9) = lim d(z,,y,) = lim d(z,,y,) = d(z,y)

y & — & es una isometria suprayectiva. En otras palabras, Y y Y son homeomorfos isomé-
tricamente.

(b): Sean || -||x la norma en X y d la métrica en Y. Como d induce la métrica en X,
se tiene d(z,y) = ||z — y||x para todo x,y € X. Primero equipamos Y con una estructura
lineal. Sean z,y € Y y sean (x,), (y,) € X sucesiones que convergen a z y y, respectiva-
mente. Entonces (z,) v (y,) son sucesiones de Cauchy en X, y también (x, + y,) es una
sucesion de Cauchy en X con un limite en Y. Es facil ver que este limite no depende de las
sucesiones. Por lo tanto podemos definir = + y 1= lim,, oo (%, + y»). La continuidad de las
operaciones en X asegura que esta adicion coincide con la adiciéon dada en X. Similarmente
se define la multiplicacién escalar en Y. La continuidad de la operaciones en X implica que
con estas definiciones Y es un espacio vectorial.
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Definimos la extensiéon de la norma ||z||y := d(x,0) a Y. Claramente ella es consistente
con la norma dada en X. La continuidad de la métrica d implica mediante argumentos ya
conocidos que | - ||y es una norma en Y que induce la métrica d.

SiY es otra completacién de E, entonces el homeomorfismo isométrico Y — Y construido
para demostrar el inciso (a) es lineal.

Sea A € L(X1,X5). SizeY,y (x,) C X; converge a x, entonces

[Az, = Az || < [[A[l [0 — 2]l

demuestra que (Az,) C X, es una sucesién de Cauchy. Como Y; es completo, podemos
definir Bz := lim,,_,o, Ax,. Es rutina verificar que B estd bien definido y que B es una
extension lineal de A a Y;. Se tiene por la continuidad de las normas que

[Bz|| = lim [|Az,[| < [JA| lin [z, = [[A[} [l],

n—o0 n—oo

es decir, B € L(Y1,Y2) v ||B]| < ||A]|. Por otro lado, como B es una extensién de A,
1Bl > || Al
(c): Sea (-,-) el producto escalar en X. Si z,, =z y y, — y en Y, entonces

(s Yn) = (@ Y| < M0 = T | [yl + [z} [[Yn =yl
es decir, podemos definir una extensién del producto escalar a Y por
(2, y) = Hm (zn, yn).
Se sigue facilmente que ese producto escalar induce la norma en Y dada en el inciso (b). O

3.57 Teorema. Si A es una B*-dlgebra y si u € A\{0}, entonces existe un espacio de
Hilbert H, y un homomorfismo T,: A — B(H,) que satisface T,(e) =1,

(3.62) Tu(z*) = Ty (z)" para todo x € A,
(3.63) 1T ()] < ||zl para todo x € A,
y [T = flull

Demostracion. Consideremos u fijo y omitamos el indice respectivo. Sea F' una funcién
lineal positiva en A que satisface

(3.64) F(e)=1 y F(u*u) = ||ul.

Tal funcién existe por el Teorema 3.53. Por el Teorema 2.38(e) F es continuo. Por la
continuidad de las operaciones en A el conjunto

Y :={ye€ A| F(zry) =0 para todo z € A}
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es un subespacio cerrado de A (y un ideal por la izquierda). Denotemos las clases de A/Y
en el sentido del cociente de espacios de Banach por

a:=la=a+Y.

Demostremos que
(a' V) = F(b*a)
define un producto escalar en A/Y.

Primero demostremos que esa definicién no depende de la seleccién de los representantes
de @' y b'. Sean aq,as € ' y by, by € /. Entonces

F(bT(CLQ - al)) =0
y, con el Teorema 2.38(a),
[F'((b2 = b1)"az)| = [F(a3(by — b1))[ = 0

porque as —ay; € Y y by — by € Y. En seguida

F(bjaz) = F((by — b1)"ag + bj(ag — a1) + bias)
= F((bo — b1)%az) + F(bi(az — a1)) + F(bfar) = F(bjay).

Eso demuestra que el producto escalar esta bien definido. El inciso (a) del Teorema 2.38
demuestra que (a’, V') = (b, a’). Es obvio que (-, -) es lineal en el primer argumento. Ademas,
(d',a'"y = F(a*a) > 0 para todo @’ € A/Y porque F' es una funcién lineal positiva. Si

(d',a’y =0, entonces F(a*a) =0y
|F(za)| < F(za*)F(a*a) =0  para todo z € A,

es decir, a € Y y o’ = 0. Con estas propiedades queda demostrado que (-, -) es un producto
escalar en A/Y.

Podemos considerar A/Y como un espacio vectorial con la norma ||| = /{(d/,d’).
Notese que esa norma no coincide con la norma usual del cociente; en seguida, no sabemos
si A/Y es completo. Sea H la completacién de A/Y respecto a || -||. Eso implica que H
es un espacio de Hilbert que contiene A/Y como subespacio denso. Este es el espacio de
Hilbert que estdbamos buscando.

Para x € A definimos un mapeo T'(x) := A/Y — A/Y por

T(x)a' := (za).
Si aj,as € d, entonces zay; — ray = z(ay — az) € Y, es decir, (za;) = (zaz). Por lo

tanto, T'(x) estd bien definido. Es claro que T es un homomorfismo de algebras entre A y
el algebra de los operadores lineales en A/Y| y que T'(e) = 1.
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Demostremos la desigualdad
(3.65) 1T (x)]| < |l=| para todo = € A.
Notemos que
(3.66) |T(x)d'||* = {(xa)', (va)') = F(a*z*za).
Para a € A fijo, definimos G(z) := F(a*za). Como G(x*x) = F(a*x*ra) = F((za)*xa) >
0, G es una funcién lineal positiva. El Teorema 2.38(d) implica que
G(z*z) < G(e)||=|.
Por (3.66) se tiene
IT(z)d||* = G(a"z) < F(a®a)ll|* = [Ja']|*]|z]]%,

es decir, (3.65).

Usando (3.65) y el Teorema 3.56(b) extendemos T'(z) a H y obtenemos T'(xz) € B(H). Por
continuidad de T'(z) y densidad de A/Y en H esa extensién también es un homomorfismo
de élgebras, ahora entre Ay B(H).

La computacién

(T(x*)ad', by = ((z*a),b') = F(b*x*a) = F((xb)*a)
= (a’, (zb)') = (', T(x)t)) = (T'(x)"d’, V')

para a/,0 € A/Y demuestra que T'(z*)a’ = T'(x)*a’ para todo a’ € A/Y. Por densidad y
continuidad, eso implica que T'(z*) = T'(z)* en B(H). Ademas, (3.64) y (3.66) implican
que

lul* = Furu) = (' o) = o[> = |T(w)e'|* < [T ()[*[le]* = 1T (u)]*
porque ||¢'||> = F(e*e) = F(e) = 1. Junto con (3.65) eso implica ||T(u)|| = ||Ju|| y termina
la demostracion. O

3.58 Teorema. Si A es una B*-dlgebra, entonces existe un *-isomorfismo isométrico de
A con una subdlgebra cerrada de B(H), donde H es un espacio de Hilbert adecuado.

Demostracion. Para u € A sea H, el espacio de Hilbert dado en el Teorema 3.57 y sea
T,: A — H, el homomorfismo respectivo. Sea

X::HHU

u€A

el producto cartesiano de los H,, con las proyecciones coordenadas 7, : X — H, respectivas.
X tiene estructura lineal inducida por las estructuras lineales en las coordenadas. Eso
implica que m, es lineal para todo u € A.
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Definimos

S llm o) < oo}

u€A

(3.67) H:= {

donde las normas son las de H,. La convergencia de la serie en (3.67) implica que sélo
un conjunto numerable de coordenadas m,(v) no es cero. Es facil verificar que H es un
subespacio lineal de X. Usemos la notacion

(v1,v9) 1= Z<7Tu(vl)’ﬂ-u(v2)>a

u€A

cuya convergencia se sigue de la desigualdad de Cauchy en H, y de la desigualdad de
Holder para sumas.
Es trivial verificar que ella define un producto escalar en H. La norma respectiva cumple

(3.68) lol* = 3 Imu()ll*.

u€A

Demostremos que H es un espacio de Hilbert. Sea (x,) € H una sucesién de Cauchy.
Obviamente (7m,(x,)) es una sucesion de Cauchy en H, para todo u € A, y tiene un limite.
Denotemos por z € X el elemento que cumple 7,(z) = lim,,_,o 7,(x,) para todo u € A.
Falta demostrar que z € H y que x,, — x en H. Sea ¢ > 0. Existe ng tal que ||z, —x,,|| < e
para todo m,n > ng. Si m > ng, entonces el Lema de Fatou, respecto a la medida de
conteo en A, implica

ZHWU r— xm H2 ZH% - 7Tu xm)HQ
= Z,}ggloﬂﬂu(%) - WU(xm)HQ
u
< H%gg}fZHWu(xn) - Wu(xm)w
u
= ligglfﬂxn — Ty |?
< g2
Eso demuestra que z—z,, € H y entonces, como z,,, € H que x € H. Ademas, ||zt —x,,| < e
para todo m > ng. Eso implica que x,, — = en H cuando n — oo.
Si S, € B(H,) para todo u € Ay si M := sup,4||Su|| < 00, entonces definimos para

v € H el elemento Sv dando sus coordenadas m,(Sv) := S,m,(v). Se tiene que S: H — X
es lineal y

1Svl* = ZHS mu(0)[* < Mo,

es decir , Sv € H, S € B(H) y ||S|| < M. Por otro lado, existen parae >0 unu € Ay
v, € H, tales que ||v,|| =1y [|Suvu|| > M —e. Sea v € H el elemento con my (v) = Ouurvy
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para v’ € A. Entonces |[v|| = 1y [|Sv||* = ||Suvull?* = (M — €)?, es decir, ||S]| > M —e.
Dejando € — 0 se obtiene

(3.69) 151 = supl|Su]l-

Ahora definamos el *-homomorfismo isométrico T: A — B(H). Sea x € A. Para v € H
definimos T'(x)v dando las coordenadas

(T (x)v) := T, (x)my (v).

Como
| Tu(@)[| < lz]| = |T:(2)],

(3.69) implica que T'(x) € B(H) y

IT'(2)]| = supl|Tu(2)l| = |l

Eso demuestra que T es isométrico. Que T es un *-homomorfismo es una consecuencia de
su definicién y de esa propiedad para T, aplicada en las coordenadas. O
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4. Operadores no acotados

4.1. Introduccidn

En esta seccién sea H un espacio de Hilbert, como antes. Un operador es un mapeo lineal
D(T) — R(T), donde D(T), R(T) son subespacios de H, el dominio y el rango de T'. En
general no supondremos que 7' sea acotado, respecto a la norma inducida en D(T'). Si T
es acotado entonces existe una extension acotada a ﬁ y finalmente a todo H, porque
uno puede definir una extension al complemento ortogonal de D(7’) usando 0. En ese caso
T es la restriccion a D(T') de un elemento de B(H). Si D(T') es denso en H entonces T es
densamente definido.

Definimos la grdfica de T' por
G(T) :={(z,Tx) e Hx H |z € D(T)}.

Si S es un operador tal que D(T') C D(S) y Sz = Tz para todo € D(T') entonces S es
una extensién de T'. Eso es el caso si y solo si G(T') C G(5), y usaremos la notaciéon

TCS.

T = S significa que D(T') = D(S) y que S y T coinciden en D(S).

Un operador cerrado es un operador en H cuya grafica es un subespacio cerrado de
H x H, respecto a la norma ||(x, )| = (||z]|* + ||ly||?)"/?. El teorema de la grafica cerrada
dice que T' € B(H) siy sélosi D(T) = H y T es cerrado.

Si T es densamente definido definamos el operador adjunto de T: Sea D(T™) el conjunto
de todos y € H tales que z — (T'z,y) es acotado en D(T). Esa funcién lineal puede ser
extendida a todo H por continuidad y densidad. Por el teorema de representacion de Riesz
existe un elemento 7y en H tal que

(4.1) (Tz,y) = (z, T"y) para todo x € D(T).

La densidad de D(T") y (4.1) implican que T™y es el tinico elemento que cumple con estas
condiciones. Es trivial verificar que D(T™) es un subespacio lineal de H y que T* es un
operador lineal. Ademas, esa definicién coincide con la definicion del operador adjunto para
operadores acotados.

Operaciones algebraicas son mas complicadas con operadores no acotados que con ope-
radores acotados, porque uno debe de respetar los dominios. Los dominios naturales para
suma y producto de operadores son los siguientes:

(4.2) D(S +T) := D(S) N D(T),
(4.3) D(ST) := {z € D(T) | Tz € D(S)}.
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Entonces las leyes asociativas se cumplen:

(4.4) (R+S)+T=R+(S+1),
(4.5) (RS)T = R(ST).
También se cumple una ley distributiva

(4.6) (R+S)T' = RT + ST
pero la otra sélo en una forma débil

(4.7) T(R+S)2TR+TS.

Multiplicacién por un escalar esta definida asi: Si a = 0 entonces D(aT) = H y oT = 0.
Si a # 0 entonces D(aT) =D(T) y (aT)x = oTx para todo = € D(T).
Un operador T es cerrable si existe un operador cerrado S tal que T'C S.

4.1 Nota. Un subespacio X de H x H es la grafica de un operador si y solo si la restriccion
dem: Hx H— H a X esinyectiva. Aqui 7 es la proyeccién a la primera coordenada. Un
operador es cerrable si y sélo si G(T') es la grafica de un operador. Si es el caso, entonces
el operador S tal que G(T') = G(S) es cerrado y cumple 7' C S.

4.2 Teorema. Sean S, T y ST operadores densamente definidos en H. Entonces

(4.8) T*S* C (ST)".

Si adicionalmente S € B(H), entonces

(4.9) TS* = (ST)".
Demostracion. Sea x € D(ST) y y € D(T*S*). Entonces
(4.10) (Tx, S™y) = (z, T"S™y)
porque x € D(T) y S*y € D(T*). Similarmente,

(4.11) (STzx,y) = (Tz, S™y)
porque Tz € D(S) y y € D(S*). En seguida,

(4.12) (STx,y) = (x,T"S™y).

Eso implica que x — (STz,y) es un mapeo acotado en D(ST), es decir, y € D((ST)*) y
se cumple D(T*S*) C D((ST)*). Ademas, (4.12) implica que
(x, T*S™y) = (z, (ST)"y) para todo x € D(ST), y € D(T*S"),
es decir, [T*S*y—(ST)*y] € D(ST)*. Como D(ST) es denso, eso implica que T*S* = (ST)*
en D(T*S*), y se cumple (4.8).
Ahora sean S € B(H) y y € D((ST)*). Entonces S* € B(H), D(S*)=H y

(4.13) (T'z,S™y) = (STz,y) = (z, (ST)"y)
para todo x € D(ST). Eso implica que S*y € D(T*), es decir, y € D(T*S*) y (4.9) se
cumple. O
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4.2. Graficas y operadores simétricos
4.3 Definicion. Un operador T' en H es simétrico si
(4.14) (Tz,y) = (z,Ty)

para todo z,y € D(T). Si T estéd densamente definido entonces T' es simétrico si y s6lo si
T CT*. SiT =T* entonces T es autoadjunto.

4.4 Nota. Si T € B(H) entonces T es simétrico si y s6lo si T' es autoadjunto. Eso no es
cierto en general para operadores no acotados densamente definidos.

Si T es densamente definido y si (T'z,y) = (x,Sy) para todo x € D(T) y y € D(95),
entonces S C T,

Usaremos el siguiente producto escalar para analizar graficas de operadores:

(4.15) ((z1,22), (Y1, 92)) = (@1, 1) + (22 +y2)  si(21,22), (Y1, 92) € H x H.
Definimos el operador unitario V: H x H — H x H por

(4.16) V(z1,29) = (—mxa,11).

Entonces V2 = —I y V2M = M para cualquier subespacio de H x H.

4.5 Teorema. Si T es un operador densamente definido entonces

i
(4.17) G(1") = (VG(T)) .
Demostracion. Basta considerar la siguiente cadena de enunciados equivalentes dos a dos:

(y,2) € G(T")
(Tz,y) = (,2) para todo x € D(T))
(=Tx,x),(y,2)) =0 para todo x € D(T)

(y,2) € (VQ(T))L.
]

4.6 Teorema. Si T es densamente definido entonces T es cerrado. Particularmente,
operadores autoadjuntos son cerrados.

Demostracion. Eso es una consecuencia del Teorema 4.5 porque el complemento ortogonal
de un subespacio de un espacio de Hilbert es cerrado. O

4.7 Teorema. Si T es densamente definido y cerrado, entonces

Hx H=VG(T)®G(T").
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Demostracion. Como V es unitario y G(T') cerrado, también VG (T') es cerrado. El resultado
sigue por el Teorema 4.5. O

4.8 Ejemplo. Sea H := L*(]0, 1]) respecto a la medida de Lebesgue. Definimos operadores
Ty, T, y T3 en H como sigue: Los dominios son

D(Ty) := {f:[0,1] = C | f es absolutamente continuo y f’ € L*([0,1])},
D(T) :={f € D(T1) | f(0) = f(1)}
D(Ts) :=={f € D(T1) | f(0) = f(1) = 0}.

Estos son densos en H. Definimos
Tif :=if para f € D(T}), k=1,2,3.
Se tiene
(4.18) T C Ty, CTh.
Afirmamos que
(4.19) T =1Ts, 15 =1, 7 =1).

Eso implica que T3 C T7 = T%, es decir, T3 es simétrico, 15 es una extensioén autoadjunta
de T3, y T} es una extension no simétrica de T5.

Para demostrar (4.19), notamos para k,m € {1,2,3} con k+m =4, f € D(T}) y
g € D(T,,), que

f(1)g(1) — f(0)g(0) =0
y luego
1o 1o 1
(Tkf. 9) :/0 1fg=—/0 ifg :/0 fig = (f,Tng).
Eso implica por la Nota 4.4 que
(4.20) T3 CT7, T, C Ty, T, CTy.

Basta demostrar D(T}}) C D(T,,) para k+m = 4. Sea g € D(T}). Ponemos ¢ :=T)g € H
y ®(t) := 5 ¢. Eso implica que

(4.21) ®eDT),  @0)=0.

Para todo f € D(T}) se sigue que

(1.2) [if'g=Ts.0) = {1.0) = ;)2 - [ 1B
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Si k=1, entonces 1 € D(T}), y con f =1 (4.22) implica 0 = f(1)®(1) = ®(1). Entonces
(4.22) dice que
[ i) = F)@( =0
para todo f € D(T7), es decir,
(4.23) g+id e R(Th)™*.

Sity € H, entonces V(t) := —i fg 1 define un elemento de D(717) tal que 77V = 9. Entonces
R(Ty) = H y (4.23) implica que g = —i®. Como ®(1) = 0 y por (4.21), g € D(T3). Eso
demuestra D(T7) C D(T3).

Sik=3ygeD(Ty), entonces f € D(T3) cumple f(1) = 0, es decir, (4.22) implica

(4.24) g+id € R(T3)*.

Cualquier 1) € R(T3) tiene la representacién 19/, donde W € D(Ts). Entonces [} ¢ =
i [} W =i(¥(1) —¥(0)) = 0. Inversamente, si 1) € H cumple [, ¢ = 0, entonces la funcién
U(t) := —i [79) estd en D(T3), y Ty¥ = 1, es decir 1 € R(T3). Eso demuestra que

1
(4.25) R(Ty) = {¢ €H ‘ | v= o}.

0
Si Y es el subespacio de dimension uno de H generado por la funcién constante 1, entonces
(4.26) R(Ts) =Y+

Por lo tanto, (4.24) dice que g+i® es constante, y como ® € D(T)yY C D(T1), g € D(T1).
Eso demuestra que D(T5) C D(T7).

Sik =2y g€ D(Ty), entonces como en el caso k = 1 la funcién 1 estd en D(T3), se
tiene que (1) =0y

(4.27) g+i® € R(Ty)™*.

Como en el caso k = 3 se verifica

(4.28) R(Ty) = {w cH ‘ /01 W= o}.

y luego

(4.29) R(Ty) =Y+

Por lo tanto, g +i® = « es una constante, es decir, g = —i® + a para un escalar a. Como

®(1) =0y por (4.21), g € D(T3). Eso demuestra D(Ty) C D(T3).

4.9 Teorema. Sea T' un operador densamente definido y simétrico.
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Demostracion. (a): Como T' C T*, se tiene H = D(T) C D(T*), es decir, D(T*) = H y
T = T*. Por lo tanto, T es cerrado (Teorema 4.6) y acotado, por el teorema de la grafica
cerrada.

(b): Demostremos primero que R(T) es denso. Sea y € R(T)*. Entonces z — (T'z,y) =
0 es continuo en = € D(T), es decir, y € D(T*) =D(T) y (x,Ty) = (T'xz,y) = 0 para todo
x € D(T). Como D(T) es denso eso implica que y = 0. En seguida, R(T') es denso.

Lo que hemos demostrado dice que T~ es densamente definido, con D(T~! = R(T), y
existe (T71)*. Con la definicién de V' en (4.16) la cadena de equivalencias

(
(a,b
(

) €G(T™)
b,a) € G(T)
(b,—a) € G(-T)
(a,b) € VG(-T)
demuestra que
(4.30) G(T) =VG(-T),

y la invariancia de subespacios de H bajo V? implica
(4.31) VG(T) =G(-T).

Por ser autoadjunto, 7" es cerrado. Lo mismo aplica a —7". Como V' es unitario (4.30)
implica que T~ es cerrado. Por el Teorema 4.7 se tiene

(4.32) HxH=VGT YHYeg(T)

y, usando (4.31) y T* =T,

(4.33) HxH=VG(-T)®G(-T)=G6(T ") aVg(T™).

Como estas descomposiciones son ortogonales, se sigue de (4.32) y (4.33) que
GUTH)) =VG(T™)" =6(T7"),

es decir, (T71)*=T"1.
(c): Sea = € D(T) tal que Tx = 0. Entonces (z,Ty) = (Txz,y) = 0 para too y € D(T).
Entonces x LR(T) y luego = = 0.
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(d): Por el inciso (¢) T es inyectivo y D(T~!) = H. Sean x,y € H. Entonces existen
u,v € D(T) tales que Tu = x y Tv = y. Se sigue que

(T ,y) = (u,Tv) = (Tu,v) = (x,T"'y),

es decir, T~! es simétrico. El inciso (a) implica que T~ es autoadjunto y 7! € B(H), y
T = (T~ ! es autoadjunto por el inciso (b). O

4.10 Teorema. Si T es densamente definido y cerrado, entonces D(T*) es denso y T** =
T.

Demostracion. Por el Teorema 4.7 tenemos la descomposicion ortogonal
(4.34) HxH=VG(T)®g(T").

Como V es una isometria, preserve la relacion de ortogonalidad entre elementos de H, es
decir, (Vx)L(Vy) si zLy. Ademés, V2G(T) = G(T). Entonces (4.34) implica la descompo-
sicion ortogonal

(4.35) HxH=G(T)a VG(T").
Sea x € D(T*)*. Entonces todo y € D(T*) cumple (z,y) =0y

En consecuencia, usando (4.35), (0,z) € (VG(T*))*+ = G(T), es decir, x = T0 = 0. Eso
demuestra que D(T*)* = {0}, es decir, D(T™) es denso y T** estd bien definido.
Otra aplicacion del Teorema 4.7 da la descomposicion ortogonal

(4.37) Hx H=VG(T")® g(T").
Comparacion de (4.35) y (4.37) implica
G(T™) = (VG(1"))* = 6(I),
es decir, T"* =T. O
El operador I siempre significara la identidad con dominio H.
4.11 Teorema. Sean T densamente definido y cerrado y QQ == 1+ T*T.

(a) @ es una biyeccion de D(Q) = D(T*T) con H y existen B,C € B(H) tales que
Bl <1, [[C]l <1, C=TBy

(4.38) BI+T*T)C (I+T*T)B=1.

Ademds, B > 0, y T*T es autoadjunto.
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(b) SiT" es la restriccion de T a D(T*T), entonces G(T") es denso en G(T).
Demostracion. Si x € D(Q) entonces Tz € D(T*) y

(4.39) I2]* < (@, 2) + (T2, Tz) = (,2) + (2, T"Tz) = (z,Qz) < ||z|| |Qx].

Esa desigualdad demuestra que @) es inyectivo.
La descomposicion ortogonal del Teorema 4.7 implica para h € H la existencia tinica de
elementos Bh € D(T) y Ch € D(T*) tales que

(4.40) (0,h) = (=TBh, Bh) + (Ch, T*Ch).

Por la unicidad B y C son operadores lineales con dominio H. La ortogonalidad de la
descomposicién en (4.40) y la definicién del producto escalar en H x H implican que

16> = ITBA|* + | BAI* + [|CAI* + |T*ChI|* = || BA|* + [|Ch|1*
para todo h € H, es decir, B,C € B(H) y ||B|, ||C]| < 1.

Si comparamos las coordenadas en (4.40) obtenemos C =TB y
h=Bh+T1T"Ch= Bh+T*TBh = (QBh

para todo h € H, es decir, QB = I. En seguida B es inyectivo y () suprayectivo. Como ya
sabemos que @ es inyectivo, () es una biyeccién entre D(Q) y H.

Demostremos que R(B) = D(Q). Arriba se construyeron B y C de tal manera que
para todo h € H Bh € D(T) y TBh = Ch € D(T*), es decir, Bh € D(T*T) = D(Q).
Inversamente, sea x € D(Q). Como QB = I, existe h € H tal que Qx = QBh, es decir,
r = Bh € R(B) porque existe el mapeo inverso Q~'. Por lo tanto, B es una biyeccién
entre H y D(H), y su inversa es (). Eso demuestra que BQ = idpg) € I y comprueba
(4.38).

Si h € H entonces h = Qz para un x € D(Q). En consecuencia,

(Bh, h) = (BQz,Qx) = (z,Qx) > 0

por (4.39). Por lo tanto, B > 0 y B es autoadjunto por el Teorema 3.40. Como B es
inyectivo, el Teorema 4.9(b) dice que @ = B~! es autoadjunto. Es fdcil ver que entonces
T*T = @ — I es autoadjunto. Eso termina la demostracion de (a).

Para demostrar (b) notemos que G(7') es un espacio de Hilbert porque T" es cerrado. Sea
(2,Tz) € G(T) ortogonal a G(T"). Entonces se cumple para todo z € D(T*T) = D(Q) que

0= ((2,T2), (&, T2)) = (2,2) + (T2, Ta) = {2,2) + (5, T"T) = {2, Qa).
Como R(Q) = H eso implica que z = 0, es decir, G(T") es denso en G(T). O

4.12 Definicién. Un operador simétrico T es maximalmente simétrico si T' no tiene ex-
tension propia simétrica. Eso significa que si S es simétrico y cumple 7" C S, entonces
T=S5.
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4.13 Teorema. Operadores autoadjuntos son mazrimalmente simétricos.

Demostracion. Sean T autoadjunto y S simétrico tales que T'C S. Si y € D(S*) entonces
para todo x € D(T) se tiene (Tx,y) = (Sx,y) = (x, S*y), es decir, el mapeo = +— (T'z,y)
es acotado. Por lo tanto, y € D(T™*), y hemos demostrado que D(S*) C D(T*). Es claro
que entonces S* C T™. Se sigue que

SCS*CT*"=TCS,
y luego S =T. n

4.14 Nota. Veremos mas adelante que operadores maximalmente simétricos no necesaria-
mente son autoadjuntos.

4.15 Teorema. Sea T un operador simétrico, no necesariamente densamente definido.
Entonces se cumplen:

a) || Tz +ix|]? = ||z|*> + |Tz||* para todo x € D(T).
b) T es un operador cerrado si y sélo si R(T +1il) es cerrado en H.

(c

d) Si R(T +il) = H, entonces T' es mazimalmente simétrico.

(a)
(b)
) T +il es inyectivo.
(d)
)

(e) Las afirmaciones anteriores también estdin ciertas si uno reemplaza i por —i.

Demostracion. (a): La simetria de T implica para € D(T) que

| Tz +iz||* = (Tx, Tx) + (iz,iz) + (Tx,iz) + (iz, Tz)
= (Tx,Tz) +i(—i)(z,z) — i(Tx,z) + i(x, Tx)
= |lI* + |ITz||* — i(z, Tx) + i(z, Tx)
= lll® + T,

(c): Sea y € R(T' +1il). Entonces existe x € D(T' +1l) = D(T) tal que Tx +ixr = y. Por
(a) |(z, Tx)|| = ||lz|* + |Tz||* = [|Tx + iz||* = ||y||?, es decir, el mapeo Tx + iz + (z, Tx)
es una isomeria lineal entre R(T + il) y G(T'). En consecuencia, R(T + il) es completo
(cerrado en H) siy sblo si G(T) es completo (cerrado en H x H).

(c): Es una consecuencia directa de (a).

(d): Sea R(T +il) = H y sea S una extensién propia de 7. Entonces S + il es una
extension propia de T+ il. Como ese operador ya es suprayectivo, S + il no puede ser
inyectivo, es decir, no puede ser simétrico, por el inciso (c). Eso demuestra que 7" no tiene
extension propia simétrica.

(e): Es obvio. O
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4.3. La transformada de Cayley

4.16 Nota. El mapeo .

Z—1

zZ 41
es un homeomorfismo entre Ry {A € C | |A| =1, A # 1}. En seguida el célculo simbdlico
para operadores acotados establece una biyeccion entre operadores acotados autoadjuntos y
operadores unitarios, cuyo espectro no contiene 1. En esta seccién extendamos esa biyeccion
a operadores simétricos no necesariamente acotados. Asi los unitarios que surgen como
arriba si pueden tener 1 en su espectro.

Z

4.17 Definicién. Sea T' un operador simétrico. Por el Teorema 4.15(c) T + il es inyectivo
y tiene inversa R(T + iI) — D(T). Se define la transformada de Cayley U de T por
DWU):=R(T+il)y

(4.41) U:= (T —il)(T +il)™".
En seguida, R(U) = R(T —il).

4.18 Lema. Sea U un operador en H que es una isometria: ||Uz| = ||z|| para todo
ze€DWU).

(a) Sixz,y € D), entonces (Uzx,Uy) = (x,y).
(b) SiR(I —U) es denso en H, entonces I — U es inyectivo.

(¢) Siuno de los espacios D(U), R(U) y G(U) es cerrado, entonces los otros dos también
son cerrados.

Demostracion. Sea o € C tal que a® # 1y o® = 1. Entonces

3 2 1—a
(4.42) Ya"=a) a"=a

3

=0
n=1 n=0 -«
y
3 2 1 — (a2)3
(4.43) Z a®" = o Z(oﬂ)” = 0427(0[ 2) = 0.
n=1 n=0 -«

Usando |a| =1, (4.42) y (4.43) calculamos

1 > n n 1 n n n n
5 2l arylPa = o S (Il + o Pyl +am(x.y) + oy, 2)a
n=1 n=1
1 2 2 & & 2 >
o (CURATIED SERED SERREND ohY
n=1 n=1 n=1
= (z,y).

92



Teoria Espectral 2015-2 4. Operadores no acotados

Esa identidad implica (a).
Para demostrar (b), sea z € D(U) tal que (I — U)x = 0, es decir, Uz = z. En seguida,
para todo y € D(U) se tiene

(v,(I = U)y) = (z,y) — (z,Uy) = Uz, Uy) — (z,Uy) = 0.

Entonces x € R(I — U)* = {0}, es decir, I — U es inyectivo.
Por las identidades

1
[Uz]| = =[] = Ell(w, Uz)|uxm  para todo z € D(U)

sucesiones de Cauchy convergen en un espacio de los tres si y sélo si convergen en los dos
otros espacios. Eso demuestra la afirmacion. O

4.19 Teorema. Sea U la transformada de Cayley de un operador simétrico T'. Entonces
se cumplen:

(a) U es cerrado si y solo si T es cerrado.
(b) R(I —U)=D(T), I —U es inyectivo y T se puede recuperar de U por la formula
(4.44) T=il+0U)I-U)""

Eso implica que las transformadas de Cayley de operadores simétricos distintos son
distintas.

(c) U es unitario si y sélo si T es autoadjunto.

(d) Inversamente, siV es un operador en H que es una isometria, y si [ —V es inyectivo,
entonces V' es la transformada de Cayley de un operador simétrico en H.

Demostracion. (a): Por el Teorema 4.15(b) T es cerrado si y sélo si R(T +1il) es cerrado.
Por el Lema 4.18(c) U es cerrado si y solo si D(U) es cerrado. Como D(U) = R(T + il),
eso implica la afirmacion.

(b): Por el Teorema 4.15(c) el operador 1"+ il establece una biyeccién entre D(T') y
R(T +1il). Se cumplen para x € D(T)

(4.45) z =Tz + iz, Uz=Tz —ix.
Eso implica

(4.46) (I —U)z = 2iz, (I+U)z=2Tx.
Como

1

2i

([ — U)(T—I—l]) = I’D(T);
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(I —U) es inyectivo y R(I —U) = D(T). Entonces (I —U)~! es una biyeccién entre D(T)
y D), y

(4.47) 2Tz = (I +U)z = (I +U)(I - U)*(2iz)

para todo x € D(T'). Eso comprueba (b).
(c): Sea T" autoadjunto. Entonces

(4.48) R(I+T*=H
por el Teorema 4.11(a). Como
(T +i)(T —il) =1+ T? = (T —il)(T +1iI),

se sigue que

(4.49) DWU)=R(T +il) = H
y
(4.50) R(U) = R(T —il) = H.

Como U es una isometria, (4.49) implica que U € B(H), y (4.50) dice que U es unitario,
por el Teorema 3.16.

Inversamente, sea U unitario. Entonces I — U es normal, y el inciso (b) y el Teore-
ma 3.15(a) implican que

(4.51) R(I - U =N -U) = {0},

es decir, D(T) = R(I —U) es denso en H. Entonces T™ estd bien definido, y se tiene " C T
porque T es simétrico.

Para demostrar D(T*) C D(T), sea y € D(T™*). Como R(T' + i) = D(U) = H existe
y0 € D(T') tal que

(4.52) (T +il)y = (T + il )yo = (T™ + il )yo.

Aqui la segunda identidad es cierta porque T es simétrico. Pongamos y; := y—1o. Entonces
y1 € D(T™), y para todo x €€ D(T) se tiene

(T = D), y1) = (&, (T* +il)ys) = (,0) = 0.

Eso significa que y;, LR(T —il) = R(U) = H y luego que y; = 0y y = yo € D(T). Eso
comprueba (c).

(d): Como I —V es inyectivo, I — V: D(V) — R(I — V) es una biyeccién. Definimos
un operador S por D(S) :=R([ —V)y S:=i(I +V)(I—-V)"t Siz,y € D(S) entonces
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con z:= (I —=V) 'z yu:=(—-V)yse tiene z,u € D(V). Como V es una isometria, el
Lema 4.18(a) implica que

(Sz,y) =1(z+Vz,u—Vu) =i(Vz,u) —i(z, Vu) + (z,u) — (Vz,Vu)
= (z — Vz,iu+1iVu) = (z, Sx).

Entonces S es simétrico. Notemos que
r=z—-Vz y Sr=i(z+Vz)

implica que
2iVz = Sr —ix y 2iz = Sz + ix

para todo z € D(V). Por lo tanto,
V(Sx +iz) = Sx — ix

para todo z € D(S) y D(V) = R(S + il). Entonces V es la transformada de Cayley de
S. O

4.20 Definicién. Sea T un operador densamente definido, cerrado y simétrico. Llamemos
las dimensiones de R(T +il)* y R(T —il)* los indices de deficiencia de T.

4.21 Teorema. Sea T densamente definido, cerrado y simétrico.
(a) T es autoadjunto si y solo si ambos indices de deficiencia son cero.

(b) T es mazimalmente simétrico si y sélo si por lo menos uno de sus indices de defi-
ciencia es cero.

(c) T tiene una extension autoadjunta si y sélo si sus indices de deficiencia coinciden.

Demostracion. Sea U la transformada de Cayley de T'. Por el Teorema 4.15(b) los espacios
R(T +il) y R(T —il) son cerrados y U es una biyeccién entre ellos.

(a): Por el Teorema 4.19(c) T es autoadjunto si y s6lo si U es unitario. Como U es una
isometria, eso es el caso siy solo si D(U) = R(U) = H, es decir, si y s6lo si R(T +1il) =
R(T —il) = H. Eso comprueba la afirmacién.

(b): Si R(T+il)* = {0}, entonces por ser cerrado, R(T+il) = H, y el Teorema 4.15(d)
dice que T' es maximalmente simétrico. El caso de R(T —il) = H se sigue similarmente
por el Teorema 4.15(e).

Inversamente, sea 7' maximalmente simétrico. Por contradiccién, supongamos que R(7T+
i) # {0} # R(T —il). Como estos espacios son cerrados, se construye facilmente una
extension propia isométrica U; de U. Por el Teorema 4.19(d) existe un operador simétrico
T tal que U es su transformada de Cayley. Este T} es una extension propia de T', por el
Teorema 4.19(b), en contradiccion con que 7' es maximalmente simétrico.
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(c): Los indices de deficiencia de T coinciden si y sélo si existe una biyeccién lineal
entre R(T +il) y R(T —il) que es una isometria. Eso es el caso si y s6lo si U tiene una
extensién unitaria, porque isometrias preservan producto escalares. Finalmente, U tiene
una extension unitaria si y sélo si T tiene una extension autoadjunta, por el Teorema 4.19.

O

4.22 Ejemplo. Sea V := Sp la translacién a la derecha en [?. Entonces V' es una isometria
tal que I — V es inyectivo (Tarea 9, 0,(Sp) = @). En seguida, V' es la transformada de
Cayley de un operador simétrico T. Ademés, D(V) = %, y R(V) es un subespacio de
codimensién 1, es decir, T es maximalmente simétrico pero no autoadjunto.

4.4. Resoluciones de la identidad

Regresamos a la notacién anterior de resoluciones de la identidad: M es una o-algebra en
un conjunto €2, H es un espacio de Hilbert y £: M — B(H) una resolucién de la identidad
con las propiedades en el listado de la Definicion 3.20. Nuestra meta es extender el calculo
simbolico U dado en el Teorema 3.26 para funciones en L*(E) a funciones medibles.

4.23 Lema. Sea f: Q2 — C medible. Definimos

D, = {x el ’ [P AE, . < oo}.
Q

Entonces Dy es un subespacio denso de H. Si x,y € H, entonces

1
(1.5 L1 < ol (157 dE..)".
Si f es acotado y v =V (f)z, entonces
(4.54) dE,, = fdE,. para todo x,z € H.

Demostracion. Primero demostremos que Dy es un subespacio de H. Sea z,y € Dy, y
pongamos z := z + y. Se tiene para cualquier w € M que

IE@)I? < (I1E@el + I1E@I)” < 2 B@)]? + 2| Ew@)y]?

y luego
E,.(w) <2E,,(w)+2E,,(w).

Se sigue que Dy es cerrado algebraicamente bajo adiciéon. Multiplicaciéon por escalares se
trata de manera todavia mas facil. Ese demuestra que Dy es un subespacio de H.
Definimos para n € N los conjuntos medibles

(4.55) wp i={s€Q||f(s)| <n}.
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Siz € R(E(wy)), entonces
Ew)r = E(w)E(wy)r = E(wNwy,)x
y luego
E, . (w) = E;(wNw,) para todo w € M.
Se sigue que

SR, = [ 1B, < 0] < o,
Q Wn

es decir, x € Dy. Eso demuestra que R(E(w,)) C Dy para todo n € N. Sea y € H. El
hecho de que Q = U enwy v la aditividad numerable de w — F(w)y implican que

y=EQ)y = lm E(w,)y.

Como E(w,)y € R(E(w,)) C D; para todo n € N, y € D;. En consecuencia Dy es denso
en H.
Para demostrar (4.53) sea primero f acotado. Fijamos x,y € H. La representacién polar

de medidas complejas nos proporciona una funcién medible v: Q — C tal que [v| =1y
dE,, = vd|E,,|. Definimos

1f(s)]
u(s) = { V&) f(s) #0,
1, f(s) =0.
Entonces |u| =1y ufv =|f| en Q, y se cumple

uf dE:my = ufvd|Ex,y| = |f| d|E:v,y|-

Entonces

(456) LI1dIE | = (W (uf)a, ) < [0()ally].
Por (3.22) se tiene

(457) [@ (el = [ Juf | dBy sintol fI* ...

La combinacién de (4.56) y (4.57) da (4.53) para funciones f acotadas. Si f no es acotado,
definimos w,, como en (4.55). Para todo n € N (4.53) se cumple con f reemplazado por
Xwn f- Como |E, | v E,, son medidas positivas y |x., f| converge a |f| en los puntos de
2 mondétonamente creciente. El teorema de convergencia mondtona de Lebesgue dice que
(4.53) se cumple.

Para todo g medible y acotado tenemos

| 94Bz. = (W(g)r.v) = (¥(g), ¥(1)z) = (¥())¥(g)a.2)

= (W(fg)r.2) = | 9F dB..

Como funciones indicadoras de conjuntos medibles son medibles y acotadas, eso implica
(4.54). O
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4.24 Teorema. Sea E una resolucion de la identidad en un conjunto €.

(a) A toda funcion medible f: Q@ — C corresponde un operador densamente definido y

cerrado V(f) en H, con dominio D(V(f)) = Dy, que estd caracterizado por
(4.58) (U(f)x,y) = /Q fdE,, para todo v € Dy, y € H

y que satisface

(4.59) 19 (f)z||? = /Q|f\2dEm para todo « € D;.

U preserva adicion en el siguiente sentido: Si f,g son medibles, entonces
(4.60) U(f)+¥(g) CU(f+9)

Se cumple para o € C y f medible que

(4.61) U(af) = a¥(f).

U preserva multiplicacion en el siguiente sentido: Si f y g son medibles, entonces
(4.62) U()W(9) SV(fg) y  DU(f)¥(g)) =Dy N Dy,
U(f)U(g) = V(fg) siy sdlo si Dyy C D,.

Para toda funcion medible f: 2 — C se cumplen

(4.63) V(f) =v(f)
y
(4.64) T()C(f) = W(If]F) = T(f)e(f).

Demostracién. (a): Si x € Dy entonces el mapeo A: H — C,

Ay = / fdE,,
Q

es una funcién lineal porque F, , es conjugado lineal en y. Se tiene

< [InaiE., < ([1rrae.)’

dE,
e

por (4.53). Entonces A € H* y

i< (fueae.)”
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Por el teorema de representacién de Riesz (Teorema 3.6) existe U(f)x € H tal que
Ay = (y,V(f)x) para todo y € H.
Se sigue (4.58) y

(4.65) [¥(f)al? < [ |7 B

Si f, g son medibles, entonces x € Dy N D, implica que

JLIF + 9P dBns <2 [ (£ + |9l dEw. < oc.

Eso implica que D)f N D, C Dy.,. Por lo tanto, (4.60) es una consecuencia de (4.58), ya
que la integral depende de f linealmente. El hecho (4.61) es obvio.

Para demostrar (4.59) sean w, definidos como en (4.55), y definimos f,, := x.,, f. En-
tonces Dy_s, = Dy N Dy, = Dy porque los f, son acotados. En consecuencia, (4.60) da
U(f—fn)=V(f)—VU(f,). El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue demues-
tran que

(4.66) 1 (f)z = T(fo)zl* = 1(f — fu)2l* < /Q|f — ful? dEz e — 0,

es decir, ¥(f,)x = V(f)z en Hy f, — f en L*(E, ), cuando n — 0o, para todo z € Dj.
Como f, es acotado, (4.59) se cumple con f reemplazado por f, (Teorema 3.26). Entonces
(4.66) dice que (4.59) es cierto.

Que ¥(f) es cerrado se sigue de (4.63) (cuando esté demostrado), aplicado a f y del
Teorema 4.6.

(b): Primero sea f acotado. Entonces D, C Dy,. Siz € D,y z € H y v := U(f)z,
entonces (4.54) implica que

(W()U(g)z,2) = (U(g)x, W(f)z) = (¥(g)a,v) = [ gdBs,
= [ f9dE.. = (W(f9)r, ).
En seguida,
(4.67) U(f)U(g)x = U(fg)x  para todo z € D,, f acotado.
Si y := U(g)z, se sigue de (4.67) y (4.59) que

/Q|f]2dEy,y = /Q\fg|2 dE, . para todo x € Dy, f acotado.

Pensando en funciones indicadoras de conjuntos medibles en el lugar de f arriba, eso se
puede escribir como

(4.68) dE,, = |g|* dE, ..
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Ahora sea f medible, pero posiblemente no acotado. El conjunto D(V(f)¥(g)) consiste
de todos x € D, tales que y := U(g)x € Dy, y como (4.68) dice que y € Dy si y sdlo si
x € Dy,4, obtenemos

(4.69) D(¥(f)¥(g)) =Dy N Dy,.

Sixz € DyNDyy, siy:=Y(g)r y si definimos f,, como antes, entonces y € Dy, f, — f en
L*(E,,) y fng — fg en L*(E,.). Usando (4.66), y la ecuacién (4.67) con f, en lugar de
f, se sigue que

V()¥(g)z = ¥(fly = lim U(f)y = lim W(f)¥(g)z = lim U(fog)z = ¥(fg)z,

es decir, U(f)¥(g) = ¥(fg) en D, N Dy,. Eso comprueba (4.62).
(c): Sean f medible, » € Dy y y € D = Dy. Otra vez definiendo f,, como antes, se sigue
de (4.66) que

(U(f)a,y) = lm (U(f)z,y) = lm (@, U(fa)y) = (z, U(fy),

es decir, y € D(V(f)*) v _

U(f) S w(f)"

Basta demostrar que D(¥(f)*) € Dy. Sea z € D(¥(f)*). Pongamos v := ¥(f)*2. Como
Xw, €s acotado, Dy, C D, = H. La definicién f, = fxw, v el inciso (b) implican

(4.70) \I](fn) = \Il(f)\ll(an)

El operador acotado ¥(xy,,, ) es autoadjunto. Por lo tanto, (4.8) y el calculo para funciones
acotadas implican que

V(X )W) S (V)W (Xn))™ = ()" = W (fn)-

Entonces

\Ij(Xwn)v = \Il(fn)z

/ |fn|2dEzvz = / |Xwn|2 dE,, < E,,(Q) = ||v||2 para todo n € N.
Q Q

El teorema de la convergencia monétona de Lebesgue ahora dice que z € Dy, y (4.63) estd
comprobado. La ecuacién (4.64) es una consecuencia del inciso (b) porque Df; C Dy, ya
que £, , es una medida finita para todo = € H.

4.25 Nota. Como en la demostracion de (4.70) se tiene que Dy, C D, = H si g es acotado.
Entonces la férmula de multiplicacién (Teorema 4.24(b)) implica que

(4.71) U(g)U(f) C W(gf) = U(fg) = U(f)U(g)  sig es acotado.
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Particularmente, si ¢ = y,, para un w € M, entonces V(x,,) = E(w) y
Ew)¥(f) CY(f)E(w).
Para © € Dy N R(E(w)) eso implica que
E(w)¥(f)z=V(f),

es decir, U(f)(DfNR(E(w))) € R(E(w)). Esa inclusion se puede entender como una forma
débil de existencia de subespacios invariantes.

4.26 Teorema. En la situacion del Teorema 4.24 se tiene Dy = H y V(f) € B(H) si y
solo si f € L>®(E).

Demostracion. Sea Dy = H. Como ¥(f) es cerrado, el teorema de la gréafica cerrada dice
que ¥(f) € B(H). Con f, = fXu, como en la demostracién del Teorema 4.24 se sigue que

[falloe = T L) = AW )| < IO o) | = TN HXewn oo < A

para todo n € N. En consecuencia, f € L*(FE).
Inversamente, si f € L*(E) entonces Dy = H por la definicién de Dy y porque f €
L>*(E, ) para todo x € H. Como en la primera parte de esta demostracion se sigue que

U(f) € B(H). O

4.27 Definicién. Sea T un operador en H. El conjunto resolvente de T consiste de todos
A € C tales que T — A es una biyeccion entre D(T) y H, y tal que (T — \I)~t € B(H).
En otras palabras, A esta en el conjunto resolvente si y sélo si existe S € B(H) tal que

S(T—MN)C(T—-X)S=1.
El espectro o(T) de T es el complemento del conjunto resolvente de 7" en C.

4.28 Nota. FEl espectro es un subconjunto cerrado de C. Todo subconjunto cerrado de C
(también el conjunto vacio) es el espectro de un operador en un espacio de Hilbert.

4.29 Teorema (Aplicacion espectral). Sean E una resolucion de la identidad en un con-
Junto Q, f: Q — C medible y

We = fHa) para todo o € C.

(a) Si « estd en el rango esencial de f respecto a E y E(w,) # 0, entonces V(f) — al
no es inyectivo.

(b) Si « estd en el rango esencial de f respecto a E y E(ws) = 0, entonces V(f) — al
es una biyeccion entre Dy y un subespacio propio y denso de H, y existen vectores
z, € H tales que ||z, =1y

lim (V(f)z, — az,) = 0.

n—oo
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(c) a(¥(f)) es el rango esencial de f respecto a E.

4.30 Nota. En el caso (a) « estd en el espectro punto de U(f). En el caso (b) « estd en
el espectro continuo de W(f), y se puede considerar un valor propio aproximado.

Demostracion. Después de una translaciéon de f por la funcién acotada constante a, po-
demos suponer sin pérdida de generalidad que o = 0.

(a): Si E(wo) # 0 entonces existe zg € R(F(wp)) tal que [|zo|| = 1. Como fx,, =0y
Xwo €s acotada, el Teorema 4.24(b) implica que

V() E(wo) = V()T (Xuo) = ¥ (f X)) = 0.

En consecuencia, obtenemos
U(f)rg = V(f)E(wo)ro =0

y ¥(f) no es inyectivo.
(b): Que 0 esté en el rango esencial de f respecto a E podemos expresar de la siguiente
manera: Si

fin = {s € Q| [f(s)] < 1/n}

entonces E(k,) # 0 para todo n € N. Sean z,, € R(F(k,)) tales que ||z,|| = 1. Como antes
se tiene

V() znll = 1Y X)) Tnll < TV XR) = [/ X00 oo < i

Entonces ¥(f)z, — 0 cuando n — oo.
Para demostrar la inyectividad de ¥(f) sea W(f)z = 0 para un x € Dy. Se sigue que

[P B, = w7l = 0.

Como E(wg) = 0y luego E, .(wy) = 0, entonces tenemos que |f|> > 0 en casi todo punto
de €2 respecto a F, ;. Definimos

T = {s € Q| |f(s)]* > 1/n} para todo n € N.

Se sigue que

(4.72) Epo(m) = /

Tn

dE,, < n/ fI2dE,, < n/ f2dE, . =0
T, Q

para todo n € N.

Comom Cmp C ...y

MNwo = U T,
n=1
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se tiene por (4.72) que
)|* = By 2(Q) = Ep o (Q\wo) = nlgglo Eyo(my) = 0.

Eso demuestra que W(f) es inyectivo.

El rango esencial de f respecto a E es el conjugado del rango esencial de f. Ademés,
f(s) = 0siysélosi f(s) = 0. Entonces la discusién de arriba también aplica a f en vez
de f y demuestra que W(f)* = W¥(f) es inyectivo. Si y LR(¥(f)) entonces la funcién lineal
x> (U(f)r,y) =0 es acotada en Dy, es decir, y € D(¥(f)*) =Dy y

(x, U(f)y) =(¥(f)z,y) =0 para todo x € Dy.
Como D; es denso, U(f)y = 0, y la inyectividad da y = 0. Eso comprueba que R(¥(f))
es denso.

Falta demostrar que R(¥(f)) es un subespacio propio de H. La grafica de ¥(f)~! se
obtiene de G(¥(f)) mediante aplicacién del operador unitario (x,y) — (y,x) en H x H.
Como W¥(f) es cerrado y operadores unitarios son homeomorfismos, también W(f)~! es
cerrado. Si R(¥(f)) fuera todo H, el teorema de la gréafica cerrada dirfa que W(f)™! €
B(H). Pero eso estaria en contradiccién con la existencia de la sucesién (x,) construida
antes. Eso termina la demostracién del inciso (b).

(c): Es una consecuencia de los incisos (a) y (b) que el rango esencial de f es un sub-
conjunto de o(¥(f)). Para demostrar la inclusién inversa, sea a € o(¥(f)). Como antes
podemos suponer sin pérdida de generalidad que a = 0. Supongamos también, por contra-
diccion, que 0 no estd en el rango esencial de f. Entonces g :=1/f € L*(E)y fg=1. La
formula de multiplicacion implica que

U(f)¥(g) = ¥(fg) =¥(1) =1

Eso comprueba que R(¥(f)) = H. Como |f| > 0 en casi todo punto de 2 respecto a F,
como antes se obtiene que ¥(f) es inyectivo. El teorema de la grafica cerrada dice que
U(f) ' €B(H)y0¢a(¥(f)), una contradiccion. Entonces 0 estd en el rango esencial de

I O

4.31 Teorema (Principio de cambio de medida). Sean M y M’ o-dlgebras en conjuntos
QuyQ, E: M — B(H) una resolucion de la identidad y ®: Q — Q' un mapeo tal que
o Hw') € M siw € M. Definimos E': M' — B(H) por E'(v') :== E(®1(J)). Entonces
E’" es una resolucion de la identidad vy

(4.73) /Q JdE,, = /Q (fo®)dE,,

para toda funcion M’'-medible f: Q' — C que hace que una de las integrales en (4.73)
existe.
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Demostracion. Es muy fécil verificar que £’ cumple con todas propiedades que son nece-
sarias para que sea una resolucion de la identidad. Si w’' € M’ entonces

[ xodBy, = [ ABL, = B ) = By (07 )
= [Pl(w/) dExjy = /QX(I)_I(W/) dEx,y = /Q(Xw/ O (I)) dE:r,y,

es decir, (4.73) se cumple para f igual a una funcién indicadora de un elemento de M’. Por
linealidad eso implica que (4.73) es cierto para f igual a una funcién simple en . Como
fo® essimple en Q si f es simple en €, la definicién de la integral de Lebesgue dice que
(4.73) se cumple para cualquier f que es medible. O

4.5. EIl teorema espectral

4.32 Teorema. Sea A un operador autoadjunto en H, posiblemente no acotado. Entonces
existe una y soélo una resolucion de la identidad E en R (la descomposicion espectral de
A) tal que

(4.74) (Az,y) = / idg dE,,, para todo x € D(A), y € H.
R

Ademds, E es concentrado en o(A) C R, es decir, E(o(A)) = 1.

Demostracion. Sea U la transformada de Cayley de T', y sea S* := {\ € C | |\| = 1}. Sea F
la descomposicién espectral de U en S!, dada en el Teorema 3.29, usando el Teorema 3.33.
Por el Teorema 4.19(b) I — U es inyectivo y luego E’({1}) = 0, una consecuencia del
Teorema 3.36(b). En seguida, basta considerar la restriccion de E' a Q' := S'\{1}. Asi
obtenemos

(4.75) (Uz,y) = /Q idg dE,,  paratodo z,y € H.
Definimos f: ' — R por
i(1+ )
A=A

la inversa de la transformacion de Mobius que usamos para definir la transformada de
Cayley. En seguida, f es un homeomorfismo de €' y R. Definimos ¥(f) como en el Teore-
ma 4.24, reemplazando E por E’:

(4.76) (U(f)z,y) = o fdE,, para todo z € Dy, y € H.

Como f sélo toma valores reales, U(f) es autoadjunto por el Teorema 4.24(c), y como
FO)(A=X) =i(1+X) y (1 =2A) es acotado en ', el Teorema 4.24(b) y la Nota 4.25 dicen
que

(4.77) U(f)(I-U) =il +U).
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Como D(i(I + U)) = H, eso particularmente implica R(I — U) C D(V(f)). Por el Teore-
ma 4.19(b) se tiene

(4.78) A(I - U) =i(I +U)
y D(A) = R(I —U) C D(¥(f)). Como I — U es inyectivo, (4.77) y (4.78) implican que

U(f) es una extension autoadjunta del operador autoadjunto A. El Teorema 4.13 dice que

U(f) = Ay luego
(4.79) (Az,y) = /Q/ fdE,, para todo x € D(A), y € H.

Por el Teorema 4.29 o(A) es el rango esencial de f, es decir, 0(A) C R. Como f es un
homeomorfismo, podemos usar el Teorema 4.31 para definir una resoluciéon de la identidad
E en R por E(w) := E'(f~'(w)). Se sigue que E'(w') = E(f(w')) para todo ' € M’, la
o-algebra de los conjuntos de Borel en €)', y obtenemos por el Teorema 4.31, junto con
(4.79)

(Av,y) = [(fo s ) dEsy = [ dzdE,,,

la representacion (4.74).

Similarmente como en la demostracién arriba, (4.75) puede ser derivado de (4.74) usando
la inversa de la transformada de Cayley. Como la representacién (4.75) es unica por el
Teorema 3.29, eso implica la unicidad de E. O]

4.33 Teorema. Sea A un operador autoadjunto en H.
(a) (Az,z) >0 para todo v € D(A) (A >0) siy sélo si o(A) CR{ =10, 00).
(b) Si A >0 entonces existe un y sélo un operador autoadjunto B > 0 tal que B%2=A.

Demostracion. La demostracion de (a) es tan similar a la del Teorema 3.40 que la omitimos.
Para demostrar (b), sea A > 0y luego o0(A) C R{. Si E es la descomposicion espectral
de A entonces

(4.80) (Az,y) = /+ idg dE,, para todo x € D(A), y € H,
RO
donde

D(A) = {$ el | [ idd,, < oo}.
R

0

Sean f(t) := vty B := ¥(f), es decir,

(4.81) (Bx,y) = /Rg fdE;,, para todo x € Dy, y € H.

Es fécil ver que Dy2 C Dy. Por lo tanto, el Teorema 4.24(b) implica que B* = A. Como f
es real, B es autoadjunto, y como f > 0, la representaciéon (4.81) dice que B > 0.
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Para demostrar unicidad, sea C' autoadjunto, C' > 0, C? = A y E® su descomposicién
espectral:

(Cz,y) = /+ idg dEny para todo x € D(C), y € H.
- :

0

Pongamos ) = Q' :=R{, ®(s) := sy
(4.82) E'(w) = E°(®'(w))

si w C Ry es Borel medible. Como @ es un homeomorfismo de Ry, el Teorema 4.31 dice
que

(4.83) (Az,y) = (C%x,y) = /

: 12 c : !
[ idaEg, = [ iz B,

0

La unicidad de £ como descomposicion espectral de A junto con (4.83) implica que E' = E.
Por (4.82) E determina E, es decir, C. O

4.34 Definicion. Un operador T en H es normal si T es cerrado y densamente definido

y si
T =TT".

4.35 Teorema. Sea N un operador normal en H. Entonces se cumplen:
(a) D(N) = D(N),
(b) ||Nx| = || N*z|| para todo x € D(N),
(¢) N es maximalmente normal.

Demostracion. Primero sea y € D(N*N) = D(NN*). Se sigue que (Ny, Ny) = (y, N*Ny)
porque Ny € D(N*), y (N*y, N*y) = (y, NN*y) porque N*y € D(N) y N* = N (Teore-
ma 4.10). Como N*N = NN* eso implica que

(4.84) INyl|l = [|N*y|| para todo y € D(N*N).

Ahora sea x € D(N). Denotemos por N’ la restriccion de N a D(N*N). Por el Teore-
ma 4.11(b) (z, Nx) esta en la cerradura de la Grafica de N'. Por ello existen elementos
yr € D(N*N) tales que

(4.85) Yo =
y
(4.86) Ny, — Nz
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cuando k — oo. Por (4.84) (N*yi) es una sucesion de Cauchy en H, ya que (Nyi) lo es.
En seguida existe z € H tal que N*y, — z. Como N* es un operador cerrado, esto y (4.85)
implican que (z,z) € G(N*). En consecuencia, © € D(N*), z = N*z y luego

INz] = |2l = Jim [ N"yell = Jim | Ny ]| = [Nz

por (4.86). Como x € D(N) era arbitrario, eso demuestra (b) y D(IN) C D(N*).
Notemos que N* también es normal, ya que N** = N. Entonces

D(N*) € D(N*) = D(N).

Eso demuestra lo que falta del inciso (a).
Para demostrar (c¢) sea M normal y tal que N C M. Entonces M* C N* (ver la demos-
tracién del Teorema 4.13) asi que

D(M) = D(M*) € D(N*) = D(N) C D(M).
En consecuencia, D(M) = D(N) y luego M = N. O

4.36 Teorema. Todo operador normal en H tiene una y sélo una descomposicion espectral
que satisface

(4.87) (Nzx,y) = /( )idU(N) dE;,, para todo x € D(N), y € H.
o(N

Para todo subconjunto Borel medible w C o(N) se tiene que E(w)N C NE(w), y si S €
B(H) conmuta con N, en el sentido SN C NS entonces E(w)S = SE(w).

Demostracion. La idea de la demostracion es construir un conjunto numerable de proyec-
ciones ortogonales P, en H que tienen rangos ortogonales dos a dos, tal que x = >, Prx
para todo z € H, PbN C NP, € B(H) y tal que cada N P, es normal. El resultado seguira
aplicando el teorema espectral para operadores acotados (Teorema 3.29) a los N P.

Por el Teorema 4.11 existen B,C € B(H) tales que B >0, |B|| <1,C=NBy

(4.88) B(I+ N*N)C (I+N*N)B=1.
Como N*N = NN* esto implica que
(4.89) BN =BN(I+ N*N)B=B(I+ N*N)NBC NB =C.

En consecuencia, BC' = B(NB) = (BN)B C CB. Como B y C son acotados se sigue
que BC = CB. Entonces C' conmuta con toda funcién de Borel acotada de B (Teore-

ma 3.30(g)).
Escogemos una sucesién estrictamente decreciente (tg)ren, < (0,1] tal que top = 1y
limy o0 t, = 0. Denotamos por pjy la funcién caracteristica de (ty,tx_1], k = 1,2,...,y
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definimos fi(t) := pi(t)/t. Toda funcién f; es Borel medible y acotada en o(B) C [0, 1].
Sea E’P la descomposicion espectral de B. La igualdad (4.88) muestra que B es inyectiva, es
decir, 0 no est4 en el espectro punto de B. En seguida, EZ({0}) = 0y E® estd concentrada
en (0,1].

Definimos

(4.90) Py := pi(B) = EP((ty, te1]), k=1,23,....
Para k #£ (y x,y € H se sigue que pppy = 0,

(Pex, Pry) = (Po Py, y) = (pe(B)p(B)z,y) = ((pepr) (B)x,y) =0

y luego que
(4.91) R(Py)LR(FP) sik#L.
Como > renPr = X(04) la aditividad numerable de la medida vectorial EBx (Proposi-

cién 3.22) implica que

(4.92) > P =EP((0,1))x =2  para todo z € H.
k=1

Como p, = idr fr v fr es acotada

(4.93) NP, = NBfy(B) = Cfi(B) € B(H).

Ademas, (4.89) implica que

(4.94) PN = f.(B)BN C f(B)C = Cf(B) = NP,.

Por (4.93) D(NP;,) = H, asi que

(4.95) R(P) C D(N) para k=1,2,3,....

En consecuencia, si x € R(Py) (4.94) implica que PuNx = NP,z = Nz, o, en otras
palabras, que R(P) es un subespacio invariante de N.

Mostraremos ahora que cada operador N P, es normal. Por (4.94), por el Teorema 4.2 y
como P, € B(H)

(4.96) (NB,)* C (P.N)* = N*P,.
Pero ya sabemos por (4.93) que (NFy)* € B(H) asi que D((NFP;)*) = H. Entonces

(4.97) (NP,)" = N"P,
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y el Teorema 4.35(b) muestra, junto con (4.95) y (4.97), que
(4.98) |NPyz|| = || N*Pez|| = ||(NPy) || para todo x € H.

Por el Teorema 3.15 esto implica que NPy es normal. Junto con (4.92), (4.93) y (4.94)
hemos logrado la construccion de los P, anunciada al inicio de esta demostracion.

Sea M la coleccién de los subconjuntos de Borel de C. Por el Teorema 3.29 todo N Py
tiene una descomposicién espectral E¥ en (C, M). Como R(F;) es invariante bajo N, Py
conmuta con N P;. Entonces Py, conmuta con todo E¥(w), donde w € M. En seguida,

(4.99) E*(w)Pyr = P.E*(w)r € R(P,)  paratodox € H, k=1,2,3,....
Usando que los rangos de los P, son ortogonales dos a dos, (4.92) implica que
(4.100) ZHE’“ ) Pyz||* < lepkivl\2 ]|,
k=1
En seguida, la serie Y- E¥(w)P.x converge en la norma de H (Teorema 3.7) y podemos
definir F(w): H — H por
(4.101) w)T = z:E’IC )Prx.
Se tiene ademés que

(4.102) 1B (w)z||* = ZHE’“ ) Pyz]|*.

Obviamente los mapeos E(w) son operadores lineales. La ecuaciones (4.100) and (4.102)
implican que F(w) € B(H) con || E(w)|| < 1.

Mostremos que E es una resolucion de la identidad en (C, M). Usando (4.92) y el hecho
de que E* es una resolucién de la identidad para cada k € N, los incisos (a) and (d) de la
Definicién 3.20 son faciles de demostrar. Sea w € M. Para x,y € H calculamos, usando la
continuidad de E*(w) y B, (4.95) y (4.99):

E(w)z (Z EFf(w ka> = iE’v’ Pg<z Ef(w Pka:>
= i::i:j W) P EF (W) Pyr = Z E*(w)?Pyr = Z E¥(w)Pyx = E(w).

k=1 k=1

Entonces F(w) es una proyeccién. Ademés,

(4.103) (E(w)x,y) = i(Ek )Py, y) i w)Pyx, Pry)
— S (P B w)Py) = - (@ B (@) Pay) = (@ E@))
k=1 k=1
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es decir, F(w) es autoadjunto. El Teorema 3.17 implica que E(w) es una proyeccién orto-
gonal, comprobando el inciso (b) de la Definicién 3.20. El inciso (c) de esa definicién se
sigue de manera similar.

Falta demostrar que £, ,, definido por (3.19) para x,y € H, es una medida compleja
regular. Para ello sea {w;}sen € M una coleccién de subconjuntos ajenos de C y sea w 1=
Uren we. Por la propiedad (c) de la Definicién 3.20 R(E(wy, ) LR(E(we,)) si €4 # (5. Para
cada k € N el mapeo E’;f’y es una medida compleja. Usando (4.102) y la Proposicién 3.22
obtenemos que

(4.104) ZHE wo)z|® =YD | EF (we) Pez|?
=1 k=1
=YY ||E*(we) Pz = ZHE’“ )Pz || = || E(w)z|)*.

k=1 (=1
Para cada ¢ € N tenemos que
(E(w)z, E(we)z) = (B(we)z, Bw)z) = (E(w)z, E(w)z) = || B(we)z|*
porque w Nwy = wy. Se sigue para n € N que
1Bz = E(woz|* = [|Ew)z|® =2 [ Ew)]* + Y[ E(we)z ||
=1 =1

(=1

= |E(w)z|* - ZHEW )zl

Junto con (4.104) eso implica que
Y E(w)zr = E(w)z.
=1
En consecuencia,
ZEﬂcy wy) <ZE we) y> (E(w)z,y) = Ey y(w)
=1

y E,, es numerablemente aditivo. Y por tltimo, £, , es automdticamente regular porque
esta definida sobre los subconjuntos de Borel de C.
Definimos el operador normal M por

(4.105) (M, y) = /CiddEm,y reD(M), ye H,

donde
D(M) = {x cH ‘ /|id|2dEw < oo}.
C
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Si podemos demostrar que M = N, entonces el Teorema 4.29(c) implica que o(NN) =
Ress(idc) con respecto a E, es decir, E(C\o(N)) = 0. En otras palabras, E esta concentrado
en o(N) y podemos reemplazar C por o(/N) como dominio de integracién en (4.105). Esto
demostrara (4.87).

Sea x € D(N). Como en (4.103) se sigue que E, ,(w) = Y4en Eb, . (w) para todow € M,
donde definimos zy, := Ppx. Por (4.94) P.Nz = NP,z = N P.xy, asi que (3.22) y (4.92)
implican que

(4.106) > [dPdEL, ,, = SSINPal = Y| BNa|? = | Naf
k=1 k=1

k=1

k : k .
Claramente E; , < E,., es decir, Ej . es absolutamente continuo con respeto a FE, .,

para cada k € N. Por el teorema de Radon-Nikodym existe hy, € L'(E, ) tal que dEﬁMk =
hi, dE, .. Para todo w € M se sigue por [10, Theorem 1.27] que

[ 4B = Bl = 3 B ) = 3 [t = (Y] b
@ k=1"% @ \k=1

k=1

y [10, Theorem 1.39(b)] implica que > jcn hr = 1 c.d. en C. Usando (4.106) obtenemos que

[liaPaE,. = [ <Z|id|2hk> ABoo =Y [ fid*hedE,
c C\k=1 k=1"C

=S / id2dER = [|Nz|)? < oo,
k—17C

T, Tk

es decir, x € D(M). Eso muestra que
(4.107) D(N) CD(M).

Si # € R(P;) entonces Pyx = 0 para todo £ # k y luego F(w)z = E¥(w)x y E,,(w) =
E:’j,y(w) para todo y € H y w € M. En seguida,

(Nz,y) = (NPa,y) = [iddBE, = [iddE,, = (Ma,y)
y luego
(4.108) P.Nx = NPyx = M Px para todo x € D(N), k€ N.
Ponemos Qi := P, + P, + - - - + P,. Entonces Q. Nx = MQrx y
(4.109) (Qrz,QrNzx) € G(M) para todo x € D(N), k€ N.

Como G(M) es cerrado esto y (4.92) implican que (z, Nx) € G(M), es decir, que Nz = Mz
para todo x € D(N). Por (4.107) obtenemos que N C M. Y como N y M son operadores
normales el Teorema 4.35(c) implica que M = N. Eso termina la demostracién de (4.87).
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Mostremos la unicidad de E si E es una resolucién de la identidad definida en o(N)
tal que (4.87) se cumple. El operador N*N es autoadjunto (Teorema 4.11(a)), N*N > 0
porque (N*Nzx,z) = (Nx, Nz) > 0 para todo x € D(N*N), y luego existe una tnica raiz
cuadrada positiva S := v/ N*N (Teorema 4.33(a)). Por el mismo teorema o(S) C R{ asi
que o(f +5) C [1,00). Por ello (I + 5) tiene una inversa en B(H) y el operador

(4.110) T:=N{I+9)"

estd bien definido.
Sea D :={\ € C ||\ < 1}. Consideramos la funcién f: C — D, dada por

A
)=y

Entonces f es un homeomorfismo entre C y . Es facil ver que
Djiaj2 € Djia) = Dig = Diq = D(N)
respecto a la resolucion de la identidad E. Entonces el Teorema 4.24 implica que
U([id))w(lid|) = ¥(|id|*) = ¥(idid) = ¥(id)¥(id) = N*N.

Ademds, ¥(|id|) > 0 porque [id| es una funcién real no negativa (Teorema 4.29 y Teore-
ma 4.33(a)). Por unicidad de la raiz cuadrada positiva de N*N, S = U(]id|). Definimos

A= ! —dF,
o(N) 1+ |id]|

asi que A € B(H). Por el Teorema 4.24

AT+ S)C (U +5A=1,
es decir, A = (I + S)~!. Eso demuestra que
(4.111) T = U(f) € B(H),

ya que f es acotada. Ademas T es normal, por el Teorema 4.24.
Sea ET la descomposicién espectral de T segtin el Teorema 3.29. Sea E’ la resolucién de
la identidad en o(T") dada por

E'(w) = E(f(w))

(Teorema 4.31). Aqui usamos que f es un homeomorfismo. Entonces ese mismo teorema

implica que
T:/ de:/ iddE.
o(N) o(T)
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Por la unicidad de ET concluimos que E' = E7| es decir,

E(w) = E"(f(w))

para cada subconjunto Borel medible de o(/N). En consecuencia, la resolucion E esté
uncamente determinada por el operador T, el cual no depende de E, sélo de N. Eso
muestra la unicidad de E.

Mostremos los dos enunciados faltantes. Si w € M entonces y,, es una funciéon de Borel
acotada. Como E(w) = ¥(xw) v Dy, = H se sigue del Teorema 4.24(b) que

(4.112) E(w)N = ¥(x,)¥(id) C ¥(x,id) = ¥(id)¥(x,) = NE(w).
Si S € B(H) satisface SN C NS, definimos @Q,, := F(w,), donde
wy :={A € C ||\ <n}, n € N.
Como en (4.169), usando adicionalmente que f, :=idy,, es acotado, obtenemos que
(4.113) QN C U (fn) = NQn = ¥(xw, fn) = V(Xw,)V(fn) = QuNCQn € B(H)

y NQ,, es un operador normal (Teorema 4.24(c)). Ademas, (4.168) y la hipétesis implican
que

Como (Q,SQn)(NQ,) € B(H) las contenciones arriba son igualdades, asi que

Es facil ver para w € M que
1y JwNwn, 0¢ w,
fo (W) = {w U (C\wn), 0 € w,

asi que f,;'(w) € M. Definimos una resolucién de la identidad E!/, en M por E/(w) =
E(f,;1(w)). Se sigue por el Teorema 4.31 que

/iddE;:/fndE:NQn.
C C

Por unicidad, E, es la descomposicién espectral de N@Q,,, y por (4.170) Q,SQ,, conmuta
con cada E! (w). Calculamos

QnE;m({O}) = QnE(fn_l(O)) - QnE({O} U (C\wn))
= Qu(E({0}) + 1 - Qu) = QuE({0})
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y luego para cualquier w € M:
(4.115) QnEy (wN{0}) = QuE(w N {0}).

Se sigue para w € M tal que w C wy:

(4.116) E(w) = BE(wNw,) = QuE(w) = Qu(Ew\{0}) + E(w N {0}))
= Qu(E(f 1 (@\{0})) + E(wn {0})) = Qu(E,(w\{0}) + Ej(wn {0}))
=Q.FE, (w), w C w,y,.

Sean w € M acotado y n € N suficientemente grande tal que w C w,,. Por (4.172)

Se sigue por la aditividad numerable de E(w)x para cadax € H que Q,z — vy Q,5Q,z —
Sz cuando n — oo. Aqui usamos que Q,,S € B(H) y que ||@Q,| < 1 para todo n. En
consecuencia,

(4.117) SE(w) = E(w)S, para todo w € M que es acotado.
Si w € M es arbitrario, (4.173) implica que
(4.118) SE(wNw,) =FEwNw,)S neN.

Nuevamente por la aditividad numerable de Ex para todo € H se sigue que (4.173) es
cierto para cualquier w € M, dejando n — oo en (4.178). ]

4.6. Continuidad fuerte

Si X,Y son espacios de Banach, el conjunto

V¥ ={p: X =>Y}=1]]Y

zeX

de los mapeos X — Y tiene la topologia natural del producto. Ella esta definida como la
topologia mds gruesa tal que todas proyecciones p,: YX — Y, ¢ — (), son continuas. La
topologia del producto tiene la siguiente propiedad universal: Si A es un espacio topoldgico
ysi f: A = Y¥ es un mapeo, entonces f es continuo si y sélo si p, o f es continuo para
todo z € X o, equivalentemente, si y solo si A — f(A\)(z) es continuo para todo z € X.
Esa es la razén porque esta topologia en YX se llama también la topologia de convergencia
en puntos.

Como B(X,Y) C Y¥, podemos considerar el espacio Bs(X,Y") de los operadores lineales
acotados entre X y Y, con la topologia inducida de convergencia en puntos. Usando la
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propiedad universal de la topologia de YX dada en el parrafo anterior obtenemos que un
mapeo f: A — By(X,Y) es continuo en Ay si y sélo si el mapeo A — f(A)x de A en Y es
continuo en \g para todo x € X. Si eso es el caso, entonces decimos que f es fuertemente
continuo en Ag. Si f es fuertemente continuo en todo A € A, entonces f es fuertemente
continuo en A.

4.37 Proposicion. Sean A un espacio métrico y X,Y espacios de Banach.

(a) Sean f € C(A,By(X,Y)) yu € C(A,X). Entonces el mapeo X\ — f(A)u(N) es un
elemento de C'(A,Y).

(b) Sean f: A — B(X,Y) un mapeo y Ao € A tales que f es localmente acotado en .
Si X1 es un subespacio denso de X tal que

(4.119) lim f(N)z = f(Mo)x

A= Ao
para todo x € X1, entonces f es fuertemente continuo en \q.
Demostracion. (a): Fijamos Ay € Ay sea A\, — A¢ una sucesién convergente en A. Entonces

1f (An)u(An) = f(Ao)u(Ao)]
< [ F Q) Tw(An) = u(o)ll + [1f (An)u(ro) = f(Ao)u(Ao) || — 0
cuando n — oo por las hipdtesis y porque f es localmente acotado en .
(b): Sea A\, — Ao convergente en A. Como f(\,) es acotado en L(X,Y), existe C' > 0

tal que || f (A, IIf(No)|| < C para todo n. Sean x € X y e > 0. Existe y € X; tal que
l|lx —y|| <e/3C. Existe ng tal que || f(A)y — f(Xo)y|| < /3 para n > ny. En consecuencia

1fAn)z = f(Ao)]|
< IF Q) Hlz = yll + [1f )y = fFQo)yll + [[f o)l lz —yll < &

para n > ng. Eso demuestra que f(\,)x — f(Ao)z para todo x € X. O

4.38 Proposiciéon. Si X, Y son espacios de Banach entonces la topologia de B(X,Y) es
mds fina que la de Bs(X,Y).

Demostracion. Sea A, — A una sucesion convergente en B(X,Y) y sea z € X arbitrario.
Entonces
[ Az — Az[| < [[An — Al [|2]] — 0,

es decir, id(A4, )z — id(A)z cuando n — oco. En otras palabras, el mapeoid(-)z: B(X,Y) —
Y es continuo para todo x € X. Por la caracterizacion de continuidad fuerte dada arriba
eso implica la continuidad del mapeo id: B(X,Y) — By(X,Y) y muestra la afirmacién. [

4.39 Lema. Sean A un espacio métrico y f: A — Bs(X,Y) un mapeo.

115



Teoria Espectral 2015-2 4. Operadores no acotados

(a) Si f es fuertemente continuo en un Ay € A entonces existe € > 0 tal que f es acotado
en B.(\o) respecto a la norma en B(X,Y).

(b) Sea f acotado en B.(\o) respecto a la norma en B(X,Y'), para un Ao y € > 0. Si X,
es un subespacio denso de X tal que

(4.120) lim f(N)x = f(Xo)x

/\~>)\0
para todo x € X1, entonces f es fuertemente continuo en Ag.

Demostracion. (a): Supéngase por contradiccion que existiera una sucesion A, — Ag tal
que || f(An)|lBx,y)y = oc. La continuidad fuerte en Ay implica que f(\,)z es acotado en Y’
para todo € X. Por el principio de la acotacién uniforme se tiene que || f(\,)||5x,y) €s
acotado, una contradiccién.

(a): Sea A, — Ao convergente en A. Como f(A,) es acotado en B(X,Y), existe C' > 0
tal que |[f( A, [l f(Mo)]| < C para todo n. Sean z € X y € > 0. Existe y € X; tal que
llx —y|| <e/3C. Existe ng tal que || f(A,)y — f(Xo)y|| < e/3 para n > ny. En consecuencia

Lf(An)z = f(Do)z]]
< [[If )l lz =yl + 11F )y = FQo)yll + [[f o)l [z =yl < e

para n > ng. Eso demuestra que f(\,)x — f(Ao)z para todo x € X. ]

Sea A un subconjunto abierto de un espacio de Banach Zy f: A — B(X,Y’) un mapeo.
La funcién f es fuertemente diferenciable en \g € A si el mapeo A — Y, z — f(2)x es
diferenciable en \y para todo x € X.

4.40 Lema. Sean f,g: (a,b) — B(X)) fuertemente diferenciable en t — 0 € (a,b) y sea
x € X. Entonces el mapeo (a,b) — X, t — f(t)g(t)x es diferenciable en ty y su derivada
es

| U000 =g | o0 G| Ot
Demostracion. Para h € R suficientemente chico calculamos
f(to+h)g(to + h)x — f(to)g(to)x
h
_ Jlto+h)g(to + h)z — f(to + h)g(to)x N f(to+h)g(to)r — f(to)g(to)x
h h
— Flto+ h) (g(to + h)z - g(to)fE) n fto+ h)g(tO)Z — f(to)g(to)x
5 S| ot S| Dl
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Para la convergencia del primer término usamos que

g(to+ h)x — g(to)x d
— t
- T, g(t)x

en X, que f es fuertemente continua en ¢, (una consecuencia de que t — f(t)y es diferen-
ciable en t; para todo y € X) y un argumento como en la demostracion del inciso (a) de
la Proposicion 4.37. [

4.7. Semigrupos fuertemente continuos

En esta seccién analizamos la exponencial de operadores no acotados en un espacio de
Banach. En esto no podemos aplicar el teorema espectral para operadores normales en un
espacio de Hilbert.

La motivacion es una generalizacion de la ecuacion diferencial lineal homogéneo @ = Au,
puesta en R™ a la ecuacién analoga puesta en un espacio de Banach complejo X. Aqui
el operador lineal A puede ser no acotado, para permitir operadores diferenciales como el
Laplaciano. Como la solucién en el caso de un operador acotado A es e'4u(0), buscamos
una forma similar de representar la solucién en el caso de un operador A no acotado. En vez
de usar la representaciéon de la solucion como exponencial, la cual no esta bien definida, se
define la nocién del semigrupo fuertemente continuo, que tiene las propiedades buscadas.

Un operador lineal (posiblemente no acotado) en un espacio de Banach X se define de
la misma manera como en espacios de Hilbert. También las nociones de grifica, operador
cerrado y dominio denso tienen definiciones analogas. Como norma en X x X aqui se usa

[ (z, )| = (=]l + [yl
Usaremos la notaciéon

R\ A) = (M — A
para la resolvente de A si A es un operador lineal y A € C\o(A).

4.41 Definicién. Sean X un espacio de Banach y (Q(f));>o una familia de operadores
lineales acotados en X que satisface

(1) Q) =1y Q(s+1t)=Q(s)Q(t) para s,t > 0;
(1) limy_o; Q(t)xr = z para todo x € X.
Entonces @) es un semigrupo fuertemente continuo en X (Cy-semigrupo).

4.42 Nota. El limite en (11) estd entendido respecto a la norma en X. En efecto, @ es
fuertemente continuo en 0.

Toda f: C — C continua que cumple la ecuacién funcional f(A + ) = f(A)f(n) y
f(0) = 1 tiene la representacion f(\) = e*, donde a = f/(0). Esto motiva la siguiente
definicion:
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4.43 Definicién. Si ) es un Cy-semigrupo en un espacio de Banach X, entonces

(4.121) Ap i 1 QET =

e—0 £

define un operador lineal con dominio D(A) el conjunto de los x € X tal que existe el
limite en (4.121), respecto a la norma en X. Este operador A es el generador infinitesimal

de Q.
Veremos que en un sentido débil el semigrupo tiene la representacién Q(t) = exp(tA).

4.44 Teorema. Un Cy-semigrupo () en un espacio de Banach X con generador infinite-
simal A tiene las siguientes propiedades:

(a) Euxisten constantes C' > 1y~ > 0 tales que

(4.122) lQ()] < ce.

(b) Q es fuertemente continuo en Ry .
(¢) D(A) es denso en X y A es cerrado.

(d) Paratodox € D(A) yt > 0 se tiene Q(t)x € D(A) y se cumple la ecuacion diferencial
d
(4.123) a@(t)az = AQ(t)x = Q(t)Ax.
(e) FEscribiendo

(4.124) A=

L(QE) - D € B(X),

se tiene que A.x — Ax para todo x € D(A) cuando € — 0, y que

I 7 tAe
(4.125) Q(t)r = 81_1}1(%_6 x

para todo x € X. La convergencia en (4.125) es uniforme para t en cualquier sub-
conjunto compacto de R{.

(f) Sean C'> 1 y v > 0 tales que (4.122) se cumple. Si A € C y Re A > v, entonces se
cumple A € C\co(A) y

(4.126) RO\ Az = /0 T e MOz dt.

4.45 Nota. Los limites en la derivada en (d) y en (e) se entienden respecto a la norma en
X. El inciso (f) implica que 0(A) C [Re(A) < 7).
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4.46 Lema. Sean A, B € B(X) operadores que conmutan, y sea
C = max{||A]., [ BI|}.

Entonces

(4.127) |e* —eP|| < eY||A - B.

Ademds, la funcion R — B(X), t — e es continuamente diferenciable, con derivada
Aett = et A,

Demostracion. Para k € N, k> 2, AB = BA implica que

k—1
(4.128) AF — BY=(A-B)> A"'B
£=0

En seguida,

k—1
1A% = BH| < A = BI X_[[AIF B = kC* A - B

=0
y luego
> 1
le® =P < 3 14" = B
k=0 "

e | B
<JIA= B Y hCH T = A B
k=1"""

Sean s,t € R. Remplazando A por tA y B por sA, (4.128) implica

etd — o4 il kkz_:lkllfé
et A( ts)
t—s = k! =

> 1
- > HA%’H = Ae't = A
k=1"""

cuando s — t, por la convergencia uniforme de la serie para s, t en intervalos acotados. [

Demostracion del Teorema 4.44. (a): Como @ es fuertemente continuo en 0, el Le-
ma 4.39(a) implica que existen C,6 > 0 tales que ||Q(t)|| < C para todo t € [0,4].
Necesariamente se tiene C' > [|Q(0)|| = ||| = 1. Si t € R{, pongamos n = [t/§] + 1, asi
que

(4.129) (n—1)0 <t <nd.

119



Teoria Espectral 2015-2 4. Operadores no acotados

Entonces ||Q(t/n)|| < C. Usando la ecuacién funcional de la Definiciéon 4.41(1) y C' > 1 se
sigue que

IR = Qt/n)"|| < C™ < O,

Basta escoger 7 tal que ¢” = C'/%. Como C > 1, v > 0.
(b): Si 0 < s <t <T entonces el inciso (a) y la ecuacion funcional para () implican

1Q(1)z — Q(s)z[| < Q) Q(t = s)x — ]| < C|Q(t — s)x — x| = 0
cuando |s — t| — 0. Esto comprueba continuidad fuerte por la derecha y por la izquierda.

(c): El inciso (b) implica que ¢t — Q(t)z es continuo como mapeo de Rj en X, para
todo x € X. Entonces se puede definir un operador M; por

1 t
M,z ::;/ Q(s)xds parat >0,z € X.
0

Se tiene por el inciso (a)

1t 1 ft
IM < 5 [Q(s)allds < 5 [ Cem o] s
0 tJo
]_ t
< [ cetlzas = cerjal,
0
es decir,
(4.130) M, € B(X) y |M]] < Ce™  para todo t > 0.

Ademaés se tiene para x € X y t > 0 por el teorema del valor intermedio que existe s’ € (0, )
tal que

1 gt
(4181) [|Mz — 2] < 3 [1Q(s)x — 2 ds
=||Q(s)x — x| -0  cuando ¢t — 0.
Afirmamos que
(4.132) A Myx = AyM.x para todo ,t > 0, = € X.

Para demostrar esta afirmacién, notemos que para integrales sobre funciones continuas en
Ry se cumple la identidad

(4.133) /Et-i-a_/ot:/tt-i-a_/oa‘
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El lado izquierdo aplicado al integrando Q(s)z da

/€t+5 Q(s)xds — /Ot Q(s)rds = /Ot Qe+ s)xds — /Ot Q(s)rds
= /Ot(Q@) —1)Q(s)xds
= @) - D) [ Qs)eds
=cA.tM,x.

En la misma manera el lado derecho de (4.133) da tA;eM.x. Eso comprueba (4.132).

Por (4.131) el lado derecho de (4.132) tiende a A;x cuando ¢ — 0. Las definiciones de
A. vy D(A) implican que Mz € D(A). Otra vez usando (4.131), obtenemos que D(A) es
denso. Ademas,

(4.134) AMx = Ax para todo x € X, t > 0.

Para demostrar que A es cerrado, sean (z,) € D(A), z,, - = y Az, — y en X. Para
cualquier z € X calculamos

(4.135) _ L /OtQ(S)(Q(g)Z — 2)ds

es decir, A, y M; conmutan. Como M,z € D(A), dejando ¢ — 0 se tiene que
AMz = M} Az para todo z € D(A).
Usando (4.134) eso implica
A, = AMx,, = M, Az, para todo t > 0, n € N.
Dejando n — oo llegamos a
(4.136) Ayx = My,

considerando que A; y M; son operadores acotados. Dejando ¢t — 0 en (4.136), por (4.131)
el lado derecho converge a y, es decir, z € D(A), Ar =y y

(4.137) Aix = M Ax para todo t > 0, x € D(A).
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Entonces A es cerrado.
(d): Es obvio que A. y Q(t) conmutan en X, parae >0yt >0.Si 2 € D(A), dejando
e —0en

AQ(t)r = Q(t) A

muestra que Q(t)x € D(A), porque el lado derecho converge, y se tiene
(4.138) AQ(t)xr = Q(t)Ax para todo z € D(A), t > 0.

Sea x € D(A). Calculemos la derivada por la derecha de Q(t)x:

L(QU + 2w — Q)r) = A-Q(1)r — AQ(D)r = Q(1)Ax

cuando € — 0+, porque Q(t)x € D(A) y por (4.138). Falta ver que para z € D(A) yt >0
existe la derivada por la izquierda de Q(t)x. Si e € (0,t), entonces

L Q- ez - Qo))

—&

=Q(t —e)(Acx — Az) + Q(t — ) Az — Q(t) Az

cuando ¢ — 0+. Esto se sigue porque [|Q|| es acotada en [0,t], x € D(A) (esto hace que
el primer término tiende a cero) y por la continuidad fuerte de @ en t. Entonces Q(t)x es
diferenciable y se cumple (4.123).

(e): Primero establecimos una cota para ||exp(tA:)|| que no depende de ¢ para € pequeno.
Seant > 0y ¢ € (0,1]. Usando (4.122) y v > 0 se sigue que

lexp(tA)]| =

exp (2(Qe) - 1)

(4.139) /e t\F
<0 1 (2o)

Fijamos x € D(A), € € (0,1] y t > 0. Definimos una funcién ¢: [0,t] — X por

o(s) :=exp((t — s)A)Q(s)x.
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Por el Lema 4.46

d
(4.140) ge‘”‘ay =M ALy

para todoy € X y s > 0. El Lema 4.40, el inciso (d) —aplicado a Q(s)—y (4.140) implican
que @ es diferenciable y que

(4.141) ¢'(s) = exp((t — s)A:)Q(s)(Ax — A.x).

Aqui hemos usado de nuevo que A, y Q(s) conmutan. Notemos ademds que ¢ es conti-
nua por la continuidad fuerte de @ y por la Proposicién 4.37(a). El inciso (a) y la ecua-
ci6n (4.139) implican que existe una constante K (t) > 0 que s6lo depende de ¢ (continua-
mente) tal que

(4.142) €' ()] < K(t)||Az — A.x|| para todo s € [0, ].
Demostremos el teorema fundamental del cdlculo para la funciéon ¢: para todo A € X*
y s € [0,t] se tiene

d

hels) = Ag'(s)

y entonces por la continuidad de ¢’
t / t /
Ap(t) = 9(0) = Ap(t) = Ap(0) = [ A@'(s)ds = A [ &/(s)ds.
0 0
Eso da
1
(4.143) olt) = ¢(0) = [ o'(s)ds.

Usando que p(t) = Q(t)zr y ¢(0) = eex, (4.143) y (4.142) implican

(4.144) ||Q(t)x — e

t
< [ 196l ds < ek (0| Az ~ Aua
para todo t > 0, = € D(A),e € (0,1].

Dejando € — 0+ obtenemos (4.125) para € D(A).

Si T > 0 es fijo, el inciso (a) y (4.139) dicen que las normas de los operadores acotados
Q(t) y e son uniformemente acotadas para t € [0,7] y € € (0, 1], por alguna constante
C. Por la continuidad de K podemos suponer que ademas [tK(t)] < C para t € [0,7T].
Sean z € X y d > 0. Escogemos y € D(A) tal que 2C||z — y|| < §/2. Existe g € (0, 1] tal

que
CllAy — Ayl < 6/2
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para todo € € (0,e]. Se sigue de (4.144) para tal € y cualquier ¢ € [0, T] que

lQ(t)z — ¢z

< Q)= =yl + Q) — e )yll + e[y — ]|
< 20z =yl + tK@)[[ Ay — Acy
< 4.

Eso muestra que etz — Q(t)x cuando £ — 0, uniformemente para t € [0, 7.
(f): Paraz € X y 0 < T7 < T, se tiene por el inciso (a) y por Re A > v que

(4.145) / ® oMt dt

T

< c/ RN 1 it
T

C

< (y—=Re )11 0
< T T el

cuando 77 — oco. Eso demuestra que esta bien definido

~ 00 T
RO\ = /O MO dt = 1im [ e MOz dt.

T—o0 Jo
Para T} = 0 y cualquier z € X (4.145) implica

~ C
IR < gy =5 ol

Entonces R(\) € B(X). -
Por las definiciones de A, y R(\) se tiene parae >0y z € X

ARz = i ( /0 T e NQt + o) dt — /0 T e Qb dt)
= i ( /6 ” e NE=DQ(t)x dt — /0 - e MQ(t)x dt)

_ i (e’\€ / T e NQ ) dt — /0 T e dt)

e 1 00 Ae e
_ . /0 e MQ(t)xdt — e?/o e MQ(t)x dt
— AR(\)z —

cuando € — 0. Eso implica que R(\)z € D(A) y que

(4.146) M —-—ARNzx==x para todo x € X.
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Por otro lado, si € D(A) una aplicacién del inciso (d) da

ROV Az = /0 T e MO Az dt
o . d
:/0 e &Q(t)xdt

— /OOO (i(e"“@(t):c) + Ae"“Q(t)x) dt
= —z 4+ AR(\)z.

En la dltima igualdad aplicamos el teorema fundamental del calculo, cuya validez ya hemos
visto arriba. Llegamos a

(4.147) RANM —A)x == para todo z € D(A).

Como vimos antes, R(A\)(X) C D(A). Entonces (4.147) implica que R(\): X — D(A) es
suprayectiva, y junto con (4.146) obtenemos que

R(\) = (M — A7t = R(\; A).
Eso termina la demostracion del inciso (f). ]

4.47 Nota. La formula (4.126) se puede entender facilmente si Q(t) = e* para un a € R
y A > a. Entonces a — A < 0 y por eso

o0 oo 1 o0 1
— At at a—M)t a—A)t

dt:/ @Vt g = ——ele= Mt = :

/0 ¢ 0 ¢ a—)\e 0o A—a

La integral en (4.126) es la transformada de Laplace de Q(t)z.

Como el modelo de un semigrupo de operadores con generador infinitesimal A es e,

interesa saber como uno puede representar un Cy-semigrupo por su generador infinitesimal.
Demostremos y mencionemos algunos resultados al respecto.

4.48 Teorema. Sea (Q(t))i>0 un Co-semigrupo en el espacio de Banach X con generador
infinitesimal A. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) D(4) = X,
(11) Mme0[|Q(e) — 1| =0,
(11) A€ B(X) yQ(t) =e parat € R§.

Demostracion. (1) implica (11): Sea A, definido como en el Teorema 4.44(e). El teorema
de la acotacién uniforme da que ||A.| es acotada uniformemente para & pequeno, porque
lim._,o A.x existe para todo z € X. En seguida, ||Q(¢) — I|| = ¢||Ac|]| — 0 cuando € — 0.

125



Teoria Espectral 2015-2 4. Operadores no acotados

(11) implica (111): Recordemos la notacién

1 rt
Mz = ;/ Q(s)xds para todo x € X

0

de la demostracién del Teorema 4.44. Se cumple
1t )
[ Mz — x| < ;/ 1Q(s) = I |=]] ds < max[[Q(s) — I} [l]],
0 s€0,t]

es decir,

(4.148) \|M; —I]| — 0 cuando t — 0,

por la hipétesis del inciso (11). Fijemos ¢ > 0 tan chico que M; es invertible en B(X) (por
la serie de Neumann). Por (4.132) y (4.135) tenemos que M;A. = A;M. y entonces

(4.149) A= M A M, para todo ¢ > 0.

Para todo z € X (4.131) dice que lim._,o M.z = z. En seguida, (4.149) y M; *A, € B(X)
implican que A.x converge para todo x € X, es decir, D(A) = X. Como A es cerrado,
A € B(X). Usamos (4.137) y (4.148) y obtenemos que

|A: — Al < || MPA | M. — I]| =0 cuando € — 0.

En seguida, [|A.|| < 2||A|| para e suficientemente chico. El inciso (d) del Teorema 4.44
implica que A y Q(¢) y luego A y A. conmutan para € > 0. Estos hechos y el Lema 4.46
muestran que

le"4s — ™| < exp(2|A])[|Ac — A =0

cuando € — 0. Por el inciso (e) del Teorema 4.44 obtenemos que

Q(t)x = limeex = ™y
e—0

para todo x € X.
Que (111) implica (1) es trivial. O

4.49 Teorema (Hille-Yosida). Sean C > 1 y v > 0. Un operador cerrado y densamente
definido A en un espacio de Banach X es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
(Q(t))i>0 con la propiedad

(4.150) Q)| < Ce™ para todo t > 0

sty solo si se cumple

(4.151) A e C\o(A)
Yy IR A <CA—=v)™™ para todo X\ >, m € N.
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En ese caso sea
Yos(e; A) := A(I —cA)™* para € € (0,1/7)

la e-aproximacion de Yosida de A. Se tiene

(4.152) Yos(e; A) € B(X), para todo € € (0,1/7),
(4.153) E%i Yos(e; A)x = Az, para todo x € D(A),
(4.154) l_iglJr exp(tYos(e; A))x = Q(t)x, para todo x € X, t > 0.

Demostracion. Primero sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo (Q()):>o tal
que (4.150) se cumple. Por el Teorema 4.44(f) sabemos que para A > v se tiene que
AeC\o(A)y

(4.155) RO\ Az = / T e MOz dt

0

para todo x € X. Afirmamos que

1 o)
(4.156) R(\A)"z = , /0 1o MO () dt

(m—1)
para todo x € X, m € N.
Para demostrar esa afirmacién por induccién, sean 0 := RT x RT y

Qo = {(u,v) € Y | u<v}.

Definimos el difeomorfismo ®: Qy — Q; por ®(u,v) = (u,v — u). Se cumple

D (1, v) ~ (_11 ?)

y entonces
(4.157) |det D®(u,v)| =1 para todo (u,v) € .
Suponemos que (4.156) se cumple para un m € N. Sean x € X y A € X*. Como \ > 7, la

funcién
(8, t) — e—/\(s+t)AQ<S + t)Sm_lw

es un elemento de L'(€);), por la cota (4.150). Aplicamos (4.155), la transformacién de
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variables de integracién (s,t) = ®(u,v), (4.157) y el teorema de Fubini:

AR()\, A)m—l-lx — A/OO e_’\tQ(t)# /oo Sm—le—)\SQ(S>x ds dt (4155) y (4156)
0 (m—1)!Jo
1
= /Q s 1o MHINQ(s + )z d(s, 1) por Fubini
= (mll), / u e AQ(v) d(u, v) (4.157)
- . QQ
= (ml—l)' /OOO e MAQ(v)x /Ov u™ ! dudv por Fubini
= i' h v™e AQ(v)x dv
m! Jo
= Anlﬂ h v™e M Q(v)x dv.
l'Jo

Como A € X* era arbitrario, obtenemos
1 00
R\ A" My = — [ oMe MQ(v)z dv.

m! Jo

Junto con (4.155) (el caso m = 1) eso comprueba (4.156).
Obtenemos de (4.156) que

C’ [e%s)
IR A)m|| < [T emten Nt = o - ),

(m—1)!Jo

haciendo m — 1 integraciones parciales y una integracién final.
Inversamente, sea A densamente definido tal que (4.151) se cumple. Ponemos ¢y := 1/~
asi que (4.151) implica que S(¢) := (I —eA)~! estd bien definido y se cumple

(4.158) |1S(e)™]| < C(1 —ey)™ para todo € € (0,g9), m € N.
Ademaés, tenemos que

(4.159) Se)(l —eA) C (I —cA)S

—~

e)=1.

~—

| es acotada uniformemente para
g)Ax — 0 cuando € — 0, es decir,
| queda acotado cuando € — 0y

La ecuaciéon (4.158) para m = 1 implica que ||S(e
e € (0,60/2). Si x € D(A) entonces z — S(e)x = —&S
lim. 04 S(e)z = x para todo z € D(A). Como ||S(e
D(A) es denso el Lema 4.39(b) implica que

~— —~

(4.160) al—l>%1+ Se)x ==z para todo x € X.

Notemos que S(g): X — D(A) y que (4.159) implica que S(¢)Ax = AS(e)x para todo
x € D(A). En seguida

lim Yos(e; A)x = lim AS(e)zr = lim S(e)Az = Ax

e—0+ e—0+ e—0+
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para x € D(A), es decir, se cumple (4.153). Tenemos por (4.159) que

(4.161) AS(e) = i(S(e) —1I) e B(X) para todo € € (0, &),

comprobando (4.152). Ademés, estd bien definido
T(t;e) := exp(tAS(e)) = exp(tYos(g; A)).

Afirmamos que

t
(4.162) IT(t;¢)]| < Cexp (1 il . ) para todo € € (0,¢¢), t > 0.
—&y

Para demostrar eso usemos (4.161) y (4.158):

(el
(S

< Cexp <—t>
€/ k=o
= (C'exp <—t)

€

t
= Cexp <1 —76')/)'

Para demostrar la convergencia de T'(¢;e)x cuando € — 0+, notemos primero que
T(t;6)~' = e¥490) En consecuencia, para z € D(A)

1Tt )|l =

Mg ?T“»—l
==
/N
™ |
N———
ES
—
—_
|
)
2
N—
ES

ST (0:0) ) = T()T(1:0)(S(E) — S(6)) s

Después de una integracién de 0 a t y la aplicacién de T'(t; ) obtenemos (usando que A,
S(e), S(0), T(t;e) y T(t;6) conmutan dos a dos)

¢
T(t;e)r —T(t;0)x = / T(u;e)T(t —u;9)(S(e) — S(0))Ax du.
0
Poniendo £ := méx{e, §} calculamos con (4.162) y (4.160):

[(t:e)e — T a)el) < [T (05T (¢~ 0 0)(S(e) - S(5)) A
2 [* v Yt —u)
<2 ['exp (1_57)e () ste) - si6 el au

—o%exp( )n( (¢) — S(6)) Ax]

— 0 cuando &€ — 0.
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Eso implica que existe el limite
(4.163) Q(t)xr = HII(I) T(t;e)x
E—

para todo x € D(A), y la convergencia es localmente uniforme en ¢. La ecuacién (4.162)
implica que ||T'(¢;¢)| es acotada uniformemente para ¢ € (0,e0/2) y ¢ en intervalos aco-
tados. Como D(A) es denso en X, el Lema 4.39(b) implica que existe el limite en (4.163)
para todo x € X y la convergencia es localmente uniforme en ¢, para x fijo.

La misma acotacién uniforme de T'(¢; ) implica por la definicién de @ y porque T'(g,t)
es un semigrupo que también () es un semigrupo:

1QW)Q(s)x = T(t + s;¢)]]
= [1RQN)Q(s)x = T(t; )T (s;¢)]|
Q) = T(t;))Q(s)|| + IT(t €)1 [Q(s)x — T(s; €)x||

<
— 0 cuando € — 0

T(t+s;e)r — Q(t+s)x cuando € — 0.

Como para todo z € X el mapeo t — Q(t)x es un limite localmente uniforme en ¢ de
los mapeos continuos 7'(t; €)zx, también Q(t)x depende de t continuamente. Estos hechos
comprueban que (Q(t)):>o es un Cp-semigrupo en X.

Sea A el generador infinitesimal de Q. Necesitamos demostrar que A = A. Sea z € D(A).
Aplicando Teorema 4.44(d) al semigrupo 7'(t;€) obtenemos

t

(4.164) Qt)r —z=lmT(t;e)r —x =1m | T(s;¢)S(e)Axds.

e—0 e—0.Jo

La cota (4.162) y la convergencia (4.163), que son localmente uniformes en ¢, implican que

IT'(s;¢)S () Az — Q(s) Ax|]
< [[T(s;e)[[S(e) Az — Az|| + [|T(s;2) Az — Q(s) Ax|
— 0 cuando € — 0,

uniformemente para s € [0,¢]. En seguida, (4.164) implica que
t
Qt)r —z = / Q(s)Azxds = tM;Ax para todo x € D(A).
0

Aqui M, estd definido como en la demostracién del Teorema 4.44. Definiendo A,z como en
el Teorema 4.44, eso da

- MiAx — Ax cuando t — 0.

flta; _ Q(t)f -
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Por lo tanto, & € D(A) y Az = Ax para todo x € D(A), es decir, A C A.
Mostremos que

(4.165) Q)] < Ce para todo ¢ > 0.
Sea x € X. Usando (4.162) y (4.163) se sigue que

_ : ’ e — et
HQ@MM——Q@ﬂYt@wHSQ%CHXP<1_57>WM——CG|MW

Tomar el supremo sobre todo z € X con ||z|| < 1 implica (4.165).
Sea A > ~. La ecuacién (4.165), el Teorema 4.44 y la hip6tesis del actual teorema implican

que X € C\o(A) NC\o(A). Entonces
(AL = A)(D(A)) = (A — A)(D(4)) = X,

es decir,
D(A) = (M — A)7HX) = D(A)

y A=A O]

En el préximo resultado consideramos Cyp-semigrupos en un espacio de Hilbert H. Si A
es un operador normal en H con descomposicién espectral E tal que

(4.166) sup{ReA | A € 0(A)} < o0

entonces para t > 0 la funcién A — e es acotada en o(A). En consecuencia,
Q(t) = e

define un semigrupo de operadores acotados normales en H por el Teorema 3.26 y el
Teorema 4.26. Si x € H entonces

[Qw —al = [ le® ~1PdB.. =0

cuando t — 0 ya que |e"* — 1|2 — 0 para todo A € o(A) y por el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue (el integrando y la medida dE, , son acotadas en o(A)). Entonces
@ es un Cy-semigrupo. El proxomo teorema establece el inverso de esa observacion.

4.50 Teorema. Sea () un Cy-semigrupo en un espacio de Hilbert H tal que cada operador
Q(t) € B(H) es normal. Entonces el generador infinitesimal A de Q es normal. Ademds,
(4.166) se cumple y

(4.167) Q(t) = e para todo t > 0.

Si cada Q(t) es un operador unitario entonces existe un operador autoadjunto S en H tal
que

(4.168) Q(t) = ™ para todo t > 0.
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Demostracion. Paratodo s,t > 0 Q(s) y Q(t) conmutan. Entonces el Teorema 3.19 implica
que también Q(s) y Q(t)* conmutan. Por ello la subédlgebra cerrada minimal de B(H) que
contiene a todo Q(t) y todo Q(t)* es normal. Sea A su espacio de ideales maximales y sea
E' la resolucién de la identidad correspondiente, segin el Teorema 3.28.

Sean f; y a. las transformadas de Gelfand de Q(t) y A.. Se sigue para ¢ > 0 que

o= L= (QE 1) = (f.- 1.

—\2
2= (QE) =P =Q) = f
y luego que
1 1 1 1
(4.169) a9 — a. = > (foe— 1) — . (f-—1) = z—g(f% —2f.4+1)= %(fg —1)*= gag.
Definimos

(4.170) b(p) == lim ay-n(p)

n—o0

para aquellos p € A para los cuales el limite existe y es finito, y definmos b(p) := 0 para los
demaés p € A. Siendo el limite de funciones complejas y continuas en A, b es una funcién
compleja de Borel. Sea B := W(b) como en el Teorema 4.24, con dominio

D(B) = {x cH ‘ /A|b|2dEm < oo}.

Entonces B es un operador normal en H.
Mostremos que Q(t) = e'® y A = B. Si & € D(A) entonces ||A.x|| es acotado cuando

e — 0. Como
Asz/ a.dF
A

el Teorema 3.26 implica la existencia de una constante C, < oo tal que
(4.171) /A|a5|2 dE,, = ||Az|* < C, para todo ¢ € (0, 1].
Usando (4.169) y se sigue que

(4.172) /A|a2E —a.|dE, , < %Cw para todo ¢ € (0, 1].

Reemplazando ¢ por 27" en (4.172) y sumando las desigualdades para todo n € N obtene-
mos que

oo O o
/ > Jazwes = an|dBup € 25327 < o0,
A71:1 n=1
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es decir,

[e.e]
> lag-n+1 — asn| < 0o c.d. respecto a E, .

n=1
En seguida, el limite en (4.170) existe c.d. respecto a E, ,, y (4.171) junto con el Lema de
Fatou implican que

(4.173) /A b dE, . < C..

En consecuencia, D(A) C D(B).
Por (4.139) existe v, > 0 que s6lo depende de @ tal que

(4.174) et

<™ para todo € € (0, 1].
Por el Teorema 2.35 ||e% |l < 71 ¥ luego ||€’|ls < 71. Ademads, existe v > 0 tal que
(4.175) Reb(p) <~ para todo p € A.

Para todo x € D(A) y t > 0 se tiene que
(4.176) lexp(tAg—n)z — exp(tB)z||* = / lexp(tag-—n) — exp(th)|*dE, , — 0
A

cuando n — oo ya que el integrando queda acotado por 4% y tiende a 0 c.d. respecto a
E., .. Entonces el Teorema 4.44(e) implica que

(4.177) Qt)r = e'Px para todo x € D(A).

b tB

Como e es una funcién acotada en A, e'® € B(H). Los operadores acotados Q(t) y e
coinciden en el conjunto denso D(A) por (4.177), asi que

(4.178) Q(t) = €' para todo ¢t > 0.

En consecuencia,

eB __
Aex—Bx:<e I—B)x
€

asi que
2

eb
—1
© dE, ..

£

—b

|Ace ~ Ball* = |
A

Cuando € — 0 el integrando de esta integral tiende a 0 en todo p € A. Como |(e* — 1)/z]|
estd acotado en todo semiplano {z € C | Rez < ¢} y como el integrando puede ser escrito

de la forma )

eb 1
: 1b]?

—1
eb
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Se sigue de (4.175) y del teorema de convergencia dominada que

HII(l)HAEZE — Bz|| =0 para todo x € D(B).
e—

se sigue que D(B) C D(A) y que A = B.
La parte real de o(A) esta acotada superiormente por (4.175) y por el Teorema 4.29(c).
Para mostrar la tltima afirmacion sea ) un Cy-semigrupo unitario. Con la notacion
anterior se cumple que |f.| = 1 para cada ¢ > 0 ya que o(Q(¢)) C {z € C | |z] = 1}
(Teorema 3.33) y por el Teorema 2.21. Supongamos que para un p € A el limite en (4.170)
existe en C. Escribimos g, := Re fo-n(p) ¥ hy := Im fo-x(p). Entonces existen en R los
limites

gn — 1 h,

n—oo QN

asi que g, = 1y h, — 0. Ademés, g2 + h2 = 1 para todo n € N. Se sigue que

_ 17 gn_l_ 7 1 2 = 1i 1 _hi =
Reb(p) = Jim “5== = lim o= (1—h2 —1) = Jim o= Siomat) "

En los puntos p € A donde el limite en (4.170) no existe tenemos que b(p) = 0. En
consecuencia, b toma valores imaginarios en todo A. En la notacién anterior B = W(b), asi
que S := —iB es autoadjunto por el Teorema 4.24(c). Ademas, la ecuacién (4.178) implica
(4.168). O
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