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1. Einfiihrung

Schwerpunkt der Vorlesung ist die systematische Untersuchung unendlich-dimensionaler
normierter Rdume und der stetigen linearen Abbildungen zwischen diesen Rdumen. Die
hierbei entwickelte Theorie ist Grundvoraussetzung fiir die Behandlung wichtiger Pro-
blemstellungen u.a. im Bereich der partiellen Differentialgleichungen, der mathematischen
Physik, der Numerik und der Stochastik. Ein wesentliches Merkmal der Funktionalanalysis
ist das fruchtbare Zusammenspiel analytischer und linear algebraischer Zusammenhéange.
Eine Ausgangsfrage der linearen Algebra ist die Frage der Losbarkeit linearer Gleichungs-
systeme der Form
Tx=0.

Hier und im Folgenden seien K = R oder K = C und b € K™. Ferner sei eine Matrix
T € K™*" gegeben. Die Menge der Losungen z € K™ ist gesucht. Losbar ist dieses
Gleichungssystem genau dann, wenn b im Erzeugnis der Spalten von T’ liegt; dies ist
leicht zu entscheiden. Im Falle der Losbarkeit kann man den affinen Losungsraum
dann als Summe einer speziellen Losung und des Kerns von T schreiben, wobei man
diesen Kern ebenfalls leicht durch Zeilenumformungen von T bestimmen kann. In der
Funktionalanalysis betrachtet man u.a. ahnlich aussehende Probleme der Form

(1.1) Tu=f.

Hierbei ist f € F gegeben und u € E gesucht, wobei nun £ und F' unendlich-dimensionale
Vektorraume iiber K seien und eine K-lineare Abbildung 7': E — F' gegeben ist. In
Anwendungen sind dabei u und f oft Funktionen, d.h. Elemente von Funktionenrdumen.
Wir werden sehen, dass wir zur strukturellen Untersuchung solcher unendlich-dimensio-
nalen Probleme analytische Eigenschaften ins Spiel bringen miissen. Insbesondere werden
wir voraussetzen, dass E und F' normierte Vektorraume sind und 7" stetig ist.

Einfaches Beispiel Wir betrachten die Ruhelage einer eingespannten Saite, deren
Auslenkung in vertikaler Richtung durch den Graph einer Funktion u: [0,1] — R mit
u(0) = u(1l) = 0 beschrieben sei. Auf diese Saite moge nun die vertikale Kraft f(x)
am Punkt x € [0, 1] wirken. Im Falle der Gewichtskraft wére dies z.B. f(z) = —c fir
x € [0, 1], wobei ¢ als Produkt der Massendichte der Saite und der Schwerebeschleunigung
g =9,81m/s* gegeben ist. Die Form der Saite wird dann (bis auf eine Konstante) durch
die Gleichungen

(1.2) —u"(z) = f(z) 2 €(0,1), w(0) =u(1)=0



beschrieben. Diese Gleichungen in den unendlich vielen Punkten x kann man zusammen-
fassend in der Form (1.1) schreiben, wenn man z.B. die Vektorraume

E={ueC*(0,1,K) |u(0) =u(l) =0},  F:=C([0,1],K)

und die lineare Abbildung T: E — F, Tu = —u” betrachtet. Gliicklicherweise ist in
diesem Fall das Problem eindeutig losbar, und die Losung ist gegeben durch

w="T71f dh. u(z) = (T7'f)(2) = /0 G(z,y)f(y)dy fury e [0,1]

mit der Greenfunktion

Man beachte, dass T~': F — E ein sogenannter Integraloperator ist, den man als Matrix
mit durch z,y € [0, 1] indizierten Eintrdgen betrachten kann. Damit wére das einfache
Problem (1.2) bereits gelost. Allerdings schlieflen sich z.B. folgende wichtige Fragen an,
auf welche die Funktionalanalysis Antworten geben kann:

e Welche Funktionenrdume muss man betrachten, wenn man unstetige vertikale
Kréfte f zulassen mochte?

o Wie sieht die Losungsmenge des (dhnlich aussehenden) linearen speziellen Problems
von Sturm-Liouville

(1.3) —(pu) +qu=f  in(0,1), u(0) = u(1) =0

mit gegebenen Funktionen p € C([0,1]), ¢ € C([0, 1]) aus? Hier ist T: E — F also
gegeben durch Tu = —(pu') + qu.

» Gibt es Eigenfunktionen fiir die Probleme (1.2) und (1.3), d.h. Funktionen u €
E C F und X\ € C mit Tu = Au? Wie sieht die Menge der zugehorigen Eigenwerte
aus?

o Wie behandelt man eine mehrdimensionale Version des Problems (Eingespannte
Membran im vertikalen Kraftfeld)?

Wir werden auf Probleme der Form (1.1) in systematischer Weise zuriickkommen. Zuvor
miissen wir aber grundlegende Eigenschaften von unendlich-dimensionalen normierten
Réaumen und stetigen linearen Abbildungen verstehen.



2. Normtopologien

2.1. Normierte Raume und Prahilbertraume

Bezeichnungen: Stets seien K = R oder K = C und E ein K-Vektorraum.

2.1 Definition. (a) Eine Abbildung ||-||: £ — R heifit Halbnorm auf E, falls fir alle
r,y € Fund X € K gilt:
(N1) || Az|| = |A|||l=]| (Homogenitit)
(N2) ||z +y|| < |lz|| + |ly|| (Dreiecksungleichung).
(N1) (N2)
Es folgt dann: ||0g|| = ||0x - Og|| =" |0k|||0g|| = 0 und damit 0 = ||z + (—x)| <
(N1)
]l + Nl ==l =" 2][z[], also

(N3) ||z|| > 0 fiir alle x € E (Positivitdt).

(b) Eine Halbnorm ||| auf E heifit Norm, falls zusitzlich fiir alle z € E gilt:
(N4) ||z|]| = 0 = = = 0 (Definitheit).
In diesem Fall heifit das Paar (E, ||||) normierter Raum.

2.2 Definition. Zwei Halbnormen [|-||1, |-z auf E heiflen dquivalent, falls a,b > 0
existieren mit
allzlly < ||z|l2 < b||z||; fir alle xz € E.

Wir schreiben dann: ||-||; ~ ||-|]2. Die Relation ,~* definiert Aquivalenzrelationen auf der
Menge der Halbnormen und auf der Menge der Normen auf F.

2.3 Bemerkung und Beispiel. (a) dim £ < co = Alle Normen auf F sind dquiva-
lent.

(b) E =K. Fir z € KY und p € [1, 00] sei

1
||, = (Jz1P + ..+ |zn[P)P, p < oo,
8 maXlgiglei|7 p = oo.

Bekannt aus der Analysis II: |-|,: E — R ist eine Norm auf E. Dabei gilt die
Holdersche Ungleichung:

N falls 1 < p < o0,

2
p—1’

Z!xzyl\ <|zl, |yl fiir alle 7,y € KY mit p' =< oo, fallsp=1,
L,

=1 falls p = oo.



Hier heifit p’ der zu p konjugierte Exponent. Beachte: p,q € (1, 00) sind konjugiert
gdw. >+ =1git.

(c) Sei M eine beliebige Menge, und sei ¢*°(M, K) der K-Vektorraum der beschrank-
ten Funktionen u: M — K mit punktweisen linearen Operationen. Dann ist
(>(M,K) ein normierter K-Vektorraum mit der Supremumsnorm ||-||o definiert
durch ||u||« = sup,cpsu(2)|. Der Beweis der Normeigenschaften ist sehr einfach.
Ist M = N, so notiert man die Funktionswerte von u € ¢*°(N, K) als Folge, d.h. man
schreibt u = (uy); mit ux = w(k). Dann ist ||ul|cc = supgey|ur|. Kurzschreibweisen:
0>°(M) statt £2°(M,K) und £ statt (>°(N) = (*(N, K).

Wir wollen im Folgenden weitere unendlich-dimensionale normierte Rdume durch ein

allgemeines Prinzip konstruieren. Dieses Prinzip liefert auch einen (alternativen) Beweis
der Halbnormeigenschaften von |-|, aus Bemerkung und Beispiel 2.3(b).

2.4 Definition. (a) Eine Teilmenge A C E heifit
o konver, wenn fir alle z,y € A, A € [0,1] gilt: (1 — Nz + \y € A;
o symmetrisch, wenn gilt: A = A fiir alle € K mit |0| = 1;
o absolut konver, wenn A konvex und symmetrisch ist;

o absorbierend, wenn fiir jedes x € E ein s > ( existiert mit sz € A.

(b) Eine auf einer konvexen Teilmenge A C FE definierte Funktion
f: A= RU{o0}

heiflt konver, wenn f((1 — Nz + Ay) < (1 — N)f(x) + Af(y) fir alle z,y € A,
A € [0,1], gilt. Ist A absolut konvex, so heifit f absolut konvex, wenn f konvex und
gerade ist. Dabei heifit f gerade, wenn f(fz) = f(x) fur alle x € A und 6 € K mit
0] =1 gilt.

2.5 Bemerkung und Beispiel. (a) Ist ||-|| eine Halbnorm auf E und r > 0, so sind
die Mengen U, (0) = {x € E| ||z|| < r} und B,(0) := {z € E | ||z|| < r} absolut
konvex und absorbierend.

(b) A C E ist absolut konvex genau dann, wenn Az +puy € A firalle x,y € A, \,p € K
mit [A| + |p| < 1 gilt.

(c) Fiir n € N und Zahlen \;,...,\, € [0,00) (Gewichte) mit > > A\, = 1 heiBt
Z?Zl Aix; Konverkombination der Elemente x4, ..., x, € E. Ist A konvex, so liegt
jede Konvexkombination von Elementen aus A wieder in A.

(d) Ist A C E absolut konvex, so gilt Y " | \jz; € Afirallen e N, z4,...,z, € Aund
Ay Ay € Kmit D00 [N < 1.

(e) Sei I C R ein Intervall. Dann ist f € C'*'(I) genau dann konvex, wenn f’ monoton
wachsend ist.
Die Beweise von (a)—(e) sind allesamt recht einfach.



2.6 Satz. Sei A C E absolut konvex und absorbierend. Dann wird durch
HxHA::inf{t>0‘§6A}=inf{t>0|x€tA} firz € E

eine Halbnorm auf E definiert.

Beweis. Da A absorbierend ist, erhélt man ||z||4 < oo fiir alle x € E. Zur Homogenitét:
Fir z € F und X € K gilt

IAz]|a = inf{t > 0| Az € tA} =inf{t > 0| ||z € tA}
=inf{|A[s |s >0,z € sA} = |A[||z] 4.

Zur Dreiecksungleichung: Seien x,y € E, und seien s,z > 0 mit £,4 € A. Mit A\ = HLS

(also 1 — A = ;=) ist dann

r+y
s+t

x Yy
=1=-XN-+XZec A
( )S+ te

aufgrund der Konvexitat von A, und somit folgt ||z + y||4 < s+ t. Durch Infimumbildung
in s und t folgt ||z + ylla < [|z|la + ||y a- O

Ende der Videos von 2021-04-13

2.7 Definition und Satz. Fiir p € [1, 00) sei (N, K) die Menge aller Folgen = = (xy)
in K mit ), y|zx? < co. Dann ist 7(N,K) ein normierter K-Vektorraum (bzgl. kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation) mit der Norm ||-||, definiert durch

) = (kavf fir = = () € P(VK).

keN
Beweis. Offensichtlich ist die Nullfolge 0 € P(N, K). Seien x = (zx)x, ¥ = (yx)r € (N, K)

und X\ € K. Dann ist
D PP = (AP Janl < oo,
keN k

und somit Az = (Axy)r € P(N,K). Da die Funktion (0,00) — R, t +— t” geméif
Bemerkung und Beispiel 2.5(e) konvex ist, gilt ferner

Yl gl < (aal + lw)P < (2 max{ |y, [yel})

keN keN keN
= QPZmaX{\:ck\p, lyklP} < QPZ(‘WP + [yl?) < o0
keN keN



und somit z +y = (2 + ye ) € (N, K). Also ist (N, K) ein K-Vektorraum. Zudem ist

Yzl < 1}

A= {x € (*(N,K)
keN

eine absorbierende Teilmenge von (N, K), denn fir x € (N, K) \ {0} gilt =/||z|, € A.
Aufgrund der Konvexitat der Funktion ¢ — t? ist A auch absolut konvex, wie man leicht
nachpriift. Somit definiert

S ‘%‘p < 1} _ inf{t >0
keN

|z]|a = inf{t >0

Sl <}
keN
1
P
= (Zlmp) = |||,

keN

eine Halbnorm auf 7(N, K) geméf Satz 2.6. Zum Beweis der Definitheit (N4) beachte
man: ||z]l, =0 = >, ylw[f =0 =z, =0firallekcN =z =0. O

2.8 Bemerkung. (a) Analog definiert man ¢?(Z, K) fir eine beliebige hochstens ab-
zéhlbare Indexmenge Z anstelle von N, z.B. Z = Z. Kurzschreibweisen: (?(Z) statt
(?(Z,K) und ¢ statt ¢?(N) = (N, K). Man beachte: Der Fall Z = {1, ..., N} fiithrt

wieder zuriick auf KV.

(b) Sind p,q € [1, 0] konjugierte Exponenten, so gilt die Holdersche Ungleichung

Dl < lallpllylly  fir @ = (@) € P(ZK), y = (g)e € €T, K).
kel

Im Fall p = 00, ¢ = 1 sieht man dies direkt:

Dtz < ) llzlloolyl = llz ooyl

kel kel

Im Fall p, ¢ € (1,00) verwenden wir die Youngsche Ungleichung

a? bl
(2.1) ab < — + — fir a,b > 0.
p 4q
Diese Ungleichung beweist man leicht durch Minimierung der Funktion  — £ — b
in [0, 00) fiir festes b > 0. Unter Verwendung von (2.1) folgt nun mit s = ||z||,,
t = llyll:
B Ty Yk Lz 1 ye)|e
Z‘xky'f‘—“z\?ﬂ@@(; St )
keT ke keT
(1 x|p  1jy|e 1 1
= st —H— +—H— =st| -+ -] =st.
plisllp  qlitlly P q



2.9 Satz. Seip € [1,00).

(a) Firq € (p,o0] gilt 7 C 09, (P # 0%, und ||z||, < ||z||, fir alle x € (7, aber |-||, und
|-l sind nicht dquivalent auf (7.

(b) lim ||z||l, = ||zl fiir alle x € 7.

q—00
q=p
Beweis. Ubung. O]
2.10 Definition. (a) Eine Abbildung h: E x E — K heifit hermitesche Form auf E,
falls gilt:

(H1) h(-,y): E — Kist K-linear fiir alle y € E;

(H2) h(z,y) = h(y,z) fir alle x,y € E. Insbesondere folgt: h(z,z) € R fir alle
r e L.

(b) Eine hermitesche Form h heifit positiv, falls h(x,z) > 0 fir alle x € F gilt.

(c¢) Eine positive hermitesche Form heifit Skalarprodukt, wenn fir alle x € E die
Implikation h(x,z) = 0 = = = 0 gilt. In diesem Fall schreiben wir oft (x,y) statt
h(z,y). Das Paar (E, (-,-)) heifit dann Prdhilbertraum.

2.11 Bemerkung. Ist h eine hermitesche Form auf F so gilt
h(z, a1 + Bya) = ah(z,y1) + Bh(z, ya) fur alle z,y1,y2 € E,a, f € K.

Ist K = R, so ist A genau dann eine hermitesche Form, wenn es eine symmetrische
Bilinearform ist.

2.12 Satz. Sei h eine positive hermitesche Form auf E. Dann gilt:
(a) |h(z,y)|* < h(z,z)h(y,y) fir alle z,y € E (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
(b) Durch ||z|| == \/h(x,x) ist eine Halbnorm auf E definiert. Diese ist genau dann

eine Norm, wenn h ein Skalarprodukt ist.
Beweis. Ubung. O]

2.13 Beispiel. Sei Z eine héchstens abzéhlbare Indexmenge. Dann ist ¢2(Z) ein Préhil-
bertraum mit Skalarprodukt (-,-) definiert durch

(z,y) = ka?k fir & = (24)kez, y = (Y )rez € C(T).
ke

Die Konvergenz der obigen Reihe folgt aus dem Majorantenkriterium, denn es gilt
_ 1 9 9 )
24Tk = 2l lyr] < §(|Ik| + |y|?) fir alle k € N,

und die Reihen Y, |zx* und Y, |yx|? konvergieren.

10



2.2. Topologische Eigenschaften normierter Raume

Wir wiederholen zunéchst die grundlegenden topologischen Begriffe in metrischen Rau-
men.

2.14 Definition. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: X x X —
[0,00), so dass fir x,y,z € X gilt:

(M1) d(z,y) =0 <=z =y,

(M2) d(z,y) = d(y, z),

(M3) d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).

Das Paar (X, d) heiit metrischer Raum.

2.15 Definition und Bemerkung. (a) Fir A C X, z* € X und ¢ > 0 setzen wir:

Durchmesser von A),
Abstand von z* zu A),

diam A = sup{d(z,y) | z,y € A}
dist(x*, A) == inf{d(z*,y) |y € A}

Udzx")={ye X \ d(y,z*) < e} offene e-Kugel um x™),
B.(z") ={y e X |d(y,z") <e} abgeschlossene e-Kugel um x*),
U.(A)

BE(A) ={y e X |dist(y, A) < ¢} abgeschl. e-Umgebung von A),

= {zx € X |dist(z, A) = 0}
int(A) = A ={r€eA|Je>0:U.(zx) C A}
OA =A~ A

(
(
(
(

={y € X |dist(y, A) < &} (offene e-Umgebung von A),
(
(Abschluss von A),
(offener Kern von A),
(

Rand von A).

(b) A heifit
o abgeschlossen, falls A = A;
o offen, falls A = fol;
o Umgebung von z, falls x € /Ol;
e dicht in X, falls A = X;
o beschrdankt, falls diam A < oo.
Es gilt:
o U.(z*), U.(A) sind offen, B.(x*), B.(A) sind abgeschlossen;
o A offen <= X ~ A abgeschlossen;
o X @ sind offen und abgeschlossen;
o Aist offen, A ist abgeschlossen;
0A ist abgeschlossen.

11



(c) Seien A; C X, i € Z (Z beliebige Indexmenge). Dann gilt:
+ Sind alle A;, i € Z, offen, so auch | J,.; A; und, falls Z endlich ist, auch (.7 A;.

« Sind alle A;,7 € Z, abgeschlossen, so auch (,.; A; und, falls 7 endlich ist,
auch (J,.7 A;.

(d) Sei a € X und (x)r C X eine Folge. Falls d(xy,a) — 0 fiir k — oo, so nennen wir
a Grenzwert der Folge () und schreiben a = limy_, o, 2y, bzw. z, — a fiir k — oo.
Leicht zu sehen: Durch diese Eigenschaft ist a eindeutig bestimmt.

(e) Ist E ein K-Vektorraum, so induziert jede Norm ||-|| auf E eine Metrik d, gegeben
durch d(z,y) = ||z — y|| fir alle z,y € E. Ist (X,d) ein metrischer Raum und
A C X, so ist auch (4, d) ein metrischer Raum. Insbesondere ist jede Teilmenge
eines normierten Raumes ein metrischer Raum mit der durch die Norm induzierten
Metrik.

(f) Die Eigenschaften ,offen“ und ,jabgeschlossen® hangen vom umgebenden metrischen
Raum ab. Ist (X, d) ein metrischer Raum und M C X, so gilt fir A C M:
o A offen in (M, d) <= es existiert A’ C X, A" offen in X, mit A = A’ N M;
o A abgeschlossen in (M, d) <= es existiert A’ C X, A" abgeschlossen in X,
mit A= A"N M.

(g) Sei E ein K-Vektorraum. Zwei dquivalente Normen ||-||; und ||-||2 auf E erzeugen die
gleiche Topologie, d.h. das gleiche System offener Teilmengen. Fiir A C E gilt also,
dass A genau dann offen bzgl. ||-||; ist, wenn A offen bzgl. ||-||2 ist. Gleichermafen
invariant bleiben die Eigenschaften ,abgeschlossen®, ,beschrankt® und ,dicht®, die
Definitionen A und A und die Konvergenz von Folgen. Insbesondere sind diese
Begriffe im Vektorraum KV, unabhéngig von der Wahl einer Norm, wohldefiniert.

2.16 Definition. Der metrische Raum (X, d) heifit separabel, falls X eine abziahlbare
dichte Teilmenge besitzt. Hier und im Folgenden steht ,abzéhlbar® fiir ,endlich oder
abzahlbar unendlich®.

2.17 Beispiel. (a) K ist separabel, denn
« QV ist abziahlbar und dicht in RY
¢ (Q+iQ)" ist abzihlbar und dicht in CV,

(b) R\ Q ist separabel, denn v/2 + Q ist eine abzihlbare und dichte Teilmenge von
R~ Q.

2.18 Satz. (X, d) separabel, A C X = (A, d) separabel.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine abzahlbare Menge Y = {y,, |[n € N} C X,
welche in X dicht liegt. Wir setzen

H = {(m,n)GNXN B%(yn)ﬂA#Q}

12



und wahlen b, , € B1(y,) N A fiir jedes (m,n) € H. Da H abzihlbar ist, ist auch die
Menge "
B = {bmn|(m,n) € H} C A

abzdhlbar. Ferner ist B dicht in A (Ubung!). Es folgt, dass A separabel ist. O
Ende der Videos von 2021-04-16

2.19 Definition. Sei (F, ||-||) ein normierter Raum. Eine Teilmenge M C E heifit total,
falls span M = F gilt. Hier und im Folgenden bezeichne ,,span M* das Vektorraumerzeug-
nis von M in E, welches als der Unterraum aller Linearkombinationen von Elementen
aus M bzw. dquivalent als der Schnitt aller Unterrdume von E, welche M enthalten,
gegeben ist.

2.20 Satz. Sei (E, ||-||) ein normierter K-Vektorraum. Dann ist E genau dann separabel,
wenn E eine abzdhlbare totale Teilmenge enthdlt.

Beweis. =" Sei K separabel. Dann existiert eine abzéhlbare Teilmenge M C E mit
M = FE. Es folgt E = M C span M C E, also span M = E. Demnach ist M total.
,<="“Sei M C E abzéhlbar und total. Wir setzen

D = {i AUk

k=1

neN, ay,...,a, € R, 017...,vn€M},

wobei

Q+iQ, falls K=C,

sei. D ist abzéhlbar, da M und R abzéhlbar sind.
Seien nun x € E und € > 0 gegeben. Da M total ist, existieren vy,...,v, € M und
Al,---a)\n € K mit

{Q, falls K =R,

" 13
2.9 ‘)— A H <
(2.2) x ; LUk < 5

Sei C':=3Y",_,|lvg]|- Da R dicht in K ist, existieren ai,...,a, € R mit

€

])\k—ak|< 20

firk=1,...,n.

Es folgt

n
Tr — E AUk
k=1

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt 2 € D. Somit ist D = E, und E ist separabel. [

(2<2)5+ €
- 2

2

> (O — an)v

k=1

=¢&.

E TL E
< = AL — < =
< 2Jr]; k= ag] ||oe| 5t
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2.21 Definition und Bemerkung. (a) Eine Folge (z), C K heifit finit, falls x; # 0
fiir hochstens endlich viele k£ € N gilt. Sei F der K-Vektorraum der finiten Folgen.
Es gilt dann F C (P fir alle p € [1,00]. Eine Basis B von F ist gegeben durch
die Einheitsvektoren ey, == (0x;); = (0,...,0,1,0,...), k € N. Fiir p € [1,00) ist F
dicht in ¢7 (Ubung), also B total in (7. Es folgt mit Satz 2.20: 7 ist fiir p € [1, 00)
separabel.

(b) £ ist nicht separabel (Ubung).

2.3. Stetige Abbildungen

Seien im Folgenden (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume.
2.22 Definition und Bemerkung. Seien f: X — Y eine Abbildung und a € X.

(a) f heifit stetig in a, wenn lim, , f(z,) = f(a) fir jede Folge (z,), in X mit
lim,, , x, = a gilt. Dies ist bekanntermaflen dquivalent zu jeder der folgenden
Eigenschaften:

o Fir alle € > 0 existiert 6 > 0 mit f(Us(a)) C Uc(f(a)).
o Fiir jede Umgebung V von f(a) in Y ist f~!(V) eine Umgebung von a in X.
(b) f heiBt stetig, wenn f in jedem Punkt aus X stetig ist. Dies ist dquivalent zu jeder
der folgenden Eigenschaften:
o Fiir jede in Y offene Teilmenge V von Y ist f~*(V) offen in X.

o Fiir jede in Y abgeschlossene Teilmenge V' von Y ist f~!(V') abgeschlossen in
X.

« Firalle A C X gilt f(A) C f(A).
(c) Wir setzen

C(X,Y)={f: X = Y| f ist stetig}
und

Co(X,Y) ={f e C(X,Y) | f(X) ist beschriankt}.

Ist speziell Y = K (mit K = R oder K = C), so schreiben wir kurz C'(X) anstelle
von C(X,K) und Cy(X) anstelle von Cy(X, K).

2.23 Bemerkung. (a) Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig

(b) Sind f,: X — Y stetig fir n € N und konvergiert die Funktionenfolge (f,)n
gleichméafig gegen f: X — Y (d.h. sup,cy dy (fu(z), f(x)) = 0 fiir n — 00), so ist
auch f stetig.

(c) Sind f,g: X — Y stetig und ist {z € X | f(z) = g(x)} dicht in X, so ist f = g.
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(d) Die Mengen C'(X) und Cy(X) sind K-Vektorraume. Genauer ist C(X) ein abge-
schlossener Unterraum von ¢>°(X) bzgl. der Norm ||-||o. Dies folgt aus (b), da die
Konvergenz bzgl. |||« genau der gleichméfiigen Konvergenz entspricht. Falls nicht
explizit anders bemerkt, betrachten wir Cj,(X) im Folgenden stets mit der Norm

[llos
2.24 Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung

(a) f heifit gleichmdfsig stetig, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle
x1,x9 € X die Implikation gilt: dx(x1,22) < 0 = dy (f(x1), f(x2)) < €.

(b) f heifit Lipschitz-stetig, falls L > 0 existiert mit

dy(f(ﬂ?l), f(l‘g)) < de(l‘l, 1’2) fur alle T1,T2 € X.

(c) f heilit Isometrie, falls dy (f(x1), f(22)) = dx (21, z9) fir alle x1, 25 € X.

(d) f heifit Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und f sowie f~! stetig sind. Existiert
solch ein f, so heilen X und Y homoomorph. Wir schreiben in diesem Fall X ~ Y.

2.25 Bemerkung. (a) Fiir eine Abbildung f: X — Y gelten folgende Implikationen:
f Isometrie = f Lipschitz-stetig = f gleichmafBig stetig = f stetig.

(b) Es gelte @ # A C X. Dann ist die Abbildung X — R, = + dist(x, A) Lipschitz-
stetig (mit Lipschitz-Konstante 1).

Seien im Folgenden (E, ||-||g), (F, ||-||r) normierte K-Vektorraume.
2.26 Satz. Sei T': ' — F K-linear.

(a) Aquivalent sind:
o T ist stetig;
o T ist stetig in 0O,
e T(B1(0)) ist in F beschrankt (Erinnerung: B1(0) :={x € FE | ||z||g < 1}),
o T ist Lipschitz-stetig.
(b) Ist dim E' < oo, so ist T stetig.

Beweis. (a) bekannt und einfach.

(b) Man sieht direkt, dass eine Norm |[-||r auf E definiert ist durch ||z|r =
|z||z + ||Tx| r. Nach Bemerkung und Beispiel 2.3(a) ist ||-||z dquivalent zu ||-||g, da E
endlichdimensional ist. Somit existiert C' > 0 mit

lz|lr < Cllz||g fir alle z € E,

also insbesondere

| Tz||r < ||z|lr < Cllz||p < C fir alle x € By (0). O
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2.27 Definition. (a) Wir setzen
L(E,F)={T: E— F|T ist linear und stetig}.

Man rechnet leicht nach, dass £(E, F') mit der Definition

Tx F
ITH = 1Tl = sup [Tallr= sup L2l
z€B1(0) z€E~{0} ||x||E

ein normierter Raum ist.
(b) Der Vektorraum E' := L(E,K) heifit topologischer Dualraum von E.
(c) Wir setzen L(E) = L(E, F) (Raum der stetigen Endomorphismen von E).

(d) Eine bijektive K-lineare Abbildung T': E' — F' heif}t topologischer Isomorphismus,
falls 7 und T! stetig sind. Existiert eine solche Abbildung 7', so heien (E, ||||r)
und (F,||-||r) topologisch isomorph. Wir setzen

Iso(E,F) :={T: E — F|T ist ein topologischer Isomorphismus}
und schreiben kurz Iso(F) anstelle von Iso(E, E).

(e) Die Identitat id: £ — E schreiben wir meist als I := id, so wie in der Operatoren-
theorie iiblich.

2.28 Bemerkung. (a) Die Elemente von £(F, F') nennt man auch beschrankte lineare
Operatoren, und ||-|| = ||| z(z,r) nennt man die Operatornorm.

(b) Ist T € L(E, F), so ist ¢ = ||T| die kleinste nichtnegative Zahl mit der Eigenschaft

ITz||r < c||z|| g fir alle x € E.

(c) Ist (G, ]|-]|¢) ein weiterer normierter Raum und sind 7" € L(E, F) und S € L(F,G)
gegeben, so gilt

[15Tz|le < IS Tzl < [[SIIT]llzllz  fir alle z € E,
also
ST € L(E,G) und ||ST| < ||S||T| (Submultiplikativitit der Norm).

Insbesondere gilt || T"|| < ||T||™ fir T € L(E) und n € N.

2.29 Beispiel. (a) Sei der K-Vektorraum F der finiten Folgen (siche Definition und
Bemerkung 2.21) versehen mit |||, d.h. ||2]|c = Supgey|er| = maxgen|zy| fir
x € F. Sei ferner T': F — F definiert durch T'(z), = (%xk)k Man sieht leicht,
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dass T bijektiv ist. Da ferner ||Tz|/ < |||l filr alle z € F gilt, ist T" auch stetig.
Allerdings ist T~! nicht stetig, da

1 1
R 0 in (F,||c) und HT_lEekH = lleelloo =1

fir alle k gilt. Hier sei ey = (0,x)n € F wie in Definition und Bemerkung 2.21 der
k-te Einheitsvektor in F.

(b) Sei 1 < p < ¢ < oco. Dann ist die identische Abbildung T": (%, ||||,) — (¢, ]]-|l4)
stetig (da [|z[|, < ||z[|, fir alle = € 7 gilt), aber T ist nicht stetig, da |||, und
|||, auf ¢¢ nicht quivalent sind.

(c) (Integraloperatoren) Seien |[a, b], [c,d] C R kompakte Intervalle, und sei k: [c, d] x
la,b] — C stetig. Wir schreiben C|[a, b] := C([a, b]), Clc,d] = C([c,d]) und definie-
ren die lineare Abbildung K : C[a, b] — C|c, d] durch

(Ku)(t) = / k(t, s)u(s)ds fur t € [c,d].

Offensichtlich ist K wohldefiniert und linear. K ist stetig, denn fiir alle u € Cla, b]
und t € [c,d] gilt

b
(Ku)(t)] < / Ikt ) lu(s)| ds < Mulloe
mit

b
(2.3) M= rg%/ k(t, )| ds < oo,
also || Kt < M||u||le fiir u € Cla,b]. Es folgt somit K € L(Cla, b, Clc,d]) mit
|K|| < M. Wir werden nun sehen, dass sogar ||K|| = M gilt. Sei dazu ¢, € [c, d]
ein Punkt, wo das Maximum in (2.3) angenommen wird. Fir € > 0 sei ferner

k(to, s)
u: € Cla,b] definiert durch u.(s) = ﬁ
0,5 €
Da ||uc||o < 1 ist, unabhingig von & > 0, gilt
" |k(to, s)|?

K| > || Kuel|loo = [(Kue)(t = I AT
I 2 [ Kuelloo = [(Kue)(to)l = | oo, ) 12

wobei das letzte Integral fiir ¢ — 0 nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
gegen fab\k(tg, s)|ds = M konvergiert. Also ist auch ||K|| > M, und insgesamt folgt
Gleichheit. Spezielles Beispiel: Sei K € L£(C10, 1], C10, 1]) der Lésungsoperator zum
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Problem (1.2) aus Kapitel 1, d.h. es gelte

Kf(t):/olG(t,s)f(s)ds fur f € C[0,1], t € [0,1]

mit der Greenfunktion

— s)t, s>t
Dann ist
K| = max h(t
1Kl max (t)
mit

h(t)2/01|G(t,s)|ds:(1—t)/0tsds+t/tl(1_3)ds
:(1—t)/0tsds+t/01tstZ%((l_t)t2+t(1_t>2) :t(12—t).

Es folgt || K| = 3.

Ende der Videos von 2021-04-20

2.4. Volilstandigkeit und Reihen

2.30 Definition. (a) Eine Folge (z,), in X heiBt Cauchyfolge, wenn
lim,, o0 SUP,, >y A(T, 7,,) = 0 gilt.

(b) (X, d) heifit vollstandig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.
(c) Ein vollstandiger normierter Raum (£, ||-||) heit Banachraum.

(d) Ein vollstandiger Prahilbertraum (F, (-, -)) heiBt Hilbertraum.
In (¢) und (d) bezieht sich die Vollsténdigkeit dabei auf die induzierte Metrik.

2.31 Bemerkung. Sei (z,), C X eine Folge.
(a) Ist (z,), konvergent, so ist (z,), eine Cauchyfolge.

(b) Ist (x,), eine Cauchyfolge, so ist (z,), in X beschrinkt, d.h. die Menge
{z,, | n € N} C X ist beschrankt.

(c) Ist (z,), eine Cauchyfolge und besitzt (x,,), eine gegen a € X konvergente Teilfolge,
so konvergiert bereits die Folge (x,,), selbst gegen a.
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(d) Ist (z,), eine Cauchyfolge, (Y, d ) ein weiterer metrischer Raum und f: X — Y
gleichméBig stetig, so ist auch (f(x,)), eine Cauchyfolge (in Y).

2.32 Satz. Sei A C X.
(a) Ist (X,d) vollstindig und A C X abgeschlossen, so ist auch (A,d) vollstandig.
(b) Ist (A,d) vollstandig, so ist A abgeschlossen in X.

Beweis. (a) Sei (x,), eine Cauchyfolge in A. Da X vollstindig ist, existiert z =
lim, 00 7, € X, wobei 2 € A = A nach Voraussetzung gilt. Also konvergiert (z,),
in A.

(b) Sei z € A. Dann ist = lim,_,, 2, fiir eine Folge (z,), in A. Nach Bemer-
kung 2.31(a) ist (z,), eine Cauchyfolge in A, und damit konvergiert (), nach Voraus-
setzung in A. Es folgt « € A. Insgesamt folgt A = A. ]

2.33 Bemerkung. Sei (Y,cz ) ein weiterer metrischer Raum und f: X — Y eine
Abbildung.

(a) Ist f eine Isometrie, so ist neben f auch f~': f(X) — X gleichméBig stetig, und
aus Bemerkung 2.31(d) folgt:

(X,d) vollstindig < (f(X), CZ) vollsténdig
Gilt dies, so ist f(X) abgeschlossen in Y nach Satz 2.32.

(b) Ist f ein Hom6omorphismus, so erhélt f nicht notwendigerweise die Vollstandigkeit:
Seien z.B. X = R und Y = (=7, %), jeweils versehen mit der Betragsmetrik
d(z,y) = |xr — y|. Sei ferner der Homéomorphismus f: X — Y gegeben durch
f(z) = arctan x. Dann ist X vollstandig und Y nicht, da ¥ C X nicht abgeschlossen

ist.
2.34 Bemerkungen und Beispiele. (a) Sind ||||1, ||-||2 &quivalente Normen auf ei-
nem K-Vektorraum FE, so gilt:

(E,||ll:) Banachraum <= (E,||-||2) Banachraum

Allgemeiner gilt fiir zwei topologisch isomorphe K-Vektorraume (E, |-||g) und

(F (-] r):
F Banachraum <= [F Banachraum

(b) K™ ist ein Banachraum (bzgl. jeder Norm). Ist ferner E irgendein normierter
Raum mit n = dim F < oo, so ist F topologisch isomorph zu K" und damit ein
Banachraum nach (a).

(c) Jeder endlich-dimensionale Unterraum eines normierten Raums ist abgeschlossen
nach (b) und Satz 2.32.
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(d) ¢ ist ein Banachraum fiir p € [1, 00]. Wir beweisen dies zunéichst im Fall p < oo:
Sei (z,), eine Cauchyfolge in ¢7, wobei wir x,, = (&,x)r notieren. Sei k € N fest;
fiir m,n € N gilt dann

’£mk - gnk‘p S Z‘fm] - énj|p = ||Im - xn”£7

jEN

und somit ist die Folge ({,x), € K eine Cauchyfolge. Da K vollsténdig ist, existiert
& = lim,, o0 i € K. Setze x = (&)g. Fiir alle £ € N gilt dann

¢ ¢ Bemerkung 2.31(b)
Z|§k|p = lim Z|§nk|p < limSUpHang < 0.
k=1 T noee

Also ist Y, n|& [P < oo und somit x € 7. Fiir alle n, £ € N gilt zudem

J4 0
> 16 = Gul” = Him D |& — &ul” < sup |z — 2l = s
k=1 e m2n

und somit ||z — z, |} < ¢,. Nach Voraussetzung gilt zudem lim,, ;o ¢, = 0 und
somit lim,, ,, x, = x in /7; dies war zu zeigen. Der Beweis fiir p = oo ist dhnlich,
nur einfacher. Es gilt sogar:

(e) Ist M eine beliebige Menge, so ist £°°(M) ein Banachraum (Ubung).

(f) Nach Bemerkung 2.23(d) ist der Unterraum C(X) abgeschlossen in ¢>°(X) und
damit ein Banachraum nach (e) und Satz 2.32(a).

(g) ? ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, -) aus Beispiel 2.13.

2.35 Satz. Seien E, F' normierte Riume. Ist F' ein Banachraum, so ist auch L(E, F)
ein Banachraum. Insbesondere ist der Dualraum E' eines normierten Raumes E stets
ein Banachraum.

Beweis. Sei (1,,), eine Cauchyfolge in L(E, F') und ¢, = sup,,>, |1, — T, || fir n € N.
Dann gilt lim,, , ¢, = 0. Fiir alle z € E folgt

sup || Tx — Thz|| < sngTm — Tallllz|| = enllz|| — 0 fiir n — oo,
m>n

m>n

d.h. (T,,x),, ist eine Cauchyfolge in F. Aus der Voraussetzung folgt somit die Existenz
von
Ty = lim T,x € F fir alle z € E.

n—oo
Aus der Linearitdt der Abbildungen 7,, und der Stetigkeit der linearen Operationen in F
folgt direkt, dass auch die Zuordnung x +— Tx linear ist. Ferner ist ||-|| stetig und daher

|Tz| = lim ||T,z| < (supHTnH) ||| fur alle z € E,
n—r00 neN
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d.h. T ist stetig. Man beachte dabei, dass (||7},]|), wegen Bemerkung 2.31(b) beschrénkt
ist. Schlielich ist

(T —T)z|| = nlgnm||(Tm —T)z||
< (sup||Tm - Tn|]> ||| = cnl|z]] fir alle v € E,
m>n

d.h. |7 —T,| < ¢, — 0 fiir n — oo. Dies zeigt die Vollstéandigkeit von L(E, F). O
2.36 Definition. Seien (£, ||-||) ein normierter Raum und (z,), C E eine Folge.

(a) Wenn S :=lim,, 0 Y _,_, Zx € E existiert, so nennen wir die Reihe Y, xj konver-
gent und setzen )~z = S.

(b) Die Reihe Y, x) heiit absolut konvergent, wenn Y - ||zx]| < oo ist.

2.37 Satz. Sei (E,||-||) ein normierter Raum. Dann gilt: E ist genau dann ein Banach-
raum, wenn jede absolut konvergente Rethe in E auch konvergent ist.

Beweis. ,—“: Genau wie fir E = R bzw. C (,,Cauchykriterium®), man muss nur alle
Betrége durch Normen ersetzen.
,<=": Sei (z,), C E eine Cauchyfolge. Dann existiert fiir alle £ € N ein 7, € N mit

sup ||zm — ol < 277 fir n > 7.

m>n

Wihle nun induktiv n; > 7 und ngyq > max{rx1,n, + 1} fiir £ € N. Dann gilt
[Ty — Ty < 277 fir alle k,

also insbesondere

o0 o0
Z||xnk+1 - x”k” < 22_k =1,
k=1 k=1

dh. die Reihe ), (v, , — =n,) konvergiert absolut. Nach Voraussetzung konvergiert sie
damit auch, d.h. es existiert
k
x = lim x,, = z,, + kh_)rgoz (acnjH — xnj) e k.

k—o0
j=1

Nach Bemerkung 2.31(d) konvergiert die Folge damit insgesamt gegen x, was zu zeigen
war. O

2.5. Kompaktheit

Im Folgenden sei (X, d) ein metrischer Raum.
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2.38 Definition und Bemerkung. (a) (X,d) heifit kompakt, falls gilt: Ist Z eine
beliebige Indexmenge und sind U; C X, i € Z, offene Mengen mit X = J,.; Ui,
so existiert eine endliche Teilmenge J C Z mit X = UZ.e 7 U;. Mit anderen Wor-
ten: Jede offene Uberdeckung von X lasst sich auf eine endliche Teiliiberdeckung
reduzieren.

(b) (X,d) heiBt prakompakt, wenn fir alle ¢ > 0 eine endliche Teilmenge M C X
existiert mit X = B.(M) (hier konnte man dquivalent auch U.(M) nehmen; iiber-
legen!).

(¢c) A C X heiit kompakt (bzw. prakompakt), wenn der metrische Teilraum (A, d)
kompakt (bzw. prikompakt) ist. Somit gilt:
o A ist kompakt genau dann, wenn fiir jedes Familie U; C X, i € Z offener
Mengen mit A C UieZ U; eine endliche Teilmenge J C 7 existiert mit A C
Uiej Us.
o A ist prakompakt genau dann fiir jedes € > 0 eine endliche Teilmenge M C A
existiert mit A C B.(M) (wobei B.(M) hier die Umgebung von M in X
bezeichne).

(d) A C X heift relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

2.39 Satz (Cantor). Sei (X, d) vollstindig, und seien A, C X, n € N, abgeschlossene,
nichtleere Mengen mit A,.1 C A, fir alle n und lim,_,,, diam A,, = 0. Dann ist A =
Nnen An nichtleer.

Beweis. Wahle x,, € A,, fur n € N. Nach Voraussetzung ist dann
(2.4) Tm € Ap fiir m > n.

Also folgt

sup d(zm, ,) < diam A,, — 0 fiir n — oo,

m>n
d.h. (z,), ist eine Cauchyfolge in X. Da (X, d) vollstandig ist, existiert x = lim,, oo Zp,.
Wegen (2.4) ist z € A, = A, fur alle n € N; also x € A. O

Nachbemerkung: Es gilt sogar A = {2z}, da diam A < lim,,_,,, diam A,, = 0 ist.
Ende der Videos von 2021-04-23

2.40 Satz. Fir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Figenschaften dquivalent.
(i) X ist kompakt.
(ii) Jede Folge (xy)g in X besitzt eine in X konvergente Teilfolge.

(iii) X ist prakompakt und vollstindig.
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Beweis. (i) = (ii)“: Sei X kompakt, und sei (xy ) eine Folge in X. Ohne Einschrankung
sei M = {zy | k € N} eine unendliche Menge. Angenommen, kein a € X ist Grenzwert
einer Teilfolge von (zy)x. Dann existiert fir jedes a € X ein ¢, > 0 so, dass U, (a) " M
endlich ist. Da X = J,cy U.,(a) kompakt ist, existieren as,...,a, € X mit X =
Uisy Us,, (@) Bs folgt: M = M N X =J;_, M NU., (a;) ist endlich. Widerspruch.

(i) = (iii)“: Sei (xy)x eine Cauchyfolge in X. Diese besitzt nach Voraussetzung eine
in X konvergente Teilfolge. Nach Bemerkung 2.31(c) ist dann aber schon (zy); selbst
konvergent. Demnach ist X vollstandig.

Wir zeigen nun die Prakompaktheit von X. Sei dazu € > 0. Fiir einen Widerspruchsbe-
weis nehmen wir an, es gabe keine endliche Menge M C X mit X = B.(M). Wir wahlen
dann a; € X beliebig.

Da X ¢ U.(ay), existiert as € X \ U(ay);
da X ¢ U.(a1) UU.(a2), existiert az € X \ (U(a1) N Us(as));

da X ¢ U U-(a;), existiert a1 € X \ U Us(a;).

j=1 j=1
Diese Konstruktion definiert induktiv eine Folge (a,,), in X derart, dass
(2.5) d(an,ay) >¢  firalle m,n € Nmit m #n

gilt. Nach Voraussetzung muss (a,), aber eine konvergente Teilfolge (ay,); besitzen. Diese
ist dann eine Cauchyfolge, im Widerspruch zu (2.5). Es folgt die Prakompaktheit von X.
,(iii) = (i)“: Seien U; C X fiir i € 7 offene Teilmengen mit

(2.6) x=Ju.

=
Da X prakompakt ist, existiert fiir jedes n € N eine endliche Menge M,, C X mit

X = Bi(M,) = |J Bi(x).

xeM,

Sei nun angenommen, dass X nicht von endlich vielen der Mengen U; iiberdeckt wird.
Da M; endlich ist, existiert x; € M; so, dass A; := Bj(z1) nicht von endlich vielen Uj;
tiberdeckt wird. Da ferner M, endlich ist und A, = (J ¢y, 41 N B 1 (x) gilt, existiert
Ty € My so, dass Ay = AN B 1 (x2) nicht von endlich vielen U; iiberdeckt wird. Induktiv
findet man:

Es gibt z,, € M,, so dass A,, .= A,,_1 N B1(x,) nicht von endlich vielen

(2.7) U, uberdeckt wird.

Dies liefert eine Folge abgeschlossener Mengen mit A, ;1 C A, und diam A4,, < % fur alle
n € N. Da X vollstandig ist, folgt mit Satz 2.39, dass ein a € (), oy Ay existiert. Ferner
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existiert ¢ € Z mit a € U;. Da Uj; offen ist, existiert auch ein § > 0 mit Bs(a) C U;. Fiir
n > % ist diam A,, < d und a € A, also A,, C Bs(a) C U; im Widerspruch zu (2.7). Der
Widerspruch zeigt, dass eine endliche Teilmenge J C Z existiert mit X = (J,., U;. Es
folgt die Kompaktheit von X. O]

2.41 Bemerkung. (a) Ist X kompakt und A C X abgeschlossen, so ist A kompakt.

(b) Ist X kompakt, (Y, d ) ein weiterer metrischer Raum und f: X — Y stetig, so ist
auch f(X) CY kompakt, und f ist gleichméfig stetig.

(¢) (Satz von Heine-Borel) Sei E ein endlichdimensionaler normierter Raum und A C E.
Dann ist A genau dann kompakt, wenn A beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Bekannt aus der Analysis II. O

2.42 Bemerkung. (a) Ist X prakompakt, so ist X offensichtlich beschrankt. Ferner
ist X dann auch separabel, denn fiir jedes n € N existiert eine endliche Teilmenge
M, C X mit X = Bi(M,). Somit ist die Menge M = |J, .y M, abzahlbar und
dicht in X. !

neN

(b) Fur A C X sind dquivalent:
o A ist prakompakt
o Fiir jedes € > 0 existiert eine prakompakte Menge C' C X mit A C B.(C).

o Fiir jedes € > 0 existieren endlich viele Teilmengen Ay,..., A, von A mit
ACU A unddiam 4; <efiri=1,...,n.

o A ist prakompakt.

Beweis als Ubung.

(c) Fiir A C X gilt wegen Satz 2.32(a), Satz 2.40 und (b):
o A relativ kompakt => A kompakt = A prikompakt = A prikompakt;

* (X, d) vollstindig und A prikompakt = A vollstandig und prakompakt =
A kompakt = A relativ kompakt,

d.h. in einem vollstandigen metrischen Raum sind Teilmengen genau dann prakom-
pakt, wenn sie relativ kompakt sind.

2.43 Satz. Sei (E,||-||) ein normierter Raum und A C E. Dann gilt: A ist prakom-
pakt genau dann, wenn A beschrdnkt ist und fiir jedes € > 0 ein endlichdimensionaler
Unterraum F C E existiert mit A C B.(F).

Beweis. ,—*: Sei A prakompakt. Wie bereits bemerkt, ist A dann auch beschrinkt.
Sei ferner ¢ > 0, und sei M C A endlich mit A C B.(M). Setze F := span M. Dann ist
dim F' < oo und A C B.(F).

»<="“: Nach Voraussetzung ist r = sup,c4||z| < oco. Sei ¢ > 0, und sei F C E
ein endlichdimensionaler Unterraum mit A C B.(F). Setze C = {x € F | ||z| <r +¢}.
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Nach Bemerkung 2.41(c) ist C' dann kompakt, also auch prakompakt. Ferner existiert
fir jedes x € A ein y € F mit ||z — y|| < €, also insbesondere |ly|| < ||z||+& <7+ ¢ und
somit y € C. Also ist A C B.(C'), und mit Bemerkung 2.42(b) folgt die Behauptung. [

2.44 Lemma (Rieszsches Lemma). Sei (E, ||-||) ein normierter Raum und F C E ein
echter abgeschlossener Unterraum. Seien ferner r > 0 und ¢ € (0,1) gegeben. Dann
existiert ein x € E mit ||| = r und dist(x, F) > (1 —&)r.

Beweis. Da F = F # E gilt, existiert z € E . F. Es folgt a := dist(z, F) > 0. Ferner
existiert y € F' mit ||z — y|| < ;2. Seien nun A = i A(z — y). Dann ist

lz—yll
||| = r, und fur alle w € F gilt:
o —w| = Az — (y + A w)|| > da= — > > (1— &)
— Iz =yl
eF
Es folgt dist(z, F) > (1 — ¢e)r. O

2.45 Satz. Fir einen normierten Raum (E,||-||) sind dquivalent:

(i) dmF < o0

(ii) Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von E ist kompakt
(iii) B1(0) C E ist prakompakt.

Beweis. (i) = (ii)“: siche Bemerkung 2.41(c).

(1) == (iii)“: B1(0) ist abgeschlossen und beschréinkt, also kompakt nach Vorausset-
zung und damit auch prakompakt.

,(iil) = (1)“: Nach Satz 2.43 existiert ein endlichdimensionaler (und damit nach
Bemerkungen und Beispiele 2.34(c) abgeschlossener) Unterraum F' C E mit

(25) B1(0) C By (F).
Ist F' # E, so existiert nach Lemma 2.44 zu ¢ = % und r =1leinz € E~\ F mit ||z]| =1
und dist(z, F) > (1—1) =2 > 1, also z ¢ B%(F) im Widerspruch zu (2.8). Es folgt also
E = F; somit ist E endlichdimensional. l O
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3. Vollstandigkeit

3.1. Der Satz von Baire

Sei stets (X, d) ein metrischer Raum.

3.1 Satz (von Baire). Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum, und seien D,, C X
offene und dichte Teilmengen fir n € N. Dann ist auch D = (), oy Dn dicht in X.

Beweis. Es reicht, zu zeigen, dass D N U # & fiir jede nichtleere offene Teilmenge U von
X gilt. Sei also U C X offen und nichtleer. Da Dy C X offen und dicht ist, ist Dy "U
offen und nichtleer. Wéhle z; € D; N U und r € (0, %) mit Ay == B, (z1) € D;NU.
Dann gilt:

(31) %) 7é 1401 Q A1 = Zl Q D1 NU und diam/h S 1.

Konstruiere nun sukzessive Mengen A,, C X, n > 2 mit

(3.2) o+ A, CA,=A,CD,NA,; und diamA, < l
n

Sei dazu n > 2, und seien Ay, ... ,Ap_l bereits konstruiert. Da @ # fin_l offen in X Dund
D,, offen und dicht ist, muss D,, N A,,_; offen und nichtleer sein. Wahle z, € D, N A,
und 7, € (0,55) mit 4, = B, (,) € D, N A,_1. Mit dieser Wahl von A, gilt (3.2).

Anwendung von Satz 2.39 auf die Mengen A,,n € N liefert schlieBlich A := ",y An # .
Aus (3.1) und (3.2) folgt aber

A, C(D1n---ND,)NU firallen €N, also AC DNU.
Es folgt DNU # @. O

3.2 Korollar. Sei (X,d) vollstindig, und sei A,, C X abgeschlossen fir n € N. Ferner
sei A= U, ey An- Dann gilt:

(a) Ist A, = @ fiir allen € N, so ist auch A = &.

(b) Enthdlt A eine offene Kugel U,(a) mit a € X,r > 0, dann enthdlt mindestens eine
der Mengen A, eine abgeschlossene Kugel der Form Bs(b) mitb € X, s > 0.

Beweis. (a) Nach Voraussetzung ist D, = X \ A, offen und dicht fiir alle n € N. Nach
Satz 3.1 ist somit X \ A =, oy Dy dicht in X. Dies liefert A = X N X N A=@.
(b) folgt direkt aus (a). O

26



3.3 Definition. Sei A C X.
(a) A heiBt nirgends dicht (in X), wenn int (A) = @ gilt.

(b) A heiBt mager (oder von erster Kategorie), falls sich A als abzéhlbare Vereinigung
nirgends dichter Mengen schreiben lasst.

3.4 Bemerkungen und Beispiele. (a) Die Vereinigung abzéhlbar vieler magerer
Mengen ist mager.

(b) Fir z € X ist dquivalent:
{#z} nirgends dicht in X <= dist(z, X ~{z})=0

Gilt dies fiir alle z € X, so ist jede abzdhlbare Teilmenge von X mager. Dies ist
insbesondere dann der Fall, wenn {0} # X ein normierter Raum (mit induzierter
Metrik) ist.

(c) Seien (E,||-||) ein normierter Raum und F' C FE ein Unterraum, welcher nicht dicht
ist. Dann ist F auch nirgends dicht, denn: F nicht dicht bedeutet, dass v € E ~ F
existiert. Da F ein Unterraum von F ist (Ubung), kénnen wir dabei 0 # ||v| < 1
annehmen. Fiir alle z € F und 6 > 0 ist dann z + dv € Us(z) ~ F. Es folgt
int (F) = @.

3.5 Satz. Seien (X,d) vollstindig und A C X mager. Dann ist X ~~ A dicht in X.
Insbesondere ist X nicht mager in sich, falls X # & ist.

Beweis. Sei A = |,y

A, mit int (Zn) = @ fiir alle n. Nach Korollar 3.2 gilt dann
ACB=gtfirB:=J |

A, Esfolgt X\ A=XA=X. O

neN

3.6 Korollar. Sei E ein unendlichdimensionaler Banachraum. Dann ist jede Basis von
E (im Sinne der linearen Algebra) tiberabzihlbar.

Beweis. Angenommen, F besifle eine abzdahlbare Basis {v;,vq,...,}. Dann ist E =
Unen Vo mit V,, == span{vs,...,v,}. Nach Voraussetzung und Bemerkungen und Bei-
spiele 2.34(c) ist V,, = V,, # FE fiir alle n, und somit ist V,, nirgends dicht in E nach
Bemerkungen und Beispiele 3.4(c). Dann ist E mager in sich, im Widerspruch zu
Satz 3.5. O

3.7 Bemerkung. Wir werden bald sehen, dass der Satz von Baire wichtige Konsequenzen
fir die Struktur der Menge stetiger linearer Abbildungen hat (Satz von der gleichméaBigen
Beschranktheit, Satz von der offenen Abbildung).

Ende der Videos von 2021-04-27
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3.2. GleichmaBige Beschranktheit

Stets seien F, F' normierte K-Vektorraume

3.8 Hauptsatz (von der gleichméBigen Beschranktheit). Sei E ein Banachraum, und
sei H C L(E, F) punktweise beschrankt, d.h.,

fir jedes x € E existiere C, > 0 mit | Tx||p < Cy fiir alle T € H.

Dann ist H beschrankt in L(E, F), d.h. es existiert C' > 0 mit ||T|| < C fir alle T € H.

Beweis. Fur n € N sei

Ay ={z € E||Tx|lp <nfiralle T € H} = (] T~ (Ba(0)).

TeH ™

CF

Dann ist A, abgeschlossen in £ fiir alle n € N, und nach Voraussetzung gilt E' = J, .y An-

Da FE vollstindig ist, existieren nach Korollar 3.2(b) ein n € N, z € E und s > 0 mit
Bg(z) C A, d.h.

(3.3) |Tz||lr <n  firalle x € Bs(z), T € H.
Sei nun v € E'\ {0} und T" € H beliebig. Dann ist z, = z + sy € Bs(z) und
v = %(wv — z). Es folgt
vl o]z 33 2n
1Tvllr = == T2, = T2llr < == (|IT2llr + | T2llr) = —vlle-

2?”<oo. O

Insgesamt folgt suppey|| 7| <
3.9 Korollar. Sei E ein Banachraum, und sei (T,), eine Folge in L(E, F).

(a) Gilt limsup,,_, . ||T.|| = o0, so ezistiert x € E derart, dass die Folge (T,,x),, in F
nicht konvergiert.

(b) Euxistiert Tax = lim, o, Thx € F fir alle x € E, so ist (|T,,||) beschrinkt und es
qilt T € L(E, F) mit

(3.4) IT]| < liminf||T,|.
n—oo
(¢c) Falls F' auch ein Banachraum ist, und falls gilt, dass (||T,||) beschrankt ist und (T,,x)

lediglich fiir alle x in einer in E dichten Teilmenge konvergiert, dann konvergiert
(T,x) fir alle x € E und (b) ist anwendbar.

Beweis. (a) Wenn lim, ,,,T,x € F fur alle z € FE existiert, so ist die Menge
{T,,|n e N} C L(E,F) punktweise beschréinkt im Sinne von Hauptsatz 3.8. Dieser
liefert dann ein ¢ > 0 mit ||7,|| < ¢ fir alle n € N. Damit folgt (a).
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(b) Fiir T wie in (b) gilt
|Tx| = lim || T,z|| = liminf||T,2| < liminf||T,|| ||| fir alle x € E,
n—00 n—00 n—00

und (a) liefert liminf, .. ||7,|| < co. Somit ist T' (als offensichtlich lineare Abbildung)
stetig und es folgt (3.4).

(¢c) Sei D ein dichte Teilmenge von E, so dass (T,x) fiir alle x € D konvergiert. Wir
setzen C' := sup||T},|| und zeigen, dass (7,,z) fir alle x € E konvergiert. Dafiir halten wir
x € E fest und betrachten eine Folge (x;) € D mit x;, — z. Sei € > 0. Es existiert k
mit ||z — zx|| < e/(3C), und es existiert ng mit ||T,,,xx — Tax| < e/3 fur alle m,n > ny.
Dann folgt

T — Thx|| < || Tz — Tk + | Tnxr — Thzk|| + || Tnzk — Thxl|
<Cllz—z||+¢/3+Cllx —ag]| <e
fur alle m, n > ng, das heifit, (T,,z) ist eine Cauchyfolge in F' und konvergiert demnach. [

3.10 Bemerkung (Satz von Banach-Steinhaus). Aus Korollar 3.9 folgt fir Banachraume
E und F und eine Folge (T},) C L(E, F) die Aquivalenz der Aussagen

(i) (T,z) konvergiert in F' fiir alle z € E;

(ii) |70l z(e,r) ist beschrankt und (7,x) konvergiert fiir alle = in einer dichten Teilmenge
von F.

Ist eine dieser Aussagen erfiillt, dann definiert Tz := lim,,_,o, T,,x ein T' € L(E, F).

3.3. Der Satz von der offenen Abbildung

Stets seien F, I’ normierte K-Vektorraume
3.11 Definition und Bemerkung. Seien X,Y metrische Rdume. Eine Abbildung
f: X =Y heifit offen, falls fir A C X gilt:

A ist offen in X = f(A) ist offen in Y.
Man beachte: Ist f: X — Y offen und bijektiv, so ist f~! stetig (vgl. Definition und
Bemerkung 2.22(b))

3.12 Hauptsatz (von der offenen Abbildung). Sei E ein Banachraum, und sei T €
L(E, F) derart, dass Bild(T') nicht mager in F ist. Dann ist T surjektiv und offen.

Bevor wir den Beweis bringen, betrachten wir erst einmal einige Folgerungen aus
diesem zentralen Resultat.

3.13 Beispiel. Sei 1 < p < ¢ < oo. Nach Satz 2.9 ist die Inklusion i: (¢, |]|,) —
(€2,]-]|,) stetig. Da ¢P ein Banachraum und ¢ nicht surjektiv ist, folgt mit Hauptsatz 3.12,
dass (7 in (¢9]]-]|,) mager ist.
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3.14 Korollar. Seien E, F Banachriume und T' € L(E, F'). Dann gilt:
(a) Ist T surjektiv, so ist T offen.
(b) Ist T bijektiv, so ist T ein topologischer Isomorphismus.

Beweis. (a) Nach Voraussetzung und Satz 3.5 ist Bild 7" = F' nicht mager in F'. Also ist
T offen nach Hauptsatz 3.12.
(b) Aus (a) und Definition und Bemerkung 3.11 folgt die Stetigkeit von 7. O

3.15 Korollar. Seien ||-||1, ||-||2 Normen auf einem K-Vektorraum V' derart, dass (V, ||-]|1),
(V. |Ill2) Banachrdume sind. Ferner mége C > 0 existieren mit ||x|; < C||x||2 fir alle
x € V. Dann sind ||-||; und ||-||2 dquivalent.

Beweis. Nach Voraussetzung ist 1: (V,||-|[2) — (V,]|-|[1) stetig, also ein topologischer
Isomorphismus nach Korollar 3.14(b). Insbesondere ist 1: (V. ||-[[1) = (V.]|-||2) stetig,
d.h. es existiert D > 0 mit ||z|ly < D||z||; fir alle z € V. Die Behauptung folgt. O

Fir den Beweis von Hauptsatz 3.12 vereinbaren wir zunachst ein paar praktische
Bezeichnungen.

3.16 Notation. Scien z € £, « € K~ {0} und A, B C E. Wir bezeichnen

v+ A:={r+ylye A}
ad:={ay |y € A},
A+B:={y+z|y€ A, € B}.

3.17 Lemma. Seien v € E, o € K~ {0} und A C E. Dann gelten:
(a) aA = aA und int(aA) = aint(A).
(b) 2+ A=2+ A und int(z + A) = x + int(A).

(c) Fir einen Vektorraum F und eine lineare Abbildung T: E — F ist T(A) absolut
konvez, falls A absolut konvex ist.

(d) Wenn A absolut konvez ist, dann ist auch A absolut konvez.
Beweis. Ubung. O

Beweis von Hauptsatz 3.12. Zur Abkiirzung verwenden wir hier fir » > 0 und = € £
die Notation B, (z; F) fiir die abgeschlossene Kugel in £, B, E = B,(0; E), und analoge
Schreibweisen in F'.

Zuerst zeigen wir, dass r > 0 existiert mit

(3.5) B,F C T(B/E).
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Fir n € N setzen wir A, := T(B,E). Weil
Bild(T) = | J T(B.E)
n=1

nicht mager ist, existiert no mit int(A,,) # @. Lemma 3.17(a) liefert jetzt, dass auch

int(Ay) = int (iAnO) — LA £ 2

N

gilt und dass yo € F und r > 0 existieren, so dass B,(yo; F') C A; gilt. Wegen Lem-
ma 3.17(c) und (d) ist A; absolut konvex. Daraus folgt B.(—yo; F') C A;. Fir x € B, F
gilt also —yg + =, yg + € A; und somit wegen der Konvexitit von Aj:

1
x=§(—yo+x+yo+a:)€/l1.

Damit haben wir (3.5) gezeigt.
Im zweiten Schritt zeigen wir fiir r aus (3.5), dass

(36) Br/ZF - T(BlE>
gilt. Sei y € B, o F' gewahlt. Dann zeigt (3.5), dass 21 € By F existiert, so dass ||y —

Tz || < r/4gilt. Mit (3.5) erhalten wir wieder 2y € By/4E, so dass ||y =Tz —Tz|| < r/8
ist. Per Induktion konstruieren wir eine Folge (z,) C E, so dass gilt:

(3.7) leall < (%)n Hy - ;:Tzk - TG) "+1.

Wir setzen nun x,, := Y ,_, zx. Dann folgt

MBS FTEDY (é) <1
k=1 k=1

Wegen (3.7) konvergiert > z;, absolut. Da E vollstandig ist, liefert Satz 2.37, dass (x,,)
gegen ein x € By F konvergiert. Unter Benutzung von (3.7) priift man leicht, dass
y =Tz € T(BF) gilt. Damit ist (3.6) gezeigt. Es folgt sofort

F=|JnB,,F C | JnT(BiE) = | T(nBE) = Bild(T),
n=1 n=1 n=1

d.h., T ist surjektiv.

Im letzten Schritt nehmen wir an, dass U C E offen ist. Fiir beliebiges y € T(U)
existiert x € U mit y = Tx. Weil U offen ist, existiert ¢ > 0 mit « + B,F C U. Aus (3.6)
folgt By jof' C T(ByE). Dann gilt y + By, o' C y+T(BE) = T(x + B,E) € T(U), und
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Y+ By, /2 ist daher eine Umgebung von y, die in 7'(U) enthalten ist. Da y € T'(U) beliebig
war, ist T'(U) offen. O

Ende der Videos von 2021-04-30

3.4. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien stets F und F' normierte Raume tiber K.

3.18 Definition und Bemerkung. Auf dem K-Vektorraum F x F' sei die Norm ||-||
definiert durch ||(z,y)|| == ||z||g + ||y||r. Dann gilt:

(E x F,||-||) ist Banachraum = E und F sind Banachrédume

3.19 Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F' Banachrdume, und seiT: E — F
eine lineare Abbildung, deren Graph I .= {(z,y) € E x F |y =Tz} in E X F abgeschlos-
sen ist. Dann ist T € L(E, F), also stetig.

Beweis. Nach Voraussetzung und Definition und Bemerkung 3.18 ist (E x F, ||-||) ein
Banachraum und somit auch (I, [|-]|), da I' € E x F abgeschlossen ist. Sei G: I' — E
definiert durch G(x,y) = z. Da ||G(x,y)||lg = ||z||lg < ||(z,y)]| fir (z,y) € T, ist G €
L(T, E). Ferner ist G bijektiv mit G™*(z) = (z,Tz) fiir z € E. GemiB Korollar 3.14(b)
ist nun G~ € L(E,T); also existiert C' > 0 mit

lzlle + I T2llr = |G (@) < Cllzllz  fiir alle x € £,
und somit | Tz||r < C||z||g fir alle x € E. Es folgt die Stetigkeit von T O

3.20 Bemerkung. Sei T: E — F K-linear. Offensichtlich sind dann folgende Eigen-
schaften dquivalent:

e Der Graph von T ist abgeschlossen.
 Fir jede Folge (), in E, fur die Grenzwerte

= limz, €l und y = lim Tx, € F

n—oo n—oo
existieren, gilt y = T'x.
 Fir jede Nullfolge (z,), in F, fiir die der Grenzwert y = lim,,_,o, T'x,, € F existiert,

gilt y = 0.

3.21 Bemerkung. Seien V,W Teilrdume von E mit £ = V @& W. Aus der linearen
Algebra ist bekannt, dass genau eine Projektion P: E — E (d.h. P linear und P? = P)
mit V' = Kern P und W = Bild P existiert. Wir nennen P die Projektion auf W lings V.
Dann ist I — P: E — E die Projektion auf V' langs W.
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3.22 Definition. Seien V, W Teilrdume von F mit £ =V @& W, und sei P die Projektion
auf W langs V.

(a) Offensichtlich ist P genau dann stetig, wenn I — P stetig ist. Gilt dies, so schreiben
wir B =V @op W (topologische direkte Summe) und nennen W ein topologisches
Komplement von V' (bzw. umgekehrt). Insbesondere sind in diesem Fall V' und W
als Kerne stetiger linearer Operatoren abgeschlossen in F£.

(b) Ein Unterraum V' C E heift stetig projiziert, falls es eine Projektion P € L£(F) mit
V = Bild P gibt, d.h. falls V ein topologisches Komplement in E besitzt.

3.23 Beispiel. (a) Sei £ = (R?,|-|), V = span{(1,0)} und W, = span{(1,%)}
flir n € N. Dann ist E =V @& W,,. Sei P, die Projektion mit Bild P = W,, und
KernP =V.Da (0,1) = —(n,0) + (n,1) € V& W, gilt, ist P,(0,1) = (n,1), also
|P,(0,1)|se = n = n|(0,1)|s. Es folgt || P,|| > n.

(b) Sei nun E = F der Raum der finiten Folgen mit Norm |[|+||o.. Dann ist E =V & W
mit

V ={x=(x;); € F|lz; =0 fiir j gerade}  und W =span{d, |n € N},

wobei d,, = (O, ...,0,1,10,.. ) = eop_1+ %egn fiir n € N sei. Sei P die Projektion

[ ™)

auf W langs V. Wie in (a) sieht man
€on = —Neop_1+nd, €V HW fur alle n € N,
also || Pegy|loo = |[ndy]|o = 1 = nl|ean |- Es folgt, dass P nicht stetig ist.
3.24 Satz. Seien V. W Teilrdume von E mit E =V & W. Dann gilt:
(a) Ist V' endlichdimensional und W in E abgeschlossen, so ist E =V @op W.
(b) Ist E ein Banachraum und sind V und W abgeschlossen in E, so ist E =V @op W

Beweis. Sei P: E — E die Projektion mit Bild P =V und Kern P = W.

(a) Angenommen, P ist nicht stetig. Dann existiert eine Folge (z,), C F \ {0} mit
|Px,|| > nljz,|| fir alle n € N. Setze y,, = mpey- Dann gilt y, — 0 fir n — oo, aber
Py, € Sy ={z € V||z| = 1} fir alle n. Da dim V' < oo, ist Sy kompakt. Also existiert
z € Sy und eine Teilfolge (yn, )¢ mit limy_,o Py,, = z. Somit ist

—z = lim ({ — P)y,, € W,
—_——

£—00
ew

da W abgeschlossen ist. Es folgt z € Sy N W, im Widerspruch zu VN W = {0}. Der
Widerspruch zeigt die Stetigkeit von P.

(b) Nach Satz 3.19 reicht es, zu zeigen, dass P einen abgeschlossenen Graphen besitzt.
Zum Beweis verwenden wir Bemerkung 3.20. Sei also (), eine Nullfolge in E derart,
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dass y = lim,,_.o, Pz, € E existiert. Da V = Bild P in E abgeschlossen ist, folgt y € V.
Da ferner W = Bild(/ — P) in E abgeschlossen ist, folgt y = —lim,, oo (I — P)z,, € W.
Somit ist y € VNI = {0}, d.h. y = 0. GemaB Bemerkung 3.20 folgt die Behauptung. [
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4. Raume messbarer Funktionen

4.1. Prakompaktheit fiir Mengen stetiger Abbildungen

Seien stets X, Y metrische Rdume und E ein normierter Raum.

4.1 Bemerkung. Ist X kompakt, so ist C(X,Y) = Cy(X,Y) nach Bemerkung 2.41(b)
und Bemerkung 2.42(a). Insbesondere ist dann also C'(X) = C,(X) ein Banachraum mit
Norm ||||s nach Bemerkungen und Beispiele 2.34(f).

4.2 Definition. Eine Teilmenge H C C(X,Y) heifit

(a) gleichgradig stetig in a € X, wenn fur jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert mit f(Us(a)) C
U.(f(a)) fur alle f € H.

(b) gleichgradig stetig, wenn (a) fiir alle a € X gilt.

Eine Folge (f,,), in C(X,Y) heifit gleichgradig stetig (in a € X), wenn dies fiir die Menge
{fa|n € N} gilt.

4.3 Bemerkung und Beispiel. (a) Gleichgradige Stetigkeit vererbt sich auf Teilmen-
gen von gleichgradig stetigen Mengen von Funktionen.

(b) Sei L > 0 fest gewahlt und
H = {f € C(X,Y) |d(f(x), (3)) < Ld(z,y) fiix alle 2, € X},

Dann ist H gleichgradig stetig.

(c) Sei X =[0,1], Y = R und sei die Funktionenfolge (f,), in C(X,Y") definiert durch
fn(z) = 2™ fiir n € N. Wie man leicht sieht, ist diese Folge gleichgradig stetig in
jedem Punkt z € [0,1). Sie ist allerdings nicht gleichgradig stetig in x = 1: Fur
festes € € (0, 1) gilt namlich

1 .
en — 1 fiir n — oo,

aber )
|fulen) = fu(D)|=1—e>¢ fiir alle n € N.

Also existiert kein § > 0 derart, dass fiir alle n € N die Implikation
|l‘—1’<(5 = |fn<x)_fn(1>’<€

gilt.
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4.4 Definition und Satz. Sei (*(X,E) = {f: X — F| f(X) C E beschrénkt}. Dann
gilt:

(a) (X, E) ist ein normierter Raum mit Norm ||| definiert durch |[|f]le =

sup,ex || f (@) fir f € (X, E).
(b) Cy(X, E) ist ein abgeschlossener Teilraum von (X, E).
(c) Ist X kompakt, so ist C(X, E) = Cy(X, F).
(d) Es gelten folgende Aquivalenzen:

E Banachraum <= (*(X, F) Banachraum <= C,(X, E) Banachraum

Beweis. (a)—(c) wie fiir £ =K. (d): leichte Ubung. O
Ende der Videos von 2021-05-04

4.5 Satz (von Arzela und Ascoli). Ist X kompakt, so ist eine Teilmenge H C C(X, E)
genau dann prakompakt, wenn H gleichgradig stetig ist und wenn fir alle a € X die
Menge H(a) = {f(a)| f € H} in E prikompakt ist.

Beweis. ,<=": Sei ¢ > 0. Da H gleichgradig stetig ist, existiert zu jedem a € X ein
0o > 0 mit f(Us,(a)) C Us(f(a)) fir alle f € H. Da X = (J,cx Us,(a) kompakt ist,

existieren aq,...,a, derart, dass
X = U U, mit U; := Us, (a;) gilt.

Da die Mengen H(a;) C E, i =1,...,n prikompakt sind, existiert eine endliche Menge
M C E mit J;_, H(a;) C Bz(M). Definiert man fiir v = (vy,...,v,) € M™ also

£
6

€
= -l < =-fure=1,...
L, {f € H ‘ | f(a;) —vi]| < 5 firi=1, ,n},

so folgt nach Konstruktion H C |J,cpm Lo Da es sich hier um eine endliche Vereinigung
handelt, reicht es geméfl Bemerkung 2.42(b) nun, zu zeigen:

(4.1) diam L, < e in C(X, E) bzgl. |||« fir alle v € M™.

Seien dazu f, g € L, und sei x € X beliebig. Dann ist x € U; fiir ein i € {1,...,n}, und
somit

1£(@) = 9@l < 1) = F(@)]| + £ () = vl + Jlo — glar)]| + g(a) — g(@)]| < e.

Es folgt ||f — glloo < &, und damit ist diam L, < e.
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,=—": Seien a € X und € > 0. Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teilmenge
M C H mit

(4.2) Hc |JB:(f) inCX, E)bzgl |
feMm

Da M endlich ist, existiert zudem 0 > 0 so, dass f(Us(a)) C Uz(f(a)) fiir alle f € M
gilt. Sei nun g € H beliebig. Dann existiert f € M mit ||g — f[|o < §, und somit gilt fiir
Y € Ug(&):

l9(y) = g(a)ll < llg(w) = FWI + [[f () = Fla)ll + [1f(a) — g(a)]l

<20lf = glloo + 17 0) = f@I < 22+ = <.

Es folgt g(Us(a)) C U.(g(a)), und dies liefert die gleichgradige Stetigkeit von H in a.
Nach Definition von |||« liefert (4.2) aber auch direkt die Inklusion
H(a)C | Bs(f(@))  in E bagl |[;
feM

also ist H(a) in E prakompakt. O

4.6 Korollar. Seien X kompakt und (f,,), eine beschrankte und gleichgradig stetige Folge
in C(X). Dann hat (f,), eine gleichmdf$ig konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei H = {f,|n € N} C C(X). Dann ist H gleichgradig stetig und H(a) =
{f(a)| f € H} C K beschrankt und damit auch prakompakt fiir alle a € X. Mit
Satz 4.5 folgt, dass H in C'(X) prakompakt und somit auch relativ kompakt ist (nach
Bemerkung 2.42(c), da C(X) vollstandig ist). Also hat (f,), eine in H konvergente
Teilfolge. [l

4.2. Der Satz von Stone-WeierstralB

Im Folgenden sei (X, d) stets ein kompakter metrischer Raum.

4.7 Bemerkung. Im Folgenden wollen wir ein hinreichendes Kriterium dafiir herleiten,
dass eine Teilmenge im normierten Raum (C'(X), ||-||«) dicht liegt. Dabei nutzen wir die
Tatsache, dass dieser Raum auch eine kommutative K-Algebra mit Eins ist, d.h.:

o (C(X) ist abgeschlossen unter der (punktweisen) Multiplikation - von Funktionen,
und diese ist assoziativ, distributiv (bzgl. der Addition in C'(X)) und kommutativ.

o Die konstante Einsfunktion 1 = 1y ist ein Einselement fiir die Multiplikation.

o Die Skalarmultiplikation vertragt sich mit der Multiplikation von Funktionen, d.h.
esgilt A(f-9)=(\f)-g=f-(N\g) fir f,g € C(X) und X € K.
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Ein Unterraum A C C(X) heit Teilalgebra von C(X) (mit 1), wenn gilt:
e 1cA

o Sind f,g € A, soist auch f-g € A.

4.8 Satz (von Stone-Weierstral). Sei A eine Teilalgebra von C(X) = C(X,K) mit
folgenden Eigenschaften.

(i) A trennt die Punkte von X, d.h. fir je zwei Punkte x,y € X mit x # y existiert
eine Funktion f € A mit f(x) # f(y).

(ii) Im Fall K = C ist A abgeschlossen unter komplexer Konjugation, d.h. fir f € A
ist auch f € A.

Dann liegt A dicht in C(X).
Um dies zu beweisen, benotigen wir zunéchst zwei Hilfssétze:

4.9 Hilfssatz (Spezialfall der binomischen Reihe). Fir s € [—1,1] gilt

(4.3) V1—s= Zans"
mat
(4.4) an = (—1)" <17/f) = (-1 ] 2 ]_,j fiirn € Ny,

und die Reihe konvergiert absolut.

Beweis. Die aus der Analysis bekannte binomische Reihenentwicklung zur Potenz 2

2
liefert (4.3) zunéchst fir s € (—1,1). Wir zeigen nun die Abschétzung

(4.5) la,| < n2 fir n > 1.
Dies ist klar fir a; = —%. Fir n > 2 gilt zudem
3 3 3
|an, 1| n 2n n n—1

Hier haben wir die Konvexitéit der Funktion (—1,00) — R, ¢ — (1+1t)2 verwendet (diese
liefert die Ungleichung (1 +¢)2 > 1+ 3¢ fir t € (—1,00)). Per Induktion folgt also fiir

n > 2:
n B n B : 3
< [ — < — 1) 2 =n%.
’an’ = (n_ 1) |an 1| >~ (Tl 1) (n ) n 2

Insbesondere konvergiert die Reihe in (4.3) fiir alle s € [—1, 1] absolut, und mit dem
Abelschen Grenzwertsatz folgt, dass Hilfssatz 4.9 auch fiir s = +1 gilt. (Randbemerkung;:
Es gilt a, <0 firn > 1.) O

njw
[SIIe]

(NI
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4.10 Hilfssatz. Sei A eine Teilalgebra von C(X,R). Dann gilt:
(a) Der Abschluss A von A ist auch eine Teilalgebra von C(X,R).

(b) Ist A abgeschlossen in C(X,R), so gilt:
(i) Ist f € A mit f >0, so ist auch \/f € A.
(ii) Sind f,g € A, so sind auch die Funktionen min{ f, g}, max{f, g} € A.

Beweis. (a) Wegen || fglloo < || f]loollglloo fiir f,g € C(X) ist die Multiplikation in C'(X)
stetig (iiberlegen!). Das liefert fg € A fiir f,g € A (man approximiere f und g aus A
heraus!). Da ferner 1 € A C A gilt, folgt die Behauptung.

(b)(i) Ohne Einschrankung sei 0 < f < 1 (sonst normalisiere man f). Dann gilt
g=1—feAund 0 < g < 1. Geméif Hilfssatz 4.9 gilt

(4.6) Vx)=+v1—gz)= Zang”(:v) firz e X

mit den Binomialkoeffizienten aus (4.4). Da A abgeschlossen ist und weil Zﬁ;o ang™ € A
gilt fiir N € N, reicht es, zu zeigen, dass die Reihe in (4.6) bzgl. der Norm |||, von
C(X,R) konvergiert; dann ist \/f € A. Wegen ||g"]|. < 1 fiir alle n € Ny ist aber

o0 o0 oo
D lang™lloe < lanlllgll < lan| < oo
n=0 n=0 n=0

gemafl Hilfssatz 4.9, d.h. die Reihe > > a,g" konvergiert absolut im Banachraum

n=0

C(X,R). Nach Satz 2.37 konvergiert sie dann auch.
(b)(ii) Wegen (b)(i) liegt mit f auch f? und somit |f| = +/f2 in A. Mit f,g € A sind

also auch

min{f,0} = 5 (f+9~1f ~g) wnd max(f,g} =~ min{~f,~g)

Funktionen in A. ]

Beweis von Satz 4.8. Wir betrachten zunédchst den Fall K = R. Sei f € C(X,R) und
e > 0 gegeben. Es reicht, zu zeigen, dass g € A existiert mit ||f — glloe < . Zur
Konstruktion der Funktion g betrachten wir zunéachst beliebige z,y € X mit x # y. Nach
Voraussetzung existiert eine Funktion h = h,, € A mit h(x) # h(y). Mit dieser Wahl
definieren wir nun g,, € A durch

h(z) — h(y)
h(z) = h(y)

dann gilt g, ,(z) = f(z) und g,,(y) = f(y). Ferner definieren wir die konstante Funktion
Gz € A, gup = f(z) fir x € X. Sei nun x € X fest gewahlt. Fiir y € X betrachten wir

fir z € X

9oy(2) = f(y) + (f(@) = f(y))
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dann die offene Umgebung
Uy ={2€ X |guy(z) < f(z) +¢}

von y. Aufgrund der Kompaktheit von X existieren y,...,y, € X mit X = U?:1 U,.
Ferner liegt wegen Hilfssatz 4.10 die Funktion g, = min{g,, |i=1,...,n} in
Dabei gilt g,(z) = f(x) und g.(2) < f(2) + € fiir alle z € X. Daher ist V,
{z € X | g92(2) > f(2) — €} eine offene Umgebung von z. Wiederum aufgrund der Kom-
paktheit von X existieren zq,...,z, € X mit X = U;n:1 Vy;. Ferner ist auch

Iols

g = max{ng |j = 1,...,m} € A, und es gilt
f(z)—e<g< flz)+e fur alle z € X.

Es folgt ||f — gl|c < &, wie benotigt.

Wir betrachten schliefllich den Fall K = C. Fiir Ay .= {Re f| f € A} gilt dann: 1.
Fir f € Aist auch Re f = 3(f + f) € A, und somit folgt Ay C A. 2. Fir f € A ist
Im f = Re(—if) € Ag. Aus 1. und 2. folgt die Mengengleichheit

(4.7) A= Ay +iA,,

und diese impliziert insbesondere, dass Ay die Punkte von X trennt. Ferner ist Aq eine
Teilalgebra von C'(X,R), denn: Fir Re f,Reg € Ay mit f,g € A ist

Ref-Reg:Re(fReg) € Ay,

da nach 1. auch Re g und somit f Reg in A liegt. Ferner ist offensichtlich 1 € Ay. Wie
bereits gezeigt, liegt Ay also dicht in C'(X,R), und somit liegt A wegen (4.7) auch dicht
in C(X,C). O

Ende der Videos von 2021-05-07

4.11 Korollar. (a) Sei X C RY kompakt. Dann liegen die Polynomfunktionen in
x1,...,xNn (mit Koeffizienten in K) dicht in C(X,K).

(b) Sei X C CN kompakt. Dann liegen die Polynomfunktionen in z1,...,2n, Z1,..., 2N
mit komplexen Koeffizienten dicht in C(X,C).

Beweis. (a) Offensichtlich bilden die genannten Funktionen eine Teilalgebra von C'(X, K),
welche die Punkte von X trennt, da zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € RV
eine affin lineare Funktion g: RV — R existiert mit g(z) # g(y) (z.B. die Funktion
2z g(z) =(2—vy) - (x—y), z € RY). Also folgt die Behauptung aus den Satz von Stone-
Weierstrafl.

(b) Die Behauptung folgt wie (a) aus Satz 4.8, wenn man zusétzlich beachtet, dass die
hier betrachteten Funktionen eine Teilalgebra bilden, welche auch unter der komplexen
Konjugation abgeschlossen ist. O
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4.12 Definition und Korollar. Sei C5;(R,C) der Vektorraum der stetigen 27-
periodischen Funktionen R — C. Dann liegt der Teilraum 7' der trigonometrischen
Polynome dicht in Cy(R,C) bzgl. ||:||«. Dabei heifit eine Funktion f € Car(R,C)
trigonometrisches Polynom, wenn es n € N und a, € C, £k = —n,...,n, gibt mit
f) =51, axe™ fir t € R.

Beweis. Sei S :={z € C||z| =1} C C der Einheitskreis. Dann ist die Abbildung

T:C(S',C) = Cor(R,C),  (Tf)(t) = f(e")

ist ein isometrischer Isomorphismus (bzgl. |||« ), welcher Polynome in z und z genau
auf trigonometrische Polynome abbildet. Die Behauptung folgt also durch Anwendung
von Korollar 4.11(b) auf X := S* C C. O

4.13 Korollar. Ist (X,d) ein kompakter metrischer Raum, so ist C(X) separabel.

Beweis. Da X separabel ist (siehe Bemerkung 2.42), existieren x,, € X, n € N derart,
dass {z,|n € N} in X dicht liegt. Fiur n € N sei nun ¢, € C(X) definiert durch
on(x) = d(x,x,). Sei ferner A C C(X) die kleinste Teilalgebra, welche die Funktionen
©n, n € N enthélt. Als Vektorraum ist A = span M, wobei M die Menge der endlichen
Produkte ¢,,, - - - - ©n,, mit m € Ngund n; € N, [ =1,...,m ist (leeres Produkt ist die
Einsfunktion). Offensichtlich ist M abzahlbar. Ferner trennt die Algebra A die Punkte
von X: Sind namlich z,y € X mit = # y, so existiert n € N mit ¢, (z) = d(z,z,) < @.
Es folgt dann

d(x,y
ealt) = dly, ) > d(y, ) — d(z,2) > T0 > o (0),
Im Fall K = C ist A zudem abgeschlossen unter komplexer Konjugation, da die Funktionen
©n, n € N reellwertig sind. Also folgt mit dem Satz von Stone-Weierstra$}, dass A in
C(X) dicht liegt. Somit ist M eine abzdhlbare totale Teilmenge von C'(X), und damit

ist C'(X) separabel nach Satz 2.20. O

4.3. [P-Raume

Stets sei im Folgenden (2, M, u) ein (reeller) Mafiraum. Ferner verwenden wir die
Vereinbarung = = 0 fiir 7 € R. Wir wiederholen zunéchst zentrale Begriffe der Maf- und
Integrationstheorie und Konvergenzsatze, welche grofitenteils aus der Integrationstheorie
bekannt sind.

4.14 Definition. Seien (Y, d) ein metrischer Raum und f: Q — Y eine Funktion.

o f heiBBt p-messbar (oder einfach messbar), wenn fir jede offene Teilmenge U C Y
die Menge f~1(U) C Q p-messbar ist.

o Ist f p-messbar und nimmt f nur endlich viele Werte an, so nennt man f eine
Stufenfunktion (auch Treppenfunktion oder Elementarfunktion).
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Wir schreiben:

M(Q,Y) ={f: Q=Y | f p-messbar};
EQ,Y)={f: Q— Y| [ Stufenfunktion}.

Im Fall Y = K (K = R oder K = C) schreiben wir auch M(Q2) bzw. £(Q2). Im Fall Y = R
gilt insbesondere

(4.8) feMOQR) <« {zxeQ| f(zr)> c} ist messbar fiir alle ¢ € R.

Wir werden im Folgenden (nicht-endliche) Funktionen f: Q — R p-messbar nennen, wenn
sie die Bedingung auf der rechten Seite von (4.8) erfiillen. Auch fiir solche Funktionen
schreiben wir dann f € M(,R) bzw. f € M(Q).

4.15 Bemerkung. Fiir f € £(Q) gilt f = > x y1{s=y}, Wobei wir hier und im Folgenden
die Kurzschreibweise {f =y} = [~ (y) ={z € Q| f(z) = y} C Q verwenden.

4.16 Definition und Bemerkung. (a) Fiir eine y-messbare Funktion f: Q — R gilt

offenbar:
(4.9) /fidu<oo = /\f]d,u<oo.
Q Q
Hier seien f* := max{f,0} bzw. f~ := —min{f, 0} der Positiv- bzw. Negativteil

von f. Es gilt also w.a. f* > 0und f = f*— f~. Die Funktion f heifit u-integrierbar,
falls die Bedingungen in (4.9) gelten. In diesem Fall setzt man

/Qfdu:/gﬁdu—/gfdu e R.

(b) Eine p-messbare Funktion f: Q — C heifit p-integrierbar, wenn Re f und Im f
p-integrierbar sind. In diesem Fall setzt man

/Qfd,u::/QRefdu%—i/QImfdpJ.

(c) Die Menge der p-integrierbaren K-wertigen Funktionen bezeichnen wir mit £!(Q)
oder £1(Q, dpu).

4.17 Satz. (a) Ist f: Q — [0, 00| messbar, so ezistiert eine Folge (fi)r in E(2) mit
0 < fi(z) < feri(z) < f(x) fir allex € Q, k€N
und limg_,o fr(x) = f(2) fir alle z € 2.

(b) Ist f € M(Q,C), so existiert eine Folge in E(QL, C) mit |fe| < |f] in Q fir alle k
und fr — f fiir k — oo punktweise in €).
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4.18 Bemerkung. Ist 2 = |,y M}, mit p-messbaren Teilmengen M, und p(M;) < oo
fir alle k € N, so konnen die Folgen (fy)x in Satz 4.17(a) und (b) derart gewéahlt werden,
dass gilt:

p({fx #0}) <oo  firalle k € N.

Dies gilt insbesondere im Fall Q = RY und yu = A (Lebesguema$).

4.19 Satz (von der monotonen Konvergenz). (a) Seien fr, € M(2,R),k € N nicht-
negative Funktionen mit fi, < fri1 fd. auf Q fir alle k, und sei f € M(,R)
foi. definiert durch f(x) = limy_o fi(x). Dann gilt: [, fdp = lim,_ o [, fedp.

(b) Seien fi, € £1(Q) R-wertige Funktionen fir k € N mit fi, < fuq1 fii. auf Q fiir
alle k, und sei f € M(Q,R) f.4. definiert durch f(z) = limy_o fr(x). Dann gilt:
Ist die Folge der Integrale fQ frdp beschrinkt, so ist f integrierbar und fQ fdu=

4.20 Lemma (von Fatou). Sei (fi.)r, C £1(Q) eine Folge R-wertiger Funktionen.
(a) Istliminf, o [, fr dp < 0o und existiert g € £1(Q,R) mit fr > g fi. auf Q fir
alle k € N, so ist f = liminf,_, . fi integrierbar und fQ fdp <liminfy fQ frdu.

(b) Ist limsup,_,., [o fedp > —oco und existiert g € £'(Q,R) mit fi, < g fi. auf
Q fir alle k € N, so ist f = limsup,_. fr integrierbar und fod,u >

lim supy,_,o o fr dp-
4.21 Satz (von der majorisierten Konvergenz (Satz von Lebesgue)). Seien f € £1(£2),
k € N derart, dass der punktweise Grenzwert f = limy_.o fr punktweise f.i. auf

Q emistiert. Ferner existiere eine R-wertige Funktion g € £1(Q) derart, dass fiir alle
k € N die Ungleichung |fx] < g fii. auf Q gilt. Dann ist f € £4(), und es gilt
fQ Jdp = limg fQ Jedp.

Jetzt kommen wir zur Definition der LP-Raume.

4.22 Definition und Bemerkung. Fiir eine y-messbare Funktion u: Q — R sei

esssupu = inf{t € R|u <t f.ii. auf Q} (wesentliches Supremum von ).
Q

Man sieht leicht, dass stets u < esssupg u f.ii. auf €2 gilt.

4.23 Satz und Definition. Sei 1 < p < co. Die Menge £P(2) aller messbaren Funktio-
nen u: 0 — K mit

JolulP dp < oo, im Fall p < oo,
ess supg|u| < oo, im Fall p = oo,

ist ein K-Vektorraum, und durch

ess supg |ul, im Fall p = oo,

1
lull, = {(fﬂ|u]p dp)?, im Fall p < oo,
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wird eine Halbnorm auf £P(Q) definiert.

Beweis. Die Vektorraumeigenschaften sieht man sehr dhnlich wie in Definition und
Satz 2.7. Sei nun

{uGSp(Q)’/|u|pdu§1} im Fall p < oo,
A, = Q
{u € £7(Q) ’ esssup]u| < 1} im Fall p = oc.

Offensichtlich ist A, dann absolut konvex und absorbierend in £7(2), und gemaf Satz 2.6
definiert "
wes inf{t >0 ) Ze 4y} = llull,

eine Halbnorm auf £7(2) . O

4.24 Satz (Holdersche Ungleichung). Seien p,q € [1, 00| konjugierte Exponenten, d.h. es
gelte % + % = 1. Seien ferner u € £°(Q) und v € £4(Q). Dann gilt

/Q ol dpe < o]l

Beweis. Die Ungleichung ist klar im Fall p € {1, 00}. Sei also nun 1 < p < o0, also auch
1 < ¢ < co. Ohne Einschrénkung kénnen wir ||ul|,, ||v]|; > 0 annehmen, denn andernfalls
ist uv = 0 f.4. in 2 und die Ungleichung ist trivialerweise erfiillt. Mit der Youngschen
Ungleichung (vgl. Bemerkung 2.8(b)) folgt dann mit s = [jul|,, t = ||v]|4:

1 r 1 q
/|uv|d,u:st/E E‘d,ugst/(—E —g>d,u
0 olsllt a\pls qlt
Tijuwyr 1o 1 1
= st —H— +—H— =st| -+ -] = st,
plislp  qlitllg P q
wie behauptet. O
4.25 Bemerkung (verallgemeinerte Holdersche Ungleichung). Seien py,...,p, € [1,00]
mit ., z% = % fir ein p € [1, 00]. Seien ferner u; € £°:(€2), i = 1,...,n gegeben. Dann
gilt
wim o € @) wnd flully < Jusly e unll,

Dies folgt aus Satz 4.24 per Induktion (Ubung).
4.26 Bemerkung und Beispiel. Sei 1 <p < g < o0.
(a) Ist u € £P(Q) N L£9(N), so ist auch u € £5(Q) fir s € (p, q), wobei gilt:

||u||s < ||U||g||u||;_a mit o =

a 11—«
p+ q

Merkregel: % =
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(b) Ist u(£2) < oo, so ist £9(Q2) C £P(2) und

lullp < p(Q)r o Jull, — fitr alle u € £7(C2).
(c) Ist = X das Lebesguema$ auf RY so gilt

LRY) N LI(RY) £ & £ L1(RY) N LRY),

Beweis. (a) Nach Voraussetzung ist |u|* € £7/%(Q) und |u['~® € £9/1=9)(Q). Ferner gilt

1 . 1 o« N l—a 1
ple q/(l—a) p ¢ s
nach Voraussetzung. Geméifl Bemerkung 4.25 ist also |u| = |u|*|ul'~® € £5(Q), also
we e () mit ulls < [flul®|[ [l =l luly

-1
(b) Sei u € £9(2). Wir schreiben u = u - 1g. Mit f = ( - 1) ist dann 1 € £° mit

1
P q

f1alls = ([ 100) R

Ferner ist % + % = %, und somit folgt mit Bemerkung 4.25:

S =
Q=

D=
Q|

we L) mit  lull, < [Tallgllully = (u(2))7 " [ully.
(c) Ubung. O

Ende der Videos von 2021-05-11

4.27 Definition und Satz (LP-Raum). Sei Z = {u € M(Q,K) | u =0 f.ii. auf Q}, und
sei 1 < p < oo. Dann ist Z C £°(€2) ein Unterraum, und der Faktorraum LP(§2) =
LP(Q,K) = £P(2)/Z ist ein normierter Raum mit Norm ||-||, gegeben durch

lu+Z||, = ||ull, furue £P(Q).

Beweis. Es ist klar, dass Z ein linearer Unterraum von £7 ist. Die Integrationstheorie
liefert fur u € £°(Q2), dass [Ju/, = 0 genau dann gilt, wenn u in Z liegt. Daraus folgt
sofort, dass durch die Definition eine Norm gegeben ist. O

4.28 Bemerkung (u.a. zur Notation). (a) Man schreibt anstelle von u + Z oder [u]
(Aquivalenzklasse von u) oft nur u € LP(2). Man betrachtet die Elemente von
LP(Q) also als Funktionen, die nur bis auf Abanderung auf Nullmengen eindeutig
definiert sind.

45



(b) Angenommen, §) ist ein metrischer Raum mit der Eigenschaft
Ist V' C Q eine Nullmenge, so ist 2 ~. V' dicht in 2

(z.B. Q C RY offen mit Lebesgue-Ma$). Sind dann u,v € £°(€) stetige Funktionen
mit u = v f.i. auf €, so gilt u = v auf ganz 2. Es folgt also, dass dann die Abbildung

L) NC(Q) — LP(Q), U u+ 2
injektiv ist.
4.29 Satz. Sei 1 <p < .
(a) LP(Q) ist ein Banachraum.

(b) Seien u,u, € LP(2), k € N gegeben mit ||ux, — ul||, = 0 fiir k — oo. Dann ezistiert
eine Teilfolge (uy,);, welche punktweise f.i. auf Q gegen u konvergiert.

Beweis. (a) Gemafl Satz 2.37 reicht es, zu zeigen, dass jede absolut konvergente Reihe in
LP(Q) auch konvergiert. Seien also u, € LP(Q), k € N gegeben mit

o
Cyy = ZHuka — 0 fir m — oo.
k=m

Wir betrachten im Folgenden die Hilfsfunktionen

oo

I ::Z|uk|:Q—>[O,oo], m € N.
k=m
Wir zeigen zunachst:
(4.10) hpm € LP(Q) und || 2|, < Ch, fir m € N.

Fiir festes m € N und j > m liefert die Dreiecksungleichung

J J
| lend]| < D luelly < o
k=m P k=m

Im Fall p < oo folgt dann aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

J p J
/Q|hm|pd“:}ir?o/ﬂ<];n|“k|> duzylfg}HéM

und somit (4.10). Im Fall p = oo folgt ebenfalls

p
<y,
p

J
By = jlggo]€2|uk| <C, fi.in Q
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und somit wiederum (4.10). Hier haben wir verwendet, dass fur alle k € N gilt: |uy| <
||uk||oo f11. und dass die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge
ist. Aus (4.10) folgt insbesondere:

hy = Z|uk\ < 00 f.. auf Q,
k=1

denn im Fall von p < oo gilt |hy [P € L'(Q). Somit existiert u(z) = > o, ux(z) € K fiir
fast alle € €. Sei u trivial (also durch 0) auf ganz Q fortgesetzt; dann ist u pu-messbar
und |u| < hy auf Q. Gemaf$ (4.10) gilt also v € LP(Q2) mit |lul|, < Cy. Sei schlieBlich
Gm = u — S g fiir m > 2. Dann gilt [g,,] <y £ i in Q, und wegen (4.10) folgt

lgmlly < Cp — 0 fiir m — oo.

Somit konvergiert die Reihe Y - uy bzgl. |||, gegen u.
(b) Wahle sukzessive k; € N mit k; 1 > k; und derart, dass fiir alle j € N gilt:
ijup < 277 fiir Uj = Uy — Uk € LP<Q)-
Insbesondere konvergiert die Reihe ). v; absolut in LP(€2). Wie im Beweis von (a)
folgt daher, dass sie sowohl bzgl. ||-||, als auch punktweise f.4. auf €2 gegen eine Funktion
v € LP(Q)) konvergiert. Nach Voraussetzung gilt aber auch

m

U — Up, — E V;

J=1

= ||u — ug — 0 fir m — oo,

p

m—+41 ||p

und somit folgt v = u — wuyg,. Es gilt also

m—1
Up,, = Z vj + ug, — v+ up, =u fir m — oo punktweise fast iiberall auf €2,
j=1
d.h. die Teilfolge (ug,,) hat die gewiinschte Eigenschaft. O

4.30 Beispiel (wandernder Buckel). Der Ubergang zu einer Teilfolge in Satz 4.29(b)
ist i.A. notwendig. Um dies einzusehen, betrachten wir 1 < p < oo und f,: [0,1] — R,
n € N definiert durch

1 fir t € k27, (k + 1)27];
£ = { k2, (k +1)27
0 sonst.

Hier seien k,v € Ny die jeweils eindeutig bestimmten Zahlen mit n = 2¥ + k£ und k < 2.

Dann ist f,, € LP([0,1]) fur alle n und lim, || f,||, = 0; aber in keinem Punkt = € [0, 1]
konvergiert die Folge (f,(z)), gegen 0.
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4.31 Definition und Satz. Auf L*(Q) ist ein Skalarprodukt (-,-) definiert durch

(f.9) = /Q fadu fir fg € L3(9)

(Im Fall K =R eriibrigt sich hierbei nattirlich die komplexe Konjugation). Dabei ist ||-||2
die von (-, ) induzierte Norm. Nach Satz 4.29 ist L*(2) also ein Hilbertraum.

Beweis. Die Skalarprodukteigenschaften rechnet man problemlos nach. n

4.32 Satz. Sei 1 < p < oo, und sei u € LP(S2). Dann ezistiert eine Folge (ug)r C E(Q)
mit |ug| < |u| in Q@ und p({ur # 0}) < oo fir alle k € N sowie limg_, o0 ||ug — ul|, = 0.

Beweis. Nach Satz 4.17 existieren uy € £(Q), k € N, mit |uy| < |u| fir alle & und up — u
punktweise. Fiir festes k existiert dabei ¢ = ¢(k) > 0 mit |uy| > c auf der Menge {uy, # 0},
und somit folgt

u({u # 0} < / P dpe < / ful? dpt < oo,

Dies zeigt pu({ug # 0}) < 0o. Sei nun gi = |uy, — ul? fir k£ € N. Dann konvergiert die
Folge (gx)r punktweise gegen 0, wobei

lgk| < (Jug| + |u])? < 2P|ulP auf € fur alle k € N gilt.

Mit dem Satz von Lebesgue (siche Satz 4.21) folgt daher

lim [ grdu =0,
Q

k—o0

und dies liefert limy_, o ||up — ul[, = 0. O

Bisher haben wir noch nicht geklért, unter welchem Umsténden die Rdume LP(Q2)
separabel sind. Ist dariiber hinaus €2 ein metrischer Raum, so ist es in Anwendung oft
sehr niitzlich, zu wissen, inwieweit stetige Funktionen in LP(£2) dicht liegen. Diese Fragen
wollen wir im Folgenden erértern. Dazu ist der folgende Satz sehr ntitzlich; des Weiteren
benotigen wir einige Sachverhalte iiber Borel- und Radonmafe.

4.33 Satz (von Egorov (und Severini)). Sei Y ein separabler metrischer Raum, und seien
Up: 0 = Y messbare Funktionen fir n € N, welche punktweise f.i. gegen eine Funktion
u: Q@ — Y konvergieren. Ist u(Q2) < oo, so ewistiert zu jedem ¢ > 0 eine messbare
Teilmenge A C Q mit p(Q ~\ A) < € und derart, dass (uy), auf A gleichmdflig gegen u
konvergiert.

Beweis. Sei € > 0, und fiir n, k € N sei

o0

Fi= | {:17 € ‘ Ay (2), u(z)) > %}

m=n
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Dann gilt E,1; € E, ) fir alle n,k € N. Da ferner (u,), punktweise f.i. gegen u
konvergiert und p(E;x) < p(2) < oo gilt, folgt

hm u(E (ﬂ E, k) =0 fur alle £ € N.

Somit existiert zu jedem k € N ein ny € N mit u(FE,, x) < 27" Sei nun

A=~ Enw
keN

Fir z € A und k € N gilt dann = ¢ E,, 4, also
1 .
d(um(x),u(z)) < z fir m > ny.
Es folgt, dass die Folge (u,), auf A gleichméfig gegen u konvergiert. Ferner gilt

Q\A f: nkk O

k=1

Bemerkung: Die Separabilitdt von Y wird im obigen Beweis bendtigt, um die Messbar-

keit der Mengen E, j, sicherzustellen.
Ende der Videos von 2021-05-14

4.4. Approximation in L? durch stetige Funktionen

Wir benotigen zunachst einige ergénzende Begriffsbildungen zur Kompaktheit. Sei im
Folgenden (£2,d) ein metrischer Raum.

4.34 Definition. Seien E ein normierter Raum und U C E eine Teilmenge mit 0 € U.
Mit C.(€2, U) bezeichnen wir die Menge der stetigen Funktionen u: @ — U derart, dass
der Trager

suppu = {x € Q| u(x) #0} CQ

kompakt ist. Im Fall U = E ist diese Menge ein (i.A. nicht abgeschlossener!) Unterraum
des normierten Raums Cy(€2, E'). Kurzschreibweise: C.(€2) anstelle von C.(2, K).

4.35 Definition. () heifit
(a) lokal kompakt, wenn jeder Punkt = € {2 eine kompakte Umgebung besitzt.
(b) o-kompakt, wenn kompakte Mengen K; C (2, j € N existieren mit 2 = Uj’;l K

4.36 Bemerkungen und Beispiele. (a) Ist Q lokal kompakt und K C € kompakt,
so besitzt K eine kompakte Umgebung. Ferner existiert in diesem Fall eine Funktion
u € Ce(€,[0,1]) mit w = 1 in einer offenen Umgebung von K.
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(b) Ist € o-kompakt, so ist €2 separabel: Sind nédmlich K; C €, j € N kompakt mit
Q= Uj‘;l K, so sind die Mengen K separabel nach Bemerkung 2.42 und somit
auch € (als abzéhlbare Vereinigung separabler Mengen).

(c¢) Ein normierter Raum F ist lokal kompakt genau dann, wenn £ endlichdimensional
ist (vgl. Satz 2.45).

(d) Jeder endlichdimensionale normierte Raum ist o-kompakt.

(e) Der Raum F C ¢ der finiten K-wertigen Folgen (versehen mit der Norm ||-||»)
ist o-kompakt, denn es ist F = Uj’;l K, wobei K; C F die kompakte Teilmenge
der Folgen = = (z) € F mit ||z||oc < j und xp = 0 fiir £ > j sei. F ist aber nicht
lokal kompakt, da dim F = oo gilt.

4.37 Satz. Sei Q) lokal kompakt und o-kompakt. Dann gilt:

(a) Es existiert eine Folge kompakter Teilmengen M;, j € N von Q) derart, dass jede
kompakte Menge K C 1 in einer der Mengen M; enthalten ist.

(b) Der Raum (C.(2),||"|lc) ist separabel.

Beweis. (a) Seien K; C Q, j € N kompakt mit = (J;Z, K;. Gemédfl Bemerkungen
und Beispiele 4.36(a) existiert fur jedes j € N eine kompakte Umgebung L; von K;.
Setze M; = Ule L; fir 7 € N. Dann bilden die Mengen U; = Mj, j € N eine offene
Uberdeckung von  mit U; C Uj4, fiir j € N. Fiir jede kompakte Teilmenge K C
existiert somit ein j € N mit K C U; C M;, wie behauptet.

(b) Sei M;, j € N wie in (a), und sei

Cj={f€C(Q)[supp f C M;}  fir j €N,

Dabei ist C; also isometrisch isomorph zu einem Unterraum von C(M;) vermége der
isometrischen Einbettung C; — C(Mj), f + f|a,. Geméf Korollar 4.13 ist dabei C'(M;)
separabel bzgl. ||| und wegen Satz 2.18 auch Cj. Ferner ist Cc(Q) = ;o C; wegen
(a), und somit ist C.(2) ebenfalls separabel. O

4.38 Bemerkung. In Satz 4.37 kann die Bedingung der lokalen Kompaktheit nicht
weggelassen werden, wie ein mit Hilfe von Bemerkungen und Beispiele 4.36(e) einfach zu
konstruierendes Gegenbeispiel zeigt (Ubung).

4.39 Definition. (a) Fiir ein Mengenteilsystem O C P(€2) definiert man ()7 als den
Schnitt aller o-Algebren, welche O enthalten. Man nennt (O)? dann die von O
erzeugte o-Algebra.

(b) Ist O C P(Q2) das System aller offenen Teilmengen von €2, so nennt man B(Q2) :=
(O)7 die Borelalgebra von €2, und die Elemente von B(£2) heiflen Borelmengen.

20



(c) Ist p ein Maf auf einer o-Algebra M,, auf Q mit B(2) € M,,, so nennt man y ein
Borelmaf auf 2. Vorsicht: In Teilen der Literatur wird bei einem Borelmafl u noch
zusatzlich die Eigenschaft verlangt, dass u lokal endlich ist, d.h. das jeder Punkt in
Q2 eine offene Umgebung U besitzt mit p(U) < oo (vgl. Definition 4.41(c)).

4.40 Beispiele (und Bemerkung zur Notation). (a) Bekanntermafen ist (nach Kon-
struktion, s. Vorlesung Integrationstheorie) das Lebesguema$ auf RY ein Borelmaf.
Ferner ist z.B. das Diracmafl d, zu = € €0, gegeben durch

5, = b veA i AcCa
0, r¢ A
ein Borelmagf.

(b) Ist im Folgenden von einem Borelmafl p auf €2 die Rede, so betrachten wir pu stets
auf einer gegebenen, zugehorigen o-Algebra M, D B(f2), deren Elemente wir im
Folgenden p-messbar nennen.

4.41 Definition. Sei p ein Borelmafl auf €.

(a) p heiit von auflen reguldr, wenn fir jede p-messbare Teilmenge A C ) gilt:

pu(A) =inf{u(U) | U offen, A C U}.

(b) p heifit von innen reguldr, wenn fir jede p-messbare Teilmenge A C ) gilt:

p(A) = sup{u(K) | K kompakt, K C A}.
(¢) p heit lokal endlich, wenn jeder Punkt = € Q eine offene Umgebung U besitzt mit
w(lU) < 0.
(d) p heit Radon-Maf auf 2, wenn p von innen reguldr und lokal endlich ist.

Bemerkung: Ist 2 lokal kompakt, so ist (c) offensichtlich dquivalent zur Eigenschaft
(4.11) w(K) < oo fiir jede kompakte Teilmenge K C Q.

4.42 Satz. Sei ) o-kompakt, und sei p ein von auffen requlires und lokal endliches
Borelmaf$ auf Q). Dann gilt:

(a) w ist auch von innen reguldr und somit ein Radon-Maf.

(b) Fiir jede pi-messbare Teilmenge A C Q und jedes € > 0 existieren eine offene Menge
U C Q und eine abgeschlossene Menge V-C Q mit VC ACU und p(U V) < e.

Beweis. Sei ) = UjeN K; mit kompakten Teilmengen K; C 2. Ohne Einschrankung
konnen wir dabei K; C Kj4, fiir 7 € N annehmen. Sei A C  p-messbar. Wir zeigen

zunéchst (b) fir A.
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1. Behauptung: Zu jedem ¢ > 0 existiert U C € offen mit A C U und (U \ A) < 5.
Zum Beweis sei A; .= ANK; fiir j € N. Dann ist A; C K und somit p(A;) < p(K;) < oo
geméf (4.11). Da p von auflen reguldr ist, existieren nun offene Mengen U; C € mit
A; CU;jund wu(Uj) < u(A;) + 27771 somit also

p(U; N Aj) = p(Uy) — w(4;) <e27770 farje N

Mit U = {U;en Uj folgt U N A C U en(Uj N 4;) und

pUNA) <D (U N A)) <

JjeN

I

N ™

wie behauptet. Anwendung der 1. Behauptung auf die p-messbare Menge €2 . A liefert
nun auch W C Q offen mit QN A C W und p(W \ (2N A)) < 5. Sei V= QO W. Dann
ist V abgeschlossen in 2 mit V' C A; ferner gilt W~ (QNA)=WNA=A\V und
daher

WUV = u(U~ A) + p(AN V) < +§:g.

DO ™

Somit ist (b) gezeigt.
Nun zu (a). Wir miissen zeigen:

(4.12) p(A) < sup{u(K)| K kompakt, K C A};

die umgekehrte Ungleichung ist offensichtlich. Fir die oben definierten Mengen A, =
ANK; gilt A; C Ay fiir j € Nund A= J;Z, Aj, somit also

p(A) = lim p(A;) = Sup p(A;).

Jj—0o0

Sei nun € > 0. Anwendung von (b) liefert abgeschlossene Mengen V; C €2, j € N mit
V; CAjund pu(A; NV;) <e, dh p(4;) < pu(V;)+e. Ferner ist V; kompakt, da V; C K;
gilt. Es folgt

p(A) <sup p(V;) +e < sup{u(K) | K kompakt, K C A} +¢.

jeN
Da € > 0 beliebig gewahlt war, folgt die Behauptung. ]

4.43 Beispiel. Bekannterweise ist das Lebesguemafi A auf RY ein von auBen regulires
und lokal endliches Borelmafl. Somit ist A ein Radonmasf.

4.44 Hilfssatz. Sei Q) lokal kompakt und p ein lokal endliches Borelmaf$ auf 2. Dann
exvistiert zu jeder kompakten Teilmenge K C ) und zu jedem € > 0 eine kompakte
Umgebung L von K mit p(L~ K) < ¢.

Beweis. Ubung. Man zeige zunéchst, dass Bi(K) fiir ausreichend groBes n kompakt
ist. ! O
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4.45 Satz (von Lusin). Sei p ein Radon-MafS auf Q. Sei ferner u: Q — K p-messbar.
Dann gilt:

(a) Ist A C Q p-messbar mit u(A) < oo, so existiert zu jedem € > 0 eine kompakte
Teilmenge K C A mit (A~ K) < e und derart, dass u|g stetig ist.

(b) Ist Q lokal kompakt und p({x € Q| u(z) # 0}) < oo, so existiert zu jedem € > 0
eine Funktion u. € C.(2) mit

n{z € 2fu(z) #u(®)}) <e und  supluc()] < supfu(z)].

e

Beweis. (a) Ohne Einschrankung sei v = 0 in 2 \ A (sonst betrachte ul4 anstelle von
u). 1. Spezialfall: u ist eine Elementarfunktion, d.h. u = Y}, axlp, mit p-messbaren
disjunkten Teilmengen By C A und ar € K~ {0}, &k = 1,...,n. Sei ferner By =
{r € Alu(z) =0}. Wegen u(By) < pu(A) < oo und der inneren Regularitdt von p
existieren dann kompakte Teilmengen Cy C By mit pu(By ~ Ck) < S firk=0,...,n
Dabei gilt min; dist(Cy, C;) > 0, da es sich um disjunkte kompakte Mengen handelt.
Sei nun K = |J;_, Cx € A. Dann ist K kompakt. Ferner ist u lokal konstant und somit
stetig auf K. Schlielich ist A \ K die disjunkte Vereinigung der Mengen By, ~\ C} und
somit

(AN K) :ZM(Bk\Ck) <e
k=0
2. Allgemeiner Fall: Gemafl Satz 4.17 existiert eine Folge von Elementarfunktionen wu,,
mit |u,| < |u| fir alle n und u,, — u punktweise in Q fiir n — co. Nach dem Spezialfall
existieren ferner kompakte Teilmengen K,, C A mit u(A\ K,,) < €27""! und derart, dass
un| K, stetig ist. Ferner existiert geméf Satz 4.33 eine pu-messbare Teilmenge L C A mit
(AN L) < 5 und u, — u gleichméBig auf L fiir n — oo. SchlieBlich existiert aufgrund
der inneren Regularitdt von p eine kompakte Teilmenge Ky C L mit (L \ Ko) < §, also

AN Ko) < u(ANL) + p(L N Ky) <

wlm

Sei nun K = (,_, K. Dann ist K C A kompakt und

AN K) gi A\Kn)<5i2"1:5
n=0

n=0

In K sind ferner alle Funktionen u,,, n € N stetig; ferner gilt u,, — u gleichméflig auf K.
Es folgt, dass u|x stetig ist.

(b) Anwendung von (a) auf A = {z € Q| u(z) # 0} liefert eine kompakte Teilmenge
K C A mit u(A~N K) < 5 und derart, dass u|x stetig ist. Der Fortsetzungssatz von
Tietze (aus der mengentheoretischen Topologie) besagt, dass sich u|x zu einer stetigen
Funktion @: Q@ — K fortsetzen lasst mit ||t]|o < sup,cx|u(z)|. Gemaf Hilfssatz 4.44
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existiert ferner eine kompakte Umgebung L von K mit p(L \ K) < 5. Sei nun

dist(z, 2\ L)

0,[0,1 fi h
5 € Cc( ) [07 D definiert durc 5( ) dlSt(l’ K) + dlSt(x Q~ L)

und sei u. == &u € C.(2). Dann ist £ = 1 auf K und £ = 0 auf Q \ L. Nach Konstruktion
ist also
{reQu(r) #u(r)} C(AUL)NK = (ANK)U (LN K)

und somit
p{z € Qu(@) £ u(0)}) < 5 + 5 =<
Ferner ist
sup|ue (z)| < [|flo < suplu(z)| < suplu(z)],
€ zeK €N
wie gewiinscht. O

Ende der Videos von 2021-05-18

4.46 Beispiel. Sei 2 = [0, 1] C R, versehen mit der Betragsmetrik. Das Lebesguemaf
A auf ) erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes von Lusin. Wir betrachten die
Dirichletfunktion

1, x e Q,

07 x ¢ @7
geben uns € > 0 vor und konstruieren eine kompakte Menge K C [0, 1] mit A([0, 1] ~

K) < € so, dass ul|g stetig ist: Sei {g,|n € N} eine Abzdhlung von Q N [0,1] und
Up = U.-n-2(qy,) fiir n € N. Sei ferner

u: [0,1] = R, u(z) = {

\UU"'

neN
Dann ist K kompakt, u = 0 auf K (und somit dort stetig) sowie

A[0,1] N K) Z)\ —522*"*1:

neN neN

4.47 Satz. Seien Q) ein lokal kompakter metrischer Raum und p ein Radon-Mafl auf €.
Sei ferner 1 < p < oo. Dann gilt:

(a) C.(2) C LP(Q) st dicht.
(b) Ist Q2 ferner o-kompakt, so ist LP(2) separabel.

Beweis. (a) Sei v € LP(2) und € > 0 gegeben. Nach Satz 4.32 existiert v € £(2) mit
lv] <ul in Q, u({v # 0}) < oo und |ju —v|[, < 5. Ohne Einschrdnkung sei dabei v # 0,
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d.h. ||v||ec > 0. Nach dem Satz von Lusin (Satz 4.45(b)) existiert nun w € C.(£2) mit
P
lwlloe < vl und p({e #0}) < (g7) - also

o=l = [ =P dp < it £ D2l < (3)"

Es folgt [|[v — w||, < § und somit |ju — wl|, < [Ju — v, + [lv —w]|[, <e.

(b) GemaSB Satz 4.37(a) existieren kompakte Mengen M; C Q, j € N mit Q = 2, M;
und derart, dass jede kompakte Menge K C 2 in einer der Mengen M, enthalten ist.
Wie im Beweis von Satz 4.37(b) setzen wir

C; ={f € C(Q) |supp f C M,} C C(M;) fir 7 € N.

Geméf Korollar 4.13 ist C'(M;) und somit auch C; separabel bzgl. ||-||~. Daher existieren
abzahlbare und dichte Teilmengen A; C Cj fir j € N. Wir zeigen: Die abzéhlbare Menge
A= ey Aj liegt dicht in LP(€2). Sei dazu u € LP(2) und € > 0 beliebig. Gemaf (a)
existiert v € Ce(Q) mit |lu — v||, < §; dabei ist v € Cj; fiir ein j € N. Somit existiert
w € Aj mit M(Mj)%Hv — W/ < 5. Dann ist

ENP
ool = [ o= o dp < pOL) o - wllz < ()

und somit ||w —v||, < 5. Es folgt ||u —wl|, < ||lu—v||, + |lv —wl, <e. Also ist A dicht
in LP()), wie behauptet. O

4.48 Bemerkung. Ist  C RY Lebesgue-messbar, so ist LP({2) nach Satz 2.18 separabel,
da man LP(Q) als eine Teilmenge des geméf Satz 4.47 separablen Raums LP(R”) auffassen
kann (vermoge trivialer Fortsetzung).

4.49 Satz. Ist Q C RN Lebesgque-messbar mit \(Q) > 0, so ist L=(2) (definiert bzgl. des
Lebesque-Mafes) nicht separabel.

Beweisskizze. Fir r > 0 sei Q, = B,.(0)NQ. Mit dem Satz von Lebesgue (siche Satz 4.21)
sieht man, dass die monoton wachsende Funktion

g: 10,00) — [0, 00), g(r) = A(Q,)

stetig ist. Ferner ist g(0) = 0 und lim, . g(r) = A(©2) nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz (siehe Satz 4.19). Fir s € (0, A\(2)) existiert nach dem Zwischenwertsatz also
ein r¢ € [0,00) mit g(rs) = s. Betrachte nun die Menge

M = {lq,,

0<s<AQ)}CL¥Q).
Fir 0 < s <t < A(Q) ist dann 74 < 14, also Q,., C §,, sowie A(2,, N\ Q,..) =t — 5> 0;

somit also || 1q,, — 1L, ||« = 1. Daher besteht U, /3(M) aus iiberabzéhlbar vielen paarweise
disjunkten offenen Teilmengen von L*(£2). Es folgt, dass L>°(2) nicht separabel ist. [
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4.50 Definition und Satz. Sei Q C RY offen und
Cr(Q) ={f € C*(Q,K) | supp f C Q kompakt}.

Dann liegt C2°(Q2) dicht in LP(Q) fur 1 < p < oo, aber (offensichtlich) nicht dicht in
L*>(Q). Hierbei sei das Lebesguemaf auf €2 zugrunde gelegt.

Beweisskizze. Sei u € LP(Q2), € > 0. Nach Satz 4.47 existiert v € C.(Q) mit [|u —v||, < §.
Wir setzen v trivial auf RY fort. Wir betrachten ferner den Glattungskern

¢ exp (W;—J’ lz] <1

peCERY),  plx)=
0, |z| > 1,

wobei ¢ > 0 so gewéhlt sei, dass fRN p =1 gilt. Fiir h > 0 sei ferner

1 T
pr € CERY),  pa(e) = h_Np(E>'

Dann ist supp pp, = Bp,(0) und es gilt ebenfalls fRN pn = 1 fir A > 0. Nun definieren wir

v RY = R, vp(z) = / pr(z —y)v(y) dy,
RN

fir 0 < h < dist(suppv, 92). Dann ist v, € CZ(RY) mit suppv, C Bp(suppv) C Q.
Ferner gilt mit
en = sup{|v(z) —v(y)| | 2,y € Q, |z —y| < h}

die Abschétzung

fon() — v(@)] < /

RN

o —)[o(y) — v(@)| dy < e / pu(e—y)dy = e, fiir oz € Q.

RN

Da v gleichméaBig stetig ist, gilt limj,_,oe, = 0. Es folgt v, — v bzgl. ||']|e in © und
somit auch ||vy, — v||r) — 0 fiir A — 0, da supp vy, fir h <1 in der kompakten Menge
Bj(suppwv) enthalten ist (vgl. Bemerkung und Beispiel 4.26(b)). Die Einschrankung
wy, = vylo € C2(Q) erfillt also [|wy, — ull, < [Jwp — v, + v —ull, < 5+ 5 = ¢ fir
0 < h < dist(supp v, 992) gentigend klein gewéhlt. O
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5. Hilbertraume

5.1. Orthogonalitat

Stets sei H ein Hilbertraum tiber K mit Skalarprodukt (-, -) und induzierter Norm ||-]|.

5.1 Satz und Definition. Sei C' C H konvex, abgeschlossen und nichtleer. Dann
existiert zu jedem x € H genau einy € C mit ||x —y|| = dist(z, C). Wir setzen y = P(x)
und nennen P: H — H die (abstandsminimierende) Projektion auf C.

Beweis. Zur Existenz: Sei x € H und « := dist(x, C). Sei ferner (y,), C C eine Folge
mit

(5.1) |z —ynl| = « fir n — oo.

Fir n,m € N gilt W% € (O aufgrund der Konvexitit von C also

2

Yn + YUm
e [ e e e T

2
) u

402 < 4 ”x

=2/l = yaull® + Iz = yal1*) = Il = yom — (2 — ) |I”

Yn—Ym

und somit wegen (5.1)

SUp [y — yull” < 2sup([lz =yl + [l = yall*) = d0® = 0 fiw n = oo.

Es folgt, dass (y,)n, C C eine Cauchyfolge ist. Ferner ist C' als abgeschlossene Teilmenge
des Hilbertraums H nach Satz 2.32 vollstdndig, also existiert y = lim,, y, € C. Ferner
gilt ||z — y|| = limyoo ||z — yul| = .

Zur Eindeutigkeit: Sei ¢’ € C mit ||z — ¢/|| = o = ||z — y||. Dann erfiillt die Folge
(y,v',y,v,...) Bedingung (5.1) und ist daher nach obigem Argument eine Cauchyfolge.
Dies liefert y = v/'. ]

5.2 Satz. Sind C C H und P: H — H wie in Satz und Definition 5.1 und Q =
id—P: H— H, so gilt:

(a) P|C = idc.
(b) Fiir allex € H, y € C ist Re(Q(x), P(x) —y) > 0.
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(c) ||P(x1) — P(z2)|| < [|z1 — 22|l fiir alle 1,29 € H, insbesondere ist P Lipschitz-
stetig.

Beweis. (a) ist klar nach Definition.
(b) Fir € € (0,1) ist z. == P(x) +e(y — P(z)) € C(da C konvex), also

0< o — 2| - dist(z, C)* = |Q(x) + e(P(z) — y)II* — [Qx)|
= 2eRe(Q(x), P() — y) +€°[| P(x) — y|* = t(e)

und somit

e—0t  2¢

(c) Es ist wegen (b)

l1 — o
= [|Q(x1) — Q(w2) + P(x1) — P(as)|”
= [|Q(z1) = Q@) ||* + [|P(21) — P(22)[|* + 2Re(Q(21) — Q(x2), P(z1) — P(x2))
> [|[P(x1) — P(x2)]* + 2Re(Q(x1), P(x1) — P(x2)) + 2Re(Q(x2), P(22) — P(1))
> ||P(21) — P(x2)|%.

]

5.3 Bemerkung. Satz und Definition 5.1 und Satz 5.2 gelten auch, wenn (H, (-, -))
ein Prahilbertraum und C' C H nichtleer, konvex und vollstiandig ist, insbesondere
also dann, wenn die abgeschlossene, nichtleere und konvexe Teilmenge C' in einem
endlichdimensionalen Teilraum des Prahilbertraums H enthalten ist.

5.4 Beispiel. Sei Q@ C RY Lebesgue-messbar, H = L*Q,R) sowie C =
{ue L*() | u > 0 f.i. auf Q}. Man sieht leicht, dass C' eine nichtleere, abgeschlosse-
ne und konvexe Teilmenge von H ist. Wir zeigen nun, dass die Projektion P von H auf
C gegeben ist durch P(u) = ut = max{0, u} fiir u € H. Tatséchlich ist u™ € C fiir alle
u € H, und fir v € C gilt

||v—u||3=/<v—u>22/ (v — )’
Q {u<0}
> / W = / (" —w)? = [t —ull3.
{u<0} Q

Also ist u™ das zu u abstandsminimierende Element in C, d.h. P(u) = u™ gemafl Satz
und Definition 5.1.

Ende der Videos von 2021-05-21

5.5 Definition und Satz. Fiir M C H sei M+ = {x € H | (x,y) = 0 fiir alle y € M}.
Dann gilt:
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(a) M+ ist ein abgeschlossener Unterraum von H
(b) M+ = (span M)+

Beweis. (a) folgt direkt aus der Linearitat und Stetigkeit des Skalarprodukts in der
ersten Komponente.

Zu (b): Offensichtlich gilt fur Teilmengen A C B C H die Inklusionsumkehrung
Bt C At Wegen M C span M folgt also (span M)+ C M+, Sei umgekehrt x € M+,
und sei zunachst y = ayy; + -+ - + ap¥y, € span M mit y; € M, o; € K gegeben. Dann ist

(z,y) = Zm@:,yi) — 0.

Ist schlieBlich y € span M und (y"),, eine Folge in span M mit lim,,_,, y" = y, so folgt
(z,y) = lim, ,oo(z,y") = 0. Somit ist x € (span M), und insgesamt folgt M+ =
(span M)+ O

5.6 Satz und Definition. Sind V,W C H Unterrdume mit H =V + W und (v,w) =0
fir allev eV, weW, so gilt:

(a) |lv+wl|]*=|v|]® + ||w|]? fir allev eV, weW (,Satz des Pythagoras®).

(b) W =V+ undV = W+, Insbesondere sind V, W abgeschlossen in H nach Definition
und Satz 5.5(a).

(C) H=V @top w.

Wir schreiben dann H =V &, W, nennen diese Zerlegung orthogonal und die Riume V
und W orthogonale Komplementéarrdume.

Beweis. (a) Fir alle v e V,w € W ist

lv +wl* = [l]l* + w]|* + 2Re (v, w) = ||Jv]|* + wl]*.
———

=0

(b) Nach Voraussetzung ist W C V+ und V. C W, Sei nun w € V- Da H=V + W
ist, existieren v € V und w € W mit w = v + w, also

||2 = (v,v) = (w — w,v) = 0.
cvi

lv

Es folgt w = w € W. Dies zeigt W = V+. Genauso folgt V = W+,
(c) Esgilt VNW = {0}, da ||z|* = (z,z) = 0 fir allex € VNW. Also gilt: H = V& W.
Da V, W geméf (b) in H abgeschlossen sind, folgt H =V @y, W nach Satz 3.24(b). O

5.7 Satz und Definition. Sei V' ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann gilt
H =V &, VY, und die (abstandsminimierende) Projektion P auf V aus Satz und
Definition 5.1 erfillt:
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(a) P€ L(H), P2=P und Bild P =V, Kern P=V"*
(b) I[Pl =1 falls V # {0}
Man nennt P die orthogonale Projektion auf V.

Beweis. Wir zeigen zunachst: Fir z € H ist
(5.2) Q(x) =z — P(z) e V-
Nach Satz 5.2(b) gilt fur alley € V, o € K:

0 < Re(Q(z), P(x) — (—ay + P(z))) = Re(Q(x), ay) = Re(a(Q(2),7)).

Durch Wahl von o = 1 und a = —1 folgt Re(Q(x),y) =0 fir alle y € V. Ist K= C, so
folgt durch Wahl von o« = £ auch

0 < Re(£i(Q(z),y)) = FIm(Q(z),y), also Im(Q(z),y) =0 fiur alle y € V.

Insgesamt folgt (Q(z),y) = 0 fiir alle y € V, und somit ist Q(x) € V*, wie behauptet.
Aus (5.2) folgt nun z = P(x) + Q(z) € V + V= fir alle x € H, also H =V + V+. Nach
Satz und Definition 5.6 ist also H = V @, VL. Sei nun P € £L(H) die Projektion auf V
lings V+ im Sinne von Definition 3.22. Dann gilt fiir alle z € H:

dist(x,V)? = ||z — P(x)|” = ||z — P(x) + P(x) — P(x)||”
evi ev

lz = P(2)|* + | P(x) = P()|]* 2 |lz — P(«)||* = dist(=, V)*.

Satz und Definition 5.6(a)

Dies erzwingt ||P(z) — P(z)||> = 0, also P(z) = P(z) fiir alle = € H. Insbesondere ist
P € L(H), P? = P sowie Bild P = V und Kern P = V. Weiterhin ist | Pz| < ||z||
fir x € H nach Satz 5.2(c) und |Pz| = ||z|| fur z € V. Dies liefert ||P| = 1, falls
V #{0}. O

5.8 Korollar. Fir M C H gelten:
(a) M*++ = span M.
(b) M total in H < M+ = {0}.

Beweis. (a) Setze V = span M. Dann ist H = V @, V= nach Satz und Definition 5.7,
also V = V++ = M+ wegen Definition und Satz 5.5(b).
(b) Ist M total, so ist M+ = span M =Ht = {0} wegen Definition und Satz 5.5(b).

Ist umgekehrt ML = {0}, so ist H = {0} = M++ @ span M. Also ist M total. O
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5.9 Definition und Bemerkung. Fiir z € H sei
v, € H = L(H,K) definiert durch ¢, (y) == (y,x) firye H.
Die Linearitat von ¢, ist offensichtlich. Da ferner
o)l = [{y. ) < Iyl 2]l firalley € # und  Jeu(2)] = |2,

ist ¢, in der Tat auch stetig mit

(5:3) 1@l = ll[]-

Es folgt, dass die Abbildung J: H — H', x — J(z) := ¢, eine Isometrie ist und damit
insbesondere injektiv. Man beachte ferner: .J ist antilinear, d.h. es gilt

J(x1 + x2) = J(21) + J(22) und J(A\x) = XJ(x) fiir alle z, 21,20 € H, A € K.

5.10 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). (a) Fir alle ¢ € H' existiert x € H mit
@ = p,. Die Abbildung J: H — H' aus Definition und Bemerkung 5.9 ist also
bijektiv.

(b) Die Operatornorm auf H' wird induziert von einem Skalarprodukt {-,-)., gegeben

durch
(o, 0)e = (J W), T )  fiir alle p,¢p € H',

Insbesondere ist (H', (-,-),) ein Hilbertraum.

Beweis. (a) Sei ¢ € H' ~ {0}. Dann ist V' := Kern ¢ ein abgeschlossener Unterraum
von H. Nach Satz und Definition 5.7 ist also H = V @&, V4, und ¢l : V4 — Kist
linear, injektiv, hat Bild(¢|y1) = Bild ¢ # {0}. Daher gilt dim Bild(¢|y+) = 1, ¢|y1 ist
bijektiv und daher dim V+ = 1. Es existiert also xp € V+ ~ {0} mit V+ = span{w}.
Setze z = “’(”“l’g Zo. Dann gilt fur alley = v+ Az € H mit v € V:

[lzo]

pe(y) = (9,2 = (v, 2) + Aal* = A
and - ply) = Apla) = MEERE — ol

Es folgt ¢ = ¢,.

(b) Die Skalarprodukt-Eigenschaften von (-, -), folgen direkt aus denen von (-, -). Ferner
gilt fir p € H' mit z = J 7 (p):

Def. (5.3)
(o) = () = |2 =" |lol|*

Somit induziert (-, -), also die Operatornorm auf H'. O
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5.2. Anwendung auf ein Neumann-Randwertproblem

Wir betrachten stets K = R und 2 = (—1,1) C R. Gegeben seien Funktionen a €
L>(Q), f € L*(Q), wobei essinfga > 0 sei. Wir suchen eine Losung des Neumann-
Randwertproblems

(NP)

Dazu benotigen wir einige Vorbereitungen.

5.11 Definition. (a) Sei u € L*(Q2). Wir nennen v € L*(2) eine schwache Ableitung
von u, wenn gilt:

(5.4) / w = — / uw'  fiir alle w € CH(Q).
Q Q

Dadurch ist v eindeutig bestimmt, denn gilt (5.4) auch fiir ¥ € L*(), so ist
(v =0, w)2) = /(v —D)w = —/(u —u)w' =0 fiir alle w € CH{Q).
Q Q

Da C1(Q) in L?*(Q) dicht liegt, folgt v — o € CH(Q)* = {0}. Wir schreiben u’

anstelle von wv.

(b) Wir setzen
H'(Q) = {u € L*(Q) | u besitzt eine schwache Ableitung v’ € L*(Q)}
und versehen H'(Q2) mit dem Skalarprodukt

(ur, ug) g = (ur, us) 200y + (U, us) r2(0).-

Die induzierte Norm sei mit ||-||z: bezeichnet. H' gehort zu der Klasse der soge-
nannten Sobolevraume.

5.12 Bemerkung und Beispiel. (a) Ist u € C'(Q)NL%*(Q) mit klassischer Ableitung
' € L*(R), so ist u' auch die schwache Ableitung von u. Dies folgt aus der
gewoOhnlichen Regel zur partiellen Integration. Dies gilt insbesondere dann, wenn
u € C1(Q) ist.

(b) Sei u € L*(Q2) definiert durch u(z) = |z|* fir ein o > 3. Dann ist v € H'(Q) mit
schwacher Ableitung

v=1u € L*Q), v(x) = alz|* %z fir z # 0.
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In der Tat ist v € L*(2), denn wegen 2(«v — 1) > —1 ist

/|v\2 = a2/|x|2(a1) dz < oo.
0 0

Ferner ist v(z) = /(z) im klassischen Sinne fiir z # 0, und es folgt fir w € C1(Q)
mit dem Satz von Lebesgue (Satz 4.21) wegen vw,uw’ € L'(Q):

—€ 1
/vw: lim (/ u’w+/ u’w)
Q e—=0t 1 <
—€ 1
= lim ((uw)(—&?) —/ uw' — (uw)(e) —/ uw’)
e—0+ 1 €
—& 1
= — lim </ uw’+/uw/):—/uw’.
e—0t -1 e Q

Dies zeigt u' = v im schwachen Sinne. Wir werden weiter unten in Satz 5.14 sehen,

dass die oben definierte Funktion im Fall a < % nicht mehr in H'(Q) liegt.
Ende der Videos von 2021-05-25

5.13 Satz. H'(Q) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Die Skalarprodukteigenschaften sind klar. Sei (ug); eine Cauchyfolge in H'((2).
Nach Definition des Skalarprodukts ist (uz); dann eine Cauchyfolge in L*(2) und (u},)
ist eine Cauchyfolge in L?*(£2). Somit gilt

up —u € L*(Q) und uj, — v € L*(Q) fur k — oo.

Ferner gilt fiir alle w € C}(Q):

/vw = lim [ wyw=—lim [ ww' = —/uw'.
Somit ist also u € H*(2) mit «’ = v, und
lur — ull3n = |lug — ull3 + Jup —v)5 =0 fiir n — oo.

Dies zeigt die Vollstandigkeit von H'(£2). O
5.14 Satz. Seiu € H*(Q). Dann gilt:

(a) Ist u' =0, so besitzt u einen konstanten Reprdisentanten.

(b) Die Funktion u ldsst sich (nach Wahl eines geeigneten Reprisentanten) zu einer
stetigen Funktion auf €2 fortsetzen, welche

(5.5) u(y) —u(z) = /y o fiir alle v,y € Q
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erfillt.
(c) Bs gilt |u(z) — u(y)| < ||lsle =yl fir z,y € Q und [|ufloo < V2[ull.
Beweis. Zu (a): Sei ¢ € Co() mit [, ¢ =1 fest gewdhlt. Sei ferner w € Cc() beliebig,

und sei
w =W — Ce(9).
f. w (/Q w) P € C.(0)

Diese Funktion besitzt eine Stammfunktion gegeben durch
e
-1

und somit gilt (nach Voraussetzung und Definition der schwachen Ableitung)

o e o ()]
:/Q<u—cu>w mit ¢, ::/Qw.

Da w € C.(Q2) beliebig gewihlt war, folgt u — ¢, € (C.(Q2))* bzgl. des L?-Skalarprodukts,
also u — ¢, = 0 in L?(Q2) aufgrund der Dichtheit von C.(2) in L*(€2). Somit gilt u = ¢,
fi. in Q.

(b): Sei uw € H'(Q), und sei v: @ — R definiert durch v(z) = [ /. Fiir z,y € Q gilt

dann
1
[ulgle=ot ([ w?] <oyl
y min{z,y}

Insbesondere ist v gleichméafig stetig und léasst sich somit zu einer stetigen Funktion auf
Q) fortsetzen, welche dann (5.6) sogar fiir z,y € Q erfiillt. Insbesondere ist v € L?(€2).
Wir zeigen nun, dass v die schwache Ableitung «' besitzt. Sei dazu ¢ € C(Q). Dann gilt
mit dem Satz von Fubini

[ ] oo [ i
= [ o [woadrs [ o [Cwwaa
=—/@%w/t<>ma+él<{[¢mmﬂu
e [ [

Dies zeigt v = v’ im schwachen Sinne. Somit ist die Funktion v — v geméaf (a) nach

(5.6) [v(z) —o(y)| =
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Ubergang zu einem geeigneten Reprisentanten konstant, und dies liefert die Behauptung;
insbesondere ist

u(y) —u(x) =v(y) —v(z) = /y u’ fiir alle z,y € Q.

Zu (c): Sei u der stetige Reprisentant nach (b), also u € C (Q). Die erste Ungleichung
folgt direkt aus (5.6). Ist zudem y € Q mit |u(y)| = ming|u| gewéhlt, so folgt mit (b):

IM@ISW@)—M@%ﬂwwkém—yﬁwﬂr+wwﬂSV@WWrﬂ%MM,

m1n|u| /| |2 HUHQ

gilt. Es folgt ||ulloe < V2|0/||2 + < V2||u|| g1, wie behauptet. O

wobei

L llullz

5.15 Bemerkung. (a) Aus Satz 5.14(c) folgt, dass H'(Q) stetig in C(Q) eingebettet
ist. Wegen der Faktorisierung

HY Q) < C3(Q) — C(Q)

mit stetigen Einbettungen, wobei hier C%(ﬁ) den Raum der %—Hélder-stetigen

Funktionen auf Q) bezeichne, gilt sogar, dass jede beschriankte Folge in H' () eine
in C(2) konvergente Teilfolge besitzt (Ubung).

(b) Besitzt v € H'(Q) eine schwache Ableitung v/ € C(Q), so ist u € C*(Q) (nach
Wahl eines geeigneten Représentanten). Dies folgt unmittelbar aus (5.5) und dem
klassischen Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung.

5.16 Definition und Satz. Seien Funktionen a € L>(Q), f € L*(Q) gegeben.

(a) Wir nennen u € H*(Q) eine schwache Losung des Randwertproblems (NP), wenn
(u, w), = / fw fiir alle w € H'(Q)
Q

gilt, wobei
(u,w), = / (v'w' + auw)
sel. '
(b) Ist ag == essinfga > 0, so ist durch
(u, w) = (u, w),

ein Skalarprodukt definiert mit der Eigenschaft, dass die induzierte Norm ||-||.
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dquivalent zur Norm |||z ist. Insbesondere ist (H'(£2), (-, -),) ebenfalls ein Hilber-
traum.

Beweis von (b). Offensichtlich ist (-, -), eine symmetrische Bilinearform auf H'(f2), und
fir u € H'(Q) gilt

MWSLWSMAW,

also
min{ag, 1}ul[F < (u, u). < max{||allso, 1}||ulF:.

Somit ist (-, -). ein Skalarprodukt derart, dass die induzierte Norm ||-||. dquivalent zur
Norm ||-||z ist. O

5.17 Satz. Sind a € L>(Q)), f € L*(Q) mit ap = essinfga > 0 gegeben, so besitzt das
Randwertproblem (NP) genau eine schwache Lisung.

Beweis. Sei H := H'(Q), versehen mit dem Skalarprodukt (-, -),, und sei ¢ € H’' definiert
durch ¢(w) = [, fw. Die Stetigkeit von ¢ folgt aus der Abschétzung

o) = o] < bl < 1 (o [ o) < <=l

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz 5.10) existiert nun genau ein v € H'(Q2) mit
(u, w), = p(w) = / fw fiir alle w € H'(Q).
Q

Also ist u € H'(Q) die gesuchte eindeutige schwache Losung von (NP). O
5.18 Bemerkung. Seien Funktionen a € L>(Q), f € L*(Q) gegeben.

(a) Ist u eine schwache Losung von (NP), so folgt
(5.7) /u’w':—/ (au — f)w  fiir alle w € C(Q) € HY(Q),
Q Q

also insbesondere fiir w € C!(£2). Somit ist
' € H'(Q)  mit schwacher Ableitung u” = au — f.

Insbesondere folgt mit Bemerkung 5.15(a) (nach Wahl eines geeigneten Représen-
tanten) v’ € C'(Q2), und mit Bemerkung 5.15(b) folgt u € C*(Q).

(b) Sind sogar a, f € C (Q), so folgt u” = au— f € C(Q) fiir die schwache Ableitung von
o', d.h. v’ € C'(Q) gemaB Bemerkung 5.15(b). In diesem Fall ist also u € C%(Q),
und die Differentialgleichung u” = au — f ist im klassischen Sinne in € erfullt. Aus
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(5.7) folgt dann durch partielle Integration fiir alle w € C*(Q) die Gleichung

(5.7)

o (Dw(1) — v/ (~1)w(—1) = /(u'w)' _ / (' +u"w) 0,
Q Q
und dies liefert die Neumann-Randbedingungen
(NR) u' (1) =d'(—1) = 0.

(¢) Die Bedingungen (NR) sind auch ohne die Zusatzvoraussetzung a, f € C(Q) erfiillt.
Tatsichlich gilt (Ubung): Ist @ € L?(2) und existiert C' > 0 mit

‘/ﬂw’
Q

so ist @ € H'(£2), und fiir den Représentanten @ € C(§) gilt @(1) = @(—1) = 0.

< Clwl|2 fiir alle w € C'(Q),

Ende der Videos von 2021-05-28

5.3. Orthonormalsysteme und abstrakte Fourierreihen

Nun sei wieder (H, (-, -)) ein beliebiger Hilbertraum.

5.19 Definition. (a) Eine Menge A C H heifit Orthonormalsystem (kurz: ONS) falls
gilt:

(x,y) = {O’ T#Y, fir alle z,y € A.
L z=y,

(b) Ein totales Orthonormalsystem A heifit Orthonormalbasis (kurz: ONB) oder Hil-
bertbasis. Man beachte, dass dies nicht bedeutet, dass A eine Basis im Sinne der
Linearen Algebra ist.

5.20 Satz. Sei A = {ey,eq,...} ein abzihlbar unendliches ONS in H. Dann gelten:

(a) Sind ¢, € K, n € N derart, dass x =Y, cpe, € H existiert, so gilt ¢, = (x, e,)
fiir alle n € N.

(b) Ist (cn)n € €% gegeben, so konvergiert y . | cpe, in H.

Beweis. (a) Aus der Stetigkeit und Linearitat des Skalarprodukts im ersten Argument
folgt

k k
<IL‘,€n> = <hm chej7en> = lim Cj <€j7€n> = Cp-
——

k—o00 < k—o00
Jj=1 Jj=1 _
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(b) Sei s, == >",_, cxep. Dann gilt

m 2 m m
Ism—sull? = | Y el = D agilene) = > laf
k=n+1 1,7=n+1 5 k=n+1

fiir alle n,m € N, m > n. Da ferner (c;,);, € £? ist, folgt

o
sup |8, — sa|]* < Z ek — 0 fir n — oo.
m2n k=n+1

Also ist (s,), eine Cauchyfolge in H und die Behauptung folgt. O

5.21 Satz. Sei A = {ey,...,e,} ein endliches ONS, V = span A und P € L(H) die
orthogonale Projektion auf V. Dann gelten fir alle z,y € H:

(a) Px = 22:1@7 Ck)Ch-
(b) <P"E7 Py> = ZZ:1<J},6k><y,€k>.
Beweis. (a) Sei z ==Y ;_,(x, eg)eg. Dann ist

(x —z,¢5) = (z,¢5) — Z(fb’aekﬂek?@j) = (z,e5) — (z,¢;) =0
k=1
fiir alle j € {1,...,n}. Also gilt x — 2 € A+ = V+ = Kern P. Es folgt
Pr=Pz+ Plx —z) =Pz =z,

da z in V liegt.
(b) Es ist

(Px, Py) = <Zn:(x,€k>€kazn:(y7€j>€j>

= Z <x,€k><y,€j><€k,6j> = Z<xv ek><y7 ek>' O

5.22 Definition. Fiir ein fest gewéhltes, abzdhlbares ONS A = {ey, e9,...} in H und
x € H nennen wir

(a) Z(n) = (z,e,) den n-ten Fourierkoeffizienten von x (bzgl. A),
(b) >, &(n)e, die (abstrakte) Fourierreihe von x (bzgl. A).

5.23 Satz. Sei A = {ey,eq,...} ein abzdihlbar unendliches ONS in H. Sei ferner V =
span A und P € L(H) die orthogonale Projektion auf V.. Dann gelten fir alle x,y € H:
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(a) Pr =73 " %(n)e,,
(b) (Pz,Py) =7, 2(n)j(n),
(¢) D27 12(n)|? < |lz||* (Besselsche Ungleichung).

Beweis. Furn € Nsei P, € L(H) die orthogonale Projektion auf span{ey, ..., e,}. Dann

gilt
ZI

Es folgt (¢) und (£(n)), € ¢*. Gemaf Satz 5.20(b) existiert somit z == >°  #(n)e, € H
(d.h. die Reihe konvergiert). Aus der Stetigkeit des Skalarprodukts folgt

Satz und Definition 5.7(b)
(&))2 5 221 1 p g2 < |z|?  fir alle n € N.

(@ —z¢5) =2(j) = Y _&(n){en,¢j) = 2(j) —2(j) =0 fiir alle j € N,

also x — 2z € At = V1 und somit Pz = Pz + P(x — z) = Pz = z. Dies liefert (a).
Zu (b):

(P Py) = (33,3 ib)ec) = 2 T e ct) = DT

k=1

Hier haben wir wieder die Stetigkeit des Skalarprodukts verwendet. O
5.24 Korollar. Sei A = {ey,es,...} ein abzihlbar unendliches ONS in H. Dann sind

dquivalent:

(i) A ist eine ONB.
(i) Firallex e H gilt x =Y - &(k)ey.
(iii) Fir alle x € H gilt ||z||* = > 50, 12(k)|*.
(iv) Fir alle x,y € H gilt (x,y) = 52, 2(k)§(k) (Parsevalsche Gleichung).
Beweis. Sei V :=span A und P € L(H) die orthogonale Projektion auf V. Dann gilt:
Atotal <— V=H <+ P=1I
Somit erhalten wir die Implikationen:

(1> SatZ:E)>.23 (11) Stet%SKP (IV) tggl (111)

Gilt (iii), so folgt fiir alle z € H:

Satz und Deﬁnltlon 5.6(a Satz 5 23(b
| Pz||* + ||z — Pxl|? o) = Z\ )I? V||Pz)?,
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also x = Px € V. Also ist H =V und somit A total, d.h. (i) gilt. H

5.25 Bemerkung. Ist A ein abzéhlbar unendliches ONS und existiert eine totale
Teilmenge M C H mit

(5.8) ]| =) |&(k)*  fiir alle z € M,
k=1

so ist A bereits eine ONB.

Beweis. Sei wieder V' = span A. Wie im Beweisschritt (iii) auf (i) in Korollar 5.24
erhélt man mit (5.8) die Implikation: x € M = z € V. Somit gilt M C V und damit
H = span M C V. Es folgt, dass A eine ONB ist. ]

5.26 Satz. Aquivalent sind:
(i) H ist unendlich-dimensional und separabel.
(ii) H besitzt eine abzdihlbar unendliche ONB.
(iii) H ist isometrisch isomorph zu (2.

Man beachte: Die Aussagen gelten insbesondere im Fall H = L?(£2), wobei Q C RN
eine Lebesgue-messbare Menge mit A(€2) > 0 sei (vgl. Bemerkung 4.48).

Beweis. Aus (ii) folgt (iii): Wir betrachten die lineare Abbildung F: H — (%, Fx =
(Z(k))g. Aus Korollar 5.24(iii) folgt

| Fzl2 = ||x||u fiir alle x € H.

Die Surjektivitat von F folgt aus Satz 5.20(b). Somit ist F ein isometrischer Isomorphis-
mus.

Aus (iii) folgt (i), da ¢* separabel ist. Noch zu zeigen: (i) = (ii). Sei dazu M =
{a1, a9, ...} C H eine abzéhlbar unendliche totale Menge. Wir erzeugen hieraus eine ONB
mittels des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens: Ohne Einschrankung
gelte a; # 0 und ayy 1 ¢ Wy, := span{ay,...,a;} fir k € N. Sei P, € L(H) die orthogonale
Projektion auf W fir k£ € N. Wir setzen e; := :*4+ und

el

— P
= % cwoawl,  fir k> 2,

CL =
" Nk — Peorax]

Nach Konstruktion ist A := {ej, es,...} ein ONS in H. Per Induktion sieht man ferner:
Wy = span{ey, ..., e} fur alle k € N. Es folgt

span M = U W), = span A,

keN

also ist A total und somit eine ONB. Es folgt (ii). O
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5.4. Klassische Fourierreihen

Im Folgenden betrachten wir den Hilbertraum H = L?(0, 2x] = L*([0, 27], C) (beziiglich
des Lebesguemafles) mit Skalarprodukt (-, -) definiert durch

<fag>:/0 fg fur f,g € H.

5.27 Definition und Satz. Fir k € Z sei e, € H definiert durch eg(t) := \/%e”“. Dann

ist A:= {ex |k € Z} eine ONB von H. Die Fourierkoeffizienten von f € H bzgl. A sind
dann gegeben durch

A

f(k) = L /27r f(t)e ™ dt fir k € Z
= Nzl e , ur .

Beweis. Es ist

1

27
(e, ex) = o / ket gt =1 furalle k € Z,
™ Jo he!

=1

und

T i s
e, €5) = e = — - —e = ir k # .
7 3 27 i(k — j) 0

Es folgt, dass A ein ONS in H = L*([0, 27]) ist. Ferner ist A total in H, da die Menge der

trigonometrischen Polynome dicht in H liegt. Die letzte Aussage ist eine leichte Folgerung
aus Definition und Korollar 4.12 und Satz 4.47 (Ubung). O

5.28 Bemerkung. Aus Definition und Satz 5.27 folgt, dass fir jedes f € H die
Fourierreihe ), ., f(k)ey bzgl. ||-||2 gegen f konvergiert. Weiterhin gelten:

(a) Die Fourierreihe konvergiert punktweise f.i. gegen f (Satz von Carleson, 1966).
(b) Ist (f(k))x € €Y(Z), so konvergiert die Fourierreihe in (Car(R,C), |]ls0), also

gleichméaBig. Es folgt dann, dass f (nach Wahl eines geeigneten Reprasentanten)
zu einem Element in Cy, (R, C) fortgesetzt werden kann.

(c) Ist f € Oy (R, C), so muss die Fourierreihe i.A. trotzdem nicht punktweise gegen f
konvergieren.

Beweis. (b) Weil die Folge (f(k))y in ¢1(Z) liegt, gilt fiir alle ¢ € [0, 27]:

Sl = —= Y1) < .

keZ keZ

d.h. die Funktionenreihe f = >k f (k)ey konvergiert nach dem Majorantenkriterium
absolut und gleichméflig. Zudem liegen alle Funktionen e, in Cy, (R, C); dies gilt also
auch fur f. Wegen (a) ist dann f ein Reprasentant von f in Co (R, C).
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Skizze des Beweises von (c): Sei ty € [0, 27], und sei im Folgenden Cy, = Co (R, C).
Wir zeigen, dass ein f € (5, existiert derart, dass die Fourierreihe von f in ¢y nicht gegen
f konvergiert. Wir verwenden den Satz von der gleichméfligen Beschréanktheit. Dazu
definieren wir die Operatoren

Su € L(Car),  Suf =Y f(k)e

k=—n

mit ey, wie in Definition und Satz 5.27. Dann gilt fir alle ¢ € [0, 27]:

500 = [ 5603 ) as= - [Tan- s

k=—n
mit dem n-ten Dirichletkern
n sin((n+3)r
(5.9) T dy(r) = Y e = (—,) T ERN {2k [k € Z};
k=—n 2n +1, T € {2kr | k € Z}.

Die letztere Darstellung des Kerns kann man dabei z.B. mit der geometrischen Summen-
formel herleiten (Ubung). Wir betrachten nun die stetigen Linearformen

T,€Ch  Tf)= (S0 = 5= [ dulta—9)f(s)ds

Ahnlich wie in Beispiel 2.29(c) sieht man, dass fiir die zugehérige Operatornorm dann

1 2w
Tll=— [ |du
Tl =52 [l

gilt (Ubung). Allerdings gilt wegen (5.9) auch
2T
/ |d,,| = oo fir n — oo
0

(Ubung). Somit ist die Folge der Linearformen T, n € N, nicht beschrinkt. Nach
Hauptsatz 3.8 ist sie damit auch nicht punktweise beschrankt, d.h. es existiert ein
f € Cs,; derart, dass die im Punkt ¢, ausgewerteten Partialsummen

Tof = (Snf)(to), n €N,

der Fourierreihe von f eine unbeschrinkte Folge in C bilden und somit nicht konvergieren.
O

Ende der Videos von 2021-06-01
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5.5. Der Satz von Lax-Milgram mit Anwendungen

Stets sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum tber K.
5.29 Definition. Eine Abbildung a: H x H — K heif$t sesquilinear, falls gilt:
(i) a(-,y): H — K ist linear fiir alle y € H.

(ii) a(z,-): H — K ist antilinear fiir alle z € H, d.h. a(z, \y + 2) = Xa(x,y) + a(z, 2)
fir alle z,y,2 € H, A € K.

Wir setzen Sql(H) := {a: H x H — K| a sesquilinear}.

5.30 Satz und Definition. Zu T € L(H) sei ar € Sql(H) definiert durch ar(x,y) =
(x,Ty) fir alle x,y € H. Dann gelten:

() lar(z,y)| <|TI |« llyll fir alle z,y € H.

(b) Ewxistiert ¢, > 0 mit |ap(x,x)| > c||z||* fiir alle x € H, so ist T ein topologischer
Isomorphismus.

Beweis. (a) ar(z,y)| = (. Ty)| < ll#] [Tyl < o]l |7 Nyl e alle 2,y € H.
(b) Fiir alle x € H ist ¢;||z|* < [{z, Tx)| < ||Tz| ||=||, also

1
(5.10) lzll < —[Tx].
1

Somit ist 1" injektiv. Sei V := BildT". Wir behaupten, dass V' abgeschlossen ist. Um das
zu zeigen, seien (x,), C H und y € H mit Tx,, — y fiir n — oo. Dann gilt

(5.10) 1
sup||zm — xn|| < —sup||[Txy — Ta,|| =0 fir n — oo.
c

m>n 1 m>n

Also ist (z,,), eine Cauchyfolge, und somit existiert = = lim,,_,,, x, € H. Da T stetig ist,
gilt y = Tz € V. Es folgt die Behauptung. Fur y € V* gilt nun ¢||y||? < [{y, Ty)| = 0,
also V+ = {0}. Es folgt V =V = VL = {0}" = H, d.h. T ist surjektiv. Schheﬁhch gilt
wegen (5. 10) 1Tyl < L |IT(T ty)| =+ ~lyll fir alley € H =, dh. T7' € L(H) und

— c1

1T < 2 0

5.31 Satz (von Lax-Milgram). Seien a € Sql(H) und co > 0 mit
(5.11) la(z, y)| < collxlllyll  fiir alle x,y € H
gegeben. Dann gelten:

(a) Es existiert genau ein T € L(H) mit a = ar, d.h. mit a(z,y) = (x,Ty) fir alle
x,y € H.
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(b) Existiert ferner eine Konstante ¢; > 0 mit
(5.12) la(z, )| > 1|z fir alle x € H,
so ist 'T' ein topologischer Isomorphismus.
(c¢) Sind (5.11) und (5.12) erfillt, so existiert zu jedem f € H genau ein y € H mit

(5.13) a(z,y) = (z, f) fir alle x € H.

m : un : erfillt, so existiert zu jedem ¢ € enau emn y € H mit
d) Sind (5.11 d (5.12 ill St jedem p € H' g my € H mi

a(z,y) = p(z) fiir alle x € H.

Beweis. (a) Sei J: H — H' die antilineare isometrische Bijektion aus dem Rieszschen
Darstellungssatz (Satz 5.10). Fiir y € H sei ferner ¢,: H — K definiert durch ¢, (z) =
a(z,y). Dann ist ¢, linear und stetig mit ||, || < colly|, denn wegen (5.11) gilt [, (x)] <
collz|| |ly| fir alle x € H. Gilt @ = ar fir ein T € L(H), so folgt

(x,Ty) = ar(z,y) = Yy (2) fir alle y,x € H,
also notwendigerweise
(5.14) Ty =J ", fir alle y € H.

Insbesondere ist 1" eindeutig bestimmt. Ist 7" durch (5.14) definiert, so gilt fiir y;,yo € H,
A e K
_ a€Sql(H) , 1 ~
T(Ayy +y2) = J 1w>\y1+y2 = 1()‘¢y1 + y,)
= N "y, + Ty, = XTyr + Ty

Also ist T ist linear. Ferner gilt

I Satz 5.10

1Tyl = 117", [Pyl < collyll  fiir alle y € H,

also T € L(H).
(b) Dies folgt direkt aus (a) und Satz und Definition 5.30(b).
(c) Ist T € L(H) geméaB (a) gewdhlt, so ist (5.13) dquivalent zu

(5.15) (x, Ty)y = (z, f) fir alle z € H,

wobei T' geméaf (b) ein topologischer Isomorphismus ist. Also existiert genau ein y € H,
welches (5.15) erfiillt, und dieses ist gegeben durch y = T~ f.
(d) folgt aus (c) und dem Darstellungssatz von Riesz, Satz 5.10. O
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5.32 Bemerkung. Der Vorteil der Aussage Satz 5.31(d) gegeniiber dem Rieszschen
Darstellungssatz (wo die betrachtete Sesquilinearform a das Skalarprodukt ist) liegt
darin, dass hier keine Symmetrie von a verlangt wird.

5.33 Beispiel. Seien K = R und Q = (—1,1) € R. Gegeben seien Funktionen h,b €
L>=(Q), f € L*(Q), wobei essinfg h > 0 und

[18llo0
2

(5.16) < min{1, ess 1 inf h}

sei. Wir suchen eine Losung des Neumann-Randwertproblems

{—u"+b<> h(z)u = f(z), zeQ,
1

(5.17) W(1) = o(—1) = 0.

Ahnlich wie in Definition und Satz 5.16 nennen wir u € H*(2) eine schwache Losung
von (5.17), wenn gilt:

a(w,u) = /Q (v'w' + bu'w + huw) = /wa fiir alle w € H' ().

Dabei ist a: H'(Q) x H'(Q2) — R eine Bilinearform (wegen K = R also auch eine
Sesquilinearform) mit

la(u, w)| < [[w'll2llwllz + [10llsollul2llwll2 + 2]l llwll2llwl]2
< (T blloo + [[lloo) lfull 1 [[w] 1

fiir alle u,w € H'(Q). Umgekehrt haben wir

lau, )| = I3 = blloc 1 allull2 + (ess inf b full
b0 . b|oo
> (1 T g o (st = =) g = ey

fir u € H'(2) mit ¢; == min{1, essinfoh} — Hb”"" > 0 wegen (5.16). Somit erfiillt die
Bilinearform a auf H'(§) die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram. Ahnlich wie
im Beweis von Satz 5.17 betrachten wir nun die Linearform

pe H'(Q) /fw

Nach Satz 5.31(d) existiert genau ein v € H*(Q) mit a(w,u) = ¢(w) fir alle w € H' (),
d.h. genau eine schwache Losung u € H*(2) von (5.17). Fiir diese schwache Losung kann
man analoge Regularitidtsaussagen wie in Bemerkung 5.18 erhalten. Man beachte: Die
hier definierte Bilinearform a ist nicht symmetrisch; man kann die (eindeutige) Existenz
schwacher Losungen daher nicht allein aus dem Rieszschen Darstellungssatz folgern.
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5.34 Bemerkung. Selbst das einfachere Problem

()()0

(vgl. Abschnitt 5.2) ohne den Term erster Ordnung kann auf eine nicht symmetrische
Bilinearform fithren, wenn man eine komplexwertige Funktion = — h(z) betrachtet.
Analog wie in Satz 5.17 kann man dann die Existenz genau einer schwachen Loésung
aus dem Satz von Lax-Milgram folgern, wenn essinfo Reh > 0 gilt. Hierzu betrachtet
man L?(Q) = L*(Q,C) und einen analog definierten komplexwertigen Sobolevraum

H'(Q) = H'(Q,C).

5.35 Beispiel. Seien h, f € C([0,1],C) Funktionen mit Reh > 0 auf [0, 1]. Wir zeigen,
dass das Dirichletproblem

(5.19) —u"+hu=f  in(0,1), u(0) = u(1) =0,

eine Losung u € C?([0,1],C) besitzt. Man kann diese Gleichung dhnlich wie das Neu-
mannsche Randwertproblem 16sen, muss dann aber im Abschluss des Raumes C2°((2)
in H'(Q)) statt in H'(Q) (wie in Abschnitt 5.2) arbeiten, um die Randbedingungen zu
erfiillen.

Wir beschreiten hier einen anderen Weg. Dazu setzen wir H := L?([0,1],C) und
schreiben das Problem in der Form

=Kf, u=hu,

> =

(5.20) u=K(f — hu) = Ku +
mit dem Integraloperator

K:H— H, (Kv)(t) = /01 G(t,s)v(s)ds furt € [0,1]
zur Greenfunktion

G € C([0,1]%), G(t,s) = {8 = s)t, t<s;

aus Kapitel 1. Da G beschrankt ist, liegt K in L(H). Ferner definieren wir a € Sql(H)
durch

1 e —
v ..
a(w,v) .:/0 w<KU+E> fir v,w € H.

Aufgrund der Beschréanktheit der Funktionen G und % sieht man leicht, dass dann die
Voraussetzung (5.11) aus Satz 5.31 erfiillt ist. Betrachtet man ferner v € C.(0, 1) und
setzt w == Kwv, so ist w € C?|0, 1] eine Losung von

—w"=v  in (0,1), w(0) =w(1) =0,
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(Ubung) und somit folgt mit partieller Integration

1 1 1 1
/ v(Kv) = —/ w'w = / w'w' = / lw'[? >0,
0 0 0 0

also
1o 1
Rea(v,v) > Re/ v(—) > cl/ lv|* = e1|jv|3
o \h 0
mit ]
= min Re — >0
T o h()

nach Voraussetzung. Da C.(0,1) gemafl Satz 4.47 in H dicht liegt, erhdlt man durch
Approximation auch

la(v,v)| > Rea(v,v) > c1||v]|3 fir alle v € H.

Also erfiillt a die Voraussetzungen (5.11) und (5.12) von Satz 5.31, und somit existiert
gemdfl Satz 5.31(c) zu K f € H genau ein @ € H mit

a(w, ) = (w, K f) fir alle w € H,

d.h.

1 =
/ w(KﬂJr%—Kf):O fir w € H.
0

Dies liefert K+ % — Kf € H- = {0}, d.h. u = ¥ erfiillt (5.20). Aus Eigenschaften der
Greenfunktion G' (Ubung) erhélt man dann, dass u € C?([0, 1]) eine Losung von (5.19)
ist.

IS
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5.6. Der Adjungierte Operator

5.36 Satz und Definition. Zu jedem T € L(H) existiert genau ein T* € L(H) mit
(Tx,y) = (x, T*y) fir alle z,y € H. Man nennt T* den zu T adjungierten Operator.

Beweis. Definiere a € Sql(H) durch a(z,y) = (T'z,y). Dann ist
oz 9)| < [Tzl Iyl < ITV el Il fiw 2, € A,
also gilt (5.11) von Satz 5.31 mit ¢ := ||T'||. Somit existiert genau ein 7% € L£(H) mit
(Tz,y) = a(z,y) = (x, T"y) fir alle x,y € H. O

5.37 Satz. Fir alle S,T € L(H) gilt:
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(a) T* =

(b) (AS + puT)* = XS* + T fiir A, p € K.

(c) (ST)* =T*5"

(d)

(e)
)

(&) |77 = |17

Ist T ein topologischer Isomorphismus, so auch T*; und dann gilt (T*)~ = (T~1)*.
T[] = (|7

Beweis. (a)—(c): Leichte Ubung, z.B. (c): Fiir alle z,y € H ist (STx,y) = (Tx, S*y) =
(x, T*S*y), und mit Satz und Definition 5.36 (Emdeutlgkelt) folgt (ST')* = T*S*.
u (d): GemaB (c) ist (T-1)*T* = (T'T~1)* = I* = I und analog T*(T~')* = I. Somit
folgt die Behauptung.
Zu (e) und (f): Fir alle x € H ist

|Tx|? = (o, T*Tx) < | T*Tz| (=] < |T*T| ||=|,
also

(5.21) IT(* = (sup [|Tz[)* = sup ||Tz||* < |7*T| < |77 |-

|lz[|<1 z||<1

Es folgt ||T|| < |||, und dann auch ||| < ||| = ||T||. Somit ist ||T'|| = ||7*]|, und
aus (5.21) folgt nun | T*T|| = ||T||*. O

5.38 Definition. 7' € L(H) heifit
o normal, falls TT* = T*T gilt.
o hermitesch oder selbstadjungiert, falls T'=T* gilt.
o wunitir, falls TT* = I = T*T, also T* = T~ gilt.

5.39 Beispiel (Multiplikationsoperatoren). Seien 2 C RY (Lebesgue-)messbar, H :=
L*(Q), ¢ € L=(Q) und T € L(H) definiert durch (T'f)(z) == q(z)f(z) fir f € H und
x € ). Wegen

ITfI2 = / fP < lgI2If12  firalle f € H
(9]

ist T tatsédchlich stetig mit ||T]| < ||¢|/co- Dabei gilt:

(f.T*g) = (Tf.g) = /Q 0f7 = /Q 17 = (f.79)-

Also ist T* € L(H) gegeben durch T*g = gg. Beachte: T ist normal, denn T7T*g =
T*Tg = |q|?g fiir alle g € H. Ferner gilt:
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e T unitdr <= |¢|=11fi. auf
o T selbstadjungiert <= ¢ f.ii. auf €2 reellwertig.

Randbemerkung: 7' definiert ebenfalls einen stetigen Operator LP(Q2) — LP(§2) fir
1 < p < oo, wobei auch dann ||T]| < ||¢]|o gilt.

5.40 Beispiel (Integraloperatoren). Sei Q@ C RY (Lebesgue-)messbar und H = L*((2).
Sei ferner k € L?(2 x Q). Der Integraloperator K € £(H) zur Kernfunktion k ist definiert
durch

(Kf)(z) = /ﬂk:(x,y)f(y) dy fir f € H und z € Q (f.i.).

K ist wohldefiniert, denn: Da [, . |k(z,y)[?d(z,y) < oo ist, gilt nach dem Satz von
Fubini:

o Jolk(z,y)? dy < oo fiir fast alle € Q;
o x> [olk(z, y)]? dy ist integrierbar.

Aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist somit (K f)(z) fir f € H und fast alle
x €  wohldefiniert, und es gilt

(K f)()]* = < ||f|\§/9|k(x,y)l2dy-

/Q ke, y) fy) dy

Es folgt

K FI2 = / (K@) de < | £ / / k(e )2 dy dz = [ F21E ey,

also K € L(H) mit || K|| < [|k][2(xa)-
Es gilt dann: K* € L£(H) ist der Integraloperator zur Kernfunktion

k* e L*(Q x Q), E*(x,y) = k(y,x),

denn fiir f,g € H gilt nach Tonelli und Fubini:

<Kf,g>=/ﬂ(Ak(z,y)f(y)dy)mdxzLf(y)([lk(x,y)g(x)dx) dy

= [ ([ # ot an) ay = (7.5

5.41 Satz. Fir alle T € L(H) gilt Kern T* = (BildT)* und BildT* = (Kern T')*.

Beweis. Fur y € H gilt

yeKemnT* <« (z,T*y)=0 firallexec H
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< (Tz,y)=0 firallex € H <= ye (BildT)".
Damit folgt KernT* = (Bild T')*. Weiterhin gilt
Kern T = Kern T** = (Bild T*)*, also (KernT)* = (Bild7*)** = BildT*. [

5.42 Satz. P € L(H) ist eine orthogonale Projektion genau dann, wenn P? = P = P*
gilt.

Beweis. ,,<=*: Da P? = P gilt, ist P eine Projektion. Ferner ist Bild P = Kern(I — P)
abgeschlossen, da P stetig ist. Da schliefSlich P* = P ist, folgt aus Satz 5.41 Kern P =
Kern P* = (Bild P)*. Somit ist P eine orthogonale Projektion.

,=—"“: Nach Satz und Definition 5.7 gilt P> = P, und fir Q = I — P gilt Bild
Q = (Bild P)*. Also gilt fiir alle z,y € H:

(Pz,y) = (Pz, Py + Qy) = (Pz, Py) = (Px + Qz, Py) = (z, Py)
Mit Satz und Definition 5.36 folgt P = P~*. [

5.43 Bemerkung. Fir T € L(H) ist T genau dann unitir, wenn T eine surjektive
[sometrie ist.

Beweis. Es gilt

T surjektive Isometrie <=

T surjektiv und ||Tz| = ||z| fir allez € H <=

T bijektiv und (Tz, Ty) = (x,y) fur alle z,y € H <
T bijektiv und T*T =1, also T =T* <+

T unitér.

Bei der zweiten Aquivalenz haben wir die Polarisationsgleichungen

1
(.9) = 5 (o + ol = lol® = wl*)  falls K=R,
1 i ‘
(z,y) = 5 (llz +yl* = Nzl = llylI*) + 5 (llz + dyll> = l|=]1* = llyll*) falls K = C
Ubung) verwendet. O
( g

5.44 Bemerkung. Ist K= C und 7' € L(H), so ist T* bereits durch
(5.22) (Tx,x) = (x,T"x) fur alle z € H
eindeutig festgelegt.

Beweis. Seien x,y € H. Anwendung von (5.22) auf z + iy und x + y liefert die Gleichung
(Tz,y) = (z,T*y) (Ubung!). O
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6. Konvexitat

6.1. Der Satz von Hahn-Banach

Zur Motivation halten wir ein Ergebnis iiber die stetige Fortsetzbarkeit von auf dichten
Teilmengen definierten Abbildungen fest:

6.1 Satz. (a) Seien X undY metrische Raume. Ist Y wollstandig, D C X dicht und
fo: D =Y gleichmdfsig stetig, so hat fo genau eine stetige Fortsetzung f: X — Y.
Ist ferner fy eine Isometrie, so ist f ebenfalls eine Isometrie.

(b) Seien E und G normierte Riume tber K, G wvollstindig, F C E ein dichter
linearer Teilraum und Ty € L(F,G) gegeben. Dann existiert genau eine Fortsetzung
T € L(E,G) von Ty, d.h. es existiert genau ein T € L(E,G) mit T|rp = Ty. Dabei
gilt || = [[Toll

Beweis. (a) Ist € X und (z,,), eine Folge in D mit z,, — z fiir n — oo, so ist (fo(xn))n
eine Cauchyfolge in Y, da f gleichméaBig stetig ist. Da Y vollstandig ist, existiert somit
f(z) =lim, o fo(z,) € Y. Diese Definition ist auch unabhéngig von der Wahl der Folge
(Zn)n, wie ein Folgenmischverfahren zeigt. Ferner ist die so definierte Funktion f: X — Y
offensichtlich die einzig stetige Funktion mit f|p = fy (da D C X dicht liegt). Man sieht
leicht, dass f eine Isometrie ist, falls dies fiir f, gilt.

(b) Ubung (man verwende (a)). O

Seien (£, |-||) ein normierter Raum, F' C E ein Unterraum und ¢ € F’ eine stetige
Linearform auf F' bzgl. ||-||. Ein Ziel dieses Kapitels ist es, die Existenz einer stetigen
Fortsetzung ¢ € E’ von ¢ auf E mit ||¢|| = ||¢|| nachzuweisen. Unter den folgenden
Zusatzvoraussetzungen konnen wir dies bereits:

(1) F C E ist dicht. Dann existiert genau eine solche Fortsetzung ¢ geméf Satz 6.1.

(2) Eist ein Hilbertraum. Dann kann man mit Satz 6.1 zunéchst ¢ auf FF C E fortsetzen
und dann ¢ := p o P € E' betrachten, wobei P die orthogonale Projektion auf F’
sei. Dann hat 1 die gewtlinschten Eigenschaften.

(3) In einem beliebigen normierten Raum F reicht es, mit demselben Argument wie in
(2), dass F' in E stetig projiziert ist.

Im Folgenden betrachten wir nun einen allgemeinen Rahmen fiir die skalarwertige
Version dieses Problems, zunéchst ohne die Stetigkeit zu beriicksichtigen, aber stattdessen
mit einer (absolut) konvexen dominierenden Funktion. Die Existenz einer dominierten
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Fortsetzung wird noch eine wichtige Rolle spielen. Speziell in normierten Raumen liefert
sie stetige Fortsetzungen.

6.2 Satz (von Hahn-Banach, 1. Version). Seien V' ein R-Vektorraum, U C 'V ein linearer
Teilraum, p: V — R konver und ¢: U — R eine R-lineare Abbildung mit o(x) < p(z) fir
alle v € U. Dann ezistiert eine R-lineare Fortsetzung v: V — R von ¢ mit ¢ (x) < p(x)
fir allex € V.

Beweis. 1. Fall: V.= U @ span{z} fiir ein z € V' ~\. U. Dann ist jede lineare Fortsetzung
¥ von @ auf V' durch ¢(z) bereits festgelegt, da dann
(6.1) V(x4 pz) = (x) + pp(2) fur alle z € U und p € R gilt.

Seien z,y € U und «, § > 0, und sei A == %.Dannist0</\<1und1—)\:ﬁ, also

Bo(x) + ap(y) = ¢(Br + ay) = (a+ B)p(Ar + (1 — N)y)
< (a+B)p(Mx —az) + (1 =) (y + B2))
< Bp(z — az) + ap(y + 82)

und somit 1 1
5(90(93) —plz —az)) < E(p(y + Bz) — o(y)).
Also existiert ¢ € R mit
1 1
sup ~ (io(x) — plz — a2)) < ¢ < inf ~(p(x + az) — p(x))
a5 & a0

Definiere 1 nun durch (6.1) mit ¥ (z) := ¢. Dann gilt
(r+az)=p(r) £ ac<plr+az) fir x € U und a > 0,

und fiir o = 0 gilt dies nach Voraussetzung. Also hat ¢ die gewiinschten Eigenschaften.
2. Allgemeiner Fall: Sei Z die Menge aller Paare (W, 1)), wobei W C V' ein Unterraum
mit U C W und ¢: W — R eine lineare Abbildung ist mit

V=g und Y(z) < p(x) firallex e W.
Dann ist eine Halbordnung auf < auf Z definiert durch
(Wi, 1) < (Wa, 1) N Wi C W, und  ¥olw, = 9.

Dabei besitzt jede Kette (d.h. totalgeordnete Teilmenge) N' C Z eine obere Schranke
gegeben durch (W, ¢g) mit

Wo = {z € V]es gibt (W,¢) € N mit z € W}

und ¢y: Wy — R definiert durch ¢y(z) == ¢(z) falls (W;¢) € N und x € W. Aus der
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Ketteneigenschaft erhélt man, dass Wy C V ein Unterraum und vy eine wohldefinierte
lineare Abbildung mit |y = ¢ und ¥(z) < p(x) fir alle z € W ist. Das Zornsche Lemma
besagt nun, dass die Menge Z ein maximales Element (W, 1)) beziiglich der Halbordnung
< besitzt. Dabei muss W =V sein, denn sonst konnte man z € V' . W wahlen und
entsprechend dem ersten Fall unter Erhalt der Abschiatzung ¢ < p auf W @ span{z}
fortsetzen, was der Maximalitat von (W, ) widersprache. Es folgt, dass ¥: V — R die
gewiinschten Eigenschaften hat. O]

6.3 Satz (von Hahn-Banach, 2. Version). Seien V' ein K-Vektorraum, U C V ein
linearer Teilraum, p: V — R absolut konvexr und ¢: U — K eine K-lineare Abbildung
mit |¢(z)| < p(z) fir alle x € U. Dann existiert eine K-lineare Fortsetzung ¢: V — K
von ¢ mit [Y(z)| < p(x) fir allex € V.

Beweis. Fir K = R folgt dies aus Satz 6.2: Hat man namlich eine R-lineare Fortsetzung
¥: V. — R gefunden mit ¢ (z) < p(z) fir alle x € V, so gilt auch

—(x) = Y(—2) < p(—2) = p(x) fir allez € V

und damit || < p. Sei daher im Folgenden K = C angenommen. Wir betrachten
v:=Rep: U — R. Dann ist 7 R-linear und es gilt:

v(iz) = Re(ip(x)) = —Imy(x), also ¢(x)=y(x)— iy(iz) fir alle z € U.

Ferner gilt v(x) < |p(z)| < p(z) fir alle x € U, und nach Satz 6.2 besitzt + eine R-lineare
Fortsetzung I': V' — R mit I'(z) < p(z) fir alle 2 € V. Sei nun ¢: V — C definiert
durch ¢(z) := I'(x) — il'(iz). Dann ist ¢ eine R-lineare Fortsetzung von ¢. Ferner gilt
Y(z) =T(iz) —il'(—z) =i(I'(z) — il(iz)) = iY(z), d.h. ¢ ist sogar C-linear. SchlieBlich
existiert fir jedes x € V ein a € C, |a| = 1 mit |[¢(z)| = ay(x) = ¢¥(az) € R und somit

(@) =T(az) < plaz) = p(z).
Damit ist alles gezeigt. O

Sei im Folgenden (E, ||-||) ein normierter K-Vektorraum.

6.4 Satz (von Hahn-Banach, 3. Version). Sind ein linearer Teilraum F von E und
w € F' gegeben, so existiert eine Fortsetzung 1 € E' von ¢ auf E mit ||¢| = ||¢]|-

Beweis. Sei p: E — R definiert durch p(z) := ||¢]|||z]|. Dann ist p absolut konvex und
|| < p auf F. Nach Satz 6.3 existiert eine K-lineare Fortsetzung ¢ : F — K von ¢ mit
[Y(2)| < p(x) = ||¢]|||z] fir alle z € E, also ¢ € E' und ||| < ||¢||. Da ferner ¢|p = ¢

gilt, folgt [|]] = [lell -

Bemerkung: Ist E separabel, so kann man Satz 6.4 auch ohne Verwendung des Zornschen
Lemmas beweisen.

6.5 Korollar. Zu x € E ~ {0} existiert ein 1) € E' mit (x) = ||z|| und ||¢] = 1.

Beweis. Seien F':=span{z} C E und ¢ € F’ definiert durch p(Az) = A||z|| fir A € K.
Nach Satz 6.4 existiert ) € E' mit ¢|r = ¢ und ||¢| = [|¢|| = 1. O
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6.2. Dualitat

Sei wieder (E, ||-||) ein normierter Raum.

6.6 Definition. Wir setzen E” = (E') = L(E',K) und definieren die Abbildung
ip: E — E" durch

ip(z)(p) = @(x) fir x € Fund ¢ € F'.
6.7 Satz. ip: E — E” st eine lineare Isometrie.

Beweis. Die Linearitiat von ig ist einfach zu sehen. Ferner gilt fiir x € E und ¢ € E":

lip()(0)] = [o(@)] < llellllzl, — also[lip(z)[] < =[]

Seinun z € £~ {0}. Nach Korollar 6.5 existiert ¢ € £’ mit ||| = 1 und ¥(z) = ||z||, also
lip(z) (V)| = [(x)| = ||z||||¥]|. Es folgt ||ig(x)|| > ||z||, und insgesamt folgt Gleichheit.
Also ist i eine Isometrie. O

6.8 Korollar. Jeder normierte Raum (E, ||-||) ist isometrisch und dicht in einem Ba-
nachraum E eingebettet, welcher bis auf isometrische Isomorphie eindeutig bestimmt ist.
Man nennt E die Vervollstandigung von F.

Beweis. Wihle £ = Bild s g C E”. Da E” ein Banachraum ist, ist F dies auch. Ferner ist
ip: E — E" eine Isometrie und Bild iz dicht in E, wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit von
E bis auf Isomorphie folgt mit einem einfachen Folgenargument aus der Voraussetzung,
dass die Einbettungen lineare Isometrien sind. O

Im Folgenden sei (F, ||-||) stets ein weiterer normierter K-Vektorraum.

6.9 Definition und Satz. Fir 7' € L(E, F) ist der duale Operator T € L(F',E')
wohldefiniert durch

(T')(z) = p(Tx)  fir o € F' und x € F.
Ferner sei 7" := (T") € L(E", F")
Beweis der Wohldefiniertheit und Stetigkeit von T'. Fir ¢ € F' und z € FE ist

(T") ()] = lo(Tx)| < el T[],

also T"p € E' mit ||T"¢|| < ||T|||l¢]|- Da T" offensichtlich linear ist, folgt 7" € L(F', E")
mit [|7"]] < {|7°. O

6.10 Satz. FirT € L(E, F) gilt
(&) [T} = 17"
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E Y= F
(b) Das Diagramm ZEl ZFl kommutiert, d.h. es gilt ipoT =T" o ip.
E// " F//
Beweis. Zuerst zu (b): Fir z € F und ¢ € F’ gilt
ir(Tz)(p) = p(Tx) = (T'¢)(x) = ip(x)(T"¢) = (T"is(x))(¥),

also (ip o T)(z) = (T" o ig)(x). Dies zeigt (b).
Nun zu (a): Der Beweis von Definition und Satz 6.9 zeigt direkt: | T|| > || 77| > || T"].
Da i und ip Isometrien sind, ist andererseits

. (b)
1T = 17" 0igll = |

|ip o Tl = [IT°]
Bs folgt: |17 = [|T[| = T[] O
6.11 Satz. Sei T € L(E, F).

(a) Ist (G, ||]|) ein weiterer normierter K-Vektorraum und S € L(F,G), so gilt (ST) =
T'S" e LG, E").

(b) Ist T ein topologischer Isomorphismus, so auch T', und es gilt (T")~' = (T') €
L(E' F").

Beweis. (a) Fiir p € G' und = € E ist
((STY (@) (x) = p(STx) = () (Tx) = (T"S"p) (),

also (ST) (p) =T"5"p fur ¢ € G' und somit (ST) =T1'S" € L(G', E'). (b) folgt direkt
aus (a). O

Ende der Videos von 2021-06-11

6.12 Definition. Fir M C EF und N C E’ sei

M* = {p € E'|p(zx) =0 fiir alle z € M},
Nt ={z € E|p(x) =0 fir alle p € N}.

6.13 Bemerkung. (a) Die Notation in Definition 6.12 kann fiir Teilmengen von E’
doppeldeutig sein: Es muss aus dem Zusammenhang klar werden, ob man das duale
Paar (E, E') oder das duale Paar (E’, E”) betrachtet. Falls nicht extra erwéhnt,
meinen wir hier immer das Paar (E, E’).

(b) Ist E ein Hilbertraum und identifiziert man E’ mit E mittels des Rieszschen
Darstellungssatzes, d.h. vermoge der Abbildung £ — E’, x + (-, x), so stimmt die
obige Definition der ,Orthogonalkomplemente“ mit der in Kapitel 5 tiberein.
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6.14 Satz. Fir M C FE gilt:
(a) M* ist ein abgeschlossener Unterraum von E'.
(b) M+ = (span M)*.
Fir N C E' gelten analoge Aussagen.
Beweis. Leichte Ubung. O
6.15 Satz. (a) Fiir M C E gilt M** = span M.
(b) Fiir N C E' gilt span N C N+,
(c) Ist T € L(E,F), so gilt KernT' = (Bild T)* und Kern T = (Bild 7")*.

6.16 Bemerkung. In (b) gilt im Allgemeinen keine Gleichheit, siche Beispiele 6.17(d).
Wihlt man in (c) insbesondere E = F und T' = I, so erhilt man {0p} = E+ und

{05} = (E")*".

Beweis von Satz 6.15. (a) ,2“: Wegen Satz 6.14 ist M+ = (span M)*; fiir € span M
und ¢ € M+ gilt also ¢(z) = 0. Es folgt span M C M++. [ C“: Sei x ¢ F := span M.
Dann ist die Projektion P: F' @ span{z} — span{z} mit Kern P = F stetig nach
Satz 3.24(a). Sei nun ¢ € (F @ span{z})" definiert durch ¢ := h o P, wobei die lineare
Abbildung h: span{z} — K definiert sei durch h(x) := 1. Nach Satz 6.4 existiert eine
Fortsetzung ¢ € E’ von ¢, d.h. insbesondere ist |y = |y = 0 und Y(z) = ¢(x) = 1.
Also ist ¢ € M+ und = ¢ M++.

(b) Wegen Satz 6.14 ist Nt = (span N)*; fiir ¢ € span N und z € N+ gilt also
¢(z) = 0. Es folgt span N C N++.

(c) Es gilt

KemnT' = {p € F'| 0= (T'¢)(x) = ¢(Tx) fir alle v € £} = (BildT)*.

Ist ferner x € KernT', d.h. Tx = 0, so gilt 0 = p(T'z) = (T"p)(x) fiir alle p € F’, also
z € (BildT")*. Ist anderseits x ¢ KernT', d.h. Tz # 0, so existiert nach Korollar 6.5 ein
Y € F' mit 0 # ¢(Tx) = (T))(x), also z ¢ (Bild T")*. O

6.17 Beispiele. (a) Seien U C E ein Unterraum und j: U — E die Inklusion. Dann
ist R :=j': E' — U’ die Restriktion, definiert durch Ry = ¢|y fiir p € E’, da gilt:

(Ro)(x) = o(j(x))  firz el pe k'
Dabei ist R surjektiv nach Satz 6.4. Ferner gilt

Kern R = (Bild j)* = U*.
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(b) Sei E = ¢! Fiir x = (z) € (> ist dann eine stetige Linearform ¢, € (¢')" definiert

durch N
or(y) =Y myr  firy = (y)s € £
k=1

Wir zeigen, dass die Abbildung
> — (Y, T Oy

ein isometrische Isomorphismus ist: Sei dazu zundchst z € £*°. Wegen |p,(y)| <
|7 solly]l1 fiir y € € ist dann ||@.]] < ||7]|eo. Fiir beliebiges k € N und y = Tyey,
gilt

l2el* = o (y) < lealllylh = llwolllzl,  also [lgall > [awl.

Somit folgt ||¢,|| > supyen|®r| = ||2]|e und insgesamt ||¢.|| = ||z|~. Es bleibt
noch die Surjektivitat der Abbildung zu zeigen. Sei dazu ¢ € (')’ beliebig und
x = p(eg) fir k € N. Wie oben folgt dann

lzil* = o(@rex) < llolllzel,  also Jzi] < o]

und somit ||z]|o < ||¢|| fiir = (). Also ist x € £>°, und fiir y € ¢* gilt

Co(y) =D myp = yrpler) = ¢ (Z ykek> = ¢(y),

d.h. ¢ = @,.

Die Abbildung = + ¢, aus (b) definiert im Fall p € (1, c0) auch einen isometrischen
Isomorphismus % — (¢) (Ubung). Hier ist p’ = ~P— wie iiblich der konjugierte
Exponent zu p. Im Fall p = oo ist die Abbildung

=

0 — (Y, T o,
zwar immer noch eine Isometrie, aber nicht mehr surjektiv (Ubung).

Wir zeigen, dass fiir N C £’ im Allgemeinen nicht span N = N+ gilt. Sei dazu
E = /(0" und (> — (£'), 2 — @, der isometrische Isomorphismus aus (b). Sei ferner

N = {po | k €N} C (1.
Fiir y = (yx)r € N+ C £* gilt dann
Yp = 0o, (y) =0 fiir alle k,
also y = 0. Somit ist N+ = {0}, also N*+ = (£!)’. Andererseits ist

span N = {p, |z € F},
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wobei F wie bisher den Raum der finiten Folgen bezeichne. Dies liefert wegen (b)
dann

span N = {4,096 r€F Eoo} = {ip, | z ist Nullfolge} C {p, | x € £} = (£').

Somit folgt span N C N-++.

6.3. Trennungssatze

Sei wieder (E, ||-||) ein normierter Raum.

6.18 Definition und Satz. Sei C' C E konvex mit 0 € Co‘, und sei v¢o: E — R die
Fichfunktion, definiert durch

vo(x) =inf{t > 0|z € tC} :inf{t> 0 ‘ % € C}.
Dann ist v¢ sublinear, d.h. fir z,y € E und A > 0 gilt

Ye(Ax) = e(z)  und  ye(r+y) < velz) +7c(y).
Insbesondere ist v¢ also konvex, wie man leicht sieht.
Beweis. Komplett analog zum Beweis von Satz 2.6. O]

6.19 Satz (Trennungssatz von Mazur). Sei C' C E konvez und offen, und sei W C E ein
Unterraum. Sei ferner xo € E mit C N (xg + W) = @ gegeben. Dann existieren ¢ € E’
und o € R mit

(6.2) Rey(z) < a firz e C und Re|y,rw = a.

Beweis. Zuerst beweisen wir den Fall K = R.

1. Fall: 0 € C. Dann ist 0 ¢ x¢ + W und somit zq ¢ W. Setze U .= W & span{z,}
und definiere die lineare Abbildung ¢: U — R durch ¢(w + Axg) == A fir w € W, A € R,
Fiir w € W und A > 0 gilt nun w + zo ¢ C, also w + Azg ¢ AC' und somit (da 0 in C
liegt und C' konvex ist)

w4+ Axg ¢ tC fir t € [0, \].

Es folgt
Yo(w + Axg) = inf{t > 0| w+ Azg € tC} > X = p(w + Azp)

Dies gilt offensichtlich auch fiir A < 0, und somit ist ¢ < v auf ganz U. Nach Satz 6.2
und Definition und Satz 6.18 existiert also eine lineare Fortsetzung v: £ — R mit ¢ < v¢
auf E. Insbesondere ist dann ¢ = 1 auf zo + W und ¥ < v < 1 auf C' nach Definition
von ¢, da C offen ist. Ferner ist v stetig, denn nach Voraussetzung existiert ¢ > 0 mit
B.(0) C C, und somit ist

P <vc<1 auf B.(0).
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Aufgrund der Linearitét folgt dann [¢)| < 1 auf B.(0) und somit supg, )|¥| < %; und
dies liefert die Stetigkeit von . Insgesamt folgt also die Behauptung fiir ¢ mit o = 1.

2. Fall: 0 ¢ C. Wéhle dann z; € C' und betrachte C" == C' — z; sowie zf, = zo — 2.
Der erste Fall liefert dann ¢ € E' mit 1| < 1 und 9|y yw = 1. Mit a := 1+ () folgt
also

Yo < « und V]zorw =

wie gewiinscht.

Falls K = C gilt, dann ist E auch ein R-Vektorraum, und W ist ein reell-linearer
Teilraum von E. Mit dem Ergebnis von oben erhalten wir o € R und ein stetiges reell
lineares Funktional ¢): £ — R, so dass (6.2) erfiillt ist. Wir erhalten das gesuchte ¢ € E’,

indem wir fiir # € E setzen: 1(z) = ¢(x)—it)(iz); siehe auch den Beweis von Satz 6.3. [
6.20 Korollar. Seien Cy,Cy C E nichtleer und konvexr mit C; N Cy = @.
(a) Ist Cy offen, so existieren 1 € E' und o € R mit
Rey(z) < a firz € Cy und Rey(x) > « fir x € Cs.
Ist zusdtzlich Cy offen, so ist die zweite Ungleichung ebenfalls strikt.

(b) Ist Cy kompakt und Cy abgeschlossen, so ezistieren ¢ € E' und oy, as € R mit

Rey(x) < a1 < as < Rep(y) fir x € Cy, y € Cs.

Beweis. (a) Wir setzen C' := C] —Cy. Dann ist C' offen, konvex und 0 ¢ C, da C1NCy = @
gilt. Anwendung von Satz 6.19 auf C', W = {0} und zq = 0 liefert ¢ € E’ mit

Re(z) < Rey(0) =0 fir alle z € C,

also

Rey(z) < Re(y) fir alle x € Cy, y € Cs.

Fiir alle x € C ist somit Re¢(x) < o = infe, Re. Da €} offen ist, folgt Rev(z) < «
(Ubung, dieser Beweisschritt wird spéter erginzt). Ist Cy ebenfalls offen, so folgt genauso
auch Rey(z) > « fur alle z € Cs.

(b) Nach Voraussetzung existiert £ > 0 mit

U(Cy)NCy = 2.
Anwendung von (a) auf die konvexen Mengen U.(C4) und C, liefert ¢ € E’ mit
Rey(Cy) C Rep(U:(Ch)) C (—o0, ) und Re ¢ (Cy) C [a, 00).

da Re®(C}) kompakt ist, folgt die Behauptung. ]

6.21 Bemerkung. Auf die Voraussetzung der Offenheit kann man in Korollar 6.20 im
Allgemeinen nicht verzichten (Ubung).
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6.4. Schwache Konvergenz und schwach*-Konvergenz

Seien im Folgenden stets E, F' normierte Rdume iiber K.

6.22 Definition. Eine Folge (z,), C E heifit schwach konvergent gegen x € E, wenn

gilt:

le () = () fur alle ¢ € E'.

Wir schreiben dann z,, — z und z = w-lim L.
n n—0o0 n

6.23 Bemerkungen und Beispiele. (a) Der schwache Grenzwert = einer schwach

(b)
(c)

(d)

konvergenten Folge (z,), C E ist eindeutig bestimmt, denn gilt auch x, — y € E,
so folgt

Uy —x) =¢(y) — ¥(z) = lim (p(zn) —(z)) =0 firalle ¢ € £’

n—oo

und somit y — xz = 0 geméfl Korollar 6.5.
Konvergenz in E impliziert schwache Konvergenz.

Die schwach konvergenten Folgen bilden einen Unterraum des K-Vektorraums aller
Folgen in F, und die schwache Grenzwertbildung ist K-linear.

Seien p,q > 1 zueinander konjugierte Exponenten. Nach Beispiele 6.17(c) gilt dann
(¢P) = (1. Es folgt mit dem dort definierten isometrischen Isomorphismus ¢¢ — (¢7)’,
T g

lim ¢,(e,) = lim z, =0 fir alle x € ¢4,
n—oo n—oo

also e, — 0 in /7.

Ist (z,), C ¢! eine Folge mit z,, — x in £* so folgt x, — = (Fiir einen Beweis siche
Schroder, Funktionalanalysis) .

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist H' isometrisch (antilinear) isomorph zu H vermoge
der Abbildung H — H', y +— (-,y). Somit gilt fiir eine Folge (x,), € H und z € H:

(6.3) Ty — T = (Tp,y) = (z,y) furalley € H.

Ist {e, | » € N} ein Orthonormalsystem in H, so gilt e,, — 0, denn fiir alle y € H
bilden die Fourierkoeffizienten (e,,,y) = (y, e,) geméfl der Besselschen Ungleichung
(Satz 5.23) eine Folge in ¢2, also eine Nullfolge.

Sei H = L?(R) (bzgl. des Lebesgue-MafBes), sei u € H \ {0} gegeben und sei
u, € H definiert durch u,(x) := u(z —n). Dann gilt ||u,|| = [Ju|| > 0 fir alle n € N,
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und somit u, /4 0 fiir n — oo. Behauptung: u, — 0 fir n — oco. Zum Beweis
verwenden wir (6.3). Sei dazu v € H beliebig. Dann ist

(6.4) (Up,v) = /Ru(q; —n)v(z)dz fir alle n € N.

Weil C.(R) in H dicht liegt, existieren zu beliebigem ¢ € (0, 1) Funktionen @, v €
C.(R) mit [[v — ?|| < e und |ju — 4| < ¢, also auch ||u, — @,|| < ¢ fir @, € H,
definiert durch 4, (z) == @(x — n), n € N. Ferner gibt es ny € N, so dass fiir alle
n > ng gilt: (t,,0) = 0, wegen (6.4) und weil fir grole n supp(a,) und supp(v)
disjunkt sind. Somit folgt fiir n > ng:

[(tn, )] = [un, ) = (i, O < Junll[[v = 0] + [un = @nll[|2]
<& (llull + loll +1).

Die Behauptung folgt.
6.24 Satz. Sei (z,), C F eine Folge und x € E. Dann gilt:
(a) x, = = (x,), ist beschrinkt in E.

(b) Ist (x,)n, C E beschrankt und M C E' eine totale Menge mit

lim ¢(x,) = ¢(z) fir alle p € M,

n—oo
so gilt x,, — x.

Beweis. (a) Sei ig: E — E” der isometrische Homomorphismus aus Definition 6.6. Dann
ist fiir jedes ¢ € E’ die Menge {(igx,) () = ¥(z,) | n € N} C K beschrankt. Weil E’ ein
Banachraum ist ist, folgt aus dem Satz von der gleichméfBigen Beschréanktheit (Haupt-
satz 3.8), dass die Menge {igz, | n € N} in E” und somit auch die Menge {z,, | n € N}
in F beschréinkt ist, da ig eine Isometrie ist.

(b) Offensichtlich gilt

o(z) = lim ¢(z,)  firalle p € G:=spanM C E'.

n—0o0

Weil sowohl E” als auch E” Banachrdume sind und (igz,) in E” beschrénkt ist, liefert
uns Korollar 3.9(c) ein A € E”, so dass igz,, — A punktweise auf ganz E’ gilt. Wegen

Ap = lim (igz,)(p) = (igx)(p) fir alle ¢ € span M,

n—oo

weil span M dicht in E’ liegt und weil A und igz auf E’ stetig sind, folgt A = igx und
somit die Behauptung. O]

6.25 Satz. Sei C C E abgeschlossen und konvez, und sei (x,), eine Folge in C' mit
T, —x € E. Dann ist x € C.
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Beweis. Ware x ¢ C, so wirden nach Korollar 6.20(b) ein ¢» € E' und a € R existieren
mit Re¢|c > o > Re¢)(x), also

Re¢(x) = lim Revy(z,) > a > Rey(z),

n—oo
ein Widerspruch. O

6.26 Korollar. Sei (z,), € E eine Folge mit x, — x € E. Dann gilt ||z|| <
lim inf,,en||2n |-

Beweis. Seir = liminf, . |7,||. Nach Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annehmen,
dass lim,,_,||zs| = 7 gilt. Wir geben nun zwei alternative Argumente zum Abschluss
des Beweises: 1. Seien € > 0 und C. := B,,.(0) C E. Dann ist C. C E abgeschlossen und
konvex, und es existiert ng € N mit x,, € C. fiir n > ny. Mit Satz 6.25 folgt x € C., also
|z|]| <7 +e. Esfolgt ||z]] <7, da e > 0 beliebig gewéhlt war. 2. Fiir alle ¢ € E’ gilt

|(ip2) (@) = lp(@)] = lim [p(an)] < [|e]| T [z, ]| = ],
also ||igz|| < r. Da ig eine Isometrie ist, folgt ||z| < r. O

6.27 Satz. Sei (z,), C E eine Folge mit z,, =~ x € E.

(a) Ist B C E' prakompakt, so ist die Konvergenz ¢(x,) — ¢(x) gleichmdfig in ¢ € B,
d.h.

on = sup|e(x,) — (@) =0  firn — co.
peB

(b) Ist (¢n)n C E' eine Folge mit @, — @, so folgt @, (x,) = ¢(x).

Beweis. (a) Sei y, = z, — z fur n € N, dann gilt y, — 0. Sei ferner ¢ > 0. Wegen
Satz 6.24 ist M = sup,cy||yn|| < co. Da B priakompakt ist, existieren ¢y,..., ¢, € B
mit B C 5, B < (). Ferner existiert ng € N mit [p;(y,)| < § firi = 1,...,k und
n > ng. Zu beliebigen ¢ € B existiert nun i € {1,...,k} mit ||¢ — ¢;|| < 55. Fiir n > ny
ist also

9 £
< (e = o, , < = - <
()] < 1o = @) )| + i) < 5llll + 5 <€

und somit o, = sup,¢ple(yn)| < €.
(b) Nach Voraussetzung ist B = {¢, | k € N} C E' relativ kompakt, also prakompakt.
Ferner gilt
On = SUP|90k(33n) - Sok(x” —0 fir n — o0,
keN

also

ln(Tn) — @(z)] < l@pn(xn) - Qon<x)l+|¢n<x) —p(z)| =0 fir n — oo. O

~~
<on
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6.28 Bemerkung. Sei 7' € L(E,F). Dann ist T auch ,schwach folgenstetig*: Ist
(xn)n € E eine Folge mit x,, — = € F, dann gilt T'z,, — Tz in F. Fiir alle ¢ € F’ haben
wir ndmlich mit ¢ :=¢ oT € E":

lim ¥(T'r,) = lm o(r,) = p(a) = V(7).

n—oo

6.29 Definition. Eine Folge (¢,,), C E’ heiit schwach*-konvergent gegen v € E’, wenn
sie auf E punktweise gegen v konvergiert, d.h. wenn gilt:

lim 9, (x) = ¥ () fir alle x € E.

Wir schreiben dann ,, LN Y und ¢ = wr-lim,, oo V.

6.30 Bemerkung und Beispiel. (a) Vermoge der Abbildung ¢~ — (/') 2 — ¢,
aus Beispiele 6.17 konnen wir (> mit (¢')" identifizieren. Sei z" = (z¥); € (>
fir n € N definiert durch z}} = 0 fir ¥ < n und z} = 1 fiir £ > n. Dann gilt
w*lim,,_ 2" = 0, denn

oo

pon(y) = Yy —0  firalley € (',
k=n+1

Allerdings gilt 2" /4 0 in ¢ (Ubung).

(b) Satz 6.25 gilt i.A. nicht fiir die schwach*-Konvergenz in £’. Um dies zu sehen, be-
trachten wir die konvexe und abgeschlossene Teilmenge C' C ¢*° der gegen 1 konver-

gierenden Folgen. Fiir die Folge (") C C aus (a) haben wir dann w*-lim,,_,, " = 0,
aber 0 ¢ C.

(c¢) Korollar 6.26 gilt analog auch fiir die schwach*-Konvergenz: Sei (¢,,), C E’ eine
Folge mit 1, AN 1 € E’. Dann gilt

[W(@)] = lim [ih,(2)] < liminfllo, [z fire e £

und somit ||| < liminf, ||¢n|-

6.31 Hauptsatz. Ist E separabel, so hat jede beschrinkte Folge in E' eine schwach®*-
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (), C E eine dichte Folge in E, und sei (¢,), eine beschriankte Folge in
E’. Dann sind auch die Folgen (¢,(xx)), C K, k € N beschrankt. Insbesondere existiert
eine Teilfolge (¢?), von (¢,), und A\; € K mit

lim ) (1) = A

n—oo
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Ferner existiert eine Teilfolge (¢?2), von (¢}), und Ay € K mit

lim @2 (z9) = Ag.

n—oo
Sukzessive findet man fiir alle k € N, k > 2 eine Teilfolge (¢F),, von (¢*71), und A\, € K
mit

n—oo

Wir betrachten nun die Diagonalfolge (¢,), gegeben durch ¢, == ¢!'. Fiir diese Folge gilt
offensichtlich
lim ¥, (zx) = g fir alle k € N.

n—

Weil E’ ein Banachraum ist, (¢,) in E’ beschrankt ist und {z} | K € N} in E dicht
liegt, liefern Korollar 3.9(c) und (b) ein ¢ € E’ mit w*-lim,,_, ¥, = 1. Man beachte,
dass die Vollstandigkeit von E im Beweis von Korollar 3.9 nur verwendet wird, um die
Beschrénktheit der Operatorenfolge zu zeigen. Diese ist aber in der vorliegenden Aussage
schon vorausgesetzt. ]

Ende der Videos von 2021-06-18

6.5. Reflexivitat und gleichmaBige Konvexitat

Sei stets (E, ||-||) ein normierter Raum tber K.

6.32 Notation. In Analogie zum Skalarprodukt in einem reellen Vektorraum fithren wir
fir z € F und ¢ € E' die Schreibweise

(z, ) = p(2)

ein. Diese Form ist im ersten und zweiten Argument linear, im Gegensatz zum Skalarpro-
dukt in einem komplexen Vektorraum. Einige Rechnungen in diesem Abschnitt fallen in
dieser Schreibweise tibersichtlicher aus.

Wie in vielen Texten tiblich werden wir ab jetzt haufig Argumente linearer Abbildungen
nicht mehr in Klammern setzen und die Komposition linearer Abbildungen ohne das
Symbol ,,0“ schreiben.

Fiir einen weiteren normierten Raum F, T € L(E,F), x € E, ¢ € E', 1) € F' und die
lineare Isometrie ¢ aus Definition 6.6 gelten dann

(T, ) = (&, T%)  wnd  (z,0) = (¥, ipz).

6.33 Definition. Der Raum (E, ||-||) heiit reflexiv, wenn die lineare Isometrie i surjektiv,
also ein isometrischer Isomorphismus ist.
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6.34 Bemerkungen und Beispiele. (a) Ist H ein Hilbertraum iiber K, so ist H
reflexiv. Genauer gilt
g = JH/JHi H— H — H”,

wobei Jy: H — H' und Jy.: H — H” die (antilinearen) isometrischen Isomor-
phismen aus dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz 5.10) bzgl. der Hilbertraume
H und H' (mit dem Skalarprodukt aus Satz 5.10(b)) sind.

(b) Ist E reflexiv und F' topologisch isomorph zu E, so ist auch F reflexiv. Dies folgt
direkt aus Satz 6.10(b) und Satz 6.11(b). Insbesondere ist jeder endlichdimensionale
normierte Raum reflexiv, da jeder solche Raum topologisch isomorph zu einem
Hilbertraum ist.

(c) Seien p, q konjugierte Exponenten in [1, 00]. Die Abbildungen S € L(¢?, (¢7)") und
T € L(¢7,(¢P)), definiert durch

(Sz)y = Zxkykz = (Ty)z, x = (zp)k € O,y = (y)i € 9,

keN

sind Isometrien (Ubung). Mit E := (P gilt dabei T"ip = S: ¢ — ({?)’, denn fiir
x € P und y € (9 ist

Sind nun speziell p, ¢ € (1,00), so sind S und T Isomorphismen (Ubung), also ist
auch T” ein Isomorphismus nach Satz 6.11. In diesem Fall ist also ig = (T")~1S ein
Isomorphismus, und somit ist der Raum 7 reflexiv.

(d) Jeder reflexive normierte Raum ist isometrisch isomorph zu E” und somit ein
Banachraum, da E” stets ein Banachraum ist. Allerdings ist nicht jeder Banach-
raum FE, welcher isometrisch isomorph zu E” ist, auch reflexiv. Der sogenannte
James-Raum F ist isometrisch isomorph zu E”, aber nicht vermoge der Abbildung
1. Genauer hat Bildip Kodimension 1 in E”. Zur Definition von F und dem
Nachweis der genannten Eigenschaften sieche Robert James, A non-reflexive Banach
space isometric with its second conjugate space, Proceedings National Academy of
Sciences, Bd.37, 1951, S.174-177.

6.35 Hilfssatz. (a) Ist E' separabel, so auch E.

(b) Ist E reflexiv und separabel, so ist auch E' separabel.

Beweis. (a) Sei S := {p € E'|||¢|| = 1}. Dann ist S ebenfalls separabel, d.h. es existiert
eine dichte Folge (¢r)r C S. Ferner existiert fiir jedes £ € N ein x; € E mit [|zg] <1

und (xy, ¢r) > 3 (insbesondere reellwertig). Wir zeigen nun, dass die Menge M =

{x), | k € N} in E total ist. Wire M+ # {0} und ¢ € SN M+, so wiirde k € N existieren
mit || — ¢x|| < 3 und somit

1

< {on, o) = w0 — ) < Hlzillllon — ol < 5

DN | —
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ein Widerspruch. Es folgt also M+ = {0} und somit span M = M*+ = E nach Satz 6.15
und Bemerkung 6.16.
(b) Da E reflexiv ist, ist mit £ auch E” separabel, also auch E' gemaf} (a). O

6.36 Bemerkungen und Beispiele. (a) Aus der Separabilitiat von E folgt im Allge-
meinen nicht die Separabilitét von E’. Zum Beispiel ist ¢! separabel, aber (¢')" & (>
ist nicht separabel (Ubung). Insbesondere folgt mit Hilfssatz 6.35(b), dass ¢! nicht
reflexiv ist.

(b) Ist K ein iiberabzéhlbarer kompakter metrischer Raum, so ist C'(K) separabel
nach Korollar 4.13. Allerdings ist der Dualraum C(K)" nicht separabel, da die
Diracmafle 0, € C(K)', z € K, definiert durch §,(f) = f(x) fur f € C(K), eine
iiberabzihlbare diskrete Teilmenge von C(K) bilden (Ubung). Es folgt wiederum
mit Hilfssatz 6.35(b), dass C'(K) nicht reflexiv ist.

6.37 Satz. Seien E reflexiv und F C E ein abgeschlossener Teilraum. Dann ist auch F
refleziv.

Beweis. Sei j: F'— FE die Inklusion. Nach Satz 6.10 ist das Diagramm

F 24 F

s B
kommutativ. Wir bemerken zunachst:
(6.5) Kern j” = {0}.
Ist namlich ® € Kern j” C F”, so gilt

0= {7,7"®) = (4’1, ®) = (7|r, P) fir alle T € F'.

Nach Satz 6.4 ist die Restriktion j': E' — F” stetiger linearer Funktionale auf F' surjektiv.
Es folgt ® = 0. Zum Beweis der Surjektivitiat von ip sei nun W € F” beliebig. Nach
Voraussetzung existiert ein € E mit igz = j”U. Wir zeigen zunéichst: z € F*+. Fiir
© € F*+ C F' ist namlich j'¢ = ¢|r € F’ die Nullabbildung und somit

0= (j'¢. ) = (p,]"T) = (p,ipz) = (z,0).
Es folgt # € F** = F = F nach Satz 6.15(a), also = jx. Fiir beliebiges ¢ € E’ gilt

{p.iniz) = (jz, @) = (z.5'0) "= (i',irz) = (¢,5"irz)

und somit
§"U =igjr = j"ipx, also (¥ —ipx) =0.

Dies liefert ¥ = ipx wegen (6.5). O
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6.38 Hauptsatz. Ist E reflexiv, so hat jede beschrdnkte Folge in E eine schwach
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (z,), C E eine beschrankte Folge und F' := span{z, |n € N} C E. Dann
ist I’ separabel, und F' ist auch reflexiv nach Satz 6.37. Also ist auch F’ separabel nach
Hilfssatz 6.35(b). Sei nun ®,, == ipx, € F” fur n € N. Gemifl Hauptsatz 6.31 kénnen wir
nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen:

®, X  inF'=(F)
Da F reflexiv ist, existiert x € F mit ipz = ®, und fur alle ¢ € E’ gilt dann mit
¢ = (,D|F cF:
(zn —z,0) = (xp —2,0) = (¢, D, — P) — 0 fir n — oo. O

6.39 Bemerkung. (a) Hauptsatz 6.38 liefert zusammen mit Korollar 6.26, dass in
jedem reflexiven Raum die Einheitskugel ,schwach folgenkompakt* ist.

(b) Ist E separabel, so gilt sogar (ohne Beweis): E ist genau dann reflexiv, wenn jede
beschrankte Folge in E eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

(¢) Aus Hauptsatz 6.38 folgt insbesondere, dass in jedem Hilbertraum jede beschrankte
Folge eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

6.40 Satz. (a) Ist E reflexiv, so auch E'.
(b) Ist E ein Banachraum und E' reflexiv, so ist auch E reflexiv.

Beweis. (a) Zu zeigen ist die Surjektivitat von ig: B’ — E". Fir beliebige ® € E” und
x € E gilt (mit iy = (ig)’)

(ipz,ipip®) = (ip® ipz) = (v, ip®) = (ipz, ©).

Weil ig: B — E” surjektiv ist, liefert dies ig/iz® = ®, und weil ® in E” beliebig gewéhlt
war, folgt igiy = Ipm. Damit ist iz surjektiv, also bijektiv, und es gilt ip = (i5) "'
(b) Ist E’ reflexiv, so ist nach (a) auch E” reflexiv. Da E vermége ip zu einem (nach
Voraussetzung) vollstdndigen und somit abgeschlossenen Teilraum von E” topologisch
isomorph ist, folgt mit Satz 6.37 und Bemerkungen und Beispiele 6.34(b), dass auch F
reflexiv ist. 0

6.41 Bemerkung. Aus Bemerkungen und Beispiele 6.36(a) und Satz 6.40(b) folgt
insbesondere, dass > nicht reflexiv ist.

Im Folgenden wollen wir ein praktisches hinreichendes Kriterium fiir Reflexivitat
herleiten, die sogenannte gleichméaflige Konvexitéit eines Banachraums. Zuvor benétigen
wir aber zwei Hilfssédtze, welche auch anderweitig niitzlich sind.
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6.42 Hilfssatz (,komplexer” Trennungssatz in Ergénzung zu Abschnitt 6.3). Sei C C E
absolut konvex und abgeschlossen, und sei xo € E~ C. Dann existieren ¢ € E' und o > 0
mit

(W) <a<[p(x)  firyed.

Beweis. Geméaf Korollar 6.20(b) existieren ¢ € E' und o € R mit Re p(zg) < —a <
Rep|c. Fir ¢ = —p gilt dann Re¢|c < a < Re)(xg). Wegen 0 € C (aufgrund der
absoluten Konvexitét) erzwingt dies o > 0. Es folgt

|9 (x0)| > Retp(xg) > a.

Fiir ein beliebiges y € C existiert § € K mit || = 1 und

[W(y)| = BY(y) = ¥(By) = Re(By) < a.

Die letzte Ungleichung folgt dabei aus den Eigenschaften von 1 und weil Sy wegen der
Symmetrie von C' auch in C' liegt. O

Im Rest des Kapitels bezeichne stets B := B;(0) die abgeschlossene Einheitskugel des
normierten Raums (E, ||-||).

6.43 Hilfssatz. Seien U € E” mit |V||gr < 1 und ¢1,...,0n € E' gegeben. Sei ferner
e > 0. Dann existiert ein x € B mit

|V (@) — pi(x)] < e firi=1,...,n.

Beweis. Es reicht, zu zeigen, dass 7 := (¥(¢1),...,¥(p,)) € K" in der Menge

C={(p1(2),...,¢n(2)) |z € B} CK"

liegt. Angenommen, es ware n ¢ C. Da C absolut konvex und abgeschlossen in K" ist,
existiert gemafl Hilfssatz 6.42 ein 7 € (K")' und o > 0 mit

IT(y)| <a firyeC und |T(n)] > «a.

Dabei lasst sich 7 nach dem Rieszschen Darstellungssatz bzgl. des Standardskalarprodukts
in K" schreiben als 7(y) = Y1, \jy; fiir y € K™ mit geeigneten Ay,..., A, € K. Sei nun

%::7—0(9017--"9071):2)\2'902'GE/-
i=1

Dann gilt |7(x)| = |7(p1(x), ..., pu(x))| < a fur alle x € B, also ||7|| < o. Andererseits

1st .
U@ =D N¥(@)| = [r(n)] > a.
i=1
Dies widerspricht der Voraussetzung || V| g~ < 1. Die Behauptung folgt. O
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6.44 Definition. Der Raum FE heifit gleichmdflig konvex, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0
existiert derart, dass fiir alle x,y € B die Implikation gilt:

(6.6) Ty

H>1—6 — |z —yl <e.

6.45 Beispiele. (a) Ist (H,(-,-)) ein Prahilbertraum, so ist H gleichméaBig konvex,
denn es gilt

2
<1-

Tr+vy 2

2

xT—i_y fir alle x,y € B.

1 1
lle =l = S0lelP + 1) - |

(b) Der Raum (RY,|-|5) ist geméB (a) gleichméBig konvex; allgemeiner ist (RY, |-],)
fir 1 < p < oo gleichméfBig konvex. Die Raume (RY,|-|;) und (R",|-|..) sind aber
nicht gleichméafig konvex.

6.46 Satz. Sei E gleichmdflig konvex und (x,), eine Folge in E.
(a) Gilt x, = x € E und ||z,|| — ||z||, so folgt x,, — x fir n — co.
(b) Gilt limy, o0 SUP,y, 5| |2 + 20]| — 2| = 0, s0 ist (x,,),, eine Cauchyfolge.
Beweis. (a) Ohne Einschrankung sei x # 0 (sonst folgt offensichtlich die Normkonvergenz)
und z,, # 0 fir alle n € N. Setze z, = Hi—n” und z = ﬁ Dann gilt
1 1 . /
o(zy) = mgp(a:n) — mgp(x) = p(2) fiir n — oo und alle p € F,
also z, — z. Nach Korollar 6.5 existiert ¢ € £’ mit [|¢|| =1 und ¢(2) = 1. Es folgt

n—oo

lzn + 2ll = lo(zn + 2)] — 20(2) = 2.

Da E gleichméfig konvex ist, folgt ||z — z,|| — 0 fir n — oo, also

lim z, = lim ||z,||z, = ||z]z = .
n— oo n—oo
(b) Nach Voraussetzung gilt (mit m = n) lim,_,||z,|| = 1. Ohne Einschrankung ist

daher o, = |[z,[| # 0 fiir alle n € N, und wir setzen z, == 7* € B. Fiir m,n € N gilt
dann

|20 4+ Zwmll < |20 + 2l + (|20 — 20l + |2 — 20l = 20 + 2| + | — 1] + [ — 1.
Es folgt nach Voraussetzung

Zn + Zm Tp + Ty

> lim inf
n—o0o m>n

lim inf =1.
n—oo m>n
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Also ist (z,) eine Cauchyfolge, weil E gleichméfig konvex ist. Da ferner

[0 = Zml] < 20 = Zmll + 11 = an| + 1 — o
fiur n,m € N gilt, ist auch (x,), eine Cauchyfolge. ]
6.47 Satz (von Milman). Ist E ein gleichmdfSig konvexer Banachraum, so ist E refleziv.

Beweis. Sei ¥ € E” mit | V| = 1. Es reicht, zu zeigen, dass ¥ € Bildig ist. Sei dazu
(en)n eine Nullfolge positiver Zahlen und ¢ € E’ beliebig mit ||| = 1. Nach Definition
der Norm in E” existieren o, € E' mit ||a,|| <1 und

U(a,) = |¥Y(a,)| >1—ép.
Nach Hilfssatz 6.43 existiert eine Folge (x,), C B derart, dass fiir alle n € N gilt:

(U (p) — ()| < en
und

(6.7) V() — a;(z,)| < e firi=1,...,n.

Wir zeigen: Als Konsequenz von (6.7) ist (x,), eine Cauchyfolge. Fiir 1 < i < n ist
namlich

Rea;(z,) = ReU(ey) — Re(V () — ai(zy,)) > 1 — &5 — |V () — ()| > 1 —&; — €.
Fir m,n € N mit m > n folgt also
2> ||zmll + lznll = |em + zall > |an(@m + 20)|] > Rean(@m + ) > 2 — &, — 3e,
und somit
lim sup|||z, + 2| — 2| = 0.
n—>oom2n

Mit Satz 6.46(b) folgt, dass (x,,), eine Cauchyfolge in E ist. Da FE vollsténdig ist, existiert
r = lim, . T,, wobei gilt:

U(p) = ¢(x) und V() = o) fir ¢ € N.

Jede andere Wahl von ¢ € E’ fiihrt aber zu demselben x € E, denn erfillen z,y € E die
Bedingungen
U(a;) = ai(r) und W(a) = ou(y)  fiiri €N,

so erfiillt die Folge (x,y,z,vy,...) Bedingung (6.7) anstelle von (x,,), und ist somit nach
obigem Argument eine Cauchyfolge, d.h. es gilt © = y. Fazit: Fiir das oben gefundene
x € F gilt

U(p) =¢(x)  furalle p € E,

also ¥ = ipz € Bildig. ]
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6.6. Anwendung auf die L’-Raume

Sei im Folgenden (§2, M, i) ein Mafiraum.

6.48 Hilfssatz. Firp € [2,00) und u,v € LP(QQ) gilt
o+ vl e — ol < 227 (ull2 + oll).
Beweis. Es reicht offensichtlich, die Ungleichung
(6.8) |z +w|P + |z — wlP < 2P7H(|2]P + |w|P) fir z,w € C
zu zeigen. Wir verwenden dazu, dass fiir a,b > 0 gilt:
(6.9) (ap—i—bp)% < (a2+b2)% und a® + b? SZPT?Z(ap—i—bp)%
Damit erhalt man namlich

2wl 4z —w)s = Q2 + |w])?
(2P + [w)s < 252" (j2” + [wP) = 227 (2P + |w]?)

|z +w|P 4+ |z —wl? < (
=2

fir z,w € C, also (6.8). Nun zu (6.9): In der ersten Ungleichung reicht es aufgrund der
Homogenitéit, den Fall a® + b* = 1 zu betrachten. Dann sind a, b € [0, 1], und somit ist
a? + b < a®+b* =1, da p > 2 ist. Die Ungleichung folgt. Wegen p > 2 ist die Funktion
[0,00) — R, t + tP/? konvex; somit gilt (#)% < # fir a,b > 0. Dies zeigt die
zweite Ungleichung in (6.9). O

6.49 Satz. Firp € [2,00) ist LP(QQ) gleichmafig konvez.

Beweis. Fir u,v € LP(Q) mit |[ul|,, ||v]], <1 ist

Hilfssatz 6.48 u -+ vl|P
fu—olp < 2 ully + i) — llu+ ol < 22 (1 -1 ) ,
und dies liefert die gleichméfige Konvexitét. O

6.50 Korollar. Fir p € (1,00) ist LP(Q) reflexiv, und mit ¢ = ;P5 hat man einen
isometrischen Isomorphismus

S: LQ) - (L)), (9.5f) = / fodu fir f € L), g € I'().

Beweis. Die Holdersche Ungleichung liefert

g, SF)| = 1 / fgdu‘ < fllgll, fir £ € LUQ), g € L),
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also ist Sf € (LP(Q)) mit ||Sf| < || f]l,- Ist speziell g € LP(Q) definiert durch

o(2) = {!f()l() F@) @), falls f(z) £0,
0, falls f(x) =

so erhilt man zudem

lgll, = 1I£1Z? wnd  |{g, SFY = lI£15,

also ||Sf| > ‘%”(“ = ||f|T " = = || fllq- Insgesamt folgt also ||Sf|| = ||f|l,, und somit
ist S eine Isometrie.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall p € [2,00). Dann ist £ = LP(2) reflexiv
nach Satz 6.49 und Satz 6.47. Wir zeigen, dass S in diesem Fall surjektiv ist. Sei dazu
F = BildS C E'’. Dann ist F vollstindig (als Bild eines Banachraums unter einer
Isometrie) und somit abgeschlossen in E’. Angenommen, es gibe ¢ € E' ~ F. Dann
existiert auch ¢ > 0 mit U.(p) N F = &, und nach dem Trennungssatz von Mazur
(Satz 6.19) existiert ¥ € E” mit ¥|p = 0 und (¢, ¥) # 0 (dies kann man alternativ auch
direkt aus Satz 6.4 folgern, s.a. den Beweis von Satz 6.15(a)). Aufgrund der Reflexivitét

von E ist U =igu fir ein v € E. Fur alle v € L) gilt dann
= (Sv, V) = (Sv,igu) = (u, Sv) = / uv dp.
Q

Durch die Wahl von v = |u|s ™% folgt leicht u = 0, also ¥ = 0. Widerspruch. Also ist §
surjektiv und damit ein isometrischer Isomorphismus.

Mit Satz 6.40(a) und Bemerkungen und Beispiele 6.34(b) folgt nun, dass auch L?(2) =
E' reflexiv ist, und mit dem gleichen Argument wie oben ist dann auch die Abbildung

S:LP(Q) » (L9Q)) . (9.5f) = / fodu

ein isometrischer Isomorphismus. Man durchlauft also alle Zahlen p € [2,00) und ¢ € (1, 2]
und erhalt somit die Behauptung. ]

6.51 Bemerkung. Man kann zeigen, dass LP(2) auch fir 1 < p < 2 gleichméBig konvex
ist. Dazu verwendet man die elementare, aber nicht offensichtliche Ungleichung

—1
lu+ ol + llu = ol <2 (lullp + llollp)",  wv e L)
firl <p<2undq=-"2

Beweis. Siehe z.B. Hirzebruch, Scharlau, Einfithrung in die Funktionalanalysis, Lemma

17.3. [l
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6.52 Satz. Das Maf$ i sei o-endlich, d.h. es gebe Q. C Q, k € N mit u(2) < oo und
Q=2 Q. Dann ist (L*(Q)) isometrisch isomorph zu L=(2); zu jedem ¢ € (L'(Q2))
ezistiert genau ein f € L>®(Q) mit || f|le = ||| und

olg) = /Q fgdu  firalle g € L'(9),

Beweis. Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, dass €2 C Q. fir alle £ € N gilt.
Sei p € (L'(Q)), und sei ¢ € (L'()) definiert durch ¢ (g) = ©(g), wobei g € L*(2)
die triviale Fortsetzung von g € L'(€,) auf Q bezeichne. Da L?*(£2;) stetig in L*(£2;)
eingebettet ist (gemaB Bemerkung und Beispiel 4.26(b)), ist ¢i|r2(0,) € (L*(%))". Somit
existiert nach Korollar 6.50 (oder dem Rieszschen Darstellungssatz, vgl. Satz 5.10) genau
ein f € L*(Q) mit

or(g) = frgdp fiir alle g € L*().
Q

Die Eindeutigkeit zeigt dabei fi|o, = f; fiir j <k, und somit existiert eine p-messbare
Funktion f: Q — K mit f|q, = fi fir £ € N. Wir zeigen

(6:10) Fer=® mit ||flle < ol
Sei dazu -

. Q—>K, a(x) — {|f(x)|’ f($)7£07

O’ f(ﬂ?) = 07

d.h. a € L*(Q) erfillt |a] <1 und af = |f] in €. Sei ferner

1
A, = {xEQ‘|f(x)|2Hg0H+E} fir n € N.

Wire p(A,) > 0 fir ein n € N, so wiirde k£ € N existieren mit p(A) > 0 fir A == QN A,.

Mit g = % € L*(£y,) wére dann

1 1
+—g—/ dp = dp = = 0(3) < llellglleioy < Nl
llell + A A\f! I Qkfg 1=er(g) = ¢(@) < llellllglle < llell

Widerspruch. Es folgt p(A,,) = 0 fiir alle n € N, und somit ist

0=n(U ) =n({x €211 > o1}

neN

Es folgt (6.10). Somit ist eine Linearform n € (L'(€2))" wohldefiniert durch 7(g) =
Jo, fgdp, und diese Linearform erfillt

(6.11) n(g) = vr(g) = ¢(9) fiir alle k € N und g € L*(,).
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Da L2(€,) in L*() fiir & € N dicht liegt (leichte Ubung; man verwende () < o0), gilt
(6.11) auch fiir k € N und g € L'(Q). Ist schliefllich g € L*(Q) und g = glq, € L' (),
so folgt gr — g in LY(Q) fiir kK — oo und somit

plg) = lim o(gr) = lim 7(gr) = n(g)-

Somit gilt ¢ = 7, und man hat || = [|n]] < [|flle <[]l also [[f[lec = [l ]l- O
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7. Spezielle Operatoren

7.1. Kompakte Operatoren

Seien E. F' normierte K-Vektorraume.

7.1 Definition. Eine lineare Abbildung T': E — F heif3t kompakt, falls fiir jede be-
schrankte Folge (x,), C F die Bildfolge (Tx,), eine konvergente Teilfolge besitzt. Wir
setzen KK(E, F) = {T: E — F | T linear und kompakt} und K(F) = K(FE, E).

7.2 Beispiel. Seien [a, b], [¢,d] C R kompakte Intervalle und k: [¢,d] x [a,b] — C eine
stetige Funktion. Dann ist der Integraloperator K € L(Cla, b], C|[c, d]) aus Beispiel 2.29(c),
gegeben durch

b
(Ku)(t) = / k(t,s)u(s)ds fir ¢ € [e,d],

kompakt. Um das zu zeigen, sei (u,), eine Folge in C[a,b] mit r = sup,,cy||tnl/cc < 00
Aufgrund der Stetigkeit von K (siehe Beispiel 2.29(c)) ist dann auch die Folge (Kuy),
beschrankt in C|e, d]. Mit Korollar 4.6 reicht es also, zu zeigen, dass die Folge (Kuy,),
gleichgradig stetig ist. Seien dazu ty € [¢,d] und € > 0. Da k auf der kompakten Menge
[c,d] X [a,b] gleichmaBig stetig ist, existiert § > 0 mit

[k(t,5) = k(to, )| < 57—

m fur alle t € U(s(t()) und s € [CL, b]

Es folgt dann fiir ¢ € Us(tp) und n € N:

|(Kup)(t) = (Kun)(to)| < / |k(t, s) — k(to, 8)||un(s)| ds
¢ b
< 7“/ Ik(t, ) — k(to, s)| ds < g <.

Die liefert die benoétigte gleichgradige Stetigkeit.
7.3 Bemerkung. Sei T: F — F linear.

(a) Aquivalent sind:
o T ist kompakt.
o Ist M C E beschrinkt, so ist T(M) C F relativ kompakt.
e T(By(0)) C F ist relativ kompakt.
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(b) Ist T" kompakt, so ist 7" auch stetig.

(c) Ist T stetig und dim Bild 7" < oo, so ist 7" kompakt.

(d) Ist dim £ < oo, so ist T kompakt.
)

(e) Nach Satz 2.45 ist die identische Abbildung I: F' — FE genau dann kompakt, wenn
dim £ < oo ist.

7.4 Satz. (a) IKC(E,F) ist ein linearer Unterraum von L(E, F').
(b) Ist F wvollstindig, so ist K(E, F) in L(E, F) abgeschlossen.

Beweis. (a) Offensichtlich ist die Nullabbildung in IC(E, F'). Seien S,T € K(E, F') und
a € K. Sei ferner (z,), C E eine beschrankte Folge. Da S kompakt ist, existieren eine
Teilfolge (z,, ), und y € F mit limy_, Sz,, = y. Da T kompakt ist, existieren ferner
eine Teilfolge (xnk]) jund z € F mit lim;_, Ta:nkj = z. Folglich existiert auch

lim (oS + 1)z,

J—00

=ay+z € F|

kj

und somit ist wS + T € K(E, F).

(b) Seien T,, € K(E,F), n € N, derart, dass T := lim,, ,, T,, in L(E, F) existiert.
Es reicht, zu zeigen, dass T'(B1(0)) C F prakompakt ist; dann ist diese Menge auf-
grund der Vollstdandigkeit von F' auch relativ kompakt. Sei dazu € > 0. Dann exis-
tiert n € N mit ||T,, — T|| < ¢, also || T,z — Tz|| < ¢ fiir alle x € By(0). Somit gilt
T(B1(0)) C B (T,,(B1(0))), wobei T,,(B1(0)) C F nach Voraussetzung prakompakt ist.
Mit Bemerkung 2.42(b) folgt die Prakompaktheit von T'(B;(0)). O

7.5 Beispiel. Seien 1 < p < 0o, E = (*, (p,),, eine Nullfolge in K und 7" € L(F) definiert
durch
Tx = (pnZn)n fur x = (z,), € 7.

Dann ist 7' € K(E), denn: Seien T, € L(E), k € N definiert durch
Tex = (p1x1, - .-, pry, 0,0, ...) fur x = (x,), € F.

Da dim Bild 7}, < oo ist, folgt T}, € K(E) nach Bemerkung 7.3(c). Ferner ist

(T = Ti)allh = lpnaal” < Sfllzllf  fir 2 = (z,), € £7, mit 6 := sup|p,|.

.y n>k

Es folgt |7 — Tk|| < 0x — 0 fur & — oo. Somit ist T € K(F) nach Satz 7.4(b).

7.6 Satz. Seien D, G weitere normierte Riume, und sei T € K(E, F) sowie Ty € L(D, F)
und Ty € L(F,G). Dann gilt:

TT, € K(D,F) und ToT € K(E,G).
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Beweis. Sei zunéachst M C D beschrankt. Dann ist auch 77(M) in E beschrankt, da
Ty stetig ist. Da ferner T kompakt ist, ist T'(71(M)) relativ kompakt in F. Es folgt
TT, € K(D, F). Sei nun (x,), eine beschrénkte Folge in E. Da T kompakt ist, existie-
ren eine Teilfolge (x,, ), und y € F mit limy_,o Tx,, = y. Da Ty stetig ist, existiert
limy o0 15T %, = Toy € G. Es folgt 10T € K(E,G). O

7.7 Satz. Sei T € K(E, F). Dann gilt:

(a) T" e C(F', E').

(b) Ist (xn)n, C E eine Folge mit x,, — x € E, so folgt Tz, — Tx in F.
Beweis. (a) Sei (¢,), C I’ eine beschrankte Folge und M = sup,,cy||¢n||. Nach Voraus-
setzung ist K = T(B1(0)) C F kompakt. Sei f, = ¢,|kx € C(K). Dann ist

[ falloe < l4llC < MO fiir alle n € N mit C := max]|y|
Y

und

[Fn(y) = fa(@)] = |nly = )] < lnlllly = zll < Mly — =] firalle 2,y € K, n € N.

Somit ist die Folge (f,), gleichgradig stetig und beschrénkt in C(K). Nach Ubergang
zu einer Teilfolge ist (f,,), gemaf Korollar 4.6 (Satz von Arzela-Ascoli) also gleichméaBig
konvergent und somit insbesondere eine Cauchyfolge in C'(K). Da ferner

||T,¢m - T,¢n||E’ = Ssup |¢m(Tx) - ¢n(Tx)| < ngf()lfm(y) - fn(y)| = ||fm - fn“OO

x€B1(0)

fir m,n € N, ist auch (7"¢,), eine Cauchyfolge in £’ und somit konvergent, da E’
vollstandig ist. Dies zeigt die Kompaktheit von 7”.

(b) Nach Voraussetzung gilt y, = x, —z — 0. Sei ¢, € F’' gemifl Korollar 6.5
gewahlt mit ||¢,]| = 1 und |¢,(Ty,)| = || Tya||. Nach (a) ist die Menge {T"%, | n € N}
prakompakt in £’ und mit Satz 6.27(a) folgt

1Tyl = [n(Tyn)| = [(T%n)(yn)| = 0 fiir n — oo,

also Tx,, — Tx in F. O

7.8 Definition. Man sagt, der normierte Raum E sei stetig in F' eingebettet, wenn es
eine injektive Abbildung i € L(F, F) gibt. Die Abbildung ¢ nennt man dann Einbettung

von E in F und schreibt E <> F. Ist ferner i kompakt, so sagt man: E ist in F kompakt
eingebettet.

7.9 Beispiel. Seien a,b € R, a < b. Wir betrachten den Banachraum C'[a,b] mit
Norm |[|-||c1 definiert durch ||ul|cr = ||t + [|¢/]|sc (Ubung). Dann ist C1[a, b] kompakt
in C[a,b] eingebettet, denn: Fir v € By(0) C C'a,b] und x,y € [a,b] ist nach dem
Mittelwertsatz

u(z) —u(y)] < [Wlloclz =yl < |2 —yl.
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Gemafl Bemerkung und Beispiel 4.3(b) folgt daher die gleichgradige Stetigkeit von
B1(0) C C'a, b]. Ferner ist ||uleo < [Jul|cr < 1 fiir alle u € By(0) € C'|a, b]. Mit Satz 4.5
(Satz von Arzela und Ascoli) folgt daher, dass die Einheitskugel B;(0) von C'[a,b] im
Raum C'a, b] prakompakt und damit auch relativ kompakt ist.

Ende der Videos von 2021-06-29

7.2. Fredholmoperatoren

Seien stets F, F' normierte Raume iiber K = R bzw. K = C.

In diesem Kapitel wollen wir einige Aspekte der Klasse der Fredholmoperatoren studie-
ren. Diese Operatorklasse verhélt sich in Bezug auf das Losen von Operatorgleichungen
ahnlich gut wie Operatoren zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen. Ferner hat
die Klasse gute Stabilitatseigenschaften, und sie steht in einem engen Zusammenhang
mit kompakten Operatoren. Wir benotigen zunéchst ein paar vorbereitende Sétze. Wir
erinnern daran, dass K(E) den Vektorraum der kompakten linearen Operatoren F — E
bezeichne.

7.10 Hilfssatz. Sei W C E ein endlichdimensionaler Teilraum. Dann besitzt W ein
topologisches Komplement in E.

Beweis. Sein :=dimW und ey, ..., e, eine Basis von W. Sei ferner ¢, ..., ¢, die duale
Basis von W’ definiert durch ¢;(e;) = d;; fur i,j = 1,...,n. Nach Satz 6.4 existieren
Fortsetzungen v, ...,v¢, € E' von ¢, ..., p,. Sei nun

V={zxeE|Y(r)=0furi=1,...,n}.

Dann ist V' ein abgeschlossenes algebraisches Komplement zu W in E, wie man sich
leicht berlegt, und mit Satz 3.24(a) folgt £ =W @y, V. O

7.11 Satz. Seien K € K(E) und T =1 — K € L(E). Dann gilt:
(a) Kern T ist endlichdimensional
(b) Bild T ist abgeschlossen und hat endliche Kodimension.
(c) Ist dim E = oo, so ist K ¢ Iso(F).

Beweis. (a) Da Kl|kenr = I|kemr € K(KernT) ist, folgt dimKern7T < oo nach
Satz 2.45.

(b) Sei W := KernT'. Nach (a) und Hilfssatz 7.10 existiert ein topologisches Komple-
ment V in £ zu W; insbesondere ist V' in E abgeschlossen. Sei nun y € Bild T'; dann
existiert eine Folge (z,), in V' mit lim,_, Tz, = y.

Wir behaupten, dass die Folge (z,), beschrankt ist. Wére dies nicht der Fall, dann
konnten wir nach Ubergang zu einer Teilfolge ||z, || — oo fiir n — oo annehmen. Mit
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2y = ”i—:” € V gilt dann ||z,|| = 1 fir alle n und lim, o T2, = 0. Nach erneutem

Ubergang zu einer Teilfolge existiert wiederum z := lim,,_,», K z,, und somit folgt

2n=(T+K)z, >0+ 2=z fiirn— oo, also Tz = lim Tz, = 0.

n—oo

Weil V' abgeschlossen ist, gilt z € V und somit z = 0 wegen der Injektivitiat von T'|y;

dies widerspricht aber der Normierung ||z,|| = 1 fiir alle n. Also ist (z,,) beschrankt.
Da K ein kompakter Operator ist, konnen wir nach Ubergang zu einer Teilfolge,

wiederum (z,), genannt, annehmen, dass z := lim,_,, Kz, € F existiert. Dann gilt aber

=T+ K)x, > y+=z fiir n — oo,

und wegen der Stetigkeit von 7" folgt T'(y + z) = lim,, o, T, = y, also y € Bild 7. Damit
ist Bild 7" abgeschlossen in F.

Wegen Satz 7.7 gilt auch K" € K(E’), und wegen (a) ist Kern7” endlichdimensional.
Ferner folgt mit Satz 6.15(c)

BildT = BildT = (BildT)** = (Kern T")*
={x € F|y¢(x) =0 fir alle ¢ € Kern T"}.

Dies zeigt codim Bild T < m := dim Kern 7" < oo, denn: Ist ¢y, ..., p,, eine Basis von
KernT' C E' und X C F ein Unterraum mit dim X > m, so hat

() Kern(pilx)
i=1

Kodimension < m in X, also positive Dimension. Damit existiert z € X ~ {0} mit
pi(z) =0fir j =1,...,m, also p(x) = 0 fiir alle ¢ € Kern 7" und somit = € Bild 7. Die
Behauptung folgt.

(c) Wire K € Iso(F), so wire auch I = KK~ ! € K(E) gemaf Satz 7.6. Mit Satz 2.45
folgte dim £ < oo, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

7.12 Definition und Satz. Sei VV C E ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt:

(a) Auf dem Faktorraum EJV = {x+V |x € E} wird eine Norm definiert durch

|z + V] = in‘Iin + || = dist(x, V).
ve

(b) Die Projektion P: E — E/V, x — x + V ist stetig mit ||P|| < 1.

(c) Ist T € L(E,F) mit V C KernT, so existiert T € £(E/V,F) mit T = TP und
17l = I71-

(d) Ist E ein Banachraum, so auch E/V.
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Beweis. Sei im Folgenden z =z +V € E/V fir z € E.

(a) Die Seminormeigenschaften sind einfach zu sehen. Zur Definitheit: Ist x € E mit
|Z|| = dist(z, V) = 0, so folgt x € V =V und somit Z = O,y

(b) Fur z € E ist |Pz|| = ||z|| < ||z + 0] = ||z|| nach Definition der Norm. Dies zeigt
die Stetigkeit von P. B

(c) Der Homomorphiesatz der linearen Algebra liefert eine lineare Abbildung 7': E/V —
F mit T=TP. Sei ¢ > 0. Ist 2 € E mit ||Z|| < 1, so existiert y =2 +v € Emitve V
und ||y|| < [|z|| + € < 1+ € und somit

1Tz = Tyl = TPyl = [Tyl < [Tyl < ITN (1 +&).

Es folgt T € L(E/V, F) und ||T|| < |T||(1 +¢). Da & > 0 beliebig gewéhlt war, erhalten
wir [|T|| < ||T]|. Es gilt auch

1T = [T Pl < TP < 171,

also insgesamt ||| = ||T.

(d) Wir verwenden Satz 2.37. Seien dazu z € E, k € N mit ) ,_ ||Z5]| < oo, und
seien y, € E, k € N mit 7 = 7, und ||yx|| < [|Z#]] + 27% gewéhlt. Dann folgt auch
S oreillykll < oo. Da E ein Banachraum ist, existiert somit y = lim, .o Y ,_, ¥y in E
gemaf Satz 2.37. Fir n € N gilt

S =Y m=r(Sn)
k=1 k=1 k=1

so dass die Stetigkeit von P die Konvergenz der Reihe links liefert. O

7.13 Korollar. Ist T € L(E, F), so existiert ein weiterer normierter Raum E und eine
injektive Abbildung T € L(E,F) mit BildT = BildT. Dabei kann E als Banachraum
gewahlt werden, wenn E ein Banachraum ist.

Beweis. Wihle V = KernT, E = E/V und T wie in Definition und Satz 7.12. O
Im Folgenden seien nun E, F' Banachraume tiber R oder C.
7.14 Satz. Ist T € L(E, F) mit codimBild T < oo, so ist Bild T abgeschlossen.

Beweis. Gemafi Korollar 7.13 kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass T
injektiv ist. Sei n = codimBild7T. Dann existieren eq,...,e, € F derart, dass
F = BildT @ span{ey, ..., e,} ist. Betrachte den Banachraum E x K", versehen mit
der Norm (z,&,...,&) — [[(,&, ... &)l = llzlle + Xoiyl&l]- Sei S: E x K" — F
definiert durch S(z,&,...,&,) = Tax+ Y ., &e;. Dann ist S € L(E x K", F) bijektiv
und stetig, also S € Iso(F x K", F') gemafl Korollar 3.14. Insbesondere ist Bild 7" als Bild
der abgeschlossenen Teilmenge F x {0} C E' x K" unter S abgeschlossen in F'. ]
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7.15 Definition. Eine Abbildung 7' € L(E,F) heifit Fredholmoperator, falls
dimKern7T < oo und codim BildT < oo ist. In diesem Fall definieren wir den Fred-
holmindex durch ind T = dim KernT" — codim Bild T". Wir schreiben:

O(E,F)={T € L(E,F)|T Fredholmoperator},
Ou(E,F) = {T € &(B,F) |ind T = k},
O(E) = O(E, E), B(E) = oy(E, B).

7.16 Beispiel. (a) Sind £, F' endlichdimensionale Banachraume mit dim £ = m und
dim F' = n, so ist jeder Operator T' € Hom(F, F') ein Fredholmoperator, und nach
dem Dimensionssatz gilt ind 7' = m — n.

(b) Sei K € L(E) ein kompakter Operator. Dann ist [ — K € ®(F) gemaf Satz 7.11.

(c) Seip € [1,00], B = (N,K) und T,, € L(E) fiir n € Z wie folgt definiert: Im Fall
n > 0 sei

T (z) = (Tpi1, Tnao, - fur x = (z;); € E, (Linksverschiebung),
und im Fall n < 0 sei

T.(z) =(0,...,0,21, 29, ...) fir v = (z;); € E (Rechtsverschiebung).
———

|n|-mal

Dann ist T,, € ®,(F) fir alle n € Z.

(d) Sei I C R ein kompaktes (nichtdegeneriertes) Intervall und T': C*(I) — C(I)
gegeben durch T'f = f®). Dann ist T ein Fredholmoperator vom Index k& (Ubung).

7.17 Bemerkung (Fredholm-Alternative). Ein Fredholmoperator T' € ®(F, F') vom
Index 0 erfiillt die sogenannte Fredholm-Alternative: Entweder die Gleichung T'u = f hat
fiir jedes f € F eine eindeutige Losung, oder die Gleichung T'u = 0 hat eine nichttriviale
Loésung u € £~ {0}.

7.18 Lemma. Sei T € ®(FE,F). Dann ezistieren topologische Zerlegungen E =
KernT @yop W, F =BildT @i Z, und T'|yw: W — Bild T ist ein topologischer Isomor-
phismus.

Beweis. Da dim KernT" < oo, hat KernT' geméafl Hilfssatz 7.10 ein topologisches Komple-
ment W in E, d.h. es gilt &/ = Kern T'®;,, W. Sei nun Z ein algebraisches Komplement von
BildT"in F. Da nach Satz 7.14 Bild T" C F' abgeschlossen ist, gilt sogar F' = Bild T’ @y, Z
geméB Satz 3.24. Nun ist T'|y : W — Bild T eine stetige bijektive Abbildung zwischen Ba-
nachraumen, da W in E und Bild 7" in F' abgeschlossen sind. Also ist T'|y: W — Bild T
ein topologischer Isomorphismus gemafl Korollar 3.14. O
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7.19 Satz (Indexformel). Seien E, F und Z Banachriume, und seien T' € ®(E, F) und
M € ®(F, Z) gegeben. Dann ist MT € ®(E,Z) und es gilt

indMT =ind M + ind T.

Beweis. Der folgende Beweis basiert ausschliellich auf linearer Algebra. Wir bendtigen
zunéchst eine spezielle Zerlegung von F'. Dazu wéhlen wir zunéchst einen Teilraum
F CF mit F = (BildT + Kern M) & F. Ferner betrachten wir den nach Voraussetzung
endlichdimensionalen Teilraum

V =BildTNnKern M C F
und wéhlen Teilrdume U C Bild T, W C Kern M mit
BildT =U&aV und Kern M =V & W.
Nach Konstruktion ist dann
BildT + Kern M =U&®V oW

und

F=UoVaoWarF.

Es folgt
Kern MT = {z € E| Tz € Keren M} =T (V).

Zerlegt man diesen Unterraum von £ nun in der Form
Kern MT = Kern T @V,
so ist T V — V ein Isomorphismus und somit
(7.1)  dimKern MT = dimKern T + dim V' = dim Kern 7" 4 dim Kern M — dim W.

Da M|yew = 0 und M|U@ﬁ injektiv ist, ist Bild M = M(U) & M(F). Schreibe nun
Z =MU)® M(F)&® Z. Dann ist codim Bild M = dim Z und

dim M (F) = dim F = codim Bild T’ — dim W.

Ferner ist Bild MT = M (BildT) = M (U), und somit gilt

(7.2) codim Bild MT = codim M (U) = dim M (F) + dim Z
= codim Bild T" — dim W + codim Bild M.

Die Subtraktion von (7.1) und (7.2) liefert nun die Indexformel. O
Ende der Videos von 2021-07-02
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7.20 Satz. Fir T € L(E, F) sind dquivalent:
() T e a(B, F)
(ii) FEs existieren S1,Sy € L(F,E) so, dass Ig — S1T € K(E) und Ir — TSy € K(F)

18t.

Beweis. ,(1)==(ii)*“: Nach Lemma 7.18 gibt es topologische Zerlegungen E = Kern T @,y
W, F =BildT &cp Z derart, dass T'|y: W — Bild T ein topologischer Isomorphismus
ist. Sei Sp € L(Bild T, W) die Inverse, und sei

P € L(F) die Projektion auf W langs Kern T’

sowie

Q € L(F) die Projektion auf Bild T langs Z.

Setze nun S = SyQ € L(F,E). Wir haben dann Bild(S,T") = W, SyT|w = Iw und
KernT C Kern(SyT"). Dies liefert Sy7" = P und somit

ST = SoQT = SyT = P und TS =T5,Q = Q.
Also ist Ip — ST = Ip — P € L(E) eine Projektion mit
dim Bild(/g — ST) = dim Kern P = dim Kern 7" < oo,
und Ip — T'S = Ip — @ ist eine Projektion mit
dim Bild({p — T'S) = dim Kern @ = dim Z = codim Bild T’ < occ.

Insbesondere gelten I — ST € K(E) und Ip — TS € K(F).

»(il)==(1)“: Nach Beispiel 7.16(b) ist T'Sy = Ir — (Ir — T'S2) € ®(F), also ist
codimBild T < codim Bild T'Sy < oo (da BildT D BildT'S,). Zudem ist SiT = I —
(Ig—S1T) € ®(FE), also ist dim Kern 7" < dim Kern 517" < oco. Somit ist T € ®(E, F). O

7.21 Hilfssatz. (a) Ist T € L(FE) und konvergiert die sogenannte Neumannsche Reihe
Soreo T* gegen ein R € L(E), so ist I — T € Iso(E) mit (I —T)~' = R. Dies gilt
insbesondere, wenn ||T'|| < 1 ist.

(b) Ist T € Iso(E) und S € L(E) mit ||S] < ﬁ, so ist T — S € Iso(E) und
(T = ) = S (T8 T,

(c) Die Teilmenge Iso(E) ist offen in L(E).

Beweis. (a) Sei R, = > ,_,T*. Nach Voraussetzung ist R = lim, , R,, und dies
erzwingt lim,, o 7" = lim,, , (R, — R,_1) = 0. Es folgt

(I-T)R=lim (I —T)R, = lim (I —T"") =I.

n—oo n—oo
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Genauso sieht man R(I —T') = I.

(b) Esist T — S = T(I —T~'S), wobei nach Voraussetzung || TS| < [|TY| [|S]| < 1
gilt. Mit (a) folgt 1 —T7'S € Iso(E) und (I — T7'S)~t = > (T~'S)™. Somit ist
T -8 €lso(E) und (T — S)~' = (I — T'8)7' 7~ = S°°° (T-1S)" 7.

(¢) Da dist(T, L(E) N\ Iso(E)) > 0 fiir alle T" € Iso(E) geméa$ (b) gilt, ist Iso(F) offen
in L(E). O

7.22 Satz. Fir allen € Z ist ©,(F, F) eine offene Teilmenge von L(E, F'). Mit anderen
Worten: ®(E, F) ist offen in L(E, F), und ind: ®(E, F) — Z ist stetig, also konstant
auf den Zusammenhangskomponenten von ®(E, F).

Beweis. Wir bemerken zunéachst, dass Iso(F, F') C L(E, F') offen ist. Dies ist trivial im
Fall Iso(E, F') = @. Existiert andernfalls L € Iso(E, F'), so ist Iso(E, F) das Urbild von
Iso(F) unter der stetigen Abbildung

L(E,F)— L(E), T~ L7'T.

Dabei ist Iso(E) C L(F) offen nach Hilfssatz 7.21, und somit ist Iso(E, F') in L(E, F)
offen.
Nun zur Behauptung: Sei Ty € ¢,,(E, F'), und seien W C E, Z C F geméf Lemma 7.18
so gewahlt, dass
E=KernTy&wp W, F=BildTy&rp Z

und Ty|lw: W — BildTj ein topologischer Isomorphismus ist. Sei J € L(W, E) die
Inklusion und @ € L(F,BildTy) die Projektion auf Bild 7 mit Kern @ = Z. Dann ist
QTyJ = Tolw € Iso(W, Bild Ty). Wir betrachten nun die Abbildung

p: L(E,F) = L(W,BlldTy),  w(T) =QTJ = QT|w

Man sieht leicht, dass p stetig ist. Da Iso(W, Bild Ty) C £(W, Bild T) gemé8 der Vorbe-
merkung offen ist, ist auch M := p~(Iso(W, Bild Ty)) offen in L(F, F), wobei Ty € M
gilt. Es reicht nun, zu zeigen:

MC O, (EF).

Fir T e M gilt W N KernT = {0}, also dim Kern7T" < co. Zudem ist
(7.3) BildT + Z = F.

In der Tat: Ist v = b+ 2 € F mit b € BildTy, z € Z, so existiert wegen QTJ €
Iso(W,Bild Ty) ein w € W mit QTw = b, also v = QTw + z = Tw + z — (Ir — Q)(Tw).
Es gilt aber Tw € Bild T', und wegen Z = Bild(Ip — Q) ist z — (Ir — Q)(Tw) € Z, d.h.
(7.3) ist gezeigt. Aus (7.3) folgt nun codim Bild 7" < dim Z = codim Bild Tj < oo, also
insgesamt 1" € ®(F, F'). Ist ferner ¢ := dim Kern 7 und % = codim Bild 7, = dim Z, so
folgt n = ind Ty = ¢ — k sowie

Je®_ (W,E) und Q€ y(F,BildTy).
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Ferner liefert die Indexformel, Satz 7.19:
0=ind(QTJ) =ind@ +ind7T +ind J =k +ind T — ¢,
d.h. indT = ¢ — k = n. Es folgt M C ®,(F, F), also die Behauptung. ]

7.23 Korollar (Stabilitdt des Index unter kompakten Stérungen). (a) Se:
T € ®FEF), K € K(E,F). Dann ist T + K € ®(E,F), und es gilt
ind(T"+ K) =ind 7.

(b) Sei K € K(F). Dann ist Ip — K € ®y(F).

Beweis. (a) Wegen T' € ®(E, F) existieren nach Satz 7.20 Operatoren S1,Sy € L(F, E)
so,dass [p— ST € K(E), Ir—TS, € K(F) gilt. Da ferner S1 K € K(F) und K.Ss € K(F)
iSt, fOlgt IE—Sl(T—I—K) = ]E—SlT—SlK S IC(E) und [F—(T+K)SQ = ]F—TSQ—KSQ S
IC(F). Aus Satz 7.20 folgt wiederum 7'+ K € ®(F,F). Fur 0 < ¢t < 1 ist auch
tK € K(B, F), also folgt T + tK € ®(E, F). Die Abbildung [0,1] — Z, t s ind(T + tK)
ist stetig nach Satz 7.22, also konstant. Daher folgt ind(7T") = ind(T" + K).

(b) Folgt direkt aus (a). O

7.24 Beispiel. Sei Oy, bzw. C5_ der Banachraum der stetigen bzw. k-mal stetig diffe-
renzierbaren 2m-periodischen Funktionen R — R. Sei ferner a € Cs,. Dann gilt: Genau
dann hat die Differentialgleichung

(7.4) u® +a(z)u = f

fiir jedes f € Cor eine eindeutige Losung u € C% | wenn die homogene Gleichung

(7.5) u® + a(x)u =0

nur die triviale Lésung v = 0 in C5_hat. Dies sieht man so: Betrachte die Operatoren

Ty, K € L(CK

21

Cor), Tou =u®, Ku:=au.

Dann ist Ty ein Fredholmoperator vom Index 0 (Ubung). Ferner ist K ein kompakter
Operator, da die Einbettung C§_ < Cy, als Folge des Satzes von Arzela-Ascoli kompakt
und die lineare Abbildung

Cor — Cop, U au

stetig ist. Geméafl Korollar 7.23(a) ist also auch 7' = Ty + K ein Fredholmoperator vom
Index 0, und die obige Behauptung folgt. Sei nun speziell k = 2m gerade und (—1)"a
eine positive Funktion. Dann hat (7.5) nur die triviale Lésung in C§ . denn fiir jede
Losung u € C5_von (7.5) gilt mit partieller Integration

2 2 2
(_1>m+1/ auQ — (_1)m/ uu(Qm) — / (u(m))Q > 07
0 0 0
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und somit u? = 0 in [0, 27]. Folglich hat in diesem Fall (7.4) fiir jedes f € Cs, genau eine
Losung u € Ck .

7.3. Die Fouriertransformation

Im Folgenden sei stets K = C, und fiir 2,6 € RY sei 26 = 2 - & = 25:1 rp€), das
Standardskalarprodukt in RY.
7.25 Definition. Cy(RY) sei der Vektorraum der Funktionen u € C(RY) mit

lim|g| 00 () = 0. Dieser Raum ist ein Banachraum bzgl. ||-||«, da es ein abgeschlossener
Unterraum des Banachraums Cy,(R”Y) der beschrinkten, stetigen Funktionen auf RY ist.

7.26 Definition und Satz. Fiir Funktionen u,v € L*(RY) ist die Faltung uxv € L'(RY)
nach dem Satz von Fubini f.ii. definiert durch

weoa) = [ ute=pody= | aue—y)dy

Es gilt ndmlich

/RN ANIU(x—y)\\v(y)ldxdy = [Rva(y)!AN|u(x—y)\dxdy — [|v[|1]jullx < oo,

so dass nach dem Satz von Tonelli (z,y) — u(z — y)v(y) eine Funktion in L*(RY x RY)
ist. Ferner liefert der Satz von Fubini

[(wx 0)[ls < lollflwlls-

7.27 Beispiel. Sei u = 1;_1 1] die Indikatorfunktion des Intervalls [-1,1] € R. Dann ist

1 1

(usu)(z) = [ u(z - yuly)dy = / 1oan(e — y)dy = / Loty dy

= |[max{-1,z — 1}, min{_l, z + 1}]| = max{0, 2_— |z}

7.28 Definition. Fiir u € L'(RY) ist die Fouriertransformierte @: RY — C von u
definiert durch

a(€) = (2m)~M2 / w(w)e " dz, € RV
RN

Die Abbildung u +— @ heiit Fouriertransformation. Andere Bezeichnung: F(u) anstelle

von 4.

7.29 Beispiel. (a) Sei wieder u = 1;_; 1) € L'(R) die Indikatorfunktion des Intervalls
[—1,1] € R. Dann ist

vami(e) = [

-1

! sin &

3

1 1
e_ia;g do — / (e—ixf 4 eiﬂif) dr = 2/ COS(ZES) dz =2
0 0
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3o
S~—

und somit 4(§) = \/25125 (fir £ = 0 erhilt man 4(0) =

(b) Sei u € L'(R) gegeben durch u(z) := e~ !#l. Dann ist
\/ﬂﬁ(f) = / “lzlg=ieg 4y / e (e ") dy
R 0

( o—z(1+i€) o—z(1-i€) =k
= lim + )
R—o00 ( 15) (1 — 15)

! N 12
o, 146 1-iE 14

und somit (&) = \/gprlg?'
Ende der Videos von 2021-07-06

7.30 Satz. Seien u,v € L*(RY). Dann gilt:
(a) @€ Co(RY) und ||t|ls < (270)N2||u||y. Somit ist F € L(L'(RYN), Co(RN)).
(b) Ist a € RY und u, € L*(RY) definiert durch u,(y) = u(y — a), so gilt
(&) =ea(g)  fir€ e RY.

(c) Istu stetig differenzierbar und auch Ogu = (%; € LY(RYN) fir ein k, so gilt

opu(§) = i&a(§)  fir& e RY.
Die Fouriertransformation fihrt also Differenziationen in Multiplikationen iber.

(d) Ist auch die Funktion x +— h(zx) = zu(x) integrierbar fir ein k, so ist 4 nach &
stetig partiell differenzierbar mit

Die Fouriertransformation fihrt also Multiplikationen in Differenziationen tiber.
(&) TFB() = (2m)V/2a(€)0(¢) fiir & € RN
(f) Fir A >0 gilt
[ aeroeds= [ utonea

RN
Beweis. (b) Es ist
U (§) = (27)_N/2/ u(y —a)e ¥ dy = (27r)_N/2/ u(z)e T8 4z = e98q(¢)
RN R

N

fir £ € RV,
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(c) Wir betrachten zunéchst den Fall N = 1. Da nach Voraussetzung u und v’ in L'(R)
liegen, gilt limy,| e u(x) = 0 (leichte Ubung). Es folgt dann

V21 Ei(€) = §/Ru(x)e_ixf dz = —l /Ru(m)ax (e7¢) du
1

1
s

— —Zlim [ w(2)d, (e7%) do

i s—o0 |
1 . r=s S ,

= — lim (— (u(m)e_w5> +/ u'(z)e ¢ dx)
1 s—o0 r=—5 _s

= 1 [ wersae= Y i)

1 1

Sei nun N > 1, und ohne Einschrinkung sei k = N. Fiir 2/ = (z1,...,2y_1) € RV sei
ferner U, € C'(R) definiert durch U, (t) := u(2’,t). Da v und dyu in L*(RY) liegen,
folgt aus dem Satz von Fubini, dass fiir fast alle 2/ € R¥~! sowohl U, als auch U/,
in LY(R) liegen. Sei nun £ € RY und & = (&y,...,&,_1); dann folgt mit dem Satz von
Fubini:

) evi(e) = [

N / Uy (zn)e NN day da/
RN-1 R

=Vor | e ey Ta(én) da!
RN-1
Vo
i RN-1
1

= 7/ e—im/g//Ug’c,(xN)e_ixNgN dzy d2’
1 JrN-1 R

I [ oyu@)e = dz = 2m 2 L anue).

1 JrN 1

e T (¢y) Ao Fall N =1

(d) Nach Voraussetzung werden die Funktionen

r = u(r)——e " = —izpu(z)e ™, £eRY

08y

betragsméBig durch die L'-Funktion x + |z4||u(z)| majorisiert. Daher darf man im
Folgenden unter dem Integral differenzieren und erhélt

dyi(€) = (2m) N2 /R ) ww%emé dz = —i(2m) N2 /R mgu(a)e ™ dr = —ih(E).

(e) Mit dem Satz von Fubini ist
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=) [ et [utgoe -y dyde = 20 [uly) [ e o(z) dody
=2 [utge e dy [ otw)do = (2m)a(€)0(6)

fir £ € RV,
(f) Es ist

a(€) = (2m) N2 /RN u(z)e ™ dr = (QW)_N/QAN/R u(Az)e ™ dr fir £ € R,

N

mit dem Satz von Fubini also
/ a(&)v(NE) dE = (2m) NN / u(A\r) / e ATy (NE) dE da
RN RN RN
= (2m)~ /2 /RN u(Az) /RN ey (¢) dé da :/ u(Ax)o(z) de.

RN
Dies liefert (f).

(a) Aus der Definition folgt direkt, dass @ € Cy(RY) ist und ||@t]|oo < (271) "2 ||u|; gilt.
Somit ist F € L(LY(RY), Cy(RM)). Ist u € C(RY), so liegt fiir k = 1,..., N auch dpu in
LY(RY). Geméis (c) liegt also auch die Funktion & — &a(€) in Cp(RY) fir k=1,..., N.
Dies erzwingt lim¢0o @(§) = 0, und somit ist & € Co(R"Y). Da nun C°(R"Y) gemaf
Definition und Satz 4.50 in L'(RY) dicht liegt und F als Abbildung von L'(R") nach
Cy(RY) stetig ist, folgt nun

F(L'RY)) = F(Ce(RY)) C F(CE(RYN)) C Co(RY). =

7.31 Beispiel. Sei u = 1j_1 ;] die Indikatorfunktion des Intervalls [—1,1] € R und
v =wux*u, d.h. v(r) = max{0,2 — |z|}. Gemafl Beispiel 7.29 und Satz 7.30(f) ist dann

2
5(€) = 2 (sing
g =22 (%)
12
7.32 Satz. Sei ¢ € L*(RY) definiert durch ¢(x) == e~ . Dann gilt ¢ = .

z2
Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass fR e~ 2z dox = /27 gilt. Tatséchlich ist

(/ _2dx> // _2e 2dxdy—27r/ T_T2/2dr:27r/ e "dr = 2m.
0

Nun zum Beweis des Satzes; sei dazu zundchst N = 1. Dann ist ¢'(z) = _ze % fiir
z € R, also offensichtlich ¢’ € L'(R). Somit liefert Satz 7.30(d):

6216 = =76 = —= [weFar = —— [ o (7F ) s
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1 d o2 _. ~/
= )¢ dr=-(0)©

fir alle £ € R. Integration dieser Differentialgleichung fiir @ liefert ¢(&) = ce T = cp(§)

mit einem ¢ € R. Da ¢(0) = 1 und geméfl der Vorbemerkung

3(0) = (2m)"1/? / o) do = 1

R

ist, folgt ¢ = 1 und somit die Behauptung. Im Fall N > 1 verwendet man wieder den
Satz von Fubini:

o) = [ o

RN

7.33 Satz (Fouriersche Umkehrformel, 1. Version). Sei u € L'(RY).

(a) Ist u € Cy(RY) und @ € LY(RY), so gilt

(7.6) u(z) = (27T)N/2/ a(€)e d¢ = /@:(—x) fiir alle x € RY.

RN
(b) Ist u € CX(RY), so gilt 4 € L*(RY) N Co(RY), und (7.6) gilt.
(c) Fiir jedes v € C(RYN) emistiert ein u € L*(RY) N Co(RY) mit 4 = v.

Beweis. (a) Sei z € RY und u, € L'(RY) definiert durch u,(y) :== u(y — ), und sei ¢
wie in Satz 7.32 gegeben. Dann liefern Satz 7.30 und Satz 7.32:

[ a0 00 = [ aee0eds= [ nieede

Fir A — 0 erhalt man mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue :

[0 ds = [ w0099 d€ = usl0)2)"? = (2)¥2u(~a),

RN

Die Behauptung folgt durch Betrachtung von —z anstelle von .
(b) BekanntermaBen ist & € Co(RY). Mit u ist ferner auch v == (—=A+1)Yu € C*(RY).
Also liefert Satz 7.30(c), dass die Funktion

RY =R, &= 0(&) =1+ Ma(¢)
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stetig und beschrankt ist. Mit C' = ||0||» folgt also |a(§)| <
und somit ist & € L*(RY). GemaB (a) gilt also (7.6).

(c) Sei w € C*(RY) definiert durch w(x) == v(—z). Gema$ (b) ist dann u = 1 €
LYRY) N Cy(RY), und (7.6) liefert v(z) = w(—z) = @Au(x) = d(z) fir allex e RY. [

W far alle f € RN,

7.34 Beispiel. Sei u := 1j_1 ;) die Indikatorfunktion des Intervalls [-1,1] € R und

N2
v =uxu, dh. v(z) = max{0,2 — |z|}. GeméB Beispiel 7.31 ist dann #(§) = 24/ 2 (ﬂ> :
d.h. € LY(R). Mit Satz 7.33 folgt also

L 5(E)eie df = (&) cos(&x
max{o,2—|x|}=¢774v(g>ef d&—m/R (€) cos(éx) de

: 2
:%/}R(SH&}&) cos(éx) d€.

Speziell mit x = 0 folgt

o sin§2 o
[ (E) a3

7.35 Hilfssatz. Sei Q C RY offen, 1 < p < ¢ < oo, und sei u € LP(Q) N LY(Q). Dann
existiert eine Folge (uy), in C(2) mit ||u, — u|ls = 0 fir n — oo und s € [p, q|.

Beweis. Sei §2, == QNU,(0) und v, := u-1q, fir n € N. Mit der Interpolationsungleichung
Bemerkung und Beispiel 4.26(a) und dem Satz von Lebesgue folgt dann

(7.7) |vn — ulls — 0 fir n — oo und s € [p, ¢

Sei C,, = max{l, |Qn|é_%} fir n € N. Gemaf Definition und Satz 4.50 existiert zu jedem

n € N ein u, € C2(2) mit ||u, —v,]l; < nén < L. Aus Bemerkung und Beispiel 4.26(b)
folgt

len = vally < Callun = vally < —,

geméf der Interpolationsungleichung Bemerkung und Beispiel 4.26(a) also
1
(7.8) [ tun — vnlls < - fir n € Nund s € [p, ql.

Die Kombination von (7.7) und (7.8) ergibt, dass die Folge (u,,), die gewiinschte Eigen-
schaft hat. n

Ende der Videos von 2021-07-09

7.36 Hauptsatz. Fir alle v € L'(RY) N L*(RY) ist 4 € L2(RY) und ||d]ls = |lul]2.
Somit ldsst sich die Fouriertransformation in eindeutiger Weise zu einem isometrischen
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Isomorphismus (bzw. einem unitiren Operator, siehe Bemerkung 5.43)
F: L*(RY) — L*(RY)
fortsetzen.

Beweis. Ist u € C*(RY), so liefert Satz 7.33(b), dass 4 in LY(RY) N L>®(RY) liegt, also
nach Bemerkung und Beispiel 4.26(a) auch in L*(RY) N L2(RY). Mit Satz 7.33(a) folgt

ferner
i) = (2m)°¥ |

RN

(e e dg = (m) ¥ [ alg)ees g — )

RN

Anwendung von Satz 7.30(f) mit A = 1 liefert nun

a2 = / it = / at = / = a3
RN RN RN

Es folgt, dass die Abbildung C®(RY) — L?(R"Y), u — 4 eine Isometrie bzgl. ||| ist
und sich somit nach Definition und Satz 4.50 und Satz 6.1 in eindeutiger Weise zu einer
linearen Isometrie F: L*(RY) — L*(RY) fortsetzen ldsst. Fiir u € L*(RY) N L*(RY) gilt
dabei F(u) = 4, denn: Gemaf3 Hilfssatz 7.35 existiert eine Folge (uy,), € C°(RY) mit
u, — uin LY(RY) und L?(RY), insbesondere also

iy = Flun) — Flu)  bagl. ||||2.

Wegen Satz 4.29 diirfen wir (nach Ubergang zu einer Teilfolge) auch annehmen, dass 4,
punktweise f.ii. gegen F(u) konvergiert. Allerdings gilt fiir alle £ € RY auch

(u(z) — un(z))e | dz = (27) 2 |Ju — up|ly — 0

. . _N
4(&) — an(§) < (2m)7= [ |
RN
fiir n — oo; also folgt F(u) = 4. Zu zeigen bleibt noch die Surjektivitat von F. Aus
Satz 7.33(c) folgt zunéchst die Inklusion C°(RY) C Bild F. Da Bild F als Bild von
L*(RY) unter einer Isometrie vollstindig und damit abgeschlossen in £L2(RY) ist, folgt

dann L*(RY) = C2(RY) C Bild F und somit die Surjektivitit von F. O

7.37 Bemerkung. (a) Die Fouriertransformierte einer Funktion u € L2(RY) lasst
sich als Limes
F(u) = Jim Fr(u)  in L*(RY)
—00

darstellen mit

Fa(u)(€) = 2n) % / w(@)e "€ dr, € RV,

Br(0)

Dies folgt mit dem Hauptsatz 7.36 aus der Tatsache, dass Fr(u) = F(ug) mit
up = u- lpyo) € LA*RY) N LYRY) fir R > 0 gilt und die Funktionen up fiir
R — oo in L*(RY) gegen u konvergieren.
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Die abstrakte Grenzwertbildung in der Definition von F wird durch diese Formel
konkretisiert.

(b) Als Abbildung F: LY(RY) — Cy(RY) ist die Fouriertransformation injektiv, aber
nicht surjektiv (ohne Beweis).

Eine Anwendung der Fourier-Transformation ist das folgende
7.38 Beispiel. Fiir n € Ny seien die Funktionen h,,, H,: R — C definiert durch

ha() = (—1)"e" <%) e Hy(x) = (Vazrn!) T h(z)e

Die Funktion h,, ist offensichtlich ein Polynom vom Grad n. In ihrer Gesamtheit heiflen
die h,, Hermite-Polynome, und die Funktionen H,, heiflen Hermite-Funktionen. Man kann
zeigen (Ubung):

(a) Die Funktionen H,, n € Ny, bilden ein Orthonormalsystem von L?(R,C).
(b) Fiir alle n € Ny gilt H, = (—i)"H,,.

Wir zeigen nun, dass die Menge der Funktionen H,, auch total in L*(R) und somit
eine Orthonormalbasis ist. Sei dazu

f €span{H, |n € No}L C L*(R);
zu zeigen ist f = 0. Sei dazu £ € R beliebig. Da fiir n € Ny die Funktion
(igz)" _s2

g € LR NIIR),  gola) = e

im Erzeugnis der Funktionen Hy, k < n liegt, erhilt man

(7.9) / fg,=0  firallen € NU{0}.
R

Da die Reihe Y07 /g, in L*(R) gegen die Funktion

ge L'R)NLXR),  glx) =7
konvergiert, folgt mit (7.9) also
: 22 .
0= / fg= / e " f(x)e” T do = V2mh(€)
R R
fir h € L*(R) N L?(R) definiert durch h(z) := f(x)e_é. Da £ € R beliebig gewéhlt war,
h =0. E

folgt h = 0, und Hauptsatz 7.36 liefert h = 0. Es folgt f = 0, was zu zeigen war.
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7.4. Der Rieszsche Darstellungssatz fiir Linearformen auf
Ce(X)

Sei stets (X, d) ein lokal kompakter und o-kompakter metrischer Raum. Ziel dieses
Kapitels ist eine Charakterisierung des Dualraums von (C¢(X), ||*||oc)-

7.39 Definition. Eine R-lineare Abbildung ®: C.(X,R) — R heifit positiv, wenn gilt:
(7.10) ®(f) > 0 fir alle nichtnegativen Funktionen f € C.(X).

Mit A, (X) bezeichnen wir im Folgenden die Menge der positiven Linearformen auf dem
Raum C.(X,R). Bemerkung: (7.10) ist offensichtlich dquivalent zur Monotonieeigenschaft

(7.11) O(f) <@(g)  fir f,g € Co(X) mit f <g.

7.40 Satz und Definition. Sei ® € A (X). Fir eine offene Teilmenge U von X
definieren wir

(7.12) p(U) = sup{®(f) | f € Ce(X,[0,1]),supp f € U},
und fiir eine beliebige Teilmenge A von X
(7.13) u(A) = inf{uw(U) | U offen in X mit A C U}.
Dann ist p ein dufseres Maf auf X, d.h. es gilt:
(i) w(2) = 0.
(ii) Sind A, A, C X, ke Nmit AC Uy, Ak, so gilt p(A) < >0, 1(Ay).

Ferner ist die Einschrinkung von u auf die Borelalgebra B(X) ein Radon-Maf. Wir
nennen diese Finschrinkung das von ® induzierte Radon-Maf} .

Bemerkung: Fir offene Teilmengen A C B C X folgt aus (7.12) die Monotonieeigen-
schaft u(A) < p(B). Daher stimmt fiir offene Teilmengen A C X die Definition (7.13)
mit (7.12) dberein, d.h. p ist wohldefiniert.

Wir verschieben den etwas ldngeren mafitheoretischen Beweis ans Ende von Ab-
schnitt 7.4.

7.41 Bemerkung. Ist ® € A, (X), so gilt fir das von ® induzierte Borelmafl ;1 auch
p(U) =sup{®(h) | h € Co(X,R),0 < h <1y} fur U C X offen.

Dabei ist ,<“ offensichtlich. Zum Beweis von ,>“ sei h € C.(X, [0, 1]) beliebig mit h < 1.
Es gilt dann nicht unbedingt supph C U! Deshalb definieren wir die Hilfsfunktion
he = (h—e)t € C.(X,[0,1]) fir £ > 0. Man tiberzeugt sich leicht, dass fiir diese
supp he C U gilt. W&hlt man zudem wie im Beweis von Satz 4.45(b) u € C.(X, [0, 1])
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mit v = 1 auf supp h, so gilt h — h. < eu in X und somit ®(h — h.) < O(cu) = eP(u).
Es folgt

uw(U) > ®(h.) = ®(h) — P(h — he) > P(h) — eP(u) fir alle e > 0

und somit p(U) > ®(h). Die Behauptung folgt.

7.42 Satz. Seien ® € A, (X) und p das induzierte Radon-Maf$ auf X. Dann gilt

(7.14) O(f) :/deu fir alle f € C.(X,R).

Beweis. Es reicht aufgrund der Linearitdt beider Seiten, (7.14) fiir eine gegebene
nichtnegative Funktion f € C.(X,R) ~\ {0} zu zeigen. Sei ¢ > 0. Wir wihlen
0=ty <ty < <tp=2|f|loc mit t; — ;1 < eund pu(f(t;) =0firi=1,...,n.
Sei U; == f~'((ti_1,t;)) fiir i = 1,...,n. Dann ist U; offen. Wegen U; C supp f gilt
w(U;) < co. Da p ein Radon-Maf ist, existieren kompakte Mengen K; C U; mit

(7.15) w(U; N K;) < € firi=1,...,n.
n
Nach Definition von pu existieren ferner g; € C.(X,[0,1]), i =1,...,n mit suppg; C U;

und pu(U;) — £ < ®(gy) fir @ = 1,...,n. Wahle nun wie im Beweis von Satz 4.45(b)
Funktionen h; € C.(X,[0,1]) mit supph; C U; und h; = 1 auf supp g; UK, firi =1,...n.

Dann ist g; < h; fir ¢ = 1,...,n, und aufgrund der Monotonie von ® und der Definition
von p folgt
(7.16) wU) — S <o) <p(U)  fari=1,...,n.

n

Betrachte nun fo=f-(1=" h) € C(X,[0,00) und die offene Menge A =
{reX | f(z) >0}. Es gilt

A= LHJ((UZ N hit(1)u f_l(ti)> C O((Uz N K;) U f_l(ti)>

i— i=1
und damit

A <Y Ui\ Ky) < e

i=1

gemdf (7.15). Ferner folgt mit Bemerkung 7.41:

O(f) < sup{®(h) [ h € Ce(X,R), 0 < h < | fllcla}
= [[flloo sup{®(h) | h € Cc(X,R), 0 < h < 1a} = [[flleopt(A) < &l floc-

Mit (7.16) folgt nun
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(th) +0(f) < @(Zth) + ]l flloc

n

:Z ()+€||f||oo<ztzu ) +ell flloo

und

> Ztifl (M(Ui) - %) = itilﬂ(Ui) — tne.

Da weiterhin aufgrund der Monotonie des Integrals

Ztl (U /fdu<2w

gilt, erhédlt man

9~ [ Fan) < 3000 = w0+ 1+ ) < eptoupp ) + 321

Durch Grenziibergang ¢ — 0 folgt nun (7.14), wie behauptet. O

Ende der Videos von 2021-07-13

Im Folgenden sei C.(X) = C.(X,K) mit K = R oder K = C. Wir bemerken, dass
C.(X), versehen mit ||-||o, im Allgemeinen nicht vollsténdig ist; die Vervollstandigung
ist gegeben durch den Raum Cy(X) der stetigen Funktionen f: X — K derart, dass fiir
jedes € > 0 eine kompakte Menge K C X existiert mit |f| < e auf X \ K. Ist X selbst
kompakt, so gilt offensichtlich C.(X) = C(X) = Cy(X), und man hat somit bereits einen
Banachraum.

7.43 Satz. Sei ¥ € C.(X)'. Dann ezistiert ein ® € A (X) mit

(7.17) o(f) = sup{[W(g)] | g € C(X), lgl < F}  fiir alle f € Cu(X, [0, 00)).
Ist ferner p das von ® induzierte Radon-Maf$, so gilt fir offene Teilmengen U C X:
(7.18) p(U) = sup{|¥(g)| | g € Ce(X),5uppg C U, [|glloc < 1}.

Beweis. Fir f € C.(X,[0,00)) sei ®(f) wie in (7.17) definiert; dann gilt ®(f) > 0 und
O(cf) = c®(f) fir ¢ > 0. Ferner gilt ®(f1) < ®(fy) fur fi, fo € C.(X,[0,00)), f1 < fo.
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Wir zeigen nun:

(7.19) O(fi+ f2) = ®(f1)) + (f2)  fir f1, f> € Ce(X, [0, 00)).

,>" Seien dazu g1, g2 € C.(X) beliebig mit |g;| < f; fur i = 1,2 gegeben, und seien «; € K
mit |o;| = 1 und ;¥ (g;) = |V(g;)| fiir i = 1,2 gewdhlt. Dann ist |a191 + aage| < f1 + fo
und

(W (g1)] + [W(g2)| = W(arg1 + a292) < [W(angr + a2ga)| < ©(f1 + f2).

Durch Supremumsbildung folgt also ®(f;) + ®(f2) < ®(f1 + fo)-
,<": Sei g € Cc(X) beliebig mit [g| < fi + fo gegeben. Fiir i = 1,2 sei ferner

§(@)fi (@)
@) + folz) > 0,
g X 5K, glx) = {h(m)m(z) hi(@) + fa(w) ;

0, fi(z) + fol@)

Mittels der Ungleichung |g;| < f; sieht man dann leicht, dass g; fir i = 1,2 in C.(X)
liegt. AuBlerdem gilt

(W (9) = [U(g1 + g2) < [W(ga)| + [W(g2)| < D(f1) + O(f2)-

Durch Supremumsbildung folgt ®(f; + f2) < ®(f1) + ®(f2), und insgesamt (7.19). Wir
setzen nun

O(f) = () —B(f)  fiir f € Co(X,R).

Unter Verwendung von (7.19) sieht man dann leicht, dass ® linear ist.

Wir zeigen noch, dass (7.12) und (7.17) die Charakterisierung (7.18) fiir eine offene
Teilmenge U von X liefern. Um ,,>“ zu sehen, sei g € C.(X) mit suppg C U und
lglle < 1 gegeben. Dann gilt fir f = |g|: f € C.(X,][0,1]), supp f C U und pu(U) >
O(f) > |V(g)|. Weil g mit diesen Eigenschaften beliebig war, liefert dies ,>* Fur ,<“
seien f € C.(X,[0,1]), supp f C U und £ > 0 gegeben. Dann existiert h € C.(X) mit
|h] < fund ®(f) < |¥(h)|+ e. Es folgt supph C U und ||h]|« < 1, also

®(f) < sup{|¥(9)| | g € Ce(X),suppg C U, ||glloc <1} +¢.

Das Bilden des Supremums iiber alle diese f und Ubergang zum Grenzwert ¢ — 0 liefert
,<t also (7.18). O

7.44 Hauptsatz (Rieszscher Darstellungssatz). Zu jedem ¥ € C.(X)' existiert ein
Radon-Maf 1 und eine p-messbare Funktion a: X — K mit || = 1 p-fi. auf X und
derart, dass

(7.20) U(f) :/ fadpu  firalle f € C.(X)
X
qilt. Ist ferner X kompakt, so gilt

(7.21) W] = u(X).
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Ferner ist pu durch (7.20) auf Borelmengen eindeutig bestimmt, und « ist p-f.i. eindeutig
bestimmd.

Beweis. Zur Existenz: Sei ® € A, (X) wie in Satz 7.43 gewéhlt, und sei u das von @
induzierte Radon-Maf. Dann gilt geméf (7.17) und (7.14)

(7.22) (NI < e(f]) = /leldu =l fir fe Ce(X).

Sei im Folgenden LP(X) = LP(X,dp) fir 1 < p < oo. Da C.(X) gemal Satz 4.47
in L'(X) dicht liegt, lasst sich ¥ nach Satz 6.1(b) zu einer stetigen Linearform auf
LY(X) mit ||¥][1xy < 1 fortsetzen. Nach Satz 6.52 existiert also ein av € L>(X) mit
][ zoe(xy = | V|| L1xy < 1 und derart, dass (7.20) gilt.

Es bleibt |o| = 1 f.i. in X zu zeigen. Weil X lokal kompakt und o-kompakt ist,
existieren offene Teilmengen U; C X, 7 € N, mit

(7.23) X = U Ui und w(U;) < oo fiir alle i € N,
i=1

siche auch Bemerkungen und Beispiele 4.36(a). Sei nun U C X eine beliebige offene
Menge mit u(U) < oo. Nach (7.18) existiert dann eine Folge von Funktionen g, € C.(X)
mit supp g, C U, ||gnlleo < 1 fiir n € N und

(7.24) w(U) = tim [¥(g,)] "2 tim ‘ [ du‘ < [ 1ol

n—o0

und somit
/(1 ~lal)du = p(U) —/!a|du <o.
U U

Da 1 — |a| > 0 fii. in U gilt, ergibt sich |a| =1 f.4. in U. Mit (7.23) folgt |a| =1 f.i. in
X.
Ist schlieBlich X kompakt, so haben wir wegen (7.22)

WNI < 1l < X[ flle fiir alle f e Ce(X)

und somit ||[¥]] < p(X). Ferner gilt (7.24) in diesem Fall auch fiir U = X, und somit
folgt
p(X) < limsup|[@{flgnlloc < |[¥[

insgesamt also (7.21).
Zur Eindeutigkeit: Seien p ein Radon-Mafl und a: X — K eine p-messbare Funktion
mit |o| =1 f.i. auf X und derart, dass (7.20) gilt. Wir zeigen, dass dann

(7.25) w(U) = sup{|¥(g)| ‘ g€ Ce(X),suppg C U, ||gllos <1}

fir jede offene Teilmenge U von X mit pu(U) < oo gilt; mit (7.23) ist p dann auf
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Borelmengen von X eindeutig bestimmt.
Sei also U offen in X mit pu(U) < oco. Wegen (7.20) gilt

W(g)| < /X gldu < u(U)  fiir g € Co(X) mit suppg € U und |gllos < 1,

also folgt ,>* in (7.25).

Zum Beweis von ,,<“ bemerken wir zunéichst, dass U ebenfalls lokal kompakt und
die Einschrankung von p auf die Borel-Teilmengen von U wieder ein Radon-Maf3 ist.
Anwendung des Satzes von Lusin (Satz 4.45(b)) mit U anstelle von X auf die Funktion
@ liefert fur jedes n € N somit eine Funktion g, € C.(X) mit supp g, C U, ||gnllcc <
|a]|oe < 1 und

1
p({r € Ulgu(e) £ (@) <~
Insbesondere folgt g, — @ in L'(U). Weil a in L>®(X) liegt, folgt

() = / af? dy = lim / agndi ™2 lim W(g,),
U n—oo X n—oo

also ,,<* Damit ist (7.25) gezeigt.
Sei schliefllich §: X — K eine weitere p-messbare Funktion mit |3 = 1 f.i. auf X und

\Il(f):/Xfadu:/Xfﬂd,u fir alle f € C.(X).

Durch Betrachtung einer offenen Teilmenge U von X mit pu(U) < oo und f = g, wie
oben folgt dann wiederum

p(U) = lim ¥(g,) :nli_g)lo/Xgnﬁdu:/Uaﬂdu:/URe(aﬂ) du,

n—oo

also

0= /U<1 — Re(&ﬂ)) dp.

Da [@f] = 1 und somit 1 — Re(@f) > 0 f.i. in X gilt, folgen Re(@f) = 1 und schlieflich
af =1 fi. in U. Wiederum liefert uns (7.23) af = 1, also a = g f.i. in X. O

Ende der Videos von 2021-07-16

Zum Abschluss des Kapitels liefern wir nun den

Beweis von Satz und Definition 7.40. 1. Schritt: u ist ein duBeres Maf auf X. Zu (i):
Aus (7.12) folgt offensichtlich die Eigenschaft (@) = 0.

Zu (ii): Seien Ay, € X, k € Nund A C (J, oy Ar gegeben. Sei zundchst angenommen,
dass A und A offene Mengen sind, und sei f € C.(X, [0, 1]) eine Funktion mit K =
supp f C A. Da K kompakt ist, existiert [ € N mit K C U2:1 Ay. Wéhle nun Funktionen
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& € Co(X,[0,1]), k = 1,...,] mit supp& C Ay und Zizlfk = 1 auf K (endliche
Zerlegung der Eins). Dann ist f < 22:1 f& und somit wegen (7.11)

o(f) < Z‘I’(f5k> < ZM(Ak) < ZM(Ak)-

keN

Supremumsbildung tiber f liefert also

plA) < 37 Ay,

Seien nun A und Ay, k € N beliebig (d.h. nicht notwendig offen), sei € > 0, und seien Vj,
k € N offene Mengen mit A;, C Vj, und (Vi) < u(Ay) + €27%. Dann ist nach Definition
und dem bisher Gezeigten

n(A) < p (U Vk) < ZM(Vk) <e+ ZM(Ak)-

keN keN keN

Da € > 0 beliebig gewéhlt war, folgt u(A) <,  1(Ag). Wir haben somit gezeigt, dass
w ein duBeres Maf ist.

2. Schritt: Die Einschrankung von p auf die Borelalgebra B(X) ist ein Borelmaf}. Dies
folgt mit dem sogenannten Kriterium von Carathéodory: Sei (X, d) ein metrischer Raum
und g ein duBeres Mafl auf X. Gilt

w(AU B) = p(A) + pu(B) fuir A, B C X mit dist(A4,B) =

(7.26) inf{d(z,y) |z € A,y € B} >0,

so ist jede Borelmenge A C X p-messbar im Sinne von Carathéodory, d.h. es gilt
(7.27) w(Z)=wZNA) +uZ~A) firZC X beliebig.

Wir priifen zundchst die Voraussetzung (7.26): Die Ungleichung ,<“ ist aufgrund der
Subadditivitat klar, zu zeigen bleibt also ,,>*“ Sei dazu zunichst angenommen, dass
A, B C X offen sind, und sei 6 > 0. Dann existieren Funktionen f,g € C.(X, [0, 1]) mit
supp f € A, suppg C B und

pA) S B +5  sovie  p(B) < Bg) + 2.

Da AN B =@ gilt, ist h:= f+ g € C.(X,]0,1]) mit supph C AU B, und somit gilt
(AU B) = @(h) = (f) + ®(g) = u(A) + u(B) + 0.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung in diesem Spezialfall. Im Allgemeinen Fall
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sei € :=dist(A, B) > 0, U C X eine beliebige offene Menge mit AU B C U, und sei

A=U(A)NT, B=U.4(B)NU.

Dann sind A, B C X offen mit dist(A4, B) > 5, und somit folgt mit dem Spezialfall und
der Monotonie ) . o
1(A) + u(B) < p(A) + p(B) = p(AU B) < pu(U)
<

Aufgrund der beliebigen Wahl von U folgt also pu(A) + u(B) < u(A U B). Die zeigt
Voraussetzung (7.26) im vorliegenden Fall.

3. Schritt: Die Einschrankung von p auf B(X) ist ein Radon-Maf. Nach Definition ist
4 von auflen regular. Ferner gilt

u(K) < oo fiir jede kompakte Menge K C X,

denn: Geméf Bemerkungen und Beispiele 4.36(a) existiert u € C.(X,[0,1]) mit v =1 in
einer offenen Umgebung U von K. Fir alle f € C.(X,[0,1]) mit supp f C U gilt dann
O(f) < ®(u), und somit folgt u(U) < ®(u). Somit ist auch p(K) < p(U) < ®(u) < oo.
Gemaf der Bemerkung in Definition 4.41 ist u somit lokal endlich, und wegen Satz 4.42(a)
ist 1 somit ein Radon-Maf.

4. Schritt: Beweis des obigen Kriteriums von Carathéodory. Dazu reicht es, die Fi-
genschaft (7.27) fiir abgeschlossene Teilmengen A C X zu beweisen (vgl. das Lemma
von Carathéodory aus der Analysis IT). Sei dazu Z C X beliebig. Es reicht dann, die
Ungleichung ,.>“ in (7.28) zu zeigen (,,<* folgt direkt aus den Eigenschaften eines dufieren
MasBes):

(7.28) w(Z) > p(ZNA) +p(Z\A).

Dies ist trivial, falls p(Z) = oo ist. Sei nun pu(Z) < oo angenommen, und sei A4, =
{z € X |dist(z,A) < L} fiir n € N. Dann ist dist(Z \ A,, Z N A) > 0 und somit

MZ0A) +(Z N A) = p((ZNAn) U (Z N A)) < p(2),
nach Voraussetzung und aufgrund des Monotonie von u. Es reicht also, zu zeigen:

lim u(ZNA,) =p(ZnA).

n—oo

Sei dazu . .
= _— i < -5 C U .
Ry, {xEZ‘k+1<dlst(x,A)_k}_Z fur k e N

Aufgrund der Abgeschlossenheit von A ist dann Z \ A = (Z \ A,) UJ;—,, Ry und somit

ZNA) S pZNA) < p(Z N A+ p(Ry).

k=n
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Es reicht also, zu zeigen:
(7.29) nh_}n(r}OZ/L (Rx) =0, bzw. dquivalent: Z/,L(Rk) < 00

Nach Voraussetzung (und per Induktion) gelten dabei fiir m € N die Identititen

Z (Rok) = (U R2k> und Z (Rok41) = (U R%H) :
k=1 k=0

da die hier jeweils betrachten Mengenfamilien paarweise positiven Abstand haben. Auf-
grund der Monotonie folgt somit

2m+1
Z p(Re) <2u(Z) < oo fiir alle m € N.
k=1

Dies zeigt (7.29), wie bendotigt.
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A. Referenzen in Skript und Videos

A.1. Auflosung externer Referenzen

Video Referenz Skript Seite
5 extl Bemerkung und Beispiel 2.5 7
5 ext2 Punkt (e) 7
5 ext3 Satz 2.6 8
5 extd Punkt (N4) 6

11 extl Bemerkung und Beispiel 2.3 6
11 ext2 Punkt (a) 6
12 extl Definition und Bemerkung 2.21 14
12 ext2 Gleichung (1.2) 4
12 ext3 Kapitel 1 4
14 extl Satz 2.32 19
14 ext?2 Bemerkung 2.31 18
14 ext3 Punkt (b) 18
14 ext4 Bemerkung 2.23 14
14 extd Punkt (d) 15
14 ext6 Punkt (a) 19
14 ext7 Beispiel 2.13 10
15 extl Bemerkung 2.31 18
15 ext2 Punkt (b) 18
15 ext3 Punkt (d) 19
17 extl Bemerkung 2.31 18
17 ext2 Punkt (c) 18
17 ext3 Satz 2.39 22
18 extl Satz 2.32 19
18 ext2 Punkt (a) 19
18 ext3 Satz 2.40 22
18 ext4 Bemerkungen und Beispiele 2.34 19
18 exth Punkt (c) 19
19 extl Satz 2.39 22
20 extl Korollar 3.2 26
20 ext2 Bemerkungen und Beispiele 2.34 19
20 ext3 Punkt (c) 19
21 extl Korollar 3.2 26
21  ext2 Punkt (b) 26
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Video Referenz Skript Seite
22 extl Definition und Bemerkung 2.22 14
22 ext2 Punkt (b) 14
22 ext3 Satz 2.9 10
22 extd Satz 3.5 27
23 extl Hauptsatz 3.12 29
23 ext2 Satz 2.37 21
24 extl Korollar 3.14 30
24 ext2 Punkt (b) 30
25 extl Satz 3.19 32
25 ext2 Bemerkung 3.20 32
26 extl Bemerkung 2.41 24
26 ext2 Punkt (b) 24
26 ext3 Bemerkung 2.42 24
26 extd Punkt (a) 24
26 extd Bemerkungen und Beispiele 2.34 19
26 ext6 Punkt (f) 20
27 extl Bemerkung 2.42 24
27  ext2 Punkt (b) 24
27  ext3 Punkt (c) 24
29 extl Satz 2.37 21
30 extl Satz 4.8 38
30 ext2 Hilfssatz 4.10 39
31 extl Satz 4.8 38
31 ext2 Bemerkung 2.42 24
31 ext3 Satz 2.20 13
33 extl Definition und Satz 2.7 8
33 ext2 Satz 2.6 8
33 ext3 Bemerkung 2.8 9
33 extd Punkt (b) 9
34 extl Satz 2.37 21
35 extl Satz 4.29 46
35 ext2 Punkt (b) 46
35 ext3 Satz 4.17 42
35 extd Satz 4.21 43
37 extl Bemerkung 2.42 24
37 ext2 Satz 2.45 25
37 ext3 Korollar 4.13 41
37  extd Satz 2.18 12
39  extl Satz 4.17 42
39  ext2 Satz 4.33 48
40 extl Satz 4.32 48
40  ext2 Satz 4.45 53
40 ext3 Punkt (b) 53
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Video Referenz Skript Seite
40 ext4d Satz 4.37 50
40  exth Punkt (a) 50
40  ext6 Punkt (b) 50
40  ext7 Korollar 4.13 41
40  ext8 Satz 2.18 12
41 extl Satz 4.21 43
41  ext2 Satz 4.19 43
41 ext3 Satz 4.47 54
41  extd Bemerkung und Beispiel 4.26 44
41  exth Punkt (b) 45
42  extl Satz 2.32 19
43  extl Satz 3.24 33
43 ext2 Punkt (b) 33
44  extl Satz und Definition 5.1 o7
44 ext2 Satz 5.2 o7
44 ext3 Punkt (b) 57
44  ext4d Satz und Definition 5.6 59
44 exth Definition 3.22 33
44 ext6 Punkt (a) 59
44 ext7 Punkt (c) 58
44 ext8 Definition und Satz 5.5 58
44 ext9 Punkt (b) 59
45 extl Satz und Definition 5.7 59
46 extl Satz 4.21 43
46 ext?2 Satz 5.14 63
48  extl Gleichung (NP) 62
48  ext2 Satz 5.10 61
48 ext3 Bemerkung 5.15 65
48  extd Punkt (a) 65
48  exth Punkt (b) 65
49 extl Satz und Definition 5.7 59
49  ext2 Punkt (b) 60
50 extl Satz 5.23 68
50 ext2 Satz und Definition 5.6 59
50 ext3 Punkt (a) 59
50 ext4 Punkt (b) 69
50 exth Satz 5.20 67
50 ext6 Punkt (b) 67
51 extl Definition und Korollar 4.12 41
51  ext2 Satz 4.47 54
51 ext3 Beispiel 2.29 16
51 extd Punkt (c) 17
51 exth Hauptsatz 3.8 28



Video Referenz Skript Seite
52 extl Satz 5.10 61
53 extl Definition und Satz 5.16 65
53  ext2 Satz 5.17 66
53  ext3 Satz 5.31 73
53  extd Punkt (d) 74
53  extd Bemerkung 5.18 66
53  ext6 Abschnitt 5.2 62
54  extl Abschnitt 5.2 62
04 ext2 Kapitel 1 4
54 ext3 Gleichung (5.11) 73
54  ext4 Satz 5.31 73
54  exth Satz 4.47 54
54  ext6 Gleichung (5.12) 74
54 ext7 Punkt (c) 74
55 extl Gleichung (5.11) 73
55  ext2 Satz 5.31 73
57 extl Satz und Definition 5.7 59
57 ext2 Satz und Definition 5.36 7
60 extl Satz 6.2 83
61 extl Korollar 6.5 84
62 extl Kapitel 5 57
62 ext2 Beispiele 6.17 87
62 ext3 Punkt (d) 88
62 extd Satz 3.24 33
62 exth Punkt (a) 33
62 extb Satz 6.4 84
62 ext7 Korollar 6.5 84
63 extl Satz 6.4 84
64 extl Satz 2.6 8
64 ext2 Satz 6.2 83
64 ext3 Satz 6.3 84
65 extl Korollar 6.5 84
65 ext2 Beispiele 6.17 87
65 ext3 Punkt (c) 88
65 ext4d Satz 5.23 68
66 extl Definition 6.6 85
66 ext2 Hauptsatz 3.8 28
66 ext3 Korollar 3.9 28
66 extd Punkt (c) 28
66 extd Korollar 6.20 90
66 ext6 Punkt (b) 90
67 extl Beispiele 6.17 87
67 ext2 Satz 6.25 92

137



Video Referenz Skript Seite
67 ext3 Korollar 6.26 93
67 extd Korollar 3.9 28
67 exth Punkt (c) 28
67 extb Punkt (b) 28
68 extl Definition 6.6 85
68 ext2 Satz 5.10 61
68 ext3 Punkt (b) 61
68 ext4 Satz 6.10 85
68 exth Punkt (b) 86
68 ext6 Satz 6.11 86
68 ext7 Punkt (b) 86
69 extl Satz 6.15 87
69 ext2 Bemerkung 6.16 87
69 ext3 Korollar 4.13 41
69 ext4 Satz 6.10 85
69 exth Satz 6.4 84
69 ext6 Punkt (a) 87
70 extl Satz 6.37 97
70 ext2 Hilfssatz 6.35 96
70 ext3 Punkt (b) 96
70  ext4 Hauptsatz 6.31 94
70 extd Korollar 6.26 93
70  ext6 Bemerkungen und Beispiele 6.34 95
70 ext7 Punkt (b) 96
70 ext8 Bemerkungen und Beispiele 6.36 97
70 ext9 Punkt (a) 97
71 extl Abschnitt 6.3 89
71 ext2 Korollar 6.20 90
71 ext3 Punkt (b) 90
72 extl Korollar 6.5 84
73 extl Hilfssatz 6.43 99
73 ext2 Satz 6.46 100
73 ext3 Punkt (b) 100
75 extl Satz 6.49 102
75 ext2 Satz 6.47 101
75 ext3 Satz 6.19 89
75 extd Satz 6.4 84
75 extd Satz 6.15 87
75 ext6 Punkt (a) 87
75 ext7 Satz 6.40 98
75 ext8 Punkt (a) 98
75  ext9 Bemerkungen und Beispiele 6.34 95
75 ext10 Punkt (b) 96



Video Referenz Skript Seite
76 extl Bemerkung und Beispiel 4.26 44
76 ext2 Punkt (b) 45
76 ext3 Korollar 6.50 102
76 ext4 Satz 5.10 61
77 extl Beispiel 2.29 16
77T ext2 Punkt (c) 17
77 ext3 Korollar 4.6 37
77 extd Satz 2.45 25
78 extl Bemerkung 2.42 24
78  ext2 Punkt (b) 24
78 ext3 Bemerkung 7.3 106
78 extd Punkt (c) 107
79 extl Korollar 4.6 37
79  ext2 Korollar 6.5 84
79 ext3 Satz 6.27 93
79  extd Punkt (a) 93
79  extd Bemerkung und Beispiel 4.3 35
79  ext6 Punkt (b) 35
79  ext7 Satz 4.5 36
80 extl Satz 6.4 84
80 ext2 Satz 3.24 33
80 ext3 Punkt (a) 33
80 extd Satz 2.45 25
80 exth Satz 7.7 108
80 extb Satz 6.15 87
80 ext7 Punkt (c) 87
80 ext8 Satz 7.6 107
81 extl Satz 2.37 21
81 ext2 Korollar 3.14 30
82 extl Satz 7.11 109
82 ext2 Hilfssatz 7.10 109
82 ext3 Satz 7.14 111
82 extd Satz 3.24 33
82 exth Korollar 3.14 30
84 extl Lemma 7.18 112
84 ext2 Beispiel 7.16 112
84 ext3 Punkt (b) 112
85 extl Hilfssatz 7.21 114
85 ext2 Lemma 7.18 112
85 ext3 Satz 7.19 112
86 extl Satz 7.20 114
86 ext2 Satz 7.22 115
88 extl Definition und Satz 4.50 56



Video Referenz Skript Seite
89 extl Beispiel 7.29 117
89 ext2 Satz 7.30 118
89 ext3 Punkt (f) 118
89 extd Punkt (d) 118
90 extl Satz 7.32 120
90 ext2 Satz 7.30 118
90 ext3 Punkt (c) 118
90 extd Beispiel 7.31 120
91 extl Bemerkung und Beispiel 4.26 44
91 ext2 Punkt (a) 44
91 ext3 Definition und Satz 4.50 56
91 ext4 Punkt (b) 45
92 extl Bemerkung 5.43 80
92  ext2 Satz 7.33 121
92 ext3 Punkt (b) 121
92  extd Bemerkung und Beispiel 4.26 44
92 exth Punkt (a) 44
92 extb Punkt (a) 121
92  ext7 Satz 7.30 118
92 ext8 Punkt (f) 118
92 ext9 Definition und Satz 4.50 56
92 extl0 Satz 6.1 82
92 extll Hilfssatz 7.35 122
92  extl2 Satz 4.29 46
92 extl3 Punkt (c) 121
93 extl Hauptsatz 7.36 122
94 extl Satz 4.45 53
94 ext2 Punkt (b) 53
95 extl Satz 4.45 23
95 ext2 Punkt (b) 53
95 ext3 Bemerkung 7.41 125
96 extl Gleichung (7.12) 125
97 extl Satz 7.43 127
97 ext2 Gleichung (7.17) 127
97 ext3 Gleichung (7.14) 126
97 ext4 Satz 4.47 o4
97  extd Satz 6.1 82
97 ext6 Punkt (b) 82
97  ext7 Satz 6.52 104
97 ext8 Bemerkungen und Beispiele 4.36 49
97  ext9 Punkt (a) 49
97 extl0 Gleichung (7.18) 127
97 extll Satz 4.45 53



Video Referenz Skript Seite
97 extl2 Punkt (b) 53
98 extl Satz und Definition 7.40 125
98 ext2 Punkt (i) 125
98 ext3 Gleichung (7.12) 125
98 extd Punkt (ii) 125
98 exth Gleichung (7.11) 125
98 ext6 Bemerkungen und Beispiele 4.36 49
98 ext7 Punkt (a) 49
98 ext8 Definition 4.41 51
98 ext9 Satz 4.42 51
98 extl0 Punkt (a) 51

A.2. Korrespondenz interner Referenzen
Video Referenz Skript Seite
2 77 Kapitel 1 4
2 Gleichung (1) Gleichung (1.1) 4
2 Gleichung (2) Gleichung (1.2) 4
2 Gleichung (3) Gleichung (1.3) 5
3 77 Abschnitt 2.1 6
3 Definition 1 Definition 2.1 6
3 Definition 2 Definition 2.2 6
3 Bemerkung und Beispiel 3 Bemerkung und Beispiel 2.3 6
4 Definition 1 Definition 2.4 7
4 Bemerkung und Beispiel 2 Bemerkung und Beispiel 2.5 7
4 Satz 3 Satz 2.6 8
5 Definition und Satz 1 Definition und Satz 2.7 8
5 DBemerkung 2 Bemerkung 2.8 9
5 Satz 3 Satz 2.9 10
6 Definition 1 Definition 2.10 10
6 Bemerkung 2 Bemerkung 2.11 10
6 Satz 3 Satz 2.12 10
6 Beispiel 4 Beispiel 2.13 10
T 77 Abschnitt 2.2 11
7 Definition 1 Definition 2.14 11
7 Definition und Bemerkung 2 Definition und Bemerkung 2.15 11
8 Definition 1 Definition 2.16 12
8 Beispiel 2 Beispiel 2.17 12
8 Satz 3 Satz 2.18 12
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Video Referenz Skript Seite
9 Definition 1 Definition 2.19 13
9 Satz 2 Satz 2.20 13
9 Gleichung (1) Gleichung (2.2) 13
9 Definition und Bemerkung 3 Definition und Bemerkung 2.21 14

10  Definition und Bemerkung 1 Definition und Bemerkung 2.22 14
10 Bemerkung 2 Bemerkung 2.23 14
10 Definition 3 Definition 2.24 15
10 Bemerkung 4 Bemerkung 2.25 15
11 Satz 1 Satz 2.26 15
11  Definition 2 Definition 2.27 16
11 Bemerkung 3 Bemerkung 2.28 16
12 Beispiel 1 Beispiel 2.29 16
12 Gleichung (1) Gleichung (2.3) 17
13 Definition 1 Definition 2.30 18
13  Bemerkung 2 Bemerkung 2.31 18
13 Satz 3 Satz 2.32 19
13 Bemerkung 4 Bemerkung 2.33 19
14 Bemerkungen und Beispiele 1 Bemerkungen und Beispiele 2.34 19
15 Satz 1 Satz 2.35 20
15  Definition 2 Definition 2.36 21
15 Satz 3 Satz 2.37 21
16?7 Abschnitt 2.5 21
16  Definition und Bemerkung 1 Definition und Bemerkung 2.38 22
16 Satz 2 Satz 2.39 22
16 Gleichung (1) Gleichung (2.4) 22
17 Satz 1 Satz 2.40 22
17 Gleichung (1) Gleichung (2.5) 23
17  Gleichung (2) Gleichung (2.6) 23
17  Gleichung (3) Gleichung (2.7) 23
18 Bemerkung 1 Bemerkung 2.41 24
18 Bemerkung 2 Bemerkung 2.42 24
18 Satz 3 Satz 2.43 24
18 Lemma 4 Lemma 2.44 25
18 Satz 5 Satz 2.45 25
18 Gleichung (1) Gleichung (2.8) 25
19 7?7 Abschnitt 3.1 26
19 Satz 1 Satz 3.1 26
19  Gleichung (1) Gleichung (3.1) 26
19  Gleichung (2) Gleichung (3.2) 26
19  Korollar 2 Korollar 3.2 26
20 Definition 1 Definition 3.3 27
20  Bemerkungen und Beispiele 2 Bemerkungen und Beispiele 3.4 27
20 Satz 3 Satz 3.5 27



Video Referenz Skript Seite
20  Korollar 4 Korollar 3.6 27
20 Bemerkung 5 Bemerkung 3.7 27
21 77 Abschnitt 3.2 28
21 Hauptsatz 1 Hauptsatz 3.8 28
21 Gleichung (1) Gleichung (3.3) 28
21  Korollar 2 Korollar 3.9 28
21 Gleichung (2) Gleichung (3.4) 28
21 Bemerkung 3 Bemerkung 3.10 29
22 77 Abschnitt 3.3 29
22 Definition und Bemerkung 1 Definition und Bemerkung 3.11 29
22  Hauptsatz 2 Hauptsatz 3.12 29
22 Beispiel 3 Beispiel 3.13 29
22 Korollar 4 Korollar 3.14 30
22 Korollar 5 Korollar 3.15 30
23 Notation 1 Notation 3.16 30
23 Lemma 2 Lemma 3.17 30
23 Gleichung (1) Gleichung (3.5) 30
23 Gleichung (2) Gleichung (3.6) 31
23 Gleichung (3) Gleichung (3.7) 31
24 77 Abschnitt 3.4 32
24 Definition und Bemerkung 1 Definition und Bemerkung 3.18 32
24 Satz 2 Satz 3.19 32
24 Bemerkung 3 Bemerkung 3.20 32
25 Bemerkung 1 Bemerkung 3.21 32
25 Definition 2 Definition 3.22 33
25 Beispiel 3 Beispiel 3.23 33
25 Satz 4 Satz 3.24 33
26 77 Kapitel 4 35
26 Bemerkung 1 Bemerkung 4.1 35
26  Definition 2 Definition 4.2 35
26 Bemerkung und Beispiel 3 Bemerkung und Beispiel 4.3 35
26  Definition und Satz 4 Definition und Satz 4.4 36
27 Satz 1 Satz 4.5 36
27  Gleichung (1) Gleichung (4.1) 36
27  Gleichung (2) Gleichung (4.2) 37
27 Korollar 2 Korollar 4.6 37
28 Bemerkung 1 Bemerkung 4.7 37
28 Satz 2 Satz 4.8 38
29 Hilfssatz 1 Hilfssatz 4.9 38
29 Gleichung (1) Gleichung (4.3) 38
29  Gleichung (2) Gleichung (4.4) 38
29 Gleichung (3) Gleichung (4.5) 38
29 Hilfssatz 2 Hilfssatz 4.10 39



Video Referenz Skript Seite
29 Gleichung (4) Gleichung (4.6) 39
30 Gleichung (1) Gleichung (4.7) 40
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