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1.

1.1.

Introduccion

Imagenes y Puntos Fijos

Una pregunta que aparece en muchas situaciones es esta: Dado un espacio vectorial X, un
subconjunto A C X, una funcién f: A — X y un punto y € X, ;jexiste x € A tal que
f(z) = y? Equivalentemente, jse cumple y € R(f), donde R(f) := f(A) es el rango de f?
Otra formulacion equivalente es buscar ceros de la funcién x — f(z) — y.

1.1 Definicién. Llamamos = € A tal que f(x) =y un punto y de f.

1.2 Ejemplos. (a) Dado g: A — A, buscamos un punto fijo de g, es decir un x € A

(b)

que cumple g(z) = x. Para resolver este problema definimos f: A — X por f(z) :=
g(x) — x y buscamos un cero de f.

Sea f: R?® — R diferenciable continuamente. Consideramos una ecuacién diferencial
ordinaria con valores en la frontera para funciones u(t) definidas sobre [0, 1]:

a(t) = ft,ult), a(t)), t < (0,1),
(1.1) u(0) =0,
u(l) =0.

De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias se sabe que existe una funciéon
continua k(s, ) tal que u(t) es una solucién de (1.1) si y solo si u € C?([0,1]) y

(1.2) u(s) = /0 k(s,t)f(t,u(t),u(t))dt  para todo s € [0,1].

Ponemos X := C?([0,1]) y definimos F': X — X por

F(u)(s) = /0 k(s t) f(t,ult), a(t)) dt.

Por (1.2) u es una solucién de (1.1) si y solo si u es un punto fijo de F.

Similarmente se pueden buscar soluciones de ecuaciones parciales elipticas: Supone-
mos que  C RV es un dominio acotado, y buscamos soluciones de

—Au = f(x,u(x), Vu(x)), x €}
u(z) =0, x € 0N0.
Los ejemplos anteriores utilizaban la formulacién como problemas de punto fijo. Mas

generalmente nos interesa la existencia de mas que una solucién para estos problemas.
Para eso necesitamos una teoria mas fina.
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1.2. El Grado en Dimension Uno

En Dimension uno el grado topologico nada mas es una codificacién del teorema del valor
intermedio. La topologia del R es muy simple, y por eso el grado no da nada nuevo. Pero
como es muy facil definirlo, lo haremos para ver que es la idea detras de esta teoria. En
dimensiones altas uno puede ver el grado topoldgico como una generalizacion del teorema
del valor intermedio.

Sean a < b, Q:= (a,b) y f € C(Q) tal que 0 € R\ f(99). Definimos

0, f(a)f(b) >0,
(1.3) deg(f,€,0) =<1, fla)f(b) <0, f(a) <0,
-1, fla)f(b) <0, f(a) > 0.

Siy € R\f(09), entonces f(a) —y # 0y f(b) —y # 0, es decir, 0 € R\(f — y)(00Q).
Definimos
deg(f> Qa y) = deg(f - Y Qa O)

Se demuestra facilmente que en esta situaciéon se cumplen:
(i) deg(id, Q,y) =1siy € Q,

(11) deg(f,Q,y) = deg(fv Qlay) + deg(fv QQay) sic € ((I, b)7 Q1 = (CL,C), Q? = (07 b) y
y 7 [f(c).

Para resolver la cuestion de la existencia de un punto y, la siguiente consecuencia del
teorema del valor intermedio es bésico:

3. sideg(f,Q,y) # 0, entonces f tiene punto y en .

El inciso (ii) da una localizacion del punto y en €2: Si f(c) # y, si conocemos deg( f, 2, y)
y deg(f, Q1,y), v si deg(f,Q,y) = deg(f,Q,y) — deg(f,Q,y) # 0, entonces existe un
punto y en {s.

Otra propiedad es la invariancia bajo homotopias del grado:

4. deg(h(t,-),Q,y(t)) no depende de t si h € C([0,1] x Q) y y € C([0,1]) son tales que
y(t) € R\h(t,00Q) para todo t € [0, 1].

Es esta situacién la funcion h se llama una homotopia. Se puede entender como una defor-
macién continua entre las funciones h(0,-) y h(1,-) en C(Q).

La propiedad 4 se demuestra asi: Para calcular el grado en cada ¢t ponemos H (t,x) :=
h(t,r) — y(t) para (t,x) € [0,1] x Q. Entonces H(t,z) # 0 para todo (¢,z) € [0,1] x 9Q.
Como la funcién ¢t — H(t,a) es continua, no cambia del signo (teorema del valor interme-
dio). Lo mismo se cumple para la funcién ¢ — H(t,b). Entonces el grado deg(H (¢, -), 2, 0)
es independiente de ¢ porque solo depende de los signos de H(t,a) y H(t,b). Utilizando

deg(h(t,-),Q,y(t)) = deg(H(t,),$,0), hemos probado la afirmacién.
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Mas generalmente, definimos el grado para un conjunto €2 C R que es abierto y acotado.
En este caso €2 consiste de un conjunto numerable de distintas componentes conexas €2, =
(an,bn), n € N (es decir, Q = 02, Q, ¥ an, by, ¢ Q). Es claro que |a, — b,| — 0 cuando
n — oo porque € es acotado. Sea f: Q — R continuo tal que 0 ¢ f(99).

Demostremos que solo para un nimero finito de indices n se cumple deg(f,€2,,0) # 0:
Sea ny, una sucesion infinita de indices tal que deg(f,€2,,,0) # 0. Como 2 es acotado
y como a,,,b,, € 0f), pasando a una subsucesién existe z € 00 tal que a,,,b,, — x.
Por eso f(x) # 0y f(an,)f(by,) > 0 para k suficientemente grande. En consecuencia,
deg(f, 2, ,0) =0 para k suficientemente grande. jContradiccion!

Ahora definimos

deg(f,9,0) := ) _deg(f, 2,0).
n=1
Como antes, para y € R\ f(092) definimos

deg(f7 Qv y) = deg(f - Y, Qv O)

Se puede demostrar que este grado mas general tiene propiedades similares a los del grado
en un intervalo. Este grado tiene rango Z, es decir, para todo m € Z existe {2 C R abierto
y acotado, f € C(Q) y y € R\ f(00) tal que deg(f,Q,y) = m.

1.3. El Grado en Dimension Dos

En dimensién dos identifiquemos R? con C. Por el momento definimos el grado sélo en el
caso especial de una bola: :={z € C| |z| < 1} (la bola abierta con centro 0 y radio 1),
f e CYQ,C)yy e C\f(09). Utilizamos el ciclo v € C'([0,1],C) dado por v(t) := >,
Entonces 02 = R (7). Definimos

1 1
1.4 d ,Qy) = — dz.
(1.4) eg(f.Qy) /f z

27 Jpoy 2 — Y

El integral es el numero de giro del ciclo f o~ respecto a y. Con las propiedades del niimero
de giro uno demuestra que se cumplen los incisos (i) y 3 de la seccién anterior, y que se
cumple 4 si h y y son diferenciables continuamente.

1.3 Ejemplo. Definimos ¢, € C*(Q,C) por ¢, (z) := 2", donde n € Ny, y calculamos el
grado de ¢, respecto a y = 0. Tenemos (p,, 0 ¥)(t) = exp(27wint). En consecuencia,

1 / Ly 1 (! 27inexp(27int)
n O

d ns Q) 0 - < . - - t=n.
esly ) 27i 2T o o exp(2mint) "



2. Construccion del Grado

En esta seccién demostraremos que existe una y solo una aplicacién «deg», el grado topo-
l6gico, que asigna un numero entero a triples de un conjunto abierto acotado 2 C RY, una
funcién continua f: Q — RY y y € RV\ f(9Q) v que tiene las siguientes propiedades:

(D1) deg(id, Q,y) = 1siy € Q,

(D2) deg(f,Q,y) = deg(f, Q1,y)+deg(f, Q2,y) si 1, Qs son subconjuntos abiertos ajenos
de Q tal que y ¢ f(Q\ (2 UQy)),

(D3) deg(h(t,-),,y(t)) es independiente de t € J :=[0,1] si h: J x Q — R es continuo,
y: J — RY es continuo y y(t) & h(t,09) para todo t € J.

2.1. Herramientas

Antes de empezar necesitamos que establecer notacion y recapitular algunos conceptos
topologicos.

2.1.1. Conceptos Topolégicos y Espacios de Funciones

Denotemos R* := (0,00), R™ := (—00,0), RF := R* U {0} y Ny := NU {0}.
Para el resto de esta seccion sean X, Y espacios métricos, con métricas dy y dy. Nor-
malmente omitimos el indice en la métrica.

Notacién. Sean x € X y r > 0. Definimos

By(x) := B.(2; X) :={y € X | d(z,y) <r}, bola abierta,
B,(z) =B, (;X) :={y € X |d(z,y) <7}, bola cerrada,
Sp(z) == Sp(; X) :=={ye X |d(z,y) =1}, esfera.

2.1 Recapitulaciéon. El producto X x Y tiene una métrica natural, definida por

(2.1) dxxy(z1,91), (T2, 92)) = dx (21, 72) + dy (Y1, Y2)-

Convergencia de ((z,,¥,)) en X X Y es equivalente a convergencia simultanea de (z,) en
Xy (yn) en Y. Si X y Y son compactos, entonces X x Y es compacto.
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2.2 Recapitulacion. La desigualdad
(2.2)  |d(z,y) —d(u,v)| < d(z,u) +d(y,v) = dxxx((z,9), (w,v)),  z,y,u,veX,

implica que la métrica de X es Lipschitz continua como aplicaciéon del espacio métrico
X x X enR.

2.3 Recapitulaciéon. Sea f: X — Y una aplicaciéon. f es continua uniformemente si
para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que d(f(x), f(y)) < e para todo z,y € X que cumplen
d(z,y) < 0.

Sean X compacto y f: X — Y continuo. Entonces f es continuo uniformemente.

2.4 Definicién. Sean f,g: X — Y continuos. Para J :=[0,1] sea h: J x X — Y continuo
y tal que h(0,z) = f(x) y h(1,z) = g(z) para todo x € X (i.e., h(0,-) = fy h(1,:) = g).
Entonces h se llama una homotopia entre f y g.

2.5 Definicién. Sea £ un espacio vectorial sobre R. Una norma sobre E es una aplicacion
E — R{, z + ||z|| que satisface

(i) ||| =0siysdlosixz=0,
(ii) |laz|| = |a|||z| para todo a € Ry todo x € E,
(iif) [l + gl <[zl + [lyll para todo z,y € E.

La pareja (E, || -|) se llama un espacio vectorial normado. La norma induce una métrica
d(z,y) := ||z —y|| sobre E. Si (F,d) es un espacio métrico completo, entonces se dice que
(E,||-|]) es un espacio de Banach.

2.6 Proposicién. Sea (E, | -||) un espacio normado. Entonces se cumplen:
(a) Nzl = llyll | <l — yl| para todo z,y € B,
(b) la norma es una aplicacion continua,
(¢) la suma en E y la multiplicacidn por un escalar son aplicaciones continuas.

2.7 Nota. La propiedad 2.6(c) significa esto: Si x,, = z, y, > yen E, y si a,, - a en R,
entonces T, + Y, = T+ Yy T, = ax en E.

2.8 Definicién. Sea E un espacio normado. A C E es acotado si sup,.4||z| < oo.

2.9 Definicién. Sean X un espacio métrico y E un espacio de Banach.

C(X,E) :={u: X — E | u es continuo },
Ce(X,E):={u: X — E | u es continuo y u(X) es acotado }.
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El espacio Cg(X, E) con la norma

lullenx,py = llullex,p) = |ullo := sup||u(z)||e
rzeX

es un espacio de Banach. Si E = R, entonces escribimos C(X) y Cp(X) en lugar de C'(X,R)
y CB (X, ]R)

2.10 Nota. Si X es compacto, entonces C(X, E) = Cg(X, E).

Notacién. Siempre suponemos que N € N. Denotemos elementos z € RY como

denotemos el producto escalar en RY por
N
T 2: k, .k
X1+ Tg =T T2 = L1,
k=1

y la norma Euclidiana en R" por

o] = VT = (i()) 7

k=1

Con esta norma R es un espacio de Banach.
Usamos { ey, ea,...,ex } € RY, donde el = d;,;, como base canénica de RY.
Denotemos por L(RY,RM) el espacio lineal de los operadores lineales entre RY y R,

Sea 2 C RY abierto. Si f: Q — RM es diferenciable en x € Q, entonces denotamos por
Df(x) € L(RY,RM) su derivada. Decimos que f es diferenciable en Q si f es diferenciable
en todo z € (.

Si f: Q — R es diferenciable, denotemos por 0;f := 0f/dz" la derivada parcial en la
direccién de 2. Para n € Ny decimos que [ es diferenciable continuamente n veces en ) si
existen las derivadas parciales del orden n en §2 y si son continuas.

2.11 Definicién. Sean M, N € Ny Q C R" abierto. Definimos para n € N

C™(Q,RM) := {u: Q — RM | u es diferenciable continuamente n veces en Q },

C=(Q,RM) := ﬁ (O, RM).

n=1
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2.1.2. Extensiones

Sean X,Y conjuntos, AC X, f: A=Y, g: X — Y. Llamemos a g una extension de f a
X sig(z) = f(x) para todo = € A.

2.12 Lema. Sean X,Y espacios métricos, A C X y f: A — Y continua. Supongamos
que para toda sucesion (x,) C A que converge en X se cumple que f(x,) converge enY .
Entonces f tiene una y solo una extension continua g a A.

Demostracion. Para cada punto 2* € A existe (x,) C A tal que x,, — 2* cuando n — oo.
Sean z* € Ay (), (y.) C A tales que x,, — * y y, — z* cuando n — oo. La hipétesis
dice que f(z,) v f(y,) convergen. Definimos (z,) € A por zg,_1 = X v 221 = yr para k € N.
Entonces z, — z* y f(z,) converge en Y. En consecuencia, f(x,) y f(y,) convergen al
mismo punto en Y. Podemos definir una extensiéon g: A — Y de f a A por

f(x) reA
g(x) = lim f(x) x e A\A.
yeA

Falta demostrar que g es continuo: Sean z* € Ay (v,) C A tal que x, — x*. Con la
definicion de g elegimos y,, € By/n(z,) N A tal que d(g(x,), f(y,)) < 1/n, para n € N.
Entonces

1
d(z*,y,) < d(z*, z,) + d(Tp, yn) < d(z*,2,) +— — 0
n

cuando n — oo. En consecuencia, f(y,) — g(z*) y

d(g(wn), g(x")) < d(g(xn), f(yn)) +d(f(yn), g(z7)) < % +d(f(yn), (")) =0

cuando n — o0, es decir, g es continuo en x*. U

2.13 Lema. Sean X,Y espacios métricos, y sea { Ax }i_y una familia finita de sub-
conjuntos cerrados de X que cubren X. Supongamos que existen aplicaciones continuas
fr: A = Y tales que fr(x) = fi(x) six € AxNA;. Definimos f: X — Y por f(z) := fr(z)
six € Ag. Entonces f es continuo.

Demostracion. Sean z* € X y (x,) € X una sucesiéon que converge a x*. Razonando
por contradiccion, supongamos que f(x,) 4 f(x*). Pasando a una subsucesiéon podemos
suponer que existe € > 0 tal que

(2.3) d(f(zn), f(z*)) > e para todo n.

Otra vez pasando a una subsucesion, podemos suponer que existe k tal que (x,) C Ag.
Como Ay, es cerrado y como x,, — z* en X, también x* € Aj. En consecuencia, f(x,)
fr(xn) — fr(x*) = f(z*) porque fi es continuo. jContradiccién con (2.3)!

oo

10
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2.14 Proposicién. Sean A C RY compacto y no vacio, E un espacio de Banach, y
f: A — E continuo. Entonces existe una extension continua g de f a RY.

Demostracién. Definimos la distancia de z € RY al conjunto A:

dist(z, A) := inf |z — y|.

yeA

Como A es cerrado se verifica que dist(z, A) = 0 si y s6lo si € A. Demostremos que la
aplicacion z — dist(z, A) es continua: Fijamos z,y € RY. Para todo z € A se cumple

lz—z[ <z —yl+ |y — 2]
Variando z sobre A y tomando el infimo respecto a z en ambos lados se sigue que
dist(z, A) < |z — y| + dist(y, A),
y la misma desigualdad con z y y intercambiado. Entonces obtenemos
(2.4) |dist(z, A) — dist(y, A)| < |z — y],

implicando la afirmacion.
Vamos a construir una sucesién densa (a,) en A (es decir, {a,}neny = A). Sea {zx}32,
una enumeracién de Q. Definimos el conjunto numerable

T:={(k)eNxN|Byax)NA£2}

y escogemos una aplicacion de seleccion n: Z — A tal que n(k,l) € By (xr)NA. La imagen
n(Z) es un subconjunto numerable de A. Falta demostrar que 7(Z) es denso en A: Sean
x € Aye > 0. Demostremos que existen k, [ € N tal que |n(k, 1) —z| < . Podemos suponer
que

(2.5) £ < 3/2.

Escogemos k € N tal que z, € B./3(x) (eso es posible porque Q" es denso en RY) y
[ €[3/(2¢),3/e] NN. Esta interseccién no es vacia por (2.5). Como |z — x| <e/3<1/ly
x € A, sesigue que (k1) € Z. Entonces |n(k,l)—x| < |n(k,l)—xp|+|vr—2| < 1/l+e/3 < e
y concluimos. Ahora escribimos n(Z) = {a,}22 ;.

Definimos

on(x) = méX{Q—%,O} para x € RV\ A.

Como dist(z,A) > 0siz & A, p,: RY\A — R es continuo para todo n € N. Ademés,
on(x) €10, 1] para todo x € R¥\ Ay n € N.

Si z € RV\ A entonces existe n € N tal que |z — a,| < 3dist(x, A)/2 por la densidad de
(a,). En consecuencia, obtenemos:

(2.6) Para todo z € RV\ A existe n € N tal que p,(z) > 0.

11
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La series Y - 27", (x) converge uniformemente en R\ A y es positiva, por (2.6). En
seguida, las funciones

27"pn(2)
220:1 2=k ()

son continuas en RN\ A y cumplen ,,(x) € [0, 1] para todo n. Adem4s

Un(x) ==

(2.7) Z Up(x) =1 para todo x € RV\ A.

Definimos

o) e f(z), x € A,
o) {zzz w() (@), weRMA

Como A es compacto y f continuo,

C' := méx { sup||f(z)||g, 1 } < 00.
T€A
Sea K C RM\ A compacto. Por continuidad y positividad de > 27", existe § > 0 tal que

> 27", (z) > § para todo x € K. Para € > 0 existe ky tal que para [ > k > ky se tiene
que

Por lo tanto, usando la definicién de v, y ¢, € [0, 1], tenemos para [ > k > ko

Y al@)f(a

n=k+1

Z¢n ||fan||E<_22n<€ para todo xz € K,

n=k+1 n=k+1

es decir, > > ,(z)f(a,) es de Cauchy en E, uniformemente en 2 € K. Como E es
completo, la series converge, uniformemente en K.

Eso demuestra que g estd bien definido y continuo en R\ A. Falta demostrar que g es
continuo en todo RY. Es suficiente demostrar que

(2.8) lim g(z) = f(z") para z* € A,

r—z*
z€RN\ A
. o0 . ., .
porque en ese caso el Lema 2.12 dice que )~ ¢, () f(a,) tiene una extension continua a

RN\ A, que coincide con f en ANRN\A. El Lema 2.13 implica que g es continuo.
Supongamos que € > 0. Como f es continua, existe § > 0 tal que f(Bs(z*;A)) C
B.(f(z*)). Fijamos x € R¥\ A tal que |z — 2*| < §/3. Si a,, € A\Bs(x*) entonces

|z — ay| S la, — a*| — |z* — x| >(5—5/3

= 2.
dist(x, A) — |z* — x| ~ 4/3

12
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En consecuencia, ¢,(z) = 0. Si a, € Bs(z*), entonces ||f(z*) — f(an)||p < e. Hemos
probado que

(2.9) U ()| f(2%) = flan)||e < en(z) para todo z € Bs/3(z*)\A, n € N.

Con eso concluimos: Sea x € Bj3(x*)\A. Entonces (2.7) y (2.9) implican que

E E

1£(@) - g(a)]| = Hf(az*) Y @ @) =[S @) (Fa) - fan)

< @) f@) = flan)lle < tn(x)e =<

Esa desigualdad compruebe (2.8). O

2.15 Nota. En la demostracién anterior tenemos que » .~ ¢,(z) = 1 y ¥, > 0. En
consecuencia, la definicién de g implica que g(RY) C conv(f(A)) (véase la tarea N°2).

2.1.3. Regularizacion

2.16 Definicién. Sea 2 C RY abierto. Si f € C(Q, RM), entonces llamamos

supp(f) = {z e RN [ f(z) 0} NQ

el soporte de f. Definimos para n € Ny

CH(Q) :={ue C™(Q) | supp(u) es compacto }

CE(Q) = [ Cr9).

Para un conjunto abierto Q C R una funcién u € C'(Q2) y una funcién ¢ € C(Q) el
producto pu € C(Q). Extendemos pu a RY por 0 y obtenemos pu € CH(RY). Se sigue
que

0= Oi(pu) dz = / Oi(pu)dz = /(u@icp + poju) dz
RN Q Q
para todo ¢ = 1,2,..., N. De esto sigue una formula de integracion parcial:

(2.10) /u@mdx——/@-ugpdx Vi=1,2,...,N.
Q Q

2.17 Definicién. Fijando N € N definimos n € C>°(R") por

n(z) := {Cexp (W;—J lz| <1

0 |z| > 1

13
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donde C' > 0 es tal que fRN ndz = 1. Para 0 > 0 definimos
1 x
ns(z) = 5—N77(g>-

(2.11) supp(ns) = Bs(0),

¥y que

(2.12) / nsdr =1
RN

Se sigue que ns € C°(RY), que

para todo & > 0. Las funciones 7s forman una familia de regularizadores (mollifiers en
inglés).

2.18 Proposicioén. Sea u € C(RY). Para 6 > 0 definimos la reqularizacion us: RY — R
de u por

1wl =@ = [ v dr= [ o

Entonces us tiene las siguientes propiedades:
(i) us € C=(RY),
(ii) us converge uniformemente a u en subconjuntos compactos de RY cuando § — 0,

(iii) si Q C RN es abierto y si u es diferenciable continuamente en Q entonces Ojus
converge uniformemente a O;u en subconjuntos compactos de ) cuando § — 0, para
todoi=1,2,... N.

Demostracién. (i) Fijamosi € {1,2,3,...,N},0 >0y z € RY. Para 0 < |[t| < § tenemos
que

us(x + 756Z

(2.14) /‘amx— uly) dy

_ /B%(x) (na(x tte, —y) —msle —y) Dums (i — y)) a(y) dy.

t

Como 15 € C=(RY), tenemos que ||9;ns]|oo < 00. Ademds, u € L'(Bays()). El teorema del
valor medio y el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada implican que el lado
derecho de (2.14) tiende a 0 cuando ¢t — 0, es decir, us es diferenciable parcialmente en !

y

(2.15) Oius(x) = Oims(z — y)u(y) dy.

RN

14
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Demostremos que para i = 1,2,..., N la funciéon d;us es continua. Sea x,, — = una
sucesién convergente en RY. Se tiene

|alu5<~rn) - 3Zu(;(x)| =

[ @ =) = 0unsta — )t dy

< / 1015 (tn — 37) — Bams(x — )] )| dy

Bas(x)
—0

cuando n — oo, por la continuidad de 9;ns y u, y por el teorema de la convergencia domina-
da de Lebesgue. Los dos hechos que acabamos de demostrar demuestran la diferenciabilidad
continua de us.

S6lo hemos usado u; = ns*u, ns € C°(RN) y supp(ns) = Bs(0). Tenemos dyu; = 0ins*u,
Oims € C(RYN) y supp(dins) = B;(0). En seguida, podemos aplicar los mismos argumentos
para obtener que d;us es diferenciable en RY. Por induccién se tiene la afirmacién.

(ii) Sea K C RY compacto. Escojamos &y > 0 y definimos

Bs,(K) := {z € RY | dist(z, K) < dy }.

Como F(;O (K) es compacto y u continuo, u es continuo uniformemente en este conjunto.
Sea € > 0. Existe §; € (0, dy] tal que

(2.16) Vo € (0,6, |Va,y € Bs,(K): (|Jx —y| <6 = |ulz) —u(y)| <e).

Utilizando la propiedad (2.12) se sigue para ¢ € (0,6;] y = € K que

|us () — u(z)| =

[ o=~y < [ e = latn) - wolay <

Bs(x)

porque B;(z) C By, (K), y de nuevo por (2.12). En consecuencia, ||us — ucx) < € para
d € (0,4]. Eso implica la afirmacion.

(iii) Sea K C § compacto. Existe dy > 0 tal que Bs,(K) C Q. Como Bs,(K) es
compacto, d;u es continuo uniformemente en este conjunto. Utilizando (2.12) y integracién
parcial como en (2.10) (observando el signo de y en el argumento de 7;5) obtenemos para
d€(0,00) y x € K que

Osus(2) — dpu(z)| = | [ Oms(x — y)u(y) dy — dyu(z)

RN

= /RN ns(x — y)Oiuly) dy — du(x)

-|f m(z—yx@-u(m—@-u(az))dy\.

Bs(x)

Concluyamos como en la demostracién de (ii). O
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2.1.4. El Lema de Sard

2.19 Definicién. Si Q) C RY esabiertoy f:  — R diferenciable continuamente entonces
llamemos J¢(z) := det Df(z) el Jacobeano de f en x. Si J;(x) = 0 entonces x es un punto
critico de f. Si Jp(x) # 0 entonces x es un punto reqular de f. Escribimos K¢(Q2) :={z €
Q| Jg(z) =0}, y escribimos K si no hay posibilidad de equivocarse en que es €. Decimos
que y € RY es un valor reqular de f: Q — RY si f~1(y) N K;(Q) = @, y un valor singular
en caso contrario.

2.20 Lema. Sean Q C RY abierto y acotado, f € C(Q,RN)NCHQ,RY), ey € RN\ f(09).
Siy es un valor reqular de f entonces f~1(y) es finito.

Demostracién. K := f~1(y) C Q es compacto porque f es continuo y €2 acotado. Razonan-
do por contradiccién supongamos que K es infinito. Entonces existe una sucesiéon (x,) C K
tal que x,, # x, si m # n. Como K es compacto podemos suponer que existe x € K y
x, — x cuando n — oo. Como y es regular, el teorema de la funciéon inversa implica que
existen vecindades abiertas U de x y V de y tal que f|U es una biyeccion entre U y V| es
decir, U N K = {z}. jContradiccién a x, — x en K! O

2.21 Definicién. Si a;, < by, para k = 1,2,..., N entonces K := [, [ax,bx] es un
ladrillo (paralelepipedo rectangular) de dimension N con volumen |K| = H]kvzl(bk — ag).
Un subconjunto A C RY tiene medida de Lebesgue 0 en RN, sucinto |A| = 0, si para todo
£ > ( existe una cubierta numerable de A por ladrillos de dimension N con volumen total
< ¢. Esta definicién no depende de la base ortonormal de RY.

2.22 Lema. (a) Si A CRY cumple |A| =0 entonces RM\ A es denso en RY.

(b) Una unién numerable de conjuntos con medida de Lebesque 0 en RN tiene medida de
Lebesque 0 en RY.

Demostracién. (a) Razonando por contradiccién, supongamos que RV\ A no es denso en
RY, es decir, existe z € Ay r > 0 tal que B,(z) € A. Como toda cubierta de A por ladrillos
de dimensién N también cubre B,(z), el volumen total de los ladrillos de la cubierta es
por lo menos el volumen de la bola B, (z). jContradiccién!

(b) Sea { A, }5°, una familia de conjuntos con |4,| = 0 para todo n. Parae >0y n € N
encontramos una cubierta de A,, por ladrillos de dimensién N con volumen total < 27"¢.
El volumen total de la unién de todos ladrillos, que forma una cubierta de (J -, A,, es
<e. U

2.23 Recapitulacién. Sea L: RY — R un operador lineal. Entonces L es una aplicacién
continua. Definimos

(2.17) L] g oy -= max |Lal.

z€EB1RN
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Con esta norma L(RY , RM) ~ RM*N e5 un espacio de Banach. Ademéds, para todo z € RY
se cumple que

(2.18) |Lx| < ||L|| zww rony| 2]

2.24 Proposicién (Lema de Sard). Sea Q@ C RY abierto y f € CYQ,RY). Entonces
[F(Ky)| = 0.

Demostracion. Sea

o Tl Lo L
= Haz—Qn,x—irzn

k=1

n €N, anZN}.

Entonces Q es una familia numerable de cubos cerrados cubriendo RY. Ponemos
R={QeQ|QCQ}

Es claro que R es numerable y cubre €2. Por eso y por el Lema 2.22 es suficiente demostrar
que |f(K;N Q)| =0 para todo Q € R.

Supongamos que () € R es un cubo de longitud » > 0 de un lado. Como f es diferenciable
continuamente en una vecindad de ¢ podemos definir C; := méx,cq||Df(x)].

Sea ¢ € (0, 1]. Es suficiente cubrir f(Q N Ky) por ladrillos de volumen total < Cse donde
C5 no depende de €. Como D f es continuo y () es compacto, D f es continuo uniformemente
en Q. Existe m(e) € N tal que con 6(¢) := v/N r/m(e) se cumple:

IDf(z) =Df(y)l <&  paratodoz,y €@, |z—y|l <de).

En consecuencia,

(2.19) [f(x) = f(y) = Df(y)lz -yl

léIH«1—®y+MNI—mdt—Dﬂww—yﬂ

A(Dﬂu—wy+m»—Dﬂwﬂw—ma\

SAHDﬂO—Oy+mﬁ—Dﬂwmx—m&
< gd(e)

para todo z,y € Q, |z —y| < d(¢).

Descomponemos @) en n(e) cubos Qx, k = 1,2,...,n(e), con didmetro §(¢). La longitud
de un lado de @y, es §(¢)/v/'N = r/m(e). Entonces n(e) = m(e)".

Suponiendo que @ N Ky # & demostremos que existe C's > 0, independiente de € y k,
tal que

(2.20) f(Qy) esté cubierta por ladrillos con volumen total < Ced(g)™.

17
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Sea * € Qi N K. Definimos L := D f(x*), @; =Qr—2"yyg: @; — RY por

g(x) = f(@" +z) = f(2).

Entonces (2.19) implica que
(2.21) lg(x) — Lx| < ed(e) para todo & € Q.

Como Jy¢(z*) = det(L) = 0, el rango de L esta contenido en un subespacio A de dimensién
N — 1 de RY. Escogemos b; € S;RY N At y completamos {b;} a una base ortonormal

{b1,by,...,by } de RY. Utilizando (2.21), (Lx)-b; =0y |b1| = 1 calculamos para x € Qu:
l9(x) - bi| = [(9(x) — L) - bi| <[g(x) — La| < €d(e).
Parai=2,3,..., N obtenemos para x € @ que
l9(x) - bi| = |(g(2) — L) - bi| + [(Lx) - bi| < |g(w) — La| + |[L]| [«] < (e + |[L]])d(e)

porque @; C E(;(E)RN . Eso implica que g(@;) esta contenido en un ladrillo rotado con lados
paralelos a los b; con volumen 2V (1 + ||L||)V~ted(e)". Poniendo Cj := 2N*1(1 + C) V-t y
utilizando f(Qx) = f(z*)+g(Q), obtenemos (2.20), cubriendo el ladrillo rotado con cubos
con lados paralelos a la base canénica {e;}.

Existen a lo mds n(e) = m(e)" cubos Q. que cumplen Q; N K; # &. Como {Qk}ZSl) es
una cubierta de )

fQenkyc J @

QrNKy#2

Utilizando (2.20), por tanto existe una cubierta de f(¢) N K) por ladrillos con volumen
total menor o igual que

m(e)NCsed(e)N = CsNN2rNe = Oye

donde Cy := C5 N2V no depende de «. O

2.2. Unicidad

2.2.1. Reduccion a Operadores Lineales

2.25 Proposicién. Un grado con las propiedades (D1)~(D3) estd determinado por sus
valores en triples (9,2, 2), donde Q C RY es abierto y acotado, g € C(Q, RY)NC>(Q, RY)
y z € RN\ g(99Q) es un valor regular de g.

18
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Demostracion. Sean Q C RN abierto y acotado, f € C(Q,RY) y y € RN\ f(052). Ponemos
§ = dist(y, f(9)) > 0. Por la Proposicién 2.14 podemos suponer que f € C(RY RY).
Con la Proposicién 2.18 y sus puntos (i) y (ii), aplicada a cada una de las componentes de
f, construimos g € C*°(RY,R") tal que sup,.q|f(z) — g(z)| < §/3. Por el Lema de Sard
(Proposicién 2.24) y por el Lema 2.22(a) encontramos un valor regular z € Bg3(y) de g.
Definimos la homotopia h(t,z) := (1 —t) f(z) + tg(z) y la aplicacion w(t) := (1 —t)y + tz.
Site[0,1] y x € 052, entonces

At ) —w(t)] = |f(z) —y —t(f(z) — g(x) + z = y)]
f

(@) =yl = t(|f(2) = g(@)[ + [y — 2[) = 6 = 1(6/3+6/3) = /3.
En consecuencia, w(t) ¢ h(t,00) para todo t € [0,1] y (D3) implica que
(2.22) deg(f, Q2,y) = deg(g, <, 2)

si “deg” es un grado que cumple (D1)—(D3). O

fla
>

2.26 Proposicién. Un grado con las propiedades (D1)~(D3) estd determinado por sus
valores en triples (L, By,0), donde L € L(RN RY) es un isomorfismo.

Demostracién. Sea “deg” un grado que cumple (D1)—(D3). Sean Q C RY abierto y acotado,
feC(QRY) yy e RN\ f(09).

Primero supongamos que f~!(y) = &. De acuerdo, @ es un subconjunto abierto de €.
Utilizando €7 := Q y Qy := @ (D2) implica que deg(f,a,y) = 0. Utilizando Q; := &,
Oy =2y f(y) = @ (D2) implica que deg(f,,y) = 0.

Si f~(y) # @ podemos suponer por la Proposicién 2.25 que f € C(Q,RY)NC>®(Q, RY)
vy gé f(K¢). El Lema 2.20 implica que existen n € Ny zy,29,...,2, € § tal que
fYy) = {z1,29,...,1, }. Existe r > 0 (que puede ser elegido arbitrariamente chico) tal
que las bolas B, (z}) son ajenas. La propiedad (D2) implica que

(2.23) deg(f,Q,y) =) deg(f, Br(w1),y)-

k=1

En consecuencia, deg(f,€,y) estd determinado por los valores de deg(f, B,(xx),y) (k =

1,2,...,n).

Para calcular deg(f, B,(xx),y) fijamos k y definimos L := Df(zy). Como L es un iso-
morfismo tenemos para x € RY que |z| = |[L71Lz| < ||L7Y| |Lx], es decir,
(2.24) |Lz| > i para todo » € RY.

[L=H]

f(zx) = y implica que

|[f(z) —y — L]z — x|

—0 cuando x — xy.
|z — x|
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Supongamos que r es tan chico que

|z — x|

para todo = € B,(1}).

Definimos la homotopia h(t, x) := (1 —t) f(x) + tL[x — xx] y la aplicaciéon w(t) := (1 —t)y.
Con (2.24) y (2.25) calculamos para t € [0,1] y z € S,(xy):

|h(t,2) —w(t)| = |L[z —z] + (1 = ) (f(z) —y — Lz — 2])]

|z — | r
> 1w — ml| - (1= DIf (@) — y — Lo — 2] > _ .
2lL=H 2L
Se sigue que w(t) ¢ h(t,0B,(vx)) para todo t € [0,1] y (D3) implica que

(226) deg(fa Br(mk)v y) = deg<L[ T xk]7 Br(xk)7 0)

Escogemos R > 0 suficientemente grande tal que B,(x;) C Bg(0). Como L es un iso-
morfismo, L[z — x| = 0 solo para * = xp. En consecuencia, (D2) implica (utilizando
Q= By(x) y Q9 = @) que

(2.27) deg(L[- — k], Br(zx),0) = deg(L[- — x|, Br(0),0).
La homotopia h(t,z) := (1 —t) L[z — x4] + tLx cumple para t € [0,1] y € Sg(0) que

[z = (L= x| _ Jo] = o] _ B=(R—7)

Ih(t,z)| = | L[z — (1 — t)z3]] > > 0.

(7o 12 e T2
En consecuencia, (D3) implica que
(2.28) deg(L]- — =], Br(0),0) = deg(L, Br(0),0).
Otra aplicacién de (D2) demuestra que
(2.29) deg(L, Br(0),0) = deg(L, B,(0),0).

Combinando (2.23) con (2.26)—(2.29) concluimos que

(2.:30) deg(f, Q) = ) _ deg(Df(ax), By, 0).
k=1
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2.2.2. El Grado de un Operador Lineal

2.27 Recapitulaciéon. Sea E un espacio vectorial. Un operador lineal P en F es una
proyeccion si P2 = P. Sean F, G subespacios de E. Entonces E = F' @ G es equivalente a
la existencia de proyecciones Pr, Pg en E tal que R(Pp) = F, R(Pg) =Gy Pr+ P = 1.
En este caso los nicleos N (Pr) y N(Pg) de F'y G cumplen N(Pr) =Gy N(FPg) = F.

2.28 Recapitulacién. Sea A € RY*Y un isomorfismo lineal. Los valores propios son los
ceros del polinomio caracteristico p(\) := det(A — AI). Escribimos

l m n
p) =TT = 0™ T = V% T = M (7 — A
i=1 j=1 k=1

donde \; <0, p; > 0y 1, € C\R, y ponemos o := 2221 a;. Se sigue que

(2.31) sgn(det(A)) = sgn(p(0)) = (=1)°.

Existen subespacios F,G de RY tal que RY = F & G, F v G son invariantes bajo A,
los valores propios de A|p son los \;, los valores propios de A|g son los p; v los vg, Uk, v
dim F = «.

2.29 Lema. Sea E un espacio normado de dimension finita, positiva y par. Entonces existe
una homotopia h de —idg a idg tal que

h(t,z) =0 implica que x = 0.

Demostracion. Sea dim(E) = 2k con k € N. Para ¢ € [0, 1] definimos un operador lineal
A(t) € L(FE), representado por una matriz respecto a una base fija de E. Primero ponemos

B(t) — (— cos(mt)  sin(mt) )

—sin(nt) — cos(mt)
y entonces
B(t) 0 0 0
0 B(#) 0 0
At)==| O 0 B(t) 0
0 0 0 B(t)
he
Es claro que det(A(t)) = 1 y que en seguida A(t) es un isomorfismo para todo ¢t. Ademés,

A(t) depende continuamente de t en la norma de L(E) porque las coordenadas de A(t) son
continuas. Si t, — ty x, — = entonces

[A(tn)zn = Alt)z| 2 < [[Altn)2n = Alt)2nlle + A2 — At)2| 2
< lznllpllAt) = Al + [ADe@llen — 2]z =0
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porque A € C([0,1], L(E)) y ||lzn|le — ||z|| g En consecuencia, h(t, x) := A(t)z es continuo.
Es claro que h(0,x) = —x y h(1,2) = x. Como A(t) es un isomorfismo, A(t)z = 0 implica
que xz = 0. ]

2.30 Nota. Por (D1) y (D3) el Lema 2.29 implica que deg(—id, BjR?** 0) = 1 para k € N.

2.31 Lema. Sea “deg” un grado con (D1)=(D3) en dimension 1. Sea Q2 C R abierto,
acotado, y tal que 0 € Q. Entonces deg(—id, 2,0) = —1.

Demostracion. Por (D2) podemos suponer que € = B;. Definimos f € C(By(1)) por
f(z) :=|z—1|—1. Como f y 1 tienen los mismos valores en 0Bs(1), se sigue por Tarea 3,
N° 5, que

deg(f, B2(1),0) = deg(1, By(1),0) = 0.
Aqui también hemos utilizado el argumento del segundo parrafo de la prueba de la Propo-
sicién 2.26. (D3) y (D1) implican que

deg(f, B1(2),0) = deg(id — 2, B1(2),0) = deg(id, B;(2),2) = 1.
En consecuencia, (D2) y 0 ¢ f(By(1)\(B1(0) U By(2))) implican que

deg(~id, B1(0), 0) = deg(f, B(0),0)
— deg(f, By(1),0) — deg(f, By(2),0) = 0 — 1 = —1.

O

2.32 Proposicién. Sea A un isomorfismo lineal en RY y “deg” un grado que cumple
(D1)«(D3). Entonces deg(A, By,0) = sgn(det(A)).

Demostracion. Por Recapitulacion 2.28 existen subespacios invariantes F, G para A tales
que RY = F @ G, sgn(det(A)) = (—1)3™F) " A|r solo tiene valores propios negativos y
A|g solo tiene valores propios en C\(—o00,0]. Como F,G son invariantes, PrAPr = APp,
PgAPG = APG y PFAPG = PgAPF = 0. En consecuencia, PFA = PFA(PF + Pg) =
PrAPr = APp y similarmente P A = APg.
Definimos
h(t,z) = (1 —t)Ax + t(—Pp + Pg)z.

Site|0,1] y x € RN cumplen h(t, ) = 0, entonces
0= Pph(t,x) = (1 — t)PFA$ — tPFSL’ = (1 — t)Appx — tPFa:.

Para t = 1 obtenemos Prxz = 0. Para t < 1 se sigue que

t

APFSL’: 1—¢

PF$.
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En consecuencia, Prxz = 0 porque A|r solo tiene valores propios negativos. Por otro lado
tenemos
0= p@h(f, LL') = (1 — t)Apgl’ + tPgx.

Para t = 1 obtenemos Pgx = 0. Para t < 1 se sigue que

t

Apgl‘:—l_t

Pgl'.

Por lo tanto, Psx = 0 porque Al solo tiene valores propios en C\(—o0,0]. Resumiendo,
hemos probado que © = Prx + Pgx = 0 si h(t,z) = 0y t € [0,1]. Utilizando (D3)
obtenemos que

(232) deg(A, Bl, 0) = deg(—Pp + Pg, Bl, O)
Caso 1: Si dim(F') = 0, esto implica que
deg(A, By,0) = deg(id, By, 0) = 1 = (—1)4mF) = son(det(A)).

Caso 2: Para dim(F') > 0 distinguimos dos casos: Si dim(F’) es par entonces definimos
D := {0} y E := F. Si dim(F') es impar entonces escogemos D, un subespacio de F' de
dimensién 1, y F, un subespacio de F' con dimensién par tal que F = D @ E. Definimos
Qp,Qr € L(F) como las proyecciones respecto a esta descomposicién de F'.

Utilizando el Lema 2.29 encontramos h; € C([0,1] x E, E) tal que hy(0,-) = —idg,
hi(1,-) =idg, y tal que hy(t,x) = 0 implica que = 0. Definimos

hao(t,x) == —QpPrz + I (t, Qe Prz) + Pox.

Seant € [0,1] y x € RY tales que hy(t, ) = 0. Obtenemos que 0 = Pghs(t, z) = Pgx, que
0 = —QpPrhs(t,z) = QpPrz y que 0 = QpPrhs(t,z) = hi(t,QrPrx). Las propiedades
de hy dicen que Qg Prx = 0. Asi hemos probado que

(2.33) = Prx+ Pgx = QpPrz+ QpPrz+ Pgx =0 si ha(t,x) =0, t € ]0,1].

Ponemos H := E®G. Se sigue que RN = D@ H, y que Pp := QpPry Py = QpPr+Pg
son las proyecciones correspondientes para esta descomposiciéon de RY. La definicién de hs
y (2.33) implican por (D3) que

(234) deg(—PF + Pg, Bl(O), 0) = deg(—PD + PH, Bl, O)

Caso 2a): Si dim(F') es par entonces Pp = 0y Py = id. Se sigue por (2.32), (2.34) y
(D1) que
deg(A, By,0) = 1 = (=1)3mF) = sgn(det(A)).

Caso 2b): Si dim(F) es impar entonces por (2.32), (2.34) y (D1) solo falta demostrar
que

(2.35) deg(—Pp + Py, BiRY 0) = —1,
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porque —1 = (—1)4mU) = gon(det(A)). Recordemos que dim(D) = 1. Sea L: R — D
un isomorfismo lineal. Definimos otro grado deg; en dimension 1: Sean {2 C R abierto y
acotado, f € C(Q) y y € R\ f(99Q). Definimos €, := L(Q) + B H, f. € C(Q.,RY) por

fo(z) = Lf(L"'Ppx) + Pyx

y Y« := Ly. Demostremos que y, ¢ f.(0€): Razonando por contradiccién, supongamos
que existe € 99, tal que f.(z) = Lf(L™'Ppz) + Pyx = y.. Es claro que Pyx = 0
porque ¥, € D. Se sigue que Ppx = x € 05),, es decir, L~'Ppx € 01, ya que obviamente
00N D =9(L(Q)) = L(0N). Ademas,

y=L""y. = f(L7 Pp),
contradiciendo y ¢ f(0€2). En consecuencia, podemos definir

degl(f, Q, y) = deg(f*7 ., y*)-

Demostremos las propiedades (D1)—(D3) para deg;:
(D1): Sea y € €. Se sigue que y. € . y que

deg, (id, 2, y) = deg(Pp + P, (L, y.) = deg(id, Q. y) = 1.

(D2): Sean Q1,2 C Q abiertos y y ¢ f(Q\(1 UQy)). Por contradiccién, supongamos
que existe x € Q,\(Q1.UQy,) tal que f.(z) = y.. Como antes Pyz = 0y L™ Ppx € Q\ (U
Q). Ademés f(L~'Ppz) = y, una contradicciéon. En consecuencia, , ¢ f.(Q.\(Q1. UQs.))
y obtenemos que

degl(fa Q» y) = deg(f*, Q*7 y*)
= deg(f*7 Ql*? y*) + deg(f*u QQ*? y*)
= degl(f? Qla y) + degl(f7 Q27 y)

(D3): Sean h € C([0,1] x Q) y y € C([0,1]) tales que y(t) ¢ h(t,0Q) para todo
t € [0,1]. Definimos h.(t,z) := Lh(t, L"*Ppx) + Pyx para x € RY y y,.(t) := Ly(t). Por
contradiccién, supongamos que existen ¢t € [0,1] y x € 09, tales que h.(t,x) = y.(t).
Otra vez esto implica que L™'Ppz € 0Q y h(t, L' Ppz) = y(t), una contradiccion. En
consecuencia, y,(t) ¢ h.(t,00,) para todo t € [0,1] y obtenemos que

degl(h(tv ')7 Q, y) = deg<h’*(t= ')7 ., y*<t))

es independiente de ¢.
Observamos que —Pp+ Py es un isomorfismo y que Lo(—id)oL~to Pp = — Pp. Definimos
:= L™}(ByD) y notamos que 0 € Q. Utilizando (D2) y el Lema 2.31, calculamos

deg(—Pp + Py, BiRY 0) = deg(—Pp + Py, BiD + B H,0) = deg,(—id, Q,0) = —1.

Con esto hemos probado (2.35) y concluimos. O
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Resumando, las Proposiciones 2.25, 2.26 y 2.32 y sus demostraciones implican

2.33 Teorema. Sea “deg” un grado que cumple (D1)~(D3). Sean Q@ C RN abierto y
acotado, f € C(Q,RY), yy € RV\f(9Q). Ponemos p = dist(y, f(0Q)). Entonces existen
g € C(URM)NC=(Q,RY) y un valor regular z € RN\g(09Q) de g tal que || f — gllo@ryy <

p/3 y |y —z| < p/3. Para todo aquellos g y z se cumple que g~*(2) es un conjunto finito y
que

(2.36) deg(f,Qy) = > sen(Jy(@)).

zegT1(2)

2.3. Existencia

2.3.1. Valores Regulares y Funciones en C?

2.34 Definicién. Sean Q C R abierto y acotado, f € CH(QRY)NC(Q,RN) y y €
RN\ f(02 U K ). Definimos

deg(f,Q,y) == Z sgn J¢(z).

zef ()
2.35 Notas. (a) El Lema 2.20 implica que la suma en la definicion es finita.
(b) Si f~'(y) = @, entonces deg(f, 2, y) = 0 porque la suma es vacfa.

Nos interesa extender la Definiciéon 2.34 a valores singulares y de f. Sea p :=
dist(y, f(092)) > 0. Como f(K/) tiene medida 0 en RY existen valores regulares en la
bola B,(y). Es natural definir el grado deg(f,2,y) por deg(f,,v1) si y1 € B,(y) es un
valor regular de f. Pero uno tiene que demostrar que esta definicién no depende de la
seleccion de gy, y para eso necesitamos unas herramientas.

2.36 Lema. Sean 2, f yy como en la Definicion 2.34. Para 6 > 0 sea ns dado por la
Definicion 2.17. Entonces existe o9 > 0 tal que

(2.37) deg(f,Q,y) = /fzng(f(x) —y)J¢(z)de para todo 6 € (0, dg).

Demostracion. Si f~'(y) = @, entonces escogemos 0 < dy < dist(y, f(€2)). Se sigue que
ns(f(z) —y) = 0 para todo x € Qy & € (0,8)] porque supp(ns) = Bs. Por lo tanto, se
cumple (2.37).

Supongamos que f~(y) = {x1, 7, ..., 7, }. Encontramos r; > 0 tal que los B,, () C 0
son bolas ajenas y la restriccién de f a B, (zx) es un difeomorfismo con una vecindad
abierta V), de y. Se sigue por la continuidad de J; en x que

(2.38) sgn J¢(z) = sgn J¢(zy) para todo = € B,, (zy).
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Existe 75 > 0 tal que B,,(y) C ﬂzzlﬁ;. Definimos los conjuntos abiertos W} :=
f7H (B, (y)) N By, (1) Entonces dist(y, f(Q\ Up_, W) > 2. Si § < g := 73, entonces
f(xz) —y & Bs y ns(f(xz) —y) = 0 para z € Q\ J,_; Wi. En consecuencia, (2.38) implica
que

(2.39) /Qm(f(w) —y)Jp(z)de =7 sen Jf(ivk)/ 1s(f(x) = y)Jp(z)| dz.

k=1 Wi

Observamos que J;_, = J;. Ademas, f es un difeomorfismo de Wy y B,,(y), y por lo
tanto f —y es un difeomorfismo de Wy y B,,. Se sigue por la féormula de sustitucion y por
Bs C B,, que

[ w@ - nlside= [ s -1
Wi B

2

Por eso (2.39) implica (2.37). O
2.37 Definicién. Sean 2 C RY abierto y u € CH(Q,RY). La divergencia divu € C(Q) se

define por
divu(z Z 0; u

2.38 Lema. Sea u € CL(RY,RY). Entonces [,y divudz = 0.
Demostracién. Para i = 1,2,..., N tenemos que u’ € C}(R"), y como en la prueba de
(2.10) se sigue que

o' (z)dr = 0.

RN
En consecuencia,

N

/ divu(z dx—/ Z@u dx—z o' (z) dx = 0.
RN 1=1

RN
U

2.39 Definicién. Sea A = ((a;;)) € RN una matriz. El cofactor det;;(A) es (—1)"+
veces el determinante de la matriz de A quitando el renglén ¢ y la columna j:

ar aiz - Q151 aigj+1 " ainN
a21 Qg2 -+ Q251 agj+1 " asN
o it+j
det(A) := (=1)"7det [ ai—11 @12 -+ Gic1j-1 Gic1j41 0 Gio1N
ij
Qi+1,1 G412 00 Qipl-1 Qitlg+1 "0 G4 N
ani anz - ANG—1 anj+1 -+ ANN
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2.40 Lema. Sean Q C RY abierto y f € C*(Q,RY). Definimos d;;j(x) := dety;(Df(z)).
Entonces

N
Zajdij(x):() para todoi=1,2,...,N yx € Q.
j=1

Demostracion. En esta prueba el simbolo” denotard omisién del mismo objeto.
Fijemos 7 y denotemos

gr = O(fN 2 )T
Se sigue que o
dz](x) = (_1>l+] det(g17927 s 7.67\]" s 7gN)'
La determinante es lineal en cada columna. Similarmente como en la Tarea 3, N°6.b) se
sigue que

(2.40) Odij(x) = (=1)"™ Y “det(g1, 92, -, Gir- - jGks -, N)-
Py
Ponemos
crj = det (0 gk, 91,925 -, Gjs- s Ghs - - - gN)
Como f € C?(Q,RY), tenemos que drg; = d;gx. Eso implica que cx; = c¢;x. Intercambiando
dos columnas vecinas en una determinante solo cambia el signo de la determinante. Por lo
tanto

- (=) ey k<j
(2.41) det(g1, 92,5 Gjs- -, 0iGky - gN) = B .
! ! (—1)"2¢y; k> j.
Definimos oy = 1 para k < j, 0j; =0y o3; = —1 para k > j. Con esta notacién (2.40) y
(2.41) implican que
N
(1) M0y () =Y (=1 ey + Y (=1 Pay = D (=D owjen;.
k<j k>j k=1
Formando la suma respecto a j obtenemos
N N
(1)) 0pdij(x) = > (=1 Hayey
j=1 jk=1
N
- Z (=10 e cambio de indice
jk=1
N
= — Y (D oy Tjk = —Okjs Cjk = Ckj-
k=1
Eso implica que la suma es 0. 0
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2.41 Proposicién. Sean Q C RN abierto y acotado, f € C*(QRY)NCQ,RY) yy €
RN\ f(082). Ponemos p := dist(y, f(0)). Si v1,ya € B,(y) son valores regulares de f,
entonces

deg(f7 Q? yl) = deg(f7 Qu 3/2>7
donde el grado “deg” estd dado por la Definicion 2.34.

Demostracion. Utilizando el Lema 2.36 es suficiente demostrar que

(2.42) /9(776(f(x) = y2) = ns(f(2) — 1)) Jy(w) dz =0
para 0 > 0 chico. La idea es expresar (75(f(z)—y2)—ns(f(z)—y1))J¢(z) como la divergencia

de una funcién v con soporte compacto en €2 y utilizar el Lema 2.38.
En la Tarea 4, N°7 se demuestra que para > 0 la funcién

w(z) = (y1 — y2)/0 ns(x — (1 —t)yr — tyo) dt.

cumple

(2.43) divw(z) = ns(z —y2) — ns(z —11).

Desafortunadamente eso no implica que w o f tiene divergencia (ns(f(x) —y1) — ns(f(x) —
y2)) ().

Definimos py := max{ |y —v1|, |[y—y2| } < py escogemos 0 < dy < p—py. Para ¢ € (0, &),
te[0,1] y z € RY con |x —y| > p; + § obtenemos que

|z — (1 =t)yr — tyo| > v —y[ — (1 =)y — | +tly — 12])
> p1+ 00— p1
> 6.

Entonces w(z) = 0. Eso demuestra que
(2.44) supp(w) C B, 15, (y) C B,(y) C RV\ f(0Q) si 6 < dy.

Fijamos § € (0, do), definimos d;; := det;;(Df) como en el Lema 2.40 y v € C*(Q, RY)
por

N
V(z) =Y w'(f(x))d().
i=1
Por (2.44) dist(supp(w o f),0Q) > 0 y luego supp(v) es compacto. Extendiendo v a RY

por 0 tenemos que v € CL(RY,RY). Calculamos

N

(2.45) 07 (@) =Y ' (f ()0 () diy () + ) w'(f(2))0;diy ().

i=1 k=1 i=1
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Falta sumar esta expresion respecto a j. Para ¢ = k en la primera suma tenemos que

Z (@

(desarrollo del determinante de D f(z) por el i-ésimo renglén). Para i < k observamos que

afk Zdw afZ Jr(x)

o f(x) oy fH ()
81f’_1(x) 8Nf1_1(x)
O, f*(x) On f* ()
N oLf () N f ()
> dij(x)0;f*(x) = det : : =0.

j=1 oL ff () On ¥ (x)
o f*(x) On [F(x)
alfk+1<x) aka:—i-l (x)

o1 () O ()

Similarmente se obtiene que ZNzl dij(x)0; f*(z) = 0 si i > k. Resumando, eso nos da
S

Ahora juntemos (2.45) con el Lema 2.40 y (2.46) y obtenemos

(2.46) = 0 J () para todo 7,k =1,2,..., N.

divo(z) = Z Z Ow'(f(x)) Z 0, f*(x)ds; () + Zw Z id; ()

= () dive(f(@))
Como v € CHRYN RY), utilizando el Lema 2.38 y (2.43), esto demuestra (2.42). O

2.3.2. Valores Singulares y Funciones en C'
Utilizaremos que para A, B € L(RY) se cumple

(2.47) |AB|| z@vyy < Al 2@y || Bl 2y
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2.42 Lema. Sean A, B € L(RY) y A invertible. Si

1
2.48 A-B| < ——,
(2.49) 4~ Bl <

entonces sgn(det A) = sgn(det B).

Demostracion. Definimos v € C([0,1], L(RY)) por y(t) := (1 — t)A + tB. Notemos que
Y(t) = (I = (A=7(t))A™") A. Tenemos por (2.48) que [[(A—~(1) A7 < t]A-B[ A7 <
1. La series de Neumann dice que existe v(t)™! y que

YT = AT = (A=) AT T = AT Y (A ()ATHE
k=0
Por lo tanto, det(y(t)) # 0 para t € [0, 1]. La continuidad del determinante y el teorema del
valor intermedio implica que sgn(det A) = sgn(dety(0)) = sgn(dety(1)) = sgn(det B). O

2.43 Lema. Sean Q C RN abierto y acotado, f € C*(Q,RVN)NC(Q,RY) yy € RV\ f(0QU
Ky). Entonces existen un conjunto compacto K C Q y r > 0 tal que para todo g €
CHOLRM) N C(Q,RY) con

(2.49) 1f = gllc@rny + IDf = Dgllo canyy <7
se cumple que y € RV\g(0Q U K,) y
deg(f,$,y) = deg(9, 2, y),

donde el grado “deg” estd dado por la Definicion 2.34.

Demostracion. Supongamos que f~'(y) = {1, %s,..., 2, }. Definimos los isomorfismos
lineales Ay := D f(xy). Existe r; > 0 tal que las bolas B, (zx) C ) son ajenas y que

T

(2.50) |f() =y = Ailz — ]| < SAT]
y

1
2.51 Df(@) = Al < =ty

para todo k =1,2,...,ny z € B,,(z;). Esto sigue porque y es un valor regular de f y por
la diferenciabilidad continua de f. Ponemos W := J;_; B, (z).
Demostremos que si g € C1(Q, RY) cumple

1
(2.52) If = gllecwry) < s
(W.R%) 2 max_ || A |
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y
(2.59) IDf(2) ~ Dy(a) ) <
. sup z) — Dg(2)|| £ mry < — —,

zeW =D 4man:1HAk1H

entonces para todo k=1,2,...,n

(2.54) sgn Jy(x) = sgn Jy(xy) para x € B, (zy)

y

(2.55) g tiene precisamente un punto y en B, (x}).

Para demostrar (2.54) fijamos k, x € B, (x1), A :=Df(x) y B := Dg(z), y calculamos,
utilizando (2.51) y (2.53):

1
1Ak = Bl < [[Ax = Al + |A = B|| < 5=
2] A7

El Lema 2.42 implica que sgn Jy(z) = sgn Jy(7x).
Para demostrar (2.55) fijamos k y definimos ¢: B, (7)) — RY por
o(r) =2 — A (g(x) — y).

Se sigue que ¢(r) = x siy sélo si g(x) = y. Si € B,,(z1), entonces tenemos por (2.50) y
(2.52)
o(x) = ai] < A (1Al — 2] +y = f(@)] + | f(2) = g(2)]) <71,

es decir, (B, (z1)) C B,, (). Ademés

IDe(@)| = 11 = A" Dg(@)ll < |4 (1A = Df (2)]| + [Df (z) — Dg(2)]]) <

N | —

por (2.51) y (2.53). Para z;, 25 € B,,(x;) eso implica que

(1) — plaa)] < / ID((1 — t)es 4t — 2]l dt < Loy — 2]

Entonces ¢ es una contraccién estricta en B, (x;) y el teorema del punto fijo de Banach
dice que existe precisamente un punto fijo de ¢ en B, (x)). Eso nos da (2.55).
Ponemos

r = min { n i ! L dist(y, FEO\W) } .

2maxy, |41 4maxi AT 2

Por tanto r > 0. Si g € C(Q,RY) N C(Q,RY) cumple (2.49) con este r y con K := W,
entonces (2.52) y (2.53) se cumplen y implican (2.54) y (2.55). La definicién de r dice que
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g '(y) € W. Para k = 1,2,...,n denotemos por 2 el tinico punto y de g en B, (7).
Luego ¢ ' (y) = { 21,22, .-, 2, }, ¥ ¥ es un valor regular de g, por (2.54) y porque y es un
valor regular de f. Ademas, (2.54) implica que

deg(f,Q,y) ngn Jr(xy) ngnJ z1) = deg(g,Q,y).

O

La diferencia de la siguiente proposicion con la Proposicion 2.41 es que sélo suponemos
que f estd en C*.

2.44 Proposicién. Sean Q C RY abierto y acotado, f € CY(QRY)NCQ,RY) yy €
RN\ f(082). Ponemos p := dist(y, f(0)). Si v,y € B,(y) son valores regulares de f,
entonces

deg(f7 Q7 yl) - deg(f7 Qa y2>7
donde el grado “deg” estd dado por la Definicion 2.34.

Demostracion. Sean Ky r; dados por el Lema 2.43 respecto a y;, i = 1,2. Sea p; € (0, p)
tal que y1,y2 € B, (y). Aplicando regularizacién a las coordenadas de f, extendidas a
RY continuamente con la Proposicién 2.14, la Proposicién 2.18 nos da g € C°°(,RY) N
C(Q,RY) tal que se cumple (2.49), donde definimos K := K; U Ky y r := min{ry,r, }.
Ademas podemos suponer que

(2.56) 1f = gllc@rny < p—p1.

Por tanto, p; < dist(y, g(9f2)). Usando el Lema 2.43 y la Proposicién 2.41 obtenemos

deg(f7 Qa yl) = deg(ga Q7 yl) = deg(.g: Qa y2) = deg(f7 Qa y2>
U
Utilizando la Proposicién 2.44 y el Lema de Sard (Proposicién 2.24) tiene sentido la

2.45 Definicién. Sean Q@ C RV abierto y acotado, f € C'(Q,RYN) N C(Q,RYN) y y €
RN\ £(092), y ponemos p := dist(y, f(9€)). Definimos

deg(fv Q) y) = deg(f) Q7 yl)

donde y; € B,(y) es cualquier valor regular de f y deg(f,2,y1) estd dado por la Defini-
cion 2.34.

2.46 Nota. Si f _(y) &, entonces f~1(y,) = @ para y; € RY\f(K}) que cumple con
ly1—y| < dist(y, f(2)). Las Deﬁn1c1ones 2.34 y 2.45 dicen que deg(f, 2, y) = deg(f, 2, y1) =
0.
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2.3.3. Aproximacion de Funciones Continuas

Para la extension de esta definicion a aplicaciones que solo son continuas necesitamos la

2.47 Proposicién. Sean Q C RV abierto y acotado, f € C(Q,RYN) y y € RN\ f(09).
Ponemos p = dist(y, f(0Q)). Si g1, g2 € C*(Q,RV)NC(Q,RY) cumplen 1f=gillcarnyy < p
para it = 1,2, entonces

deg(g1,€2,y) = deg(g2, 2, y),

donde “deg” estd dado por la Definicion 2.45.

Demostracion. Escribimos J := [0, 1]. Definimos h(t,z) := (1 — t)g1(z) + tgo(z). Utilizare-
mos la notacién h; := h(t,-). Parat € J y x € 02 tenemos

[h(t.2) =yl = [f(z) =yl = (L= B)|g1(x) = f(2)] + t]g2(2) — f(2)])
>p—((1=t)p+tp)=0.
Entonces estd bien definido ¢(t) := deg(hy, 2, y) para todo t € J, utilizando la Defini-

cion 2.45.
Fijamos ty € J. Demostremos que

(2.57) ¢ es constante en una vecindad de ?.

Caso 1: ;. '(y) = @. Ponemos ¢ := dist(y, h, (2)). Si |t — to] < J/(2p), entonces

h(t,2) = y| = [h(te, 2) — y| - [h(to, ) — h(t, )|
> 5 — [t —tol g1 — g2lloc

1)
>0 - 2—p(|’91 — fllos + 1192 = fll0)

>0

para todo z € Q. Por lo tanto, h; '(y) = O, y entonces por la Nota 2.46 ¢(t) =
deg(h, Q,y) =0 parat € [to —0/(2p),to + /(2p)] N J.

Caso 2: y € hy(Q2) es un valor regular de hy,. Escribimos hy'(y) = {z1,22,...,2, }.
El teorema de la funcién implicita dice que existen r,s; > 0 y funciones z, € C'((ty —
s1,to + 81), B () tales que h; ' (y) N B,(zx) = 21(t) v z1(to) = xx, para t € (ty — s1,to +
s1) y k= 1,2,...,n. Sin restriccién supongamos que las bolas B,(x)) son ajenas y que
sgn Jp,, () = sgn Jy, () para « € B, (), utilizando el Lema 2.42.

Definimos V := (J,_, Br(z1) v & := dist(y, hyy (2\V)) > 0. Como en el Caso 1 se de-

muestra que

it y)N(Q\V) =@ para |t — to| < %
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La funcién (¢, ) — J,,(z) es uniformemente continua en J x V, y Jh,, 1O tiene cero en V.
Existe s, > 0 tal que J,,(7) # 0 para (t,z) € (to — s2,t9 + 82) x V.
Con p := min{sy, s9,0/(2p)} obtenemos que

hi'(y) ={z(t), 22(1), .. za(t) }

y que sgn Jp, (2x(t)) = sgn Jy, (z) # 0 para todo t € (to — p, to +p) N J y todo k. Se sigue
para t € (tg — p,to + ) N J que

p(t) =Y san i, (26(0) = Y sen Jn,, (1) = o(to).

Caso 3: y € hy, () es un valor singular de hy,. Ponemos 0 := dist(y, h, (02)) y escogemos
un valor regular y; € Bs(y) de hy,. Como en el Caso 2 se sigue que existe s > 0 tal que
y1 es un valor regular de h; y que deg(hy, Q,v1) = deg(hy,, 2, y1) para t € (tg — s,to + ).
Tomando s suficientemente chico podemos suponer que |y —1;| < dist(y, h:(0S2)) para estos
valores de ¢. Utilizando la Definicién 2.45 obtenemos que ¢(t) = ¢(t) sit € (to —s,to+$).

Con esto concluimos la demostracion de (2.57).

La constancia local de ¢ dice que ¢: J — R es continuo. Razonando por contradiccion,
supongamos (sin restricciéon) que p(0) < ¢(1). Existen a € [¢(0),p(1)\Z y t € J tal que
a = @(t), por el teorema del valor intermedio. Pero eso contradice p(t) € Z. jConcluimos!

O
Por la Proposiciéon anterior y la Proposicién 2.18 tiene sentido la siguiente

2.48 Definicién. Sean Q C RY abierto y acotado, f € C(Q,RY) y y € RN\ f(09).
Definimos

deg(f,Q,y) := deg(g,Q,y),

donde g € C'(Q,RY) N C(Q,RY) cumple ||f — glloqpr) < dist(y, (92)) vy deg(g,2,y)
estda dado por la Definicién 2.45.

2.49 Nota. Sean €2, f y y como en la Definicién anterior. Podemos calcular el grado directa-
mente con la Definicion 2.34 (utilizando un valor regular) asi: Ponemos p := dist(y, f(92))
y encontramos g € C'(Q,RY) N C(Q,RY) y un valor regular z € RV\g(09) de g tal que

If =9l < p/3y |y — 2| < p/3. Se sigue que ||f — gl < dist(y, f(0)) y
ly— 2 < p/3 < 2p/3 < dist(y, f(O)) — || f — gl < dist(y, g(99)).

Por las Definiciones 2.45 y 2.34 obtenemos

(2.58) deg(f,Q,y) = deg(g,Q,y) = deg(g,, 2).

2.50 Teorema. El grado en la Definicion 2.48 cumple con (D1)-(D3).

34



El Grado Topoldgico 2011-2 2. Construccion

Demostracion. (D1) Como id es diferenciable y 0 un valor regular, la Definicion 2.34
implica la afirmacion.

(D2) Definimos A := Q\(Q, U Q) y p := dist(y, f(A)) > 0. Por extensién y regula-
rizaciéon (Proposiciones 2.14 y 2.18) encontramos g € C*(2,RY) N C(Q,RY) y un valor
regular z € RN\ g(99Q) de g tal que || f — glle < p/3 ¥ |y — 2| < p/3. Notemos que 99 C A
implica que p < dist(y, f(02)). Por lo tanto la Nota 2.49 dice que

(2.59) deg(f,Q,y) = deg(g, 2, 2).

Como g~ !(z) N A = @ la Definicién 2.34 nos da

deg(g,9, 2) = Z sgn J,(x)

r€g—1(2)
(2.60) = Z sgn Jy(x) + Z sgn Jy ()
z€g1(z)Nh ze€g—1(2)NQ2

= deg(g, 1, z) + deg(g, Q, 2).

Las inclusiones 092; C A implican que p < dist(y, f(0€;)) para ¢ = 1,2. Otra vez la
Nota 2.49 nos dice que

(261) deg(f7 Qia y) = deg(.ga Qia Z) para L= 17 2.

Juntando las ecuaciones (2.59), (2.60) y (2.61) concluimos.

(D3) Sean J := [0,1], h € C(J x Q,R") una homotopia y y € C(J,RY) tales que
y(t) ¢ h(t,00) para todo t € J. Definimos p(t) := dist(y(t), h(¢,00)) > 0 para t € Jy
demostremos que py := min p(J) > 0. Por contradiccién, supongamos que existe (¢,) C J
tal que p(t,) — 0 cuando n — oo. Para cada n existe z,, € 9 con |y(t,) — h(tn, z,)| <
p(t,)+1/n, por la definicién de p. Como 92 y J son compactos, pasando a una subsucesién
podemos suponer que t, — t* € J y x, — x* € 02 cuando n — oo. La continuidad de y
y h implica que

0 < pt") < [y(t*) = h(t", )| = 1 [y(ta) — h(t, )| < 10 (p(ta) + 1/n) =0,

una contradiccion.

Por extensién y regularizacion encontramos H € C®°(RMT RY) tal que ||h —
Hllcsxaryy < po/4. Como es usual, escribimos hy := h(t,") y H, := H(t,-). Se sigue
que

Po :
1 — Hillcpyy < 7SS p(t) = dist(y(t), h(982))

y entonces por la Definicion 2.48 que

(2.62) deg(hs, 2, y(t)) = deg(Hy, 2, y(t)) para todo t € J.
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Notemos que

(2.63) dist(y(t), H,(99)) > % para todo ¢ € J.

Como H es uniformemente continuo en J x  y y es uniformemente continuo en .J existe
6 >0 tal que ||[Hs — Hyllcrmvy < po/4 v |y(s) —y(t)| < po/4 para s,t € J con |s —t| < 0.
Fijemos tales s,¢ y notemos que V' := B, /4(y(s)) N B,y/4(y(t)) es abierto y no vacio. El
Lema de Sard y el Lema 2.22(b) implican que A := H (Ky,) U Hy(Kpg,) tiene medida 0.
Por el Lema 2.22(a) RV\ A es denso en RY. En seguida, existe z € V\ A, es decir, z € V
es un valor regular de Hy y de Hy. Notemos que (2.63) y |z — y(s)| < po/4 implican que

(2.64) dist(z, H,(09)) > ”20
Utilizando (2.63) otra vez obtenemos que

2= ls)] < 22 < 20 < dist(y(s), H.(00).
Entonces la Definicién 2.45 nos dice que
(2.65) deg(Hs, 2, y(s)) = deg(Hs, 2, 2).
Similarmente obtenemos
(2.66) deg(H;, Q,y(t)) = deg(Hy, 2, 2).

Las desigualdades || H;— Hy[| oy < G (definicién de d, s y ), (2.64) y la Proposicion 2.47
implican que

(2.67) deg(Hs, Q, z) = deg(H, 2, 2).

Juntando las ecuaciones anteriores, deducimos para estos s,t que

deg(hs, 2, y(s)) = deg(Hs, 2, y(s)), por (2.62),

= deg(H,, Q, 2), por (2.65),

(2.68) = deg(H,, (2, z), por (2.67),
= deg(H,, Q,y(1)), por (2.66),

= deg(hy, 2, y(1)), por (2.62)

Definimos ¢: J — Z por ¢(t) := deg(h, 2,y(t)). La ecuacion (2.68) implica que ¢ es
localmente constante, es decir, ¢ € C'(J). Como en la demostracién de la Proposicién 2.47
obtenemos por el teorema del valor intermedio que ¢ es constante en J. 0
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3. Propiedades y Aplicaciones del Grado

3.1. Conexidad

En esta seccién sean X, Y espacios métricos. Un camino (o un arco) en un espacio métrico
X es un mapeo continuo v: [0, 1] — X. Un camino v junta dos puntos x,y € X siy(0) = x

yv(1) =y.

3.1 Definicién. X es conero si X y @ son los tinicos subconjuntos de X que son abiertos
y cerrados al mismo tiempo. X es arcoconezo si para todo z,y € X existe un camino en
X juntando x y y. A C X es (arco)conexo si es (arco)conexo en si mismo, respecto a la
topologia inducida por X.

Por definicién, los intervalos son los subconjuntos convexos de R.
3.2 Proposicion. Los intervalos son precisamente los subconjuntos conexos de R.

Demostracion. Sea J un intervalo en R. Demostremos que J es conexo. Sea A # @& un
subconjunto de J, abierto y cerrado relativamente en J. Tenemos que mostrar que A = J.
Razonemos por contradiccion, suponiendo que existe x € J\A. Sea y € A y supongamos
que = < y (el otro caso se trata similarmente). Definimos

a:=if{zeA|z>z}

Se sigue que z < o < y y entonces que o € J porque J es un intervalo y x,y € J. Como A
es cerrado en J, o € A y en consecuencia a > x. Como A es abierto relativo a J y J es un
intervalo, existe z € A tal que z < z < a. Esto contradice la definicion de a. Concluimos
que A =J.

Sea J C R conexo. Suponiendo que z,y € J y x < y hay que mostrar que [z,y] C J.
Sea z € [x,yl. Si z ¢ J, entonces z € (x,y). Definimos

Ji={weJ|w>z}.

Como y € Jy, J1 # @. Como x € J\J;, J1 # J. J; = [z,00) N J implica que J; es cerrado
en J,y J; = (z,00) N J implica que J; es abierto en J. Esto contradice la conexidad de
J. d

3.3 Lema. Sea X arcoconexo. Entonces X es conexo.
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Demostracion. Sea A # @& un subconjunto de X, abierto y cerrado. Si A # X, entonces
existen z € Ay y € X\ A y un camino vy de x a y. Definimos B := y~!(A) C [0, 1]. Se sigue
que B # &, B # [0,1], y que B es abierto y cerrado en [0, 1] porque v es continuo. Eso
contradice la conexidad de [0, 1], dada por la Proposicién 3.2. En consecuencia, A = X. O

3.4 Nota. Conexidad es estrictamente mas débil que arcoconexidad: Sea

X :={(t,sin(1/t)) |t € (0,1] } C R*.
Entonces X es conexo Pero no arcoconexo.

3.5 Lema. Cualquier union de subconjuntos (arco)conexos de X que tienen un punto en
comin es (arco)conezo.

Demostracion. Sea A :=J,.; A, una unién de conexos A, C X tal que x € (., A,. Sea
B C A no vacio, abierto y cerrado (en A). Si B # A, entonces supongamos sin restriccion
que z € B (tomando el complemento de B en A en vez de B si no es el caso). Existe A,
tal que A,\B # @. A, tiene la topologia inducida por la topologia en A. Por eso A, N B es
abierto y cerrado en A,. Ademas x € A, N By A, N B # A,. Eso contradice la conexidad
de A,. Por lo tanto B = A.

La demostracion es trivial para arcoconexos porque siempre existen caminos que juntan
puntos con el punto comun. O

3.6 Lema. Sea A C X conezxo. Entonces B es conexo si A C B C A.

Demostracion. Sea C' C B no vacio, abierto y cerrado en B. Demostremos que C' = B.
Entonces existen U abierto en X, Z cerrado en X, tal que C' = BNU = BNZ. Sea x € C.
Como 2 € Ay U es una vecindad de z, existe y c UNA=UNBNA=CNA=:C,
y C7 es abierto en A. Aqui usamos que AN B = A porque A C B. Como C; =CNA=
ZNBNA=ZnNA, (] es cerrado en A. A siendo conexo implica que C; = A, es decir,
A:ZﬂAoAgZ.PorlotantoBgngyluegoC:BﬂZ:B. O

3.7 Definicién. Sea x € X. Definimos la componente conexa C(x) de x como la unién
de todos subconjuntos conexos de X que contienen x. Similarmente, definimos la compo-
nente arcoconexa AC(zx) de x como la unién de todos subconjuntos arcoconexos de X que
contienen x.

3.8 Nota. Se dice que un conjunto A es mazimal respecto a una propiedad si cada conjunto
B D A con esta propiedad cumple B = A.

3.9 Lema. (a) Para x € X, C(x) es mazimal respecto a ser conexo y contener x.
(b) Para x € X, AC(x) es maximal respecto a ser arcoconero y contener x.

(¢) El conjunto te todas componentes (arco)conexas forma una particion de X.
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(d) C(z) es cerrado en X para x € X.

Demostracion. (a) C(z) es conexo por el Lema 3.5. Sea A C X conexo y x € A. Por
definicién A C C(x).

(b) se demuestra similarmente.

(c) Si C(x) N C(y) # @, demostremos que C(x) = C(y). El Lema 3.5 implica que
C(z) U C(y) es conexo y contiene z. Como C(x) es maximal respecto a estas propiedades,
C(z) UC(y) C C(x), es decir, C(y) C C(z). Similarmente C(z) C C(y), es decir, C(z) =
C(y). Ademds, obviamente { C(x) | x € X } es una cubierta de X. Esto demuestra que
{C(z) |z € X} es una particién de X.

La prueba para los AC(z) es igual.

(d) Por el Lema 3.6 C(x) es conexo y contiene z. La maximalidad de C'(x) implica que
C(z) € C(x), es decir, C(x) es cerrado. O

3.10 Nota. En general, AC(z) no es cerrado: La componente arcoconexa del punto
(1,sin(1)) en el ejemplo de la Nota 3.4 es { (¢,sin(1/t)) | t € (0, 1] }, que es un subconjunto
no cerrado.

3.11 Proposicién. Sea Q C RY abierto. Entonces coinciden las componentes conexas
y las componentes arcoconexas de ). Ademds, las componentes (arco)conexas de 0 son
abiertas en Q (y en RY), y cerradas en Q.

Demostracion. Sean x € Q y y € AC(x). Existe r > 0 tal que B,(y) C €. Es claro que
B.(y) € AC(y) = AC(z). Eso implica que AC(x) es abierto en RY y en Q.

Como todas componentes arcoconexas de €2 son abiertas en €2 y forman una particion
de €2, se sigue que también son cerradas en ).

Sea x € ). Como AC(z) es arcoconexo, el Lema 3.3 dice que AC(x) es conexo. Por el
Lema 3.9(a) AC(z) € C(x). Como AC(z) es abierto y cerrado en €2, también es abierto y
cerrado en C(x), es decir, AC(z) = C(x) porque C(z) es conexo y AC(x) # @. O

3.2. Propiedades y Aplicaciones Basicas
Para N € N definimos

(3.1) Ay :={(f,Q,y) | Q CRY abierto y acotado, f € C(Q,RY), y € R\ f(09)},

el conjunto de los triples admisibles en dimensién N. La Definicion 2.48 da el grado como
una aplicacién deg: Ay — Z con las propiedades (D1)—(D3).

3.12 Proposiciéon. El grado cumple las siguientes propiedades adicionales:

(D4) deg(f,Q,y) # 0 implica que f~(y) # .
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(D5) deg(-,Q,y) y deg(f,Q,-) son funciones constantes en B,(f; C(Q,RY)) y B,(y; RY),
respectivamente, donde p := dist(y, f(02)) > 0. Ademds, deg(f,<,-) es constante
en toda componente conexa de RN\ f(99).

(DG) deg(g,Q,y) = deg(f,Q,y) si gloa = floa-

(D7) deg(f,Q,y) = deg(f,Q,y) para todo subconjunto abierto € de Q tal que y ¢
FEO\).

Demostracion. (D4) Mostramos en el segundo péarrafo de la prueba de la Proposicién 2.26
que f~'(y) = @ implica que deg(f,,y) = 0.

(D5) La primera afirmacién fue demostrada en la Tarea 3, N°5. La segunda afirmacion
sigue asi: Si y; y y2 estan en la misma componente conexa, la Proposicion 3.11 implica que
existe un camino y(t) de y; a yo en R\ f(992). La propiedad (D3) dice que deg(f,$2,v;) =
deg(f7 Q? y2)

(D6) Este es un caso especial de la Tarea 3, N°5(b).

(D7) Esto es una consecuencia de las propiedades (D4) y (D2) donde Q, = @. O

3.13 Teorema (Brouwer). Sea K C RY compacto, convexo y no vacio, y sea f: K — K
continuo. Entonces f tiene un punto fijo. Lo mismo se cumple si K es homeomorfo a un
conjunto compacto, convexo y no vacio en RY.

Demostracion. Demostremos que x — f(x) tiene un cero en K. Primero supongamos que
K = B, parar > 0. Si existe z € S, tal que f(z) = x entonces concluimos. Si no, entonces
x — f(z) # 0 para todo = € S,.. La homotopia h(t,z) = (1 —t)x +t(z — f(x)) =z —tf(x)
de idg, aidg — f cumple para x € S, y t € [0,1) que

At 2)| = |x] = t]f(2)| = (1 = t)r > 0.

Parat = 1y z € S, tenemos que h(t,z) = v — f(z) # 0. Entonces 0 € B,, (D3) y (D1)
implican que deg(id — f, B,,0) = 1. Por eso (D4) dice que x — f(x) = 0 para un z € B,.

Si K es general como en la formulacién del teorema, extendemos f a RY como en la
Proposicién 2.14, y denotemos la extension continua por g. La Nota 2.15 y convexidad de
K implican que g(RY) C K. Encontramos r > 0 suficiente grande tal que K C B,. En
consecuencia, g(B,) C K C B,. Por la primera parte existe un punto fijo # de g en B,, es
decir en K. Como g|x = f, « es un punto fijo de f.

Sean K un espacio métrico, f: K — K continuo, A C RY compacto, convexo y no
vacio, y sea ¢: K — A un homeomorfismo, es decir, ¢ es biyectivo y ¢, ¢! son continuos.
Entonces g := @o fop~! tiene un punto fijo z en A por la parte anterior, y en consecuencia
¢ !(x) es un punto fijo de f:

flg™H (@) = (¢ oo fop)(z) = (v~ o g)(x) = ¢ (v).

40



El Grado Topoldgico 2011-2 3. Propiedades

3.14 Definicién. Sean X un espacio métrico y A C X. Una retraccion de X a A es una
aplicaciéon continua ¢: X — A tal que p|4 =id4. En este caso A es un retracto de X .

3.15 Ejemplo. ¢: RY — B, dado por

x, lz] <1,
p(z) = { .

m7 ’I’| Z 17

es una retraccién de RV a B;.
3.16 Corolario (al teorema de Brouwer). No existe ninguna retraccion de B, a S,.

Demostracion. Razonando por contradiccion, supongamos que ¢ es una retraccion de B,
a S,. Entonces —¢ tiene un punto fijo x en B, por el Teorema 3.13. Como ¢(B,) C S,
se sigue que = € S, es decir, x # 0 también es punto fijo de ¢. Se sigue que p(z) = = =
—p(z) = —z. jContradiccion! O

3.17 Proposicién (Teorema del Erizo). Sean N impar, Q C RY abierto y acotado tal que
0€Q, ysea feCONRYN). Entonces existen x € 0Q y A € R tal que f(x) = \z.

Demostracion. Extendemos f continuamente a Q utilizando la Proposicién 2.14. Como N
es impar tenemos que deg(—id, 2,0) = —1. Si deg(f,,0) # —1 definimos la homotopia
h(t,z) = (1 — t)f(x) — tx de f a —id. Por (D3) existen tq € [0,1) y xy € 9N tal que
h(to, o) = 0. Obtenemos que

lo

flwo) = 1= i

Si deg(f,Q2,0) = —1 utilicemos la homotopia lineal de f a id, deg(id,2,0) = 1 y un
argumento similar. ]

Zg.

3.18 Nota. El nombre del ultimo teorema se entiende asi: Para cualquier » > 0 la bola
B,R3 simboliza el erizo. Los pinchos en S,R3 son dados por un campo vectorial f: S, — R3.
Un punto de calva es un cero de f. Peinar significa poner los pinchos en posicion tangencial
a Sy, es decir, tal que f(z)-x = 0 para todo = € S,. Si f es continuo y tangencial, por la
Proposicion 3.17 existen g € S, y A € R tal que f(z¢) = Azo. Entonces

A
A=ﬁ$0'ﬂf0=ﬁf($o)'$020,

es decir, f(z9) = Axo = 0. En consecuencia, la Proposicién 3.17 dice que uno no puede
peinar el erizo continuamente sin punto de calva.

3.19 Ejemplo. El teorema del erizo no es valido en dimension par. Por ejemplo, para
N = 2 el campo vectorial f en S; dado por

o= )

es continuo, tangencial y no tiene cero.
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3.20 Proposicién. Sea f € C(RY,RY) tal que

flz) -

(3.2) =

— 00 cuando |x| — 0.

Entonces f(RY) = RY.

Demostracion. Fijamos y € RY y definimos h(t,z) := (1 —t)f(z) + tx. Sea r > 2Jy| + 1
tan grande que
flz) -z

|

Con esto calculamos para x € S,

>2|yl+1  para todo z € S,.

(h(t,z) —y) -z =1 —t)f(z) - z+tr*—y-x
> (1 =ty + Dr+t2ly| + )r—|ylr = (Jy| + 1)r > 0.

Esto implica por (D1) y (D3) que deg(f, B,,y) = deg(id, B,,y) = 1, es decir, f~1(y)N B, #
. U

3.3. El Teorema de Borsuk

En muchas situaciones nos interesa demostrar que un grado no es cero, para encontrar un
cero de una funcion. La existencia de ciertas simetrias puede facilitar ésto.

En esta secciéon analizaremos la simetria dada por la acciéon isométrica antipodal del
grupo abeliano Z, := {0, 1} en RY (la operacién en Z; es dada por 1+ 1 = 0). Esta accién
se define por dx := (—1)°x para § € Z.

En estas notas solamente tratarémos esta simetria. En seguida, tienen razon los siguientes
acuerdos: un conjunto A C R¥ es simétrico si —A = A. Si A C RV es simétrico y
f: A— RM es una aplicacién, decimos que f es invariante (o par) si f(—x) = f(z), y que
f es equivariante (o impar) si f(—z) = —f(z) para todo x € A.

3.21 Teorema (Teorema de Borsuk). Sea (f,,0) € Ay tal que Q es simétrico, 0 € Q, y
f es impar. Entonces deg(f,€2,0) es impar (particularmente no es cero).

Demostracién. Caso 1, f € CY(Q,RY) N C(Q,RY) y 0 es un valor regular de f: Para
x € Q) calculamos
f(zz+h)— f(=2) = Df(@)h _ —(f(z—h)— f(x) - Df(z)[-h])

= —0
Al Al

cuando |h| — 0, por la definicién de Df(z). Esto implica que Df(—x) = Df(z), es decir,
Df es una funcién par. En consecuencia, también sgn J; es una funcion par. Como f(z) =0
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siy sélo si f(—xz) = 0, tenemos que f~(0)\{0} tiene un numero par de elementos. Como
f es impar, f(0) = 0. Se sigue que

deg(f,92,0) = Y sgnJy(z) =sgnJ;(0)+ > sgnJy(z)
zef—1(0) zef~1(0)\{0}

es impar. B
Caso 2, f € CY(Q,RY)NC(Q,RY) y 0 es un punto regular de f: Definimos

We={2zeR" |z, =0y=--- =2, =0}

Q1= Q\Wj,

para k = 1,2,...,N. Eso implica que W3 D Wy D --- D Wy = {0}, que @ C Qy C
- C Q= Q\{0} y que los {4 son conjuntos abiertos y simétricos. Para k =1,2,..., N
construiremos funciones g, € C1(2,RY) N C(,RY) por induccion tales que

(3.3) gi €s impar,
(3.4) 0 es un punto regular de g,
(35) 9121(0) N ng (Qk> =9,
k dist (0, f(02))
. — < .

Entonces aplica el Caso 1 a gy porque gy tiene 0 como valor regular, es decir, deg(gy, €2, 0)
es impar. Ademads, la definicién del grado y ||f — gn|lee < dist(0, f(02)) implican que

deg(f,Q,0) = deg(gn, 2, 0).

Falta construir los gx: Definimos ¢ € C*°(R) por ¢(t) := ¢3. Ponemos p := dist(0, f(99))
y escogemos 7 > 0 tal que  C B,. Ponemos gy := f, Wy := RY y Qy := @. Por lo tanto
go cumple (3.3)—(3.6) para k = 0. Si esta construido gx_; paraun k € {1,2,..., N } que
cumple (3.3)—(3.6) (donde k esté reemplazado por k — 1), entonces definimos Vj, := {x €
Q| ak #£0} C Uy la funcién hy, € CH(Vi, RY) por hy(z) == gr_1(z)/p(x*). Usando el
Lema de Sard escogemos 3, € RY tal que

(3.7) 20yplr’N < p

y tal que g, es un valor regular de hy. Definimos gi(z) 1= gp_1(z) — o(z%)yr, € CHQ,RN)N
C(Q,RY). Es obvio que g; cumple (3.3). Como ¢'(0) = 0, tenemos que Dgx(0) = Dgz_1(0),
es decir, g cumple (3.4).

Necesitamos que demostrar que un cero x de g en €2, es un punto regular de g;. Primero
sea x € V. Se sigue que

(3.8) o = 9&;&? — ().
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Como 3 es un valor regular de hy tenemos para v € RV\{0} que

0 # Dhy(x)[v]
1 1 W AP
(3.9) = ;g;;;ljgkfl(x)hﬁ-— §33;35¢>(x 0" g1 ()

B ék) (Dger(2)[v] = ¢'(*)v" b))

Las calculaciones (3.8) y (3.9) implican que
Dy.(x)[v] = Dgi—1(2)[v] — ¢ (@) yx = Dgp—i(2)[v] — @' (a")0" R () # 0,

es decir, r es un punto regular de gi. Segundo, sea x € Q;\Vj, es decir, z € Q, y ¥ = 0.
Por lo tanto, x € Q1. Se sigue que 0 = gr(x) = gx—1(z) y Dgi(z) = Dgi_1(z), porque
©(0) = ¢'(0) = 0. Como 0 es un valor regular de gx_1|q,_, tenemos que Jy, (z) = J,,_,(z) #
0. Eso demuestra la propiedad (3.5).

Para demostrar la propiedad (3.6) calculamos para z € 0, usando (3.7) y Q C B,:

BS

p
’91%1(95) - gk(l’)\ = "P(l’k)yﬂ < Tg!yk < N

Con la hipoétesis de induccion eso implica que

(k=Vp  p  kp
_ <|If— _ < F PP
If = grlloe < NIF = gh—1lloo + lgr—1 — grlloo < oSN SN — 2N’

es decir (3.6). Eso finaliza la demostracion del caso 2.

Caso 3, f € C(Q,RY): Reduciremos este caso al caso 2, aproximando f por una funcién
g € CHQ,RY) N C(Q,RY) que es impar y tal que ||f — g|loe < dist(0, f(O2)) y 0 es un
punto regular de g. Supongamos que Q C B,, y ponemos p := dist(0, f(9€2)). Primero
aproximamos f por un g; € C1(Q,RY) N C(Q,RY) tal que ||f — g1llec < p/2 v definimos
g2(x) := (g1(z) —g1(—x))/2. Escogemos d € (0, p/(2r)) que no es un valor propio de Dgs(0)
y definimos g(z) := ga2(x) — 0. Se sigue que J,(0) # 0 y que g es impar. Ademés, usando
f(z) = (f(z) — f(=x))/2, tenemos para = € Q que

7(2) — (@) < 1(2) — gale)] + o
< (@)~ g (@] +[7(~2) ~ gu(-2))) + 75

/_)B)B
<2+2 T3

DN | —

<

S

y concluimos. O

3.22 Corolario. Sea (f,£2,0) € Ay tal que Q es simétrico, 0 € Q y tal que f(—z) # \f(x)
para todo x € O y A > 1. Entonces deg(f,$2,0) es impar.
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Demostracion. La funcién g(z) := (f(x) — f(—z))/2 es impar. Definimos h(t,z) := (1 —
t)f(x) +tg(z). Si h(t,x) =0 para un x € 9 y t € [0, 1], entonces

t

(310) 0= (1-1)f(@) + 5(f(z) - (~2)).

Esto no puede pasar para t = 0 porque 0 ¢ f(99). Entonces t > 0y (3.10) implican que

f = (3-1) 160

———
>1

iContradiccién! Por lo tanto el Teorema 3.21 implica que
deg(f,©,0) = deg(g, 2, 0)

es impar. O

3.4. Aplicaciones del Teorema de Borsuk

3.23 Corolario (Teorema de Borsuk-Ulam). Sea Q C RY abierto, acotado, simétrico y
tal que 0 € Q. Si M € N cumple M < N vy si f: 092 — RM es continua, entonces existe
x € 09 tal que f(—x) = f(x).

Demostracion. Definimos g(x) := f(z) — f(—z). Como existe un encaje natural de R
en RY como subespacio, tenemos que g € C(992,RY) es impar. Extendemos g a una
funcion g € C(Q,RY) tal que ¢(Q) € RM. Razonando por contradiccién supongamos que
f(=z) # f(z), es decir, g(x) # 0, para todo x € 9Q2. Como g es impar y no tiene cero en
02 podemos aplicar propiedad (D5) y el Corolario 3.22 para obtener que

deg(g,Q,y) = deg(g,2,0) #0

para y en la componente conexa C(0) de RV\g(99). La propiedad (D4) dice que C(0) C
g(©) € RM. Pero por la Proposicién 3.11 C'(0) es abierta en RY. Esto contradice M <
N. U

3.24 Nota. En meteorologia uno puede interpretar el corolario anterior asi: Siempre existe
una pareja de puntos antipodales en la tierra con el mismo estado del tiempo (respecto a
los dos pardmetros temperatura y presion).

3.25 Teorema. Sea Q C RY como en el Corolario 3.23. Sean A, As, ..., A, C 9 con-
juntos cerrados que cubren 0S), tal que Ay N (—Ag) = & para k = 1,2,...,n. Entonces
n> N+ 1.
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Demostracién. Suponiendo que n < N razonemos por contradiccién. Definimos f* =1 en
Avy fF = —1en —Ag, para k = 1,2,...,n — 1. Eso es posible porque Ay N (—A;) = &
para todo k. Extendemos los f* continuamente a Q, usando la Proposicién 2.14 y que los
A}, son compactos. Definimos f*(z) = 1 paraz € Qy k=n,n+1,..., N. Entonces hemos
definido una aplicacién f € C(Q,RY) por sus coordenadas.

Demostremos que

n—1
(3.11) 00 = | J(Ax U (—Ap)).
k=1
Sea x € 0). Si x € A,, entonces —z ¢ A,,. Como los A cubren 02 se sigue que —x € Ay
paraun k € {1,2,...,n— 1}, es decir, z € —Ay. Eso implica (3.11).
Demostremos que

(3.12) f(=z) # Af(x) para todo x € 9y A > 0.

Si z € 09, entonces existe k € {1,2,...,n— 1} tal que x € A, 0 x € —Ay. En el primer
caso tenemos que f*¥(z) = 1 = —(—1) = —f¥(—x), y en el segundo caso tenemos que
f¥(z) = =1 = — f¥(—x). Resumando, para todo z € 99 existe k tal que

FH(—z) = — () # 0.

Esto implica (3.12).
El Corolario 3.22 dice que por (3.12) existe un cero de f en ). Pero eso contradice
V=1 O

3.26 Nota. En el caso especial Q = B,R"™, uno necesita solo N + 1 conjuntos cerrados
que no contienen una pareja de puntos antipodales para cubrir S,RY. Por ejemplo en R?
uno necesita tres arcos con apertura 2m/3.

3.27 Proposicién (El problema del sandwich con jamén). Sean Ay, As, ..., Ay subcon-
juntos medibles de Lebesque y acotados en RN . Entonces existe un hiperplano que corta Ay
en medio respecto a su medida, al mismo tiempo para todo k=1,..., N.

3.28 Nota. La Proposicién 3.27 se trata de compartir de manera justa un sandwich con
jamoén: N = 3, dos piezas de pan y una pieza de jamoén.

Demostracion. Sea P: RN*1 — RY la proyeccién a las primeras N coordenadas, es
decir, Pr = (x',2% ...,2™)T. Ponemos zx := {0,0,...,0,1} € RN*! y 25 =
{0,0,...,0,—1} € R¥*! (polo norte y polo sur de SRV ™) y §* := §RVTN\{zy, x5 }.
Definimos aplicaciones continuas v,w: S* — R¥ por

2Nt Py
U(ﬂf) = W,
Px
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También definimos para cada x € S* el subespacio afino
H(z) = {y €R" | (y — v(z)) - w(z) =0}
y los conjuntos abiertos
H*(z) = {y €RY | (y —v(2)) - w(z) > 0},
H™(2) = {y € RY | (y - v(a)) - w(z) < 0},

Se sigue que RY = H(x)UH T (z)UH ™ (x) y que H(z) corta un subconjunto Ay, en medio si
pun(H(2)NAL) = un(H ™ (x)NAyg), donde py significa la medida de Lebesgue en RY. Aqui
usamos que py(H) = 0 para un subespacio afino H de dimensién < N en RY. Ademés
tenemos que

(3.13) v(—x) = v(z),
(3.14) w(—z) = —w(x),
(3.15) H(—z) = H(x),
(3.16) H"(—z) = H (x)
Definimos f: S;RY¥*1 — RN por
0 T = IN,
fF(@) = < un(Ag) T = g,
un(HT () N Ayg) r € S*.

Demostraremos que f es continua. Entonces el corolario 3.23 implica que existe z € S; RNV +!
con f(—x) = f(x). Por (3.16) eso implica que H(x) corta todos Ay en dos partes iguales,
al mismo tiempo.

Falta demostrar que f es continua. Sea r > 0 tal que A, C B,R" para todo k.

Primero sean z € S* y (z,) € S* tales que z,, - 2 cuando n — oo. Fijamos k y
demostremos que f*(z,) — f*(z). Para dos conjuntos A, B denotamos AAB := A\B U
B\ A, la diferencia simétrica de A y B. Definimos

Xn = X(H+(z)AH* (2,))NB,»

la funcién caracteristica del conjunto (H*(z)AH*(x,)) N B,. Demostremos que X, (y) — 0
para todo y € RN\ H(z): Siy € H* (), entonces (y—v(x))-w(x) > 0. Por la continuidad de
vy w existe ng € N tal que (y —v(x,)) - w(z,) > 0 para todo n > ng, es decir, y € H*(z,,).
En consecuencia, x,(y) = 0 para todo n > ng. Similarmente x,(y) — 0 si y € H (z).
Tenemos que X, — 0 en c.t.p. en RV y que 0 < x,, < x3,. Como x5 € L'(RY) el teorema
de Lebesgue implica que y, — 0 en L}(RY), es decir,

pn((H(2)AH (2,)) N B,) = / _dpy = / Xn dpn — 0.
(H+(z)AH*(zy,))NBr RN
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Esto implica que

|f* (@) = fH(@n)] = v (HY (2) 0 Ag) = v (H (20) 0 Ay
= |lun((H* (2)\H" (2,)) 0 Ag) — pn ((H* (2,)\H ™ () N Ay)]
< pn ((H (2)\H " (2,)) N Ag) + MN((H+(%)\H+( )) N Ag)
= un((H"(x)AH " (2,)) ﬂAk)
< un((H* (2)AH*(x,)) N B,)

— 0

cuando n — oo.
Segundo demostremos continuidad de f* en ay: Sea (x,) C S* tal que z,, — xx. Como

Nt =1, existe ng € N tal que
ZN+
> para todo n > ny.
|P3:n\

Esto implica para n > ng y y € Ht(z,) que
N1

IP nl ~

0< (y - ’U(mn)) ' W(l‘n) =Yy ’LU(.Q?n) - U(xn) ’ W(Qj‘n) < |y‘ |y| -
Por lo tanto H*(z,) € RM\B, v f*(x,) = 0 para n > ng. Eso demuestra que f*(z,) —
0 = f*(zx) cuando n — oo.

Tercero demostremos continuidad de f* en zg: Sea (z,) C S* tal que z,, — zs. Como

zi ™ = —1, existe ng € N tal que

N+1

< —2r para todo n > ny.
\Pa:n]

Similarmente como antes eso implica que H™(x,) C R¥\By,, respectivamente que B, C
H*(2,) y f*(zn) = pn(Ax) = f*(zs) para n > ng. Se sigue que f*(z,) — f*(zs) cuando
n — o0. (Il

Sean X,Y espacios métricos y f: X — Y una aplicacién. Si f(U) es abierto en Y para
todo U C X que es abierto entonces llamamos f una aplicacion abierta. Si todo punto
x € X tiene una vecindad U en X tal que f|y es inyectiva entonces llamamos f localmente
inyectiva.

3.29 Proposicién. Sea Q C RY abierto y sea f € C(Q,RY) localmente inyectiva. Enton-
ces f es una aplicacion abierta.

Demostracion. Sea yo € f(€2). Existe zg €  tal que f(xg) = yo. Definimos Q' := Q — zq
y g € C(,RY) por g(z) := f(x + x9) — yo. Tenemos que €' es una vecindad de 0 y
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que g(0) = 0. Es suficiente demostrar que existe > 0 tal que B, C ¢(€') porque luego
B:(yo) € f(9).

Sea ¢ > 0 tan chico que g|g, es inyectivo. Definimos

PRERES

para (t,z) € [0,1] x B;. Entonces h es una homotopia de g a gi(z) := g(x/2) — g(—1/2),
una aplicacién impar. Si h(t,x) = 0 para t € [0,1] y z € S;, entonces
r  —tx
1+t 14t

porque 9’§5 es inyectiva. Eso implica que x = 0, una contradiccién. En consecuencia, el
Teorema de Borsuk 3.21 implica que

deg(g> B57 O) = deg(gl7 B57 0) 7é 0.

La propiedad (D5) del grado dice que deg(g, Bs,y) # 0 para todo y en la componente
conexa C(0) de RM\g(Ss), es decir, C(0) C g(Bs) C g('). La Proposicién 3.11 implica
que C(0) es abierto en RY. Por lo tanto existe r > 0 tal que B, C C(0) C g(). O

3.5. El Grado de una Composicion de Funciones

3.30 Lema. Sea Q C RY abierto. Entonces el conjunto de componentes conexas de Q) es
numerable.

Demostracion. Por ser abierta (Proposicién 3.11), toda componente conexa contiene un
punto de QV. Como las componentes conexas son ajenas, esto define un mapeo inyectivo
de las componentes en QV, un conjunto numerable.

t

3.31 Lema. Sea K C RY compacto. Si N > 2 entonces existe precisamente una compo-
nente conexa no acotada Vy, de RN\K. Para N = 1, si K no es vacio existen precisamente
dos componentes conexas no acotadas de R\K cuya union denotamos por V. Se cumple
que RN\ V., es acotado. Llamamos V,, la componente conexa pinchada de oo en RNM\ K en
ambos casos.

Demostracion. Sea r > (0 tan grande que K C B,.Si N > 2 entonces RN \Er claramente es
arcoconexo, es decir conexo, y en consecuencia es un subconjunto de una sola componente
conexa de RNV\ K (por la definicién de una componente conexa). Eso implica que solo una
componente conexa V., contiene una sucesiéon z, tal que |z,| — oo cuando n — oo, es
decir, no es acotada. Como R¥\B, C V.., R¥\V,, C B, es acotado.

Si N = 1 entonces R\B, consiste de los intervalos (—oo, —7) y (r,00). Como K no es
vacio, estos intervalos pertenecen a dos componentes conexas distintas de R\ K. El resto
sigue como para N > 2. 0
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Sea (f,€,y) € Ayn. La propiedad (D5) implica que deg(f,€2,y) es lo mismo para to-
do y en una componente conexa V de RN\ f(99). Por tanto utilizaremos la notacién
deg(f,Q,V) := deg(f,Q,y) cuando y € V. Como f(2) es compacto, existe y € Voo \ f(Q),
donde V, es la componente conexa pinchada de oo en RV\ f(99). La propiedad (D4) dice
que deg(f,Q, V) = deg(f,Q,y) =0.

3.32 Teorema. Sean Q C RV abierto y acotado, f € C(QRN) y V; las componentes
conexas acotadas de RN\ f(0R2). Sea g € C(RN,RY). Siy € RM\g(f(02)) entonces

(3.17) deg(go f,Qy) = > deg(f, 2, Vi) deg(g, Vi, y)-

En la suma solo un nimero finito de términos no es cero.

Demostracion. En toda la demostracion sea V., la componente pinchada de oo en
RN\ f(9£2). Como V; C RM\V,, el Lema 3.31 implica que V := | J, V; C RV\V,, es acotado.
Denotamos K := f(Q) y L := g~'(y). Tenemos que L NV es cerrado en RY porque g es
continuo y L N f(02) = &. Como V es acotado L NV es compacto, y por tanto existe un
nimero finito de componentes V; tal que LNV C | J;_, V;. Sea

A:={ieN|deg(f,Q,V)#0, LNV, # @ }.
Entonces A es un conjunto finito. La propiedad (D4) dice que
Vi e N\A: deg(f,Q,V;) =0 o0 deg(g,Vi,y) =0.
Por lo tanto obtenemos

(3.18) D deg(f, 2, Vi) deg(g, Vi, y) = ) _ dea(f, 2, Vi) deg(g, Vi, ).

€A

Eso demuestra que la suma en (3.17) estd bien definida. Notemos que (L N K)\V C V.
Entonces

(3.19) Vze (LN K)\V: deg(f,Q,2z)=0.

Demostremos (3.17) en el caso donde f € C1(Q,RY) N C(Q,RY), g € CHRY,RN) y y
es un valor regular de g o f. Para x € Q) tenemos que D(g o f)(z) = Dg(f(z))Df(x) y por
tanto

S8 Jyoy () = sgn det (Dg(£(2))Df (2)
(3.20) — sgn(det(Dy(f (z))) det(DS (2)))
= sgn J,(f(z))sgn J¢(z).

Como y es un valor regular de g o f, ésto facilmente implica que

(3.21) todo z € g~'(y) es un valor regular de f.
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Si z € LN K, entonces existe z € Q tal que z = f(x) (porque y € RN¥\g(f(09))). Luego
(3.20) y y siendo regular para go f implica que z es un punto regular de g, es decir, existe
r, >0 tal que L N B, (z) = {z}. Esto demuestra, junto con la compacidad de K, que

(3.22) L N K es un conjunto finito.
La propiedad (D4) implica que
(3.23) Vie A\:V; C K.
Lo que demostramos antes implica que
(3.24) Vi € A: y es un valor regular de gly;.

Observamos que

(3.25) (o)) ={z€Q| flx)eL}=fT(LNK)
y calculamos con sumas finitas
deg(go f,y)= > senJys(x)
z€(gof)~1(y)
= Y send,(f@)sen Jy(a) por (3.20)
z€(gof) 1 (y)
= Y sendy(f() sen Jy (o) por (3.25)
zef~1(LNK)

= Z Z sgn Jy(2) sgn Jy(z)

2€LNK zef~1(z)

= Z sgn Jy(2) Z sgn Jy(z)

zeLNK zef~1(z2)

= Z sgn Jy(z) deg(f, 9, 2) por (3.21)
zeLNK

= Z sgn J,(z) deg(f, €, z) por (3.19)
2ELNKNV

= Z Z sgn Jy(z) deg(f,Q, 2) por (3.23)
€A zeLNV;

=3 dea(f, 9. V) ( S s Jg<z>>
€A zeLNV;

= deg(f,9,V;)deg(g, Vi, y) por (3.24)
ieA
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= Zdeg(f,ﬂ, Vi) deg(g, Vi, y) por (3.18).

Si f y g son como antes y y es un valor singular de go f, entonces encontramos un valor
regular y; de go f en la componente conexa C(y) de RN\ g(f(99)). Esto implica que y y 11
pertenecen a la misma componente conexa de RV \ ¢(dV;) para todo i, porque 9V; C f(99)
y luego R\ g(f(99Q)) C RN\ g(dV;). La propiedad (D5) implica que

deg(g o f,Q,y) = deg(go f, Q1)
= deg(f,Q,V;)deg(g, Vi, 1)

—= Z deg(f, Q, V;) deg(gv ‘/ia y)

Finalmente, consideramos f € C(Q,RY) y g € C(RY,R"). Supongamos la representa-
ci6én (3.18) y seguimos utilizando las notaciones K, L y A. Para m € Z definimos

Ay i={i€e A|deg(f, Vi) =m},

A, = U V..

i€Am
Ademas, sea
M:={meZ|A,#2}.

Entonces M es finito porque {A,, }.nenr €s una particién del conjunto finito A.
La propiedad (D2) implica que

(326) > deg(f,2,V;)deg(g, Vi,y) = Y m Y deg(g,Vi,y) = > mdeg(g, Am,y).

1EA meM 1€Am meM

Como f(0€2) es compacto, L cerrado y L N f(0N2) = &, tenemos que
p = dist(L, f(0£2)) > 0.

Encontramos f; € C*(Q,RY) N C(Q,RY) tal que ||f — fillso < p. Tenemos para t € [0, 1],
r €Ny z€Lque

(3.27) (1 =) f(x) + th(x) — 2| = |f(x) — 2| = t[f(x) = fi(2)]
> p—|f(z) = f(z)] > 0.

Definiendo la homotopia h(t,z) := g((1 —t)f(z) + tfi(z)) de go f a go fi, (3.27) implica
que y ¢ h(t,09Q) para todo t € [0, 1]. Eso resulta en

(3.28) deg(go f,Q,y) = deg(g o f1,Q,y).
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Denotamos por V; las componentes conexas acotadas y por V.o la componente conexa
pinchada de co en RY\ f1(99Q). Definimos A, A,,, A,, y M andlogamente para f; como para
f.

Para todo z € L tenemos que ||f — fille < p < dist(z, f(Of2)) y por eso que
deg(f1,9, z) = deg(f,, z). Eso dice que

(3.29) M = M,

porque V;NL # & para todoi € A X‘N/imliﬁé & para todo ¢ € A. Ademas, A,,NL = AnNL.
En consecuencia, A,, "L C A, NA,y A,NLCA,NA, yluego por (D7)

(3.30) Vm € M: deg(g, Am,y) = deg(g, Ay N A,y y) = deg(g, A, ).

Notamos que y € RN\g(f1(0Q)) y que Vi C f1(0€2). Aproximamos ¢ por g; €
CLRY,RY) tal que

(3.31) deg(g o f1,€2,y) = deg(g1 0 f1,Q,y)
y
(3.32) Vi € N: deg(g, Vi,y) = deg(g1, Vi, y)-
Finalizamos:
deg(g o f,Q,y) = deg(g o f1,Q,y) por (3.28)
= deg(g1 © f1,92,9) por (3.31)
= Z deg(f1,, ‘71) deg(g1, Vi, Y) por el caso diferenciable
ieN
= Zdeg(fl, Q,V;)deg(g, Vi, y) por (3.32)
ieA
= Z mdeg(g, Am,y) como en (3.26)
mEM
=) mdeg(g, Am,y) por (3.29) y (3.30)
meM
= deg(f,9, Vi) deg(g, Vi, y) por (3.26)
ieA
= Zdeg(f, Q,V;)deg(g, Vi, y) por (3.18).
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3.6. El Teorema de Separaciéon de Jordan

3.33 Teorema. (Teorema de separacién de Jordan) Sean Ki, Ky C RY dos subconjun-
tos compactos y homeomorfos. Entonces RN\K, y RN\K, tienen el mismo numero de
componentes conexas.

Demostracién. Sea f: K; — K, un homeomorfismo y sea g := f~!. Supongamos (por
extension) que f,g € C(RY,RY). Sean {V;}ic; ({W;}jes) las componentes conexas aco-
tadas y Vi (Wa) la componente conexa pinchada de oo en RV\K; (RV\Kj). Ponemos
I'=1TU{oco}y J:=JU{o0}. Notemos que

oV C K, iel

(3.33) o
oW, C K, jed.

Fijamos i € I y denotamos por {Xj}rea las componentes conexas acotadas y por Xo
la componente conexa pinchada de oo en R™\ f(9V;). Denotamos A := A U {oo}. Como
f(OV;) C f(K7) = K5 por (3.33), tenemos que

W, = RV\K, CRN\f(0V;) = UkeAX’f'

jed

Por las propiedades de componentes conexas eso implica que para todo j € J existe
precisamente un k € A tal que W; N X, # @. En ese caso W; C X, . Particularmente
tenemos que W, C Xo. Para k € A definimos Ay :=={j € J | W; C X}, } y ponemos

keA

Por lo anterior es claro que
(3.34) { A} een es una particion de J.
Fijemos k € A. Tenemos que

X,NnW, =2 para j € J\ Ay

y por tanto

(3.35) X\ U w=X\Uw; crRMJW; = K.
JEAL jeJ jeJ

Sea y € V;. Si

ve (TU W) na

JEAE
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entonces por (3.35) r € Ky y y = g(x) € K, contradiciendo y € V; € RM\K;. En
consecuencia,

(E\ U Wj> Ng'(y) =9

JEA
vg i y)NXg C Ujca, Wj- Como X es acotado, g~ (y) N X}, es compacto, y sélo para un

ntmero finito de j € Ay se tiene que g~ *(y) N Xy N W; # @. Estos hechos y la propiedad
(D2) implican

(3.36) deg(g, Xiy) = Y _ deg(g, Wj,y),

JEAg

donde la suma es finita. Ademds, observamos que V; C RM\g(Ky) C RM\g(dW;) vy V;
conexo implican que deg(g, W, -) es constante en V;. Como y € V;, podemos escribir

(3.37) deg(g, Wj,y) = deg(g,W;, Vi)  para todo j € J.
También escribimos
(3.38) deg(f, Vi, Xy) = deg(f, Vi, W) para todo j € Ay

porque W; C X y deg(f,Vi,-) es constante en Xj. Si j € J\J, entonces W; C K, ¥y
(3.38) implica que

(3.39) deg(f, Vi, W;) =0 Vje J\J.

Notemos que g o floy, = id|gy; por (3.33). Sumando sobre k£ € A, y utilizando las
propiedades (D1), (D6) y el Teorema 3.32, obtenemos

1 :deg<gof7‘/lay)
= Zdeg(f, Vi, X) deg(g, X, y)

keA

= deg(f, Vi, Xi) (Z deg(g, Wj, y)> por (3.36)
keA JEA

(3.40) = deg(f, Vi, Xx) (Z deg(g, Wj, Vi)> por (3.37)

keA JEA

= Z Z deg(f, Vi, W;) deg(g, W;,V;) por (3.38)
ke jeAy

= deg(f, Vi, W;) deg(g, W;, Vi) por (3.34)
jeJ

= deg(f, Vi, W;) deg(g, W;, Vi) por (3.39).
jeJ
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Fijando W; en lugar de V; el mismo argumento nos da
(3.41) L= deg(f, Vi, W;) deg(g, W;, Vi)
icl
Demostremos que
(3.42) |I| =00 siysélosi [|J|=o0,

donde |A| denota la cardinalidad de un conjunto A. Sea |I| = oo y supongamos que
|J| < co. Para j € J fijo existe io(j) € I tal que deg(f, Vi, W;)deg(g,W;,Vi) = 0 para
i€l,i>1(j), porque la suma en (3.41) es finita. Ponemos iy := max{io(j) | j € J } < oc.
Entonces deg(f,V;, W;)deg(g,W;, Vi) =0 parai € [y j € J tal que i > . Eso implica
que

Z deg(f> ‘/im VVJ) deg(97 ij V;o) =0,

jeJ
contradiciendo (3.40). Por lo tanto |J| = oo. La implicacién inversa sigue similarmente.
Hemos demostrado (3.42) y entonces el enunciado del teorema en el caso de |I| = oo,

Para tratar el caso de I finito, sea m := |I| < oo. Por (3.42) también n := |J| < oc.

Ecuaciones (3.40) y (3.41) implican que

m=>Y 1= deg(f,V;,W;) deg(g, W, V;)
icl iel jeJ

= 3> den(f, Vi, W) deg(g, Wy, Vi) = D 1 =n

jeJ iel jeJ

y concluimos. O

3.7. Variando el Espacio

3.34 Proposicién. Sean (fi,Q,y:;) € Ay, triples admisibles para i = 1,2. Definimos
Q=0 xQy, F: Q— R x R por

F(zy,29) = (fi(z1), f2(72)),
yy = (y1,92) € RM x RN, Entonces (F,Q,y) € An,4n, ¥
(343) deg(F’ Q’ y) = deg(fla Qh yl) deg(f27 927 yQ)

Demostracion. Primero notamos que tenemos dos definiciones de métrica en RM x RN =
RM+N2 yna dada como en la Recapitulacion 2.1 que corresponde a la norma | - |gn, +| - [ge
y otra que corresponde a la norma Euklideana en RN1+V2,

VI B+ 1 s
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Estas métricas inducen la misma topologia. Lo siguiente vale para cualquier seleccion entre
ellas, hasta las estimaciones.
Es claro que 2 = €1 x €. Se sigue facilmente que

(3.44) O = O\Q = (09 x Q) U (4 x 0Qy),

y eso implica que y ¢ F(082). Claramente F € C(Q, RM+N2) v por eso (F,Q,y) € An,4n,.
Sea

p = min{ diSt(yl, f1 (801)), diSt(yQ, f2<892)) }

Obtenemos que
(3.45) p < dist(y, F'(09)).

Agarramos g; € C(€;, RY) N C(Q;, RYe) tal que ||fi — gilloo < p/6 y valores regulares
z; de g; tal que |y; — z;| < p/6 para i = 1,2. Definimos z 1= (21,22) y G = (g1, 2)-
Como DG (1, x2)[(v1,v2)] = (Dgi(x1)[v1], Dga(x2)[vs]), 2 es un valor regular de G. Ademaés,
tenemos que

1fi = gillso < p/6 < p/3 para i = 1,2
lyi — 2| < p/6 < p/3 para i = 1,2
[1F = Gllo < p/3
ly — z| < p/3.

Junto con (3.45) la Nota 2.49 dice que

deg(fi, Q, yi) = deg(gi, €, Zi) para i = 1,2
deg(F,Q,y) = deg(G,Q, 2).

En consecuencia, solo falta que demostrar que
(3.46) deg(G, Q, z) = deg(g1, 1, 21) deg(gs, o, 29).
Observamos que G(z) = z si y solo si g;(z;) = z; para i = 1, 2. Entonces

G'(2) = g7 ' (21) X 957 (22).

Para x = (21, 25) sean A; matrices que representan Dg;(x;). Podemos representar DG(z)

por la matriz
(A O
A._( ; Az),
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es decir, det(A) = det(A;) det(As) y sgn Ja(z) = sgn Jy, (x1) sgn Jy, (x2). Con eso calcula-
mos

deg(G,Q, z) = Z sgn Jg(x)

z€G~1(2)

= Z Sgn Jg1 (1‘1) sgn ng (xQ)
mngl(Zl)
mEg;Q(zz)

= Z sgn Jg, (1) Z sgn Jg, (72)
z1€97 (21) z2€g; % (22)

= deg(g1, 1, 21) deg(gz, 2, 22),
y entonces (3.46). O

Sea E un espacio de Banach de dimension finita. Denotemos por A el conjunto de triples
admisibles (f,€2,y) donde 2 C E es abierto y acotado, f € C(2, E) y y € E\f(09).
Si E tiene la base A := {21, 2y,..., 7y }, definimos la aplicacién lineal ¢: E — RY por

o(Tr) == eg.

De acuerdo, los elementos e, forman la base canénica de RY. Se sigue que p € L(E,RY)
es un isomorfismo, es decir un isomorfismo lineal y también un homeomorfismo de £ y RV,
Llamamos ¢ el isomorfismo candnico entre E y RN respecto a la base A.

3.35 Proposicion. Sea E un espacio de Banach con dimE = N < oo y sea ¢ el iso-
morfismo candnico entre E y RY respecto a una base de E. Sea (f,Q,y) € Ag. Entonces

(po fop™ p(Q),p(y)) € Ax y definimos
degp(f, Q,y) :=deg(po fop™ o(Q),0(y)).

Entonces degp no depende de la seleccion de la base de E y cumple las propiedades (D1)-
(D7), reemplazando RN por E.

Demostracién. Es claro que (po fop™t 0(R2),0(y)) € Ay porque ¢ es un homeomorfismo
y 0(p(Q)) = ¢(09). Sean A := {z1,29,...,2x} vy ' := {y1,¥2,...,yn } dos bases de
E, y sean ; y o los isomorfismos canénicos de E y R¥ respecto a las bases A y T
Definimos A := 5 0 o7t € L(RY). Sean Q1 := ¢01(Q) y Dy := ©() = A(2;). Agarramos
g1 € CH(Q, RN N C(Q,RY) v un valor regular z; de g; tal que con g, ;== Aog o Al y
29 := Az tenemos que

(3.47) lpio f o0 = gill o amy < 3 !
dist(i(y), (4
(3.48) |i(y) = 2| < ((’O?E L
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para ¢ = 1,2. La Nota 2.49 implica que

(3.49) deg(pi o foo; !, 0i(Q), wi(y)) = deg(gi, U, ).

Ademas, z5 es un valor regular de gs.
Como g5 '(22) = A(g; ' (21)),

sgn J,, (Az) = sgndet(Dgy(Az)) = sgndet(ADg; (z)A™") = sgn J,, (v)
si x € g;'(21). Con eso calculamos

deg(ga, 2, 22) = Z sgn Jy, ()

x€g;1(ZQ)

= Z Sgn ‘]92 (iL‘)

z€A(g; ! (21))

(3.50) = Z sgn J,, (Az)

z€g; ' (z1)

= Z sgn ng (x)

z€g; ' (21)

= deg(g1, 21, 21)-

Juntando las ecuaciones (3.49) y (3.50) obtenemos que

deg(p1 0 foprt, 01(Q), 01(y)) = deg(wao f oy, 02(Q), ¢2(y)).

Demostrar que este grado cumple las propiedades (D1)—(D7) nada mas en una cuestion
de aplicar la definicién y estas propiedades para el grado usual. O

3.36 Proposicion. Sea E un espacio de Banach de dimension finita y sea F' un subespacio
de E. Sean Q C E abierto y acotado, g € C(Q, F), f € C(Q, E) dado por f :=idg —g y
sea y € F\f(0). Denotando Q' := QN F se cumplen f(¥) CF, (flor, ¥, y) € Ap ¥y

(3.51) degp(f, 2, y) = degp(flar, ¥, y).
Demostracién. Denotamos h := f|g € C(, F). Como
(3.52) 9pY COpQNF

se sigue que (f|g, ', y) € Ap. Por la Proposicién 3.35 podemos suponer que £ = RY y
F =RM x {0} con M < N. Primero sea g € C*(Q,RM) N C(Q,RM) y y € RM\ £(9Q) un
valor regular de f.

Por la definicién de f se sigue que f~1(y) C RM y entonces que

(3.53) F ) =h"'(y).
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Para z € f~!(y) tenemos una representaciéon de D f(z) por una matriz A:

_(Iy-B C
(3.54) A= ( . IN_M)
donde '
B = (0;9'(%))ijef12,..0ry € R
y .
C = (0;9"(%))icq1,2,....M} je{M+1,M+2,..N} € RMX(N=M)
Claramente
(355) Jf(l’) = det(A) = det(]M - B) = Jh(l‘)

Eso implica que

degp(f,Qy)= > senJe(@)= > senJu(x) = degp(h, 2, y).

zef~y) zeh~1(y)

En el caso no regular ponemos p := dist(y, f(9€2)) y aproximamos g por una aplicacién
g1 € CHOQRM)NC(Q,RM) tal que ||g— g1]loo < p/3. Definimos f1 :=id—g; y hy := filg-
Se sigue que ||f — filleo < p/3. Por (3.52) obtenemos

Il =l < £ < dist(y, h(9))/3
Agarramos un valor regular y; € RM de hy tal que |y — 1| < p/3, usando el teorema de

Sard. La formula (3.55), aplicada a f; y h; en lugar de f y h, dice que y; es un valor regular
de fi. Ademas,

wiD

ly — | < 5 < dist(y, h(0))/3.

La Nota 2.49 y lo anterior dicen que

degE(fa Qa y) = degE(fl? Q:yl) = degF(hb Qla yl) = degF(ha Qla y)

y concluimos. O
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4. El Grado en Dimension Infinita

4.1. Introduccion

En esta seccién vamos a extender el grado topoldgico a aplicaciones en espacios de Banach.
La motivacion es que en esta manera uno puede demostrar existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales.

4.1 Ejemplo. Sea f € C'(R,R) acotado. Estudiemos la ecuacién diferencial ordinaria
(4.1) w(t) = flu®),  u(0) =wuo

en un intervalo J := [0, a] y para ug € R. Escribimos @ := du/d¢t. Si f es Lipschitz continuo,
se aplica el Teorema de Existencia y Unicidad de Picard-Lindelof.

Sin suponer continudad Lipschitz de f todavia se cumple para u € E := C(J,R): u es
solucién de (4.1) si y sélo si u es solucién de

(4.2) u(t) = ug + /Otf(u(s)) ds.

Definimos K: E — E por

K (u)(t) == wuo —i—/o f(u(s))ds.

Asi u € E es una solucién de (4.2) si y s6lo si u es un punto fijo de K, o un cero de id — K.
Sea M :=sup f(R). Si K(u) = u, entonces

lu(t)] < |up| + Ma  parat € J,

es decir, ||lu||g < r := |ug| + Ma. Por tanto, todos puntos fijos de K estdn en B,E. Para
demostrar que existe una solucién de (4.1) nos interesa tener un grado topolégico para la
aplicacién id — K en E, y demostrar que deg(id — K, B, 1., 0) # 0 para ¢ > 0.

La idea principal es definir un grado para aplicaciones del tipo id — K en un espacio de
Banach, donde K tiene imagen A muy delgado en E. Se restringe id — K a un subespacio
de dimensién finita que aproxima A, y se usa la idea de la Proposicion 3.36.

61



El Grado Topoldgico 2011-2 4. Dimensién Infinita

4.2. Compacidad en Espacios de Banach

4.2 Nota. Sea E un espacio normado. Si B;F es compacto, entonces dim E < co.

4.3 Definicién. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto A C X es compacto re-
lativamente si A es compacto. A es precompacto si para todo ¢ > 0 existen puntos
r1,%o,...,T, € X tales que

AC | B.(w).
k=1

4.4 Nota. Sean X,Y espacios métricos, A C X y f: X — Y continuo.

(a) A es compacto relativamente si y s6lo si toda sucesién en A tiene una subsucesién
que converge en X.

(b) Si A es compacto relativamente, entonces f(A) es compacto relativamente.
(c) SiX escompleto, entonces A es compacto relativamente si y sélo si A es precompacto.

4.5 Lema. Sean E un espacio normado, A C E, X C E finito ye > 0 tal que A C X+ B..
Si g1 > €, entonces existe Y C E finito tal que conv(A) CY + B,,.

Demostracion. Sea x € conv(A). Entonces existen n € N, Ay € [0,1] y z, € A para
k=1,2,....,ntalesque > ; Ay =1y x=>7_, Az Por la hipétesis podemos agarrar
yr € X tales que |xp — yx| < € para k = 1,2,...,n. Se sigue que

Tr = Z MYk + Z >\k($k — yk) - CODV(X) + B..
k=1 k=1
Como esto se cumple para cualquier = € conv(A), obtenemos
(4.3) conv(A) C conv(X) + B..

Es claro que conv(X) es compacto porque X es finito. Entonces existe un conjunto finito
Y C E tal que conv(X) CY + B.,_.. Con (4.3) ésto implica

conv(A) Cconv(X)+B: CY+B.,_.+B-CY + B,,.
U

4.6 Proposicion. Sean E un espacio normado y A C E precompacto. Entonces conv(A)
es precompacta.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como A es precompacto, existe un conjunto finito X C FE tal
que A C X + B.j,. Por el Lema 4.5 existe Y C F finito tal que conv(A) C Y + B.. O
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4.7 Definicion. Sean XY espacios métricos y sea A un conjunto de aplicaciones entre
X y Y. A es equicontinuo si para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para todo f € Ay
x1, 22 € X con d(x1,29) < 9§ se cumple d(f(z1), f(x2)) <€

4.8 Teorema. Sean X un espacio métrico compacto y E un espacio de Banach. Un con-
junto A C C(X, E) es precompacto en C(X, E) si y sélo si A es equicontinuo y

Alz) :={f(x) | fe A}
es precompacto en E para todo v € X.

Demostracion. Denotamos F := C(X, E) con la norma || f||r = méx.cx|| f(2)| g
Primero sea A precompacto. Sea € X. Definimos e, : F© — E por e,(f) := f(x) (la
evaluacion en z). Si f,, — f en F entonces

lex(fn) = e(N)lle = [ fu(z) = f(@)lle < lfn = Fllr =0

cuando n — oo. Eso muestra que e, es continuo, y por la Nota 4.4 que A(x) = e,(A) es
precompacto. Para demostrar que A es equicontinuo, supongamos que £ > 0. Por ser A
precompacto existe B C F' finito tal que A C B + B./3F. Como cada g € B es continuo
uniformemente, existe 0 > 0 tal que ||g(z) — g(y)||r < e/3sig € By z,y € X cumplen
d(xz,y) <9d.Sean f € Ay x,y € X tales que d(z,y) < . Existe g € B tal que ||f — g||r <
/3. En consecuencia,

1) = F@Wlle < [1f(2) = 9(@)lle + llg(=) — 9wl + llg(y) = FW)lz <e.

Esto implica que A es equicontinuo.

Segundo supongamos que A es equicontinuo y que A(x) es precompacto para todo x € X.
Sea & > 0. Agarramos ¢ > 0 tal que ||f(z) — f(y)||p <e/5si f € Ay x,y € X cumplen
d(xz,y) < 0. La compacidad de X implica la existencia de X; C X finito tal que X C
UIGX1 Bs(x). Para todo € X; encontramos E, C F finito tal que A(z) C E, + B.5F.
Definimos el conjunto finito

A::{gp:Xl—> U E,

reX]

Ve € Xq: p(z) EEQC}

y los conjuntos
Ay, ={feA|Vr e Xy: f(x) € p(x) + B.s £ }

para ¢ € A. Si f,g € A, y y € X, entonces existe € X; tal que y € Bs(x). Las
definiciones de ¢ y A, implican que

1f () —9W)lle

< 1f@) = fF@le + 1f(2) = e@)lle +lle(@) = g@)e + l9@) = g(y)lle <

63



El Grado Topoldgico 2011-2 4. Dimensién Infinita

es decir, || f —g||r < 4¢/5. Para todo ¢ € A fijamos f, € A, si A, # @,y f, € F arbitrario
si A, = &. En consecuencia,

(4.4) A, C f,+ B.F.

Demostremos que los A, cubren A. Sea f € A. Para v € X; encontramos z € F, tal
que f(x) € 2+ B./sE, usando la definicién de E,, y definimos ¢(x) := 2. En consecuencia,
tenemos que p € Ay f € A,. Por fin obtenemos con (4.4) que

AcJA, c U, +BF),

peEA pEA

es decir, un numero finito de bolas abiertas en F' con radio € cubren A. Como ¢ > 0 fue
arbitrario, A es precompacto. O

4.9 Nota. En el caso E := R, junto con la Nota 4.4(a) y (c), el Teorema anterior implica
el Teorema de Arzela-Ascoli.

4.10 Lema. Sea E un espacio de Banach con dimension infinita. Entonces
B(B,) := inf{r > 0| B, tiene una cubierta finita por bolas abiertas de radio r } = 1.

Demostracion. Para todo € > 0 tenemos que B; C Bi... Dejando ¢ — 0 obtenemos
B(B;1) < 1. Razonando por contradiccién supongamos que 3(B;) < 1. Existen X C E
finito y r € (0,1) tal que B; C X + B, C X + B,. Sea N := #X, el ntimero de elementos
de X,y F cualquier subespacio de E con dimensién dim F' = N. Definimos para = € X:

A, = (v + B,E)NS,F.

Tenemos que
SiF =BiENSF C(X+B,E)NSF =] A,
zeX
Ademas, los A, son cerrados en F'. El Teorema 3.25 implica que existen x € X y un punto
y € SiF tal que y,—y € A, C v+ B,E. Pero ||y — (—y)||z = 2, una contradiccién con
diam(x + B, E) = 2r < 2. O

4.3. El Teorema de Tietze-Dugundji

4.11 Definicién. Sea X un conjunto y sean U y V cubiertas de X. Si para todo V € V
existe U € U tal que V C U, entonces V es un refinamiento de U.

4.12 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Una coleccion A de subconjuntos de X
es localmente finita si todo x € X tiene una vecindad U tal que U N A # & sdlo para un
ntmero finito de A € A.
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4.13 Definicién. Un espacio topologico es paracompacto si es de Hausdorff y si toda
cubierta abierta admite un refinamiento localmente finito.

Sin demostracién usaremos el siguiente resultado de topologia general:
4.14 Teorema (Stone). Todo espacio métrico es paracompacto.

4.15 Teorema (Tietze-Dugundji). Sean X un espacio métrico y E un espacio normado,
A C X no wvacio, cerrado y f: A — E continuo. Entonces [ tiene una extension continua
g: X — E tal que g(X) C conv(f(A)).

Demostracion. Por el Teorema 4.14 existe un conjunto indice J y conjuntos abiertos V; C
X tal que V :={V; | j € J } es una cubierta localmente finita de X'\ A y tal que para todo
j € J existe x; € X\ A con V; C Byist(a;,4)/2(2;). Definimos para z € X\ A

_Jo ¢V
#i(w) = {dist(x,@Vj) z €V

() = 218,
() ; TRES)

Claramente ¢; es continuo en X\ A (de acuerdo, dist es Lipschitz continuo). Como V es
localmente finito, la suma estd bien definida y continua en X\ A. Como V cubre X\A la
suma es positiva en X\ A. Esto implica que 1; es continuo en X\ A, que 0 <1); <1,y que

ZjeJ ¢j =1

Para todo j € J escogemos a; € A ﬂEzdiSt(xij) (x;). Definimos
x r€eA
g(x) := [
ZjeJ @/)j(CE)f(CLj) T € X\A~

Claramente g es continuo en A, porque es una extensién de f. La suma es finita en una
vecindad de un punto x € X'\ A. Se sigue que g es continuo en X\ A. Como en (2.8) de la
demostracion de la Proposicién 2.14 falta demostrar que z* € A, (x,) C X\A con z,, — z*
implica que g(z,) — f(z*).

Sea ¢ > 0. Agarramos § > 0 tal que ||f(a) — f(z*)|]| < e si a € AN Bs(z*). Sea
x € (X\A) N Bss(z*). Si j € J cumple x € V;, entonces

2d(z, ;) < dist(z;, A) < d(zj, %) < d(xj,2) + d(z,27),
es decir,

(4.5) d(z,z;) < d(z,z").
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También obtenemos que
(4.6) d(z;,a;) < 2dist(x;, A) < 2d(x;,2%) < 2(d(x;, x) + d(z, 2*)) < 4d(x, z*).
Las ecuaciones (4.5) y (4.6) implican que

d(z*,a;) < d(z*,x) + d(z,x;) + d(zj,a;) < 6d(z*,z) < 6.

En consecuencia, ||f(z*) — f(a;)|| < e para todo j € J tal que = € V;. Eso dice que

lg(x) = f(=")]| =

S ua)fa) - Fa)| < e =

jed jed

Existe ng tal que z,, € Bs /G(x*) para n > ng. Con lo que acabamos de demostrar se sigue
que ||g(z,) — f(z*)|| < esin > ng. Como ¢ fue arbitrario, terminamos con la prueba de la
continuidad de g.

Es obvio que g(z) es una combinacién convexa de elementos de f(A) para todo x €
X. O

4.16 Lema. Sean E un espacio normado y A C E convexo y cerrado. Entonces A es un
retracto de E.

Demostracion. Por el Teorema 4.15 existe una extension continua f: £ — conv(A) = A
de id A- OJ

4.4. Operadores Compactos

4.17 Definicién. Sean E, F espacios de Banach, A C E'y f: A — F continuo. Decimos
que f es compacto si f(A) es compacto relativamente. Denotemos por K(A, F) el conjunto
de operadores (aplicaciones) continuos compactos entre Ay F. f es completamente continuo
si f es continuo y si f(B) es relativamente compacto para todo subconjunto acotado B de
A. f es de dimension finita si existe un subespacio de dimensién finita en F' que contiene
f(A). Denotemos el conjunto de aplicaciones continuas de dimensién finita de A en F' por
F(AF).

Sean A C E acotado y cerrado y f: A — F. f es decente si f~'(K) es compacto para
todo K C F' que es compacto.

4.18 Proposicion. Sean E, F' espacios de Banach y A C E acotado y cerrado. Entonces
(a) F(A, F) es denso en IC(A, F') respecto a la norma del supremo.
(b) Si f € K(A,E), entonces I —  es decente.
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Demostracion. (a): Sean f € K(A, F)y e > 0. Existe Y C F finito tal que f(A) CY + B.
porque f(A) es compacto. Definimos mapeos ¢, ¥, : f(A) — R por

oy(x) == méx{0, ¢ — |z —y| } paray € Y

L Wy(x)
o) = o)

Claramente ¢, es continuo. Como Y + B, cubre f(A), la suma es positiva en ). Como

1A
la suma es finita, 1, es continuo. Para todo y € Y y z € f(A) tenemos ,(z) € [0,1] y

2 yey Yy(r) = 1.
Definimos g: A — F por

) =Y Uy (f(x))y

yey

Claramente, g es continuo. g tiene su imagen en [Y], el subespacio de dimension finita
generado por Y, es decir g € F(A, F). Para € A obtenemos por las propiedades de v,:

> Uy (f@)y — flx)

yey

lg(x) = f(2)]lr =

<Zwy x)lly — f(x)llr
<D y(f(@)e =

Se sigue que sup,e 4| f(z) — g(z)|r <e.

(b): Sea K C F compacto, y sea (z,) C (I — f)"'(K). Escribimos y,, := (I — f)(x,) =
zn, — f(z,). Como (y,) € Ky (f(x,)) es relativamente compacto, pasando a una sub-
sucesién podemos suponer que y, — y y f(zr,) — 2z cuando n — oo. Se sigue que
Tp = Yo + f(x,) = y + 2z cuando n — oco. Concluimos porque (I — f)7'(K) es cerra-
do. O

4.19 Proposicién. Sean E, F espacios de Banach, A C E acotado y cerrado, y sea f €
K(A, F). Entonces existe una extension g € IC(E, F) de f tal que g(E) C conv(f(A)).

Demostracion. Por la Nota 4.4(c) coinciden compacidad relativa y precompacidad en F'. La
extensién g tal que g(E) C conv(A) encontramos con el Teorema 4.15. La Proposicion 4.6
dice que conv(f(A)) es relativamente compacto. Esto implica que g € K(E, F). O

4.20 Lema. Sean E,F espacios de Banach, A C E acotado y cerrado, y f: A — F
continuo y decente. Entonces f es una aplicacion cerrada.

Demostracion. Sean B C A cerrado, (y,) C f(B) tal que y,, — y en F. Existe (z,,) C B tal
que f(x,) = yn. Como f es decente y {y, }>2, U{y} compacto, { z, }32, es relativamente
compacto. Pasando a una subsucesién supongamos que x, — x en E. B cerrado implica

que x € B, es decir, f(z) € f(B) vy yn = f(zn) = f(x) =y. Por tanto y € f(B). d
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4.5. El Grado de Leray-Schauder

La idea para definir un grado topolégico en espacios de Banach es usar el grado en dimension
finita y la Proposicion 3.36; en consecuencia, s6lo vamos a definir un grado para aplicaciones
del tipo I — K, donde K es un operador compacto.

4.21 Definicion. Sea E un espacio de Banach. Denotemos por Ag el conjunto de triples
admisibles (f,€,y) donde Q@ C E es abierto y acotado, f = I — K, K € K(,E) y
y € E\f(09).

4.22 Nota. La Definicién 4.21 es consistente con la Definicion de Ag para espacios de
Banach E con dimensién finita dado en la Seccion 3.7, porque en ese caso siempre [ — f
es compacto, es decir f = [ — K con K compacto.

Si (f,Qy) € Ap, f =1 — K con K € K(Q, E), ponemos p := dist(y, f(0)). Por la
Proposicién 4.18(b) f es decente, y en seguida f(9<2) es cerrado por el Lema 4.20. Por tanto
p > 0. La Proposicion 4.18(a) nos da K; € F(2, E) tal que sup, g/ K () — Ki(2)||r < p.

Si F es un subespacio de E de dimension finita con K;(2) C F'y y € F, entonces ponemos
Qr:=QNF, fi == (I — Ky). En seguida, (filg, 2r,y) € Ar.

4.23 Lema. En la situacién anterior deg(filq., Qr,y) no depende de Ky ni de F'.
Demostracion. Sean K; € F(Q, F) tales que sup, gl K (r) — Ki(v)||[g < p, sean F; subes-
pacios de dimensién finita de F tales que K;(Q2) C F; y y € F;, y definimos ; := QN F; y
fi = (I —K;), parai = 1,2. Denotemos Fy := F} + Fy y g := QN Fy. La Proposicién 3.36
implica que
para i = 1,2. Como 09y C 00 N Fp, tenemos que dist(y, f(0€)) > p. Sea h(t,z) =
(1 —1t)fi(x) 4+ tfo(x) la homotopia lineal entre f1 y fo. Sit € [0,1] y x € 09, entonces
[h(t, ) —yll = [|(1 = ) (fi(z) = f(2) + t(folz) — f(z)) + flz) —yll

> [f(@) =yl = (L= fi(x) = fl@)| + tll fo(z) = f(2)]])

> p— (1= )| Ki(2) = K(2)|| + ]| Ka(x) — K()]])

> 0.

En seguida, y ¢ h(t,09) para todo t € [0, 1]. Esto implica que
(48) deg(fl'ﬁm QO) y) = deg(f2|§70, QO) y)a

y junto con (4.7) concluimos. O

4.24 Definicion. En la situacion del Lema 4.23 definimos el Grado de Leray-Schauder
por

(49) deg(vavy> = deg(f1|ﬁv QFay)
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Sin demostracion formulamos el

4.25 Teorema. Para un espacio de Banach E la aplicacion deg: Ag — Z tiene las propie-
dades (D1)~(D7), donde h en (D3) tiene la forma h = Ig—H, es decir, h(t,x) = z—H(t, z),
y H e K([0,1] x Q, E).

4.26 Nota. Se puede demostrar que deg es la tinica aplicaciéon Ag — Z con las propiedades
(D1)—(D3).

4.27 Teorema (Schauder). Sean E un espacio de Banach, A C E no vacio, acotado,
cerrado y convexo, y K: A — A compacto. Entonces K tiene un punto fijo.

Demostracion. Por la Proposicién 4.19 podemos extender K a E por K; € K(E, E) tal
que K;(E) C A. Eligiendo r > 0 tal que A C B,.FE, definimos el operador continuo
H(t,x) := tK(z) para (t,x) € [0,1] x B,.E. Si (t,) € [0,1] y (z,) C B,, entonces por
la compacidad de K; en B, podemos suponer que (t,) y (K(x,)) convergen, pasando a
una subsucesién. Se sigue que (¢, K1 (x,)) converge. Esto implica que H es compacto. Para
la homotopia h := I — H se cumple que 0 ¢ h(t,S.E) si t € [0,1] porque tK;(x) # x si
z € S, Eytel0,1]. Las propiedades (D3) y (D1) dicen que

deg(I — K4, B,,0) = deg(I, B,,0) = 1,

y por tanto que K tiene un punto fijo 2y en B,. Claramente z, € A, v x4 es un punto fijo
de K. O

4.28 Teorema (Schifer). Sea E un espacio de Banach y sea K: E — E completamente
continuo. Definamos

A={ze€FE|x=tK(z) para unt € [0,1] }.
Si A es acotado, entonces K tiene un punto fijo.

Demostracion. Si A es acotado, entonces existe r > 0 tal que A C B,. La restricciéon de
K a B, es un operador compacto. Como en la demostracién del Teorema 4.27 obtenemos
que H:[0,1] x B, — E, dada por H(t,z) := tK(z), es compacto. Si t € [0, 1], entonces
x # tK(x) para x € S, y por tanto 0 ¢ h(t,S,), donde h := Iy — H. En seguida

deg(I — K, B,,0) = deg(I, B,,0) =1,
es decir, K tiene un punto fijo en B,. O

Sea E siempre un espacio de Banach.

4.29 Teorema. Sea (f,Q,0) € Ag tal que Q2 es simétrico, 0 € Q y tal que f(—x) # Af(x)
para todo x € O y A > 1. Entonces deg(f,$2,0) es impar.
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Demostracion. La demostracion es analoga a la del Corolario 3.22: Sean f = I—K con K €
K(Q,E)y g(x) :=(f(x)— f(—z))/2. Tenemos g = I — L donde L(z) = (K(z) — K(—x))/2
es compacto. Usemos la homotopia lineal

h(t,x) := (1 —1t)f(x) +tg(x).

Como en esa demostracién se comprueba que h(t, -) no se anula en 952 para ningtn ¢ € [0, 1].
Ademés, h = I — H donde
H(t,z) :=(1—t)K(x)+tL(x)

es un operador compacto. En seguida, h es una homotopia admisible y deg(f,2,0) =
deg(g,,0). _

Aproximemos L por un operador Ly € F(Q, E) tal que ||[L — L] < dist(0, g(0f))
y definamos Lo(z) := (L1(x) — Li(—x))/2, asi que también ||L — La||o < dist(0, g(0f2)).
Ademas, Ly es impar. Escojamos un subespacio finito F' de E que contenga el rango de

L. Entonces
deg(g, 2,0) = deg((I — La)lgps 21 F,0)

es impar por el Teorema 3.21. U

Como en el caso de dimensién finita el grado es constante en componentes conexas de
E\f(092). Si E no es separable, el numero de componentes conexas de un subconjunto
abierto de F no necesariamente es numerable. No obstante, se tiene una formula para la
composicién de operadores (sin demostracion):

4.30 Teorema. Sean Q C E abierto y acotado, K € K(Q, E), L: E — E completamente
continuo, f:=1—K, g:=1— L, yV; las componentes conexas acotadas de E\ f(0R2). Si
y € E\g(f(092)) entonces

deg(go f,Qy) = deg(f,Q,V;)deg(g, Vi, y).

En la suma solo un nimero finito de términos no es cero.
Analogamente, se tiene el teorema de separacién de Jordan en dimension infinita:

4.31 Teorema. Sean A, B C E dos subconjuntos cerrados y acotados, tales que existe un
homeomorfismo f: A — B de la forma f =1 — K con K € K(A, E). Entonces E\A y

E\B tienen el mismo numero de componentes conezas.

Demostracion. La demostracion es igual a la del Teorema 3.33, tomando en cuenta la
Proposiciéon 4.19 y la férmula de composiciones Teorema 4.30. Nada mas hay que demostrar
que g := f!esdelaformal— L con L € K(B,E). Para eso ponemos L: [ — g y
consideramos = € Ay y := f(z). Se sigue que

L(y) =y —9(y) = f9(¥)) —9(y) = (f = D(g(y)) = =K (9(y)),
y por lo tanto que L(B) = —K(A). En seguida, L también es compacta. O
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4.32 Teorema. Sean F un subespacio cerrado de E, @ C E abierto y acotado, K €
KL F) yy € F tales que (f,Qy) € Ag para f = I — K. Ponemos ) := QN F.
Entonces (f|ar, ' y) € Ar y

degE(fa Qv y) = degF(f‘W? Qla y)

Demostracion. Sea K, € F(Q, F) una aproximacién tal que ||K — K ||o < dist(y, f(99)).

Sea F) un subespacio de F' de dimension finita tal que contenga la imagen de €2 bajo K;
y y. Entonces

deg(f,Q,y) = deg(florz, XN F1,y) = degp(fla, ¥ y)

por la Proposicion 3.36. 0

4.6. Un Ejemplo: Teorema de Existencia de Peano para
EDOs

Sean ) C R¥ abiertoy f: Q — RY continuo. Nos interesa la ecuacién diferencial ordinaria

(4.10) u(t) = f(u(t)).

Una solucién local consiste de un intervalo J C R y una funcién continua u: J — RY que
es diferenciable en el interior de J y que cumple (4.10). Necesariamente u € C*(int J, RY)
si u es una solucién local de (4.10). Decimos que una solucién u pasa por un punto uy € €2
si existe e > 0y u € CY(B.R,RY) que es una solucién de (4.10) y cumple u(0) = ug. Una
solucién es global si esté definida en todo R. De acuerdo, u es una solucién de (4.10) en un
intervalo compacto J = [to, t1] si y sélo si

(4.11) u(t) = up + /t f(u(s))ds para todo t € J.

Demostremos un caso especial del teorema de Peano:

4.33 Teorema. Supongamos que Q = RN y que existe a > 0 tal que |f(u)] < a(l + |u)
para todo u € RY. Sean ug € RY y J un intervalo compacto que contiene 0. Entonces
existe una solucion de (4.10) definida en J que pasa por ug.

Demostracion. Sea J = [t1,t3]. Primero busquemos una solucién en [0,t5], E :=
C([0, 5], RY). Definimos K: E — E por

K (u)(t) := ug +/0 f(u(s))ds.
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Primero demostremos que K es continuo, agarrando una sucesion u,, — v en F. Existe
r > 0 tal que (u,) C B, E. Sea ¢ > 0. Como f es continuo uniformemente en subconjuntos
compactos, existe § > 0 tal que

Yo,w € B,RY : (juv—w| <0 = |f(v) — f(w)] < e).

Ademaés existe ng tal que
VY > no: i, — e < 0.

En seguida,
Vn >mng Vs € J: |f(un(s)) — f(u(s))]| <e,

y luego para todon >ngyteJ

K (un)(t) — K (u)(t)] < /0 | f(un(s)) — f(u(s))|ds
< /tads = te < tye.

Eso dice que || K (u,) — K(u)||e < toe para todo n > ng, es decir, K(u,) — K(u) en E.
La Tarea 10, N° 20, dice que K es completamente continuo.
Por la ecuacién (4.11) es suficiente buscar un punto fijo de K. Sean A € [0,1] yu € E
una solucién de v = AK (u). Usando la hipdtesis obtenemos para t € J que

t t
(4.12) lu(t)] < |uo| + a/ (14 Ju(s)])ds < 5+ a/ lu(s)|ds =: ¢(1),
0 0
donde denotemos 3 := |ug| + a. En seguida,
(4.13) e(0) =05, @) = alu®)] < ap(i).
Integrando esta desigualdad obtenemos
() (1) N (C) '
log —= = log —= = log v(s)|, = ds < ads < tya,
E 2(0) Clo= f, o) 0 i
es decir

u(t)] < ¢(t) < B =ty

para todo ¢ € [0,t,]. Por tanto u € B, E. Obtenemos que el conjunto
{ue F|3INe[0,1]: u=AK(u)}

es acotado. El Teorema 4.28 dice que K tiene un punto fijo uy en E, una solucion de (4.10)
en [0, t5] con u(0) = uy.
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La misma prueba permite construir una solucién 4, de @ = —f(u) en [0, —t;] tal que
11(0) = uo. Entonces wu;, definida en [¢1, 0] por u(t) := @;(—t), es una solucién de (4.10)
con u1(0) = ug. Claramente

uy(t) t € [t1,0]

ult) = {uz(t) te 0.t

es una funcién continua. Por (4.10) las derivadas de u; y us tienen extensiones continuas a
[t1,0] v [0, £o], respectivamente, que coinciden en 0. Por tanto, u € C(J,RY)NC(int J, RY)
es una solucién de (4.10) pasando por wug. O

4.7. El Grado de un Operador Lineal

Calculemos el grado de I — K cuando K es un operador completamente continuo lineal tal
que I — K es un isomorfismo, porque ese caso es importante en aplicaciones.

4.34 Definicién. Un operador lineal completamente continuo se llama un operador lineal
compacto. Denotemos por L.(E, F') los operadores lineales y completamente continuos entre
espacios normados F y F'.

Primero mostremos un resultado inspirado por la Proposicién 3.34 sobre el grado de un
producto cartesiano de mapeos:
4.35 Proposicién. Sea K € L.(E) tal que L := [—K es inyectivo. Sean E;, 1 =1,2,...,n
subespacios cerrados tales que
E=E
i=1

y K(E;) C E; para todo i. Entonces

deg(L, By,0) = [ [ deg(L|s,, B1E;, 0).
i=1

Demostracion. Por induccién basta demostrar el caso n = 2. Sean P;, @ = 1, 2 proyecciones
complementarias tales que R(P;) = E;. Definamos L, := LP,+ P,y Ly := P+ LP,. Como
E; es invariante bajo L para ¢ = 1,2 se sigue que Loly = L1Ly = L, [ —L; = KP, € L.(F)
vy (I — L;)(E;) C E;. Ademas, L; es inyectivo para i = 1,2. Entonces el Teorema 4.30 del
grado de la composiciéon de operadores y el Teorema 4.32 sobre restriccion a subespacios
implican

2
deg(L, By,0) = deg(La L1, By, 0) = Hdeg(Li> By, 0)

=1

2 2
= Hdeg(LZ E;» BlEZ', 0) = H deg(L|Ez, BlEi, 0)
=1

=1
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U

4.36 Recapitulacién. Sean E un espacio de Banach real y L € L£(F) un operador lineal
acotado en E. El conjunto resolvente p(L) de L es el conjunto de valores A € R tal que
Al — L es un mapeo biyectivo. Por el teorema de la aplicacién abierta, (Al — L)™' € L(FE)
en ese caso. El espectro o(L) de L es el complemento de p(L) en R. Siempre se cumple que
o(L) es compacto y contenido en Bjz(0; E). Un A € R tal que N(A\I — L) # {0} es un
valor propio de L.

4.37 Proposicién. Sean E un espacio de Banach de dimension infinita y K € L(E)
compacto. Entonces se cumplen:

(a) o(K) es numerable y contiene 0. Si o(K) es infinito, entonces consiste de 0 y una
sucesion de valores propios que converge a (.

(b) Para todo N € o(K)\{0} existen subespacios cerrados y invariantes N'(A) y R(\)
bajo K tales que E = N'(A\) @ R(A\) y dim(N (X)) < oo. Ademds, o(K|n()) = {A}
y o(Klrpy) = o(K)\{A}. N(X) es el espacio propio generalizado del valor propio .
(M — K): R(A) = R(A\) es un isomorfismo.

(c) Si A\ € o(K)\{0} son distintos, entonces N' () C R(N).

Demostracion. El inciso (a) es estandar y uno lo encuentra en los textos de andlisis funcio-
nal. La idea para el inciso (b) es mostrar como en el caso de dimensién finita que para A €
o(K)\{0} existen k(\), £(\) € N minimales tales que N (A — K)F¥N) = N (A — K )M+
y R(A — K)N) = R((M — K)*N+1). Luego se sigue que k(\) = £(\). Uno define
NQ) == N((A — K)¥V) y R(\) := R((M — K)*¥WN) y demuestra las propiedades faltan-
tes.

Para mostrar (c) sean A, u € o(K)\{0} distintos y sea x € N'(u). Por la descomposicién
E = N()\) ® R()\) existen tnicos elementos y € N(\) y 2 € R()) tales que z = y + 2.
Ponemos L := (ul — K)*®. Entonces 0 = Lz = Ly + Lz. Obviamente A ()\) y R(A) son
invariantes bajo L. Eso implica que Ly € N'(X) y Lz € R(\), es decir, Ly = Lz = 0. Como
p es el tnico valor propio de K en N (u), L es inyectivo en N'()), y por tanto y = 0. En
consecuencia, r = z € R(\). O

4.38 Nota. En la proposicién anterior, si A € o(K)\{0}, entonces dim N (AI — K) es la
maultiplicidad geométrica y dim N'(\) la multiplicidad algebrdica de M.

4.39 Nota. Si K € L.(F) y I — K es inyectivo, entonces 1 no es un valor propio de K.
Como todos elementos de o(K) son valores propios, 1 ¢ o(K). Eso implica que I — K es
un isomorfismo.

4.40 Teorema. Sea K € L.(E) tal que I — K es un isomorfismo. Sea m la suma de las
multiplicidades algebraicas de los valores propios A de K tales que A > 1 (ellos coinciden
con los valore propios negativos de I — K). Entonces

deg(l — K, B1,0) = (—=1)™.
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Demostracion. Por la Proposicién 4.37(a) solo existe un nimero finito Ay, Ag, ..., A\, de
valores propios de K mayores de 1. Segun la Proposicién 4.37(b) formamos los espacios
N(N\) vy R(\;) vy denotamos

-N:EBNW> y  Ri=[1RMN).

Mostremos primero que
(4.14) E=N&R.

Como R C R()\;) para todo i, RNN = {0}. Si x € E, existen z; € N(\), y; € R(\)
tales que z = x; +y; para todo i = 1,2,...,n. Usando Proposicion 4.37(c) obtenemos para
algin k € {1,2,...,n}:

x—ixi:x—xk—in:yk—ZaziE”R()\k)QR.
i=1

i#k i#£k

Esos dos hechos comprueban (4.14).
Ponemos L := I — K. Como los espacios N'()\;) y R()\;) son invariantes bajo K, la
Proposiciéon 4.35 implica

(4.15) deg(L, B1,0) = deg(L|y, B1 NN, 0)deg(L|gr, Bi N R,0).

Definimos la homotopia H(t,z) := tKx, un operador compacto en By. Sit € [0,1] y
r € R\{0} cumplen h(t,z) := I — H(t,x) = 0, entonces tKx = z. En seguida, ¢ # 0
y 1/t > 1 es un valor propio de K. Como I — K es un isomorfismo, 1 no es un valor
propio de K, es decir, 1/t > 1. Pero K|r no tiene valores propios mayores que 1, por la
Proposicion 4.37(b), una contradiccién. Entonces h es una homotopia admisible para L|z
y se sigue que

(4.16) deg(L|r, B1NR,0) = deg(I, By NR,0) = 1.

La restriccién K|y tiene espectro {Aq, Aa, ..., Ay} C (1,00), es decir, L|y tiene espectro
{1—=X,1=Xg,...,1=X,} C (—00,0). Como dim N = m, se tiene por la Proposicién 3.34
que

(4.17) deg(L|y, BiNN,0) = (=1)™.

Juntar las ecuaciones (4.15)—(4.17) concluye la demostracién. O
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4.8. El indice de un Cero Aislado

Muchas veces es conveniente suponer que sélo existe un nimero finito de soluciones y luego
usar la aditividad del grado para mostrar multiplicidad de soluciones. En esto la siguiente
nocioén facilita el procedimiento:

4.41 Definicién. Sean E un espacio de Banach, x € E, 2 C F una vecindad de = y
K: Q — E completamente continuo. Sea x el tinico cero de [ — K en (). Entonces el indice
de I — K en x (o el indice de punto fijo de K en x) es el nimero entero ind(K, z) := deg(I —
K, B,(z),0), donde B,(z) C Q. Esta definicién no depende de r para r suficientemente
chico, por la propiedad (D2).

Daremos algunas situaciones donde se puede calcular ese indice.

4.42 Lema. Sean E, F espacios de Banach, 2 C E abierto y K: Q — F completamente
continuo y Frechet diferenciable en un x € Q. Entonces DK (z) € L.(E, F).

Demostracion. Ponemos
w(y) == K(z +y) — K(x) — DK(x)y.

La diferenciabilidad de K en x dice que w(y)/||y|| — 0 cuando |[|y|| — 0.

Basta mostrar que DK (x)(B1 E) es relativamente compacta. Sea (y,) C B E una suce-
sién. Por contradiccion supongamos que (DK (m)yn) no tenga subsucesién convergente, es
decir, que exista € > 0 tal que |DK(x)(ym — yn)|| > € para todo m,n € N. Existe p > 0
tal que B,(z; E) C Qy ||w(y)|| <ellyll/4 para todo y € B,E. Entonces

K (2 + pym) — K (2 + pyn)|| = |pDE(2)(Ym — Yn) + @ (pYm) — w(oyn)|l

> plIDK(2)(Ym — Yn) |l = lw(pym)l| = llw(pya)ll = pe/2 >0

para todo m,n € N. En consecuencia, (K (x+1y,)) tampoco tiene subsucesion convergente,
en contradiccién a que K es completamente continua. U

4.43 Proposicion. En la situacion de la Definicion 4.41 sea K Frechet diferenciable en
x tal que I — DK (x) es inyectiva. Entonces

ind(K, z) = deg({ — DK (), By, 0).
Particularmente, |ind(K, z)| = 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z = 0. Definimos
H(t,x) .= (1 —t)K(z) + tDK(0)z para (t,x) € [0,1] x Q. Entonces H es completamente
continua. Mostremos que Ir — H es admisible en una bola B, suficintemente chica. Si no
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fuera cierto, existirian sucesiones (¢,,) C [0,1] y z,, — 0 en E tales que H(t,,z,) = x, para
todo n. Se sigue que

Tn, (1 —t,)(K(z,) —DK(0)x,)

= —0 cuando n — oo.
(||| |||

(I —DK(0))

Eso implica que 0 € (I — DK (0)). Por la compacidad de DK (0) 0 es un valor propio
de I — DK(0), una contradiccién con que I — DK (0) es inyectivo. Eso muestra que existe

r > 0 tal que deg(/ — K, B,,0) = deg(I — DK (0), B,,0) = deg(I — DK (0), B1,0). O

4.44 Nota. Sin suponer la inyectividad de la derivada la proposicion anterior no es cierta.
Par ver eso, considerar F := Ry K(x) := x — 2. Entonces 0 es el tinico punto fijo de K
pero ind(K,0) = deg(id — K, By,0) = 0, ya que la funcion (id — K)(x) = z* es positiva en
—1y 1. Aqui id — DK (0) = 0 no es inyectivo.
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5. Aplicaciones a Ecuaciones Diferenciales
Parciales

5.1. Espacios de Holder

Ny € NI es un multiindice con orden

N
uly = Zﬂk-
k=1

Un elemento p = (b, pu?,... 1

Escribimos v
o = H ol .
k=1
Definimos
C*(Q,RM) := {u € C*(Q,RM) | 9"u tiene extensién continua a Q si |ul; < k}.

Sean u: Q — RM una aplicacién y « € (0, 1]. Denotemos

[u] = sup ’u(x) B u(?/)‘
z,y€Q |'T - y|a
T#Y

Si [u]s < 0o, entonces u es Holder continuo con exponente «. Definimos los espacios
CO(QRM) = {u: Q= RM | [u]y < 0}
y, para k € Ny,
CH(Q,RM) = {u € CF(Q,RM) | 0"u € C**(Q,RM) si |u|; =k }.

Con las normas

lulls == Y 10"l

|l <k

lullka = llulle + ) [0*ula

Il =k

para los espacios C*(Q,RM) y C%*(Q, RM), respectivamente, estos espacios son de Banach.
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5.1 Definiciéon. El dominio Q2 tiene frontera lisa si se cumple lo siguiente: Sea = € 0f2.
Entonces existe una vecindad U de x en RY y una funcién f € C°°(U) tal que 0 es un
valor regular de f (es decir, Vf(y) #0siy € f71(0)) y

QNU = f((~o0,0))
oNNU = fH0).

Si v € C([0, 1], RY) entonces la longitud de v es el numero

o= [ @l

Desde aqui siempre supongamos que ) tiene frontera lisa. Ademas, — siempre indica
una inyeccién lineal continua de espacios normados.

5.2 Lema. C'(Q,RM) — COL(Q,RM),

Demostracion. Nos restringimos en la demostracion al caso M = 1, el caso general siendo
similar. Para z,y € Q, z # vy, sea I',,, el conjunto de caminos v € C'([0,1],RY) de z a y
tal que 7((0,1)) € Q. Como 2 es conexo y tiene frontera lisa,

1<A:= sup inf ]
z,yeq, V€ 2y |ZL’ - y|
xFy

< 00.

Sea u € C*(Q). Para z,y € Q, x # y escogemos vy € I',, tal que |y| < (A + 1)z — y|.
Tal v existe por la definiciéon de A. Como

) =) = [ Vuai) A0,
obtenemos
|u(z) —u(y)| < /01|Vu(7(t)) (@O dt < [[IVulllso|y] < [IVulfloo(A + 1)z —y].
Como z # y fueron arbitrarios, eso demuestra que [u]; < |||Vul|loo(A + 1), es decir, u €

co(Q).
Observemos que

N 1/2 N 12 N
51 Vel =swp(SoueR) < (Sloulk ) < Sloul

r i=1 i=1 i=1
Entonces |lullon = [Jullec + [ul1 < (A + 1)flull1, es decir, la inyeccién CHQ,RM) —
CO1(Q,RM) es continua. O
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5.3 Lema. Sea (u,) C C*(Q) tal que u, — u en C’O(g) y O, — v; en C°(Q) para todo
i=1,2,...,N. Entonces u € C'(Q) y u, = u en C(Q).

Demostracion. Agarramos z € Q y fijamos ¢ € {1,2,...,N }. Sea ¢ > 0 tan chico que
x +te; € Q para todo t € J := [—¢,¢]. Definimos f,, f,g: J — R por f,(t) := u,(z + te;),
f(t) :=u(z+te;) y g(t) := v(x + te;). Observamos que f!(t) = dyu,(x + te;). En seguida,
fo— fy f,— gen C(J). Por un teorema de Calculo eso implica que f € C*(J)y f' = g.
Entonces existe d;u(z) = f'(0) = ¢g(0) = v;(z) y converge dyu,(xr) — du(x). Variando

sobre x € Q y todas direcciones i, obtenemos que u € C'(Q) y que u, = wen C'(Q). O

5.4 Proposicién. Sik,l € Ng ya, 8 € (0,1] cumplen I+3 > k+a, entonces CHB(Q,RM) C
Crke(Q,RM) con inyeccion completamente continua.

Demostracion. Supongamos M = 1, el caso general siendo similar. Como | — | < 1, se
cumple que [ > k. Primero trataremos el caso k = [ por induccién sobre k. Se cumple que
b > a.

Sea k = 0. Si u € C*#(Q), entonces para z,y € Q con x # y se tiene

ulzr)—u - : 0)s—«
P =50 < fafale = 7 < o diam(@P

Por lo tanto, u € C%*(Q),
lullo.o < (1 + diam(§2)"=*)]lullo,s

y luego CO#(Q) — C%(Q).
Si (u,) € C%¥(Q) es acotada, entonces existe A > 0 tal que

llunllog <A para todo n.
Se tiene que
(5.2) [n(2) = un(y)l < Alz —y|?,  para todo z,y € O,

es decir, (u,) es equicontinua. Por el Teorema 4.8 (u,) converge en C(Q2) a un u € C(Q)
después de pasar a una subsucesién. Dejando n — oo en (5.2) obtenemos

(5.3) un () — un(y)| < Az — y|? para todo x,y € Q.

Demostremos que u, — u en C%*(Q). Por contradiccién, supongamos que u, /4 u en
C%(Q). Como u,, — u en C°(Q), existe € > 0 tal que, pasando a una subsucesion,

[un, — u]y > 2¢ para todo n.
Por lo tanto, existen sucesiones (z,), (y,) C € tales que

|un(20) — w(xn) = (Un(yn) = uya))l
’xn - yn|a -

(5.4)
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Otra vez usando que u, — u en C°(Q) obtenemos que |z, — y,| — 0 cuando n — oo,
porque el enumerador de la fraccién en (5.4) tiende a 0. En seguida, (5.2) y (5.3) implican

|Un(ZL’n) - U(ﬂ(;) : ;Ur’Liyn) — u(yn))| < 2A\xn _ '!/n’ﬁia -0

cuando n — oo. jContradiccién a (5.4)! Entonces u, — u en C%(Q), es decir, C*#(Q) —
C%*(Q) es completamente continua.
En el segundo paso, demostremos la inducciéon k — k + 1. Sea u € C**14(Q). Entonces

para todo multiindice y del orden k + 1, tenemos que 9*u € C**(Q) € C**(9), es decir,
u € CH1(Q). Ademas,

el = llulle + > 10" ulloq

|1 =k+1
< Jluflx+ (1 + diam(Q)°™) > [10*ullo,s
lul1=Fk+1
< (1 + diam ()" [l 1,6,
es decir, C*18(Q) — CF1o(Q).

Supongamos que (u,) € CH18(Q) es acotada. Fijamos i € {1,2,..., N }. Entonces d;u,,
es acotada en C*#(Q)) porque

10:tnllg = 10sunlle + D [0*0uals < Junlliss + D [0*unls = Juallisss.

lnli=Fk |1 =k+1

Por la hipétesis de la induccién podemos pasar a una subsucesion tal que O;u, — v; en
C*(Q). Por otro lado, (u,) es acotada en C'(Q) y luego en C%*(Q) por el Lema 5.2. La
primera parte da que, pasando a una subsucesién, u, — u en C°(Q). Como du, — v; en
C°(QQ) para todo i, el Lema 5.3 implica que v € C*(Q) y que d;u = v;. Eso demuestra que
u, — u en CF12(Q).

Finalmente, consideramos el caso [ > k. Por los resultados anteriores y por el Lema 5.2
tenemos

CHP(Q) — CYP2(Q) — CY(Q) — CF(Q) — CF(Q) — CF(Q)

donde la primera inyeccion es completamente continua. 0

5.2. Problemas con Valores en la Frontera

En esta secciéon sean M, N € Ny Q@ C RN un dominio acotado.
Nos interesa encontrar soluciones u € C%%(€Q) del problema eliptico de Dirichlet con
A>0:

(5.5) {_Mx) Fxu(e) = f(eu(e)  weQ

u(z) =0 x € 0N0.
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Para la aplicacion del grado de Leray-Schauder primero necesitamos algunos espacios de
funciones y resultados sobre el problema lineal relacionado.
El problema lineal relacionado con (5.5) es

(5.6)

—Au(z) + Au(z) = g(z) x €
u(z) =0 x € 09,

donde A € R. Existe un conjunto ¥ C R (el espectro de —A respecto a condiciones de

Dirichlet en la frontera) tal que si A € R\X y a € (0,1], entonces para todo g € C**(1)
existe precisamente un funcion Lg € C**(2) que es una solucién de (5.6). Ademas,

(5.7) L= (A+))""eL(C™Q),C*Q)),

es decir, L es un operador lineal acotado (i.e. continuo) entre C%*(Q) y C>%(Q). También
existe C' = C(£, a) tal que

(5.8) IZgllcra@y < Cllglle  para todo g € C*(9).

Estos hechos estan demostrados por ejemplos en [7], Teoremas 6.14, 6.15, la nota antes
de la seccion 6.4 y Teorema 9.14, con p > N y encajes de Morrey.
5.3. Una Aplicacion de Cotas A Periori

Sean A € R\Y, a € (0,1],C; >0, 7€ [0,1) y f: © x R — R tales que

(5.9) f es Hoélder continuo con exponente a en subconjuntos compactos de Q x R
y
(5.10) |f(z,u)| < CL(1+ |ul”) para todo (z,u) € Q x R.

5.5 Teorema. Bajo las condiciones (5.9) y (5.10) la Ecuacion (5.5) tiene una solucién
u € C?*(Q).

Demostracion. Denotemos
A(R) == HfHCO’a(ﬁxERR)'
Ponemos E := C%!(Q). Para u € E definimos F(u): Q — R por
F(u)(z) = f(z, u(z)).
Primero demostremos que

(5.11) F: E— C"(Q), F(A) es acotado en C**(Q) si A C E es acotado.
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Sea u € E. Denotemos R := |luz. Entonces F(u) € C(Q) y ||[F(u)]|o < A(R). Existen
constantes C, que solamente dependen de R y «, tales que

S, u(@)) = [y, uly))]

=

£

Q)
I
o

/\
I

< AR)|(z,u(z)) — (v, u(y))]”
< C(lz =yl + |u(z) — u(y)])*
< Clz =yl + llullglz — y)*
< Clz —y|*™

Eso prueba (5.11).
Definimos K: F — E por K := Lo F. Entonces tenemos la cadena de aplicaciones

(5.12) EL ot L oo 02 F

A parte de F' todas estas aplicaciones son continuas, y las ultimas dos son completamente
continuas, por la Proposicion 5.4. Como F'y L mandan conjuntos acotados a conjuntos
acotados

(5.13) K manda subconjuntos acotados de E a subconjuntos precompactos de E.

Demostremos que K es continuo. Supongamos que u, — u en F. Supongamos por
contradiccién que K (u,) /4 K(u). Pasando a una subsucesion, podemos suponer que existe
e > 0 tal que

(5.14) | K (u,) — K(u)||g > € para todo n.

Notamos que (LF(u,)) es acotado en C>*(Q) por (5.11) y (5.7). Por la Proposicién 5.4
(LF(uy)) es precompacto en C*(R). Por tanto, pasando a una subsucesién podemos supo-
ner que v, := LF(u,) — v en C?(Q). Fijando x € Q obtenemos

—Av,(z) + Aoy (z) = —Av(x) + Mo(z).
Por otro lado, como wu,, — u en E la propiedad (5.9) implica que

Fun)(x) = f(z, un(z)) = f(2,u(z)) = F(u)(z).

Observando que para todo n se cumple F'(u,,) = —Aw,+ v, se sigue que F(u) = —Av+Av,
es decir, LF(u) = v. Eso demuestra que K(u,) — K(u) en E para esta subsucesion,
contradiciendo (5.14). Hemos probado la continuidad de K, de donde obtenemos con (5.13)
que K es completamente continuo.

Encontrar una solucién de (5.5) es equivalente a encontrar un punto fijo de K:

(A +Nu= f(r,u) & u=(—A+\)""F(u) = K(u).
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Apliquemos el Teorema de Schéafer, Teorema 4.28. Primero necesitamos una cota a priori
de una funciéon u que cumple u = sK(u) para un s € [0, 1]. Tal u es una solucién de

: u(z) =0 x € 0N.
Por (5.8)
Cy = ||L]| (o @),c0@)

estd bien definido. Usando que v € [0, 1), definimos
Cy:=max{t >0t < C1Cy(1 +t")} < 0.
Por (5.15) tenemos u = sLF(u) y luego
[ulloe < CollF(u)lloc < CLCo(1 + [lullL,)-

La definicién de C3 implica que [|u|l» < Cs. En seguida, [|[F(u)|e < Cy := C1(1 4 C3).
Usando esta cota (5.8) implica que existe una constante Cj que solamente depende de «,
Q y de Cy tal que ||ull1.o < Cs. Por lo tanto, la inyeccién continua C1%(Q) — E implica
una cota a priori de ||u||g para toda solucién u de (5.15) con s € [0,1]. Finalmente, el
Teorema 4.28 dice que existe un punto fijo de K, es decir una solucién de (5.5). 0
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6. Temas Avanzados

Mostraremos aqui que si un campo vectorial es el gradiente de un funcional diferenciable,
esa informacion puede ser utilizada para calcular el grado o el indice en ciertas situaciones.

6.1. Analisis en espacios de Banach

Sea en esta seccién E un espacio de Hilbert real con producto escalar (-,-). Para U C FE
abierto consideramos funcionales ®: U — R que son diferenciables continuamente. Eso
significa que para todo = € U existe la derivada de Frechet de ® en = y que el mapeo

D®: U — E* := L(E,R) es continuo. Un x € U es un punto critico de ® si D®(z) = 0.

6.1 Definicién. El gradiente de ® es el tinico mapeo V&: U — E (dado por el Teorema
de Riesz) tal que
D&(z)[y] = (Ve(x), y)

paratodox € Uy y € L.

6.2 Nota. La continuidad de D® es equivalente a la continuidad de V& ya que el mapeo
E* — FE dado por el teorema de Riesz es un isomorfismo lineal isométrico.

6.3 Lema. Cada extremo local de ® es un punto critico de .

Demostracion. Sea xrg € U un minimo local de ®. Supongamos por contradiccién que
D®(zp) # 0 y pongamos v := V®(xg)/||VP(z0)||. En consecuencia,

O(zg — tv) — ()

O(xg — tv) — () n (VO (), tv)
t

t t
O(xg — tv) — O(xg) — DP(x0) [t

- — 0
t

+ [[V®(zo)| =

cuando t — 0. Por otro lado,

O(xg — tv) — D(xp)

t + V@) 2 V(o) > 0

para t > 0 chico, una contradiccion. La demostracion para un maximo de ¢ es analoga. [

Consideraremos funcionales tales que V& = I — K donde K es completamente continuo,

el gradiente de un funcional U: U — R. En ese caso resulta que ®(z) = $|z||> — ¥(z).
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Recordemos que una sucesion (x,) C E converge débilmente a x € FE, en simbolos
T, — x, si
(Tn,y) — (2, ) cuando n — oo, para todo y € E.

En un espacio de dimension finita, convergencia débil y convergencia en norma son equi-
valentes. La parte W tiene una propiedad importante al respecto:

6.4 Lema. Sea V: U — R diferenciable continuamente tal que VWV es un operador com-
pletamente continuo. Entonces V(x,) — V(z*) si x, — x* en E. En otras palabras, ¥ es
continua débilmente en sucesiones.

Demostracion. Sea x, — z* en U. Por los teoremas de Riesz y de la acotaciéon uniforme la
sucesion (z,) es acotada. Supongamos por contradiccion que ¥(z,) 4 V(z*). Pasando a
una subsucesion podemos suponer que existe € > 0 tal que

(6.1) |U(z,) — V(z*)| >e  paratodon e N.

Como WV es diferenciable continuamente, el teorema fundamental del calculo y el teorema
del valor intermedio implican

U(a,) — U(z) _/0 DUz + s(z0 — o)) [ — 2] ds

= /0 (VU(z* + s(x, — %)), z, — ") ds
= (VU (2" + s,(x, — %)), 2, — 27,

donde s, € [0,1]. Usemos que V¥ es completamente continua: Pasando a una subsucesién
podemos suponer que y, := VU(z* + s,(x, — x*)) converge a y en E. Se sigue que

(W (zn) = (") = [(Yn, 7 — 27)]|
< (yn =y —27)| + [y, 20 — 27)
< Ny = yll Nl — 2™ 4 [(y, 2 — 27)]
— 0,

ya que y, — vy, (z, —2*) queda acotada y z,, — x*. Esto es una contradicciéon a (6.1). O

Para aplicar métodos variacionales se considera el flujo gradiente generado por la si-
guiente ecuacién ordinaria en E:

(6.2) 0= Vo(u).

Si @ solo es diferenciable continuamente, no es cierto en general que esa ecuacién tiene
soluciones tnicas, un hecho necesario para mostrar la existencia de un flujo continuo. La
unicidad de soluciones usualmente se obtiene de una condiciéon de Lipschitz en el lado
derecho de la ecuaciéon ordinaria. La técnica para resolver ese problema es aproximar el
gradiente de ® por un campo vectorial en E que es Lipschitz continuo:
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6.5 Lema. Sean X,Y espacios de Banach, U C X abierto y f: U — Y continuo. Para
todo € > 0 existe f.: U — Y localmente Lipschitz continuo tal que ||f — fello < € ¥

f(U) C conv(f(U)).

Demostracion. Definimos los conjuntos U(z) := {y € U | ||f(z) — f(y)|| < ¢/2}. Ellos
forman una cubierta abierta de U. Como U es paracompacto, existe un refinamiento abierto
y localmente finito {V)} ea. Construimos una particién de uno como en la demostracion
de la Proposicién 4.18:

dist(x, OV}) six € Vy,
pa(x) = .
0 six e U\Vj,

. pa()
Wale) = ZueA 90/1(93)'

Como la distancia es una funciéon Lipschitz continua, también ¢, y ¥, son funciones local-
mente Lipschitz continuas.
Para cada A € A escogemos a, € V), usando el axioma de seleccién, y definimos

fe(@) = Z Ua(@) f(an)-

AEA

Obviamente f.(U) C conv(f(U)). Localmente f. es la suma finita de funciones Lipschitz
continuas; por consiguiente, f. es localmente Lipschitz continua. Si x € V), entonces existe
xo € U tal que V), C U(zy) y luego

1f () = flall < [1f (2) = flzo)ll + £ (x0) = flax)l| <e.

En seguida,
Ua(z) || f(2) — flan) | < a(z)e para todo x € U, X € A.

Eso implica para z € U que

1) — £@ =[S @) () - f(ax))H
AEA
< S @) - Fla)l < 3 ea)e =<
AEA AEA
es decir, ||f — folo < e O

6.6 Recapitulacién. Sean X un espacio de Banach, U C X abierta, f: U — X lo-
calmente Lipschitz continua tal que imagenes de conjuntos acotados bajo f son acota-
dos. Entonces para todo x € U existen T (x), T (z) € (0,00] maximales y, escribiendo
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J (a:) = (=T (x),T*(x)), una solucién continuamente diferenciable y localmente tnica
J(x) — U de la ecuacion ordinaria
(6.3) a(t) = fu(t),  u(0) =z
Las aplicaciones T%: U — (0,00] son semicontinuas por debajo. Si T < oo, entonces
o bien limy 7+ _[|u(t)|| = oo o bien liminf, 7+ )_ dist(u(t),0U) = 0. Un enunciado
analogo es merto para 7'~ (z).
Definimos

D:={(t,x) eRxU|te J(x)};

entonces D es abierto. Escribimos ¢!(z) := ¢(t,x) := u(t) si (t,x) € Dy u es la solucién
de (6.3). Entonces ¢ es localmente Lipschitz continua y continuamente diferenciable en ¢.
Ademas, si (s, x), (s +t,x) € D, entonces (t,¢*(x)) € Dy

(6.4) o' (0 (x)) = ¢ (x).

La funcién ¢ es el flujo (local) generado por la ecuacién diferencial ordinaria (6.3). Para
estos hechos ver [2].

6.7 Recapitulacidon. Sean X un espacio de Banach, a < by f: [a,b] — X continua.
Entonces existe un y sélo un elemento y € X tal que

b
(6.5) Ay = / Af(s)ds para todo A € X™.
Llamaremos a ese y la integral de f sobre [a,b] y escribiremos

[ reras =y,

La integral de tal funcién f estd caracterizada completamente por (6.5). Se cumplen

b b
(6.6) fs)as) < [ 7)) s
y, sia <b,
(6.7) ﬁ / £(s)ds € conv(([a, B])).

Si A € L(X), entonces

(6.8) A/abf(s) ds — /abAf(s) ds

Para estos hechos, ver por ejemplo [13], “Vector valued integration”:

38



El Grado Topoldgico 2011-2 6. Temas Avanzados

6.8 Recapitulacion. Si X es un espacio de Banach y A € £(X), entonces se define la

exponencial de A mediante
oo

1
et = —A".
n!
n=0
La serie converge porque

nlA’“<n1A’“<n1A’“
S0 At < S0 A < 3 Al
k=m k=m k=m

implica que la sucesion de sumas parciales es una sucesiéon de Cauchy en X y por la
completez de X. Para A, B € £(X) se cumple la identidad funcional

(6.9) B — ¢feB = eBet  siempre cuando AB = BA.

Ella implica que t — e es diferenciable y que

d
_etA _ AetA — etAA.

(6.10) =

estos hechos estan mostrados en [13].

6.9 Lema (La férmula de variacion de parametros). Sean X un espacio de Banach, A €
L(X), U C X abierto y g: U — X localmente Lipschitz continua. Si x € U y si u es la
solucion de

(6.11) U= Au+ g(u), u(0) = =,
entonces
t
(6.12) u(t) = e +/ =9 g(u(s)) ds
0

para todo t € J(x).

Demostracion. Calculamos

%e(t_smu(s) = —Aet=9)4y(s) + elt=94 (Au(s) + g(u(s))) = et=4g(u(s))

para s € [0,t]. Se sigue que

¢ t
u(t) — ez = ety (1) — et (0) = / die(t_s)Au(s) = / et=94g(u(s)) ds.
o ds 0
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6.2. El Indice en un minimo local

En esta seccion sean E un espacio de Hilbert real, U C E abierto y ®: U — R diferenciable
continuamente. Supongamos también que f := V® = I — F con un operador no lineal
F: U — E completamente continuo. Escribimos para ¢ < d:

' ={recU|®x)<d}
Pt = {2z cU|d(z)<d}
O, :={zeU|P(z)>c}
d?:= N P,

6.10 Teorema. Sean oo < 3, r > 0 y 2o € U dados tales que V := & es acotado, V C U,

(6.13) d* C B,(z9) CV
Y
(6.14) f(x)#0  para todo x € P,

Entonces deg(V®,V,0) = 1.

Demostracion. Intersectando U con una bola abierta que contiene V podemos suponer que
U es acotado, asi que F'(U) es compacto relativamente.
Primero demostremos que

(6.15) P =V.

La inclusién V C ®° se sigue trivialmente de la continuidad de ®. Como PP = V', basta
demostrar que ®1(3) C V para la inclusién inversa. Si x € U\V fuera tal que ®(z) = 3,
entonces x seria un minimo local de . Por el Lema 6.3 ese x seria un punto critico de P,
contradiciendo la condicién (6.14). Eso comprueba (6.15).

Ponemos p := inf{||f(x)| | ®(z) € [a, ]} y demostremos que p > 0. Si eso no fuera
cierto, existirfa una sucesién (z,,) C ®% tal que || f(z,)|| = 0. Pasando a una subsucesion,
F(z,) seria convergente, y como z,, = f(x,) + F(z,), también (z,) seria convergente con
limite #* € E. Por (6.15) (z,) € V y luego también 2* € V C U. Por continuidad,
O(2*) € [o, B] v f(2*) =0, en contradiccién con (6.14).

Usando el Lema 6.5 encontramos G: U — FE localmente Lipschitz continua tal que
|IF'— Gl < p/2y G(U) C conv(F(U)). El Corolario 4.6 y la completez de E implican
que conv(F(U)) es relativamente compacta, es decir, G es compacta. Poniendo g := I — G
se tiene que g es localmente Lipschitz continua. Por (6.15) se cumple que

(6.16) oV =d71(B)
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y luego inf eov || f|| > p. La homotopia lineal de f a g es admisible, y por consiguiente

(6.17) deg(f,V,0) = deg(g,V,0).
Sea ¢ el flujo generado por la ecuacién ordinaria & = —g(u) en U. Tomando en cuenta
que e'! = e!'I la férmula de variacién de pardmetros (6.12) dice que

o'(z) =e 'z +/0 e G (2)) ds

si (t,z) € D. Escribiendo
t
Ki(x) := K(t,z) ::/ *G(¢°(z)) ds para (t,x) € D
0

esa formula se traduce a
(6.18) o' (z) = e (z + Ki(x)) para (t,z) € D.

Mostremos que el mapeo L: D — E, dado por

K(t,x)/t t#0,
L(t,z) = {G(w) =0,

es completamente continuo. Para mostrar la compacidad sea (t,,x,) C D una sucesién
acotada. Si existe una subsucesion tal que ¢, = 0 para todo n, la compacidad de G da el
resultado. Supondremos que t,, # 0. Como G es compacta en U,

A1 = {GSG(@S(I‘n)) | n e N7 s € [07tn]}

es relativamente compacto. La identidad (6.7) implica que L(t,,x,) € conv(A;), conv(A;)
siendo relativamente compacto por la Proposicion 4.6. En seguida, L(t,,z,) tiene una
subsucesion convergente. Eso muestra que L manda conjuntos acotados a conjuntos rela-
tivamente compactos.

Por la continuidad de ¢ y la identidad (6.18) K es continua. Por consiguiente, basta
mostrar la continuidad de L en puntos (0,2) donde z € U. Sea entonces (t,,x,) una
sucesion en D tal que t, — 0y x, — x*, para un z* € U. Por la continuidad de G
podemos suponer que t,, # 0 para todo n. Como D es abierto en R x F, existe r > 0 tal
que Ay := B,R x B,(2*; E) C D. Supongamos que (t,,r,) C A,, quitando un ntimero
finito de elementos de la sucesion. Como el mapeo G o ¢ es localmente Lipschitz continuo
en D, G o ¢ es Lipschitz continuo en el subconjunto compacto B,R x M de A,, donde
M = {z,}nen U {z*}. Existe C' > 0 tal que

(6.19) G(¢*(2)) = G(' W) < CIs—t|+]lz—yl)  paratodo st € B,R, z,y € M.
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En seguida,

tn

1 /0 "o [Gle(an)) - G(x)] ds

-1
(Ita] + [l = 2[) = 0

n

<0
i =

cuando n — o0o. Con esta informacion podemos calcular
1 [
Lltw,) = 0.0°) = = [ Gl () = Gl)] ds
eln — 1
:—/ )—G(m)}ds%—( —1) G(x)

cuando n — oo. Eso termina la demostracion de que L es completamente continuo. Note-
mos que K (t,x) =tL(t,z) implica que también K es completamente continuo en D.
Para todo z € ®¢ se cumple

(f(x), g(x)) = (f(x), f(z) + F(x) = G(x))
If@)I* + (f(2), F(x) — G(x))
I/

(
F@IP = f @) IF(x) = G(2)]|
2/9.

>
>p
Eso implica que
(6.20) %‘P(@t(w)) = DO(¢'(2))[~9(¢'(2)] = —(f(¥'(2)), 9(¢'(x)) < —p*/2 <0

si @'(x) € B2, es decir, el mapeo t — ®(p!(z)) es estrictamente decreciente cerca de t tal
que () € ®F.
Mostremos que

(6.21) O(p'(zx)) < ®(x) sized? tec(0,TF(x)).

Si no fuera cierto, existirfan x € ®5 y t € (0,7"(z)) tales que ®(¢(z)) > ®(x). Notemos
que d(p'(x)) < ®(x) para t > 0 chico por (6.20). Por la continuidad del mapeo s
O(p*(x)) existiria

t* :=min{s € (0,T"(x)) | D(p°(z)) > ®(x)} > 0.

Seguirfa que ®(p*(2)) < ®(z) = ®(¢" (2)) para todo s € (0,t*). Pero s — ®(p*(x)) es
estrictamente decreciente cerca de t*, una contradiccién. Eso muestra (6.21).

Veremos que T (z) = oo para todo z € ®°. Si por contradicciéon T+ (x) < co para un
xr € ®F lim infy 7+ () dist(¢*(x),0U) = 0 por la Recapitulacién 6.6 y porque U es acotado.
Como K es completamente continua, por (6.18) existiria una sucesion t,, — T*(z)— tal que
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@' (x) convergeria a un punto y € OU. Como dist(y, V) > 0, eso dirfa que ¢ (z) € U\V
para n grande. Por (6.15) eso serfa una contradiccién a (6.21).

Definimos ¢, := 2(3 —a)/p* y mostremos, tomando en cuenta que T+ (z) = oo para todo
x € & que

(6.22) (D7) C o para todo t > t.

Siz € ®° yt >ty cumplirfan ®(¢'(z)) > «, entonces por (6.21) tendriamos
©*(z) € ®F para todo s € [0, ¢].

En seguida, (6.20) muestra que

! d

a— B3 < o :od

) ds < —tgp*/2 = a — j,

Cla

una contradiccién. Eso comprueba (6.22).
Definimos la Homotopia

H(t,z) := L(t,x) para (t,7) € [0,to] x V.

et —1

Como L es completamente continua y t/(e" — 1) es continua en R, H es un operador
compacto. Se cumple que Hy = G. Ponemos h = I — H, asi que hy = g. Sea (t,z) €
[0,t0] x OV. Por (6.16) ®(z) = 5. Sit =0, h(0,z) = g(x) # 0 porque (g,V,0) es un triple
admisible. Si ¢t > 0, (6.18) implica

h(t,z) = (t,z) = (x = ¢'(2)).

Como ¢!'(x) # x para todo t > 0y z € ®° por (6.21), también en ese caso se tiene
h(t,z) # 0. En seguida, h es una homotopia admisible y se cumple

(6.23) deg(g,V,0) = deg(hy,, V,0).

et —1 1 —et

Recordemos que & C Er(xo; E) C V. Consideramos la homotopia

k(t,2) = o — (o = tp'(z) — (1 = t)xo)
1 i
=x— 1_—w(te K(to,z) + (1 —t)xzo)

en [0,1] x V. Es obvio de la segunda linea que k tiene la forma Iz — compacto. Tenemos
ko =I—xoy ki = hy,. Si k(t,z) = 0 para (t,x) € [0,1]x IV entonces x—xq = t(¢" (x)—x0).
Por (6.16), (6.22) y (6.13) se tiene que ||¢™(x) —xo|| < r, y por (6.13) otra vez ||z —xo| > r,
una contradiccion. Eso muestra que k£ es admisible y que

(6.24) deg(hy,, V,0) = deg(I — 0, V,0) = deg(I,V,z0) = 1.
La combinacion de (6.17), (6.23) y (6.24) concluye la demostracién. O
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6.11 Corolario. Sea ®: E — R diferenciable continuamente y tal que ®(z) — oo cuando
|z|| = oo (es decir, ® es coercivo). Ademds, supdngase que existe ro > 0 tal que V& (x) # 0
st ||x|| > ro. Entonces existe 1 > 1o tal que deg(V®, B,,0) =1 para todo r > ry.

Demostracion. Seguiremos usando la notacion f = V& = — F y U: EF — R tal que
VU = F. Mostremos que

(6.25) ® manda conjuntos acotados a conjuntos acotados.

Si A C E es acotado, existe p > 0 tal que A C B,. Sea, por contradiccién, (y,) € ®(A) una
sucesién, dada como y,, = ®(x,,) con (z,,) C A, tal que |y,| — oco. Como la sucesiéon (z,,) es
acotada, podemos suponer (pasando a una subsucesion) que (z,,) converge débilmente a un
x* € E. La funcién W es continua débilmente en sucesiones, asi que lim,, o, ¥(x,) = U(z*).
Se sigue que

1 1
limsuply,| < lmsup ( Sllza|* +[¥(z,)] | < 5p* +[¥(2")] < oo,
una contradiccion. B

Pongamos a := sup ®(B,,) + 1 y r; := sup{||z|| | x € ®*}. Entonces o < oo por (6.25),
y r1 < oo porque ® es coercivo. Se sigue que

(6.26) B,, C9*C d* C B,,.

Dado r > ry, fijamos S > sup <I>(§_T), otra vez usando (6.25). Luego V' := <I>5 es acotado,
por la coercividad de @, y ®* C B,, C V. Adem4s, f(z) # 0 en ® C E\®*. Aplica el
Teorema 6.10. U

6.12 Corolario. Sea xq € U un punto critico aislado y al mismo tiempo un minimo local
de ®. Entonces ind(V®, xy) = 1.

Demostracion. Podemos suponer que zq =0, ®(0) =0, U = B,, paraun o > 0, f(x) #0
y ®(x) > 0 para todo x € B,,\{0}. Ademas, se tiene que ¥(0) = 0. Fijamos 1,7 tales
que 0 < 71 < 19 < 19 y pongamos (3 := inf ®(B,,\B,,). Mostremos que 3 > 0. Si no
fuera cierto, existirfa una sucesién (r,) C B,,\B,, tal que ®(z,) — 0. Pasando a una
subsucesion, podriamos suponer que x,, — x*. Por la semicontinuidad débil por debajo de
la norma en E en sucesiones y por la continuidad débil de ¥ en sucesiones, se seguiria que
¥ € B, y 0 < ®(z*) < liminf, . ®(z,) = 0, es decir ®(z*) = 0 y luego z* = 0. Por
otro lado, liminf, ., ®(x,) > r?/2 — lim, o ¥(z,) = r}/2 > 0, una contradiccién. Eso
demuestra § > 0.

Agarramos r € (0,7] tal que B, C ®° y ponemos a := inf ®(B,,\B,)/2. Usamos
U := B,,, asi que V := & C B, . Se sigue que « < 3, VC B,, CU, ® C B, C V.
Ademés, % C B,,\{0}, es decir, f(z) # 0 si x € ®3. Ahora basta aplicar el Teorema 6.10
para obtener

ind(V®,0) = deg(V®P, B,,,0) = deg(VP,V,0) = 1.
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6.3. El indice de un paso de montana

Supongamos en esta seccion que E es un espacio de Hilbert real.

6.13 Recapitulacién. Sean F un espacio de Hilbert y A € L(F) simétrico. Se cumplen
(a) o(4) CR.
(b) (Az,z) € convo(A) para todo z € E tal que ||z]| = 1.

(c) Sean 01,09 C 0(A) subconjuntos ajenos y relativamente abiertos y cerrados en o(A),
tales que o(A) = 01 U 09. Entonces existen subespacios cerrados E; de E que son
invariantes bajo A, tales que £y LFEy, E = E1 & Ey y 0(A|g,) = 0;. Ellos se llaman
los espacios espectrales de o;.

6.14 Recapitulacion. Si &: U — R es continuamente diferenciable dos veces, entonces
|IV®(z)|| = ||D®(x)|| en U, por el teorema de Riesz. La segunda derivada es un operador
bilineal simétrico, y puede ser identificada con la primera derivada de V& segtn

D?®(z)[v, w] = (DV®(x)v, w).
Se tiene
ID*®(x)[| = sup |[D*®(x)[v, w]|
v,weS1E

= sup [(DV®(z)v,w)]|

v,weS1E

= sup [|[DV®(z)v||
veESLE

= [[DV®(z)].

6.15 Recapitulacion. Sea Y un subespacio cerrado del espacio de Banach X. Sean U C X
abierto y f: U — Z continuamente diferenciable, donde Z es otro espacio de Banach. La
derivada parcial Dy f(z) € L(Y,Z) para © € U es la derivada en 0 del mapeo V' — Z,
y — f(x+y), donde V es una vecindad de 0 en Y suficientemente chica tal que x+V C U.

Si X es un espacio de Hilbert y Z = R, entonces el gradiente del mapeo y — f(z + y)
en 0 es PV f(x), donde Py es la proyeccion ortogonal a Y en X, ya que

(PyV f(z),v) = (Vf(z),v) = Df(z)v =Dy f(z)v
para todo v € Y.

Necesitaremos una version extendida del teorema de punto fijo de Banach, donde la
situacion depende de parametros. Sean X,Y espacios métricos no vacios, Y completo,
f: X XY =Y yMel0,1) tales que

d(f(z,yn), f(z,y2)) < Md(yr,y2)  para todo x € X, y1,1y2 €Y.

En esta situacién se dice que f es una contraccion en'Y , uniformemente en X . Escribamos

fo(y) == f(z,y).
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6.16 Proposicion. Si f es una contraccion en'Y , uniformemente en X, y st f(-,y): X —
Y es continua para todo y € Y, entonces existe para todo x € X un y solo un punto fijo
n(x) de f., y el mapeo n es continuo.

Demostracion. Es facil ver que f es un mapeo continuo. Fijemos yy € Y. Para k € Ny
escribimos

ff::fxofxo"'ofx-

Vv
k veces

El teorema de Banach dice que existe el punto fijo tnico n(z) de f, para todo z € X,y
que () = limg_o fF(y0). Ademas se tiene

k

1-M

(6.27) d(n(), £ (yo)) < d(fz(Yo), Yo)-

Sea (x,) C X convergente con limite z*. Ponemos C := sup,cy d(f(zn, y0),yo) < 00,
usando que f es continua. Si € > 0, existe ko tal que CM* /(1 — M) < &/2. Se sigue para
todo n que

d(n(zn),n(z*)) < d(nzn), f22(yo)) + d(f5 (yo), £52 (y0)) + d(f22 (yo), n(z*))
< d(f¥(yo), f22 (o)) + €

es decir, lim,, ., d(n(x,), ( *)) < e por la continuidad de f. Dejando € — 0 implica que
lim,, o0 d(n(z,,), n(x*)) = 0. Eso muestra que 7 es continua. O

Notemos que la Proposicién 3.11 es cierta en espacios normados, es decir, las componentes
conexas y las componentes arcoconexas de un subconjunto abierto 2 de un espacio normado
X coinciden. Ademas, ellas son abiertas en X y cerradas en 2.

6.17 Definiciéon. Sean U C E un subconjunto abierto y ®: U — R continuamente dife-
renciable. Un punto critico ¢y de ® es un punto de tipo paso de montana (PM) si existe
una vecindad abierta V' C U de zq tal que para toda vecindad abierta W C V de zy y para
¢ := ®(xp) el conjunto ¢ N W no es vacio y no es conexo.

6.18 Teorema. Sean U C FE abierto, ®: U — E dos veces continuamente diferenciable tal
que [:=VP=1—F con F € K(U,E). Sea zo € U un punto critico aislado de ® de tipo
(PM). Ademds, sea dim N (D f(xg)) <1 si o(Df(x)) C RY. Entonces ind(f,z) = —1.

6.19 Nota. Cuando ® es tal que sus puntos criticos son soluciones de una ecuacién di-
ferencial (parcial) escalar del orden dos, muchas veces el espacio propio del primer valor
propio de I — DF'(x) tiene dimensién uno. Asi la tltima condicién del teorema es cierta
automaticamente en esos casos.
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Demostracion del Teorema 6.18. Supongamos sin pérdida de generalidad que zop = 0 y
¢ = 0, es decir, ®(0) = 0y f(0) = V&(0) = 0. Podemos también suponer que 0 es el
tnico punto critico de ® en U. Escribimos A := Df(0) = I — DF(0). Por el Lema 4.42
DF(0) es un operador lineal compacto. Por las propiedades del espectro de operadores
compactos 0(A) = o(I — DF(0)) consiste de 1 y de a lo mas un conjunto numerable de
valores propios que convergen a 1. Los subconjuntos o1 := o(A) NR* y 0 := 0(A) N {0}
son abiertos y cerrados en o(A). Podemos denotar por FL y Ej los espacios espectrales
respectivos y por Py y Py las proyecciones ortogonales a esos espacios, usando el inciso (c)
de la recapitulacion 6.13. Usaremos también la notacion X := Eyy Y := E, @& E_ y las
proyecciones ortogonales respectivas Py y Py. Sea

m :=min{|A| | A € 0(A)\{0}}.

El inciso (b) de la misma recapitulacién implica que

(6.28) (Ae,e) > m ee S1Ey
(6.29) (Ae,e) < —m ee S1E_.
(6.30)

Se sigue para y+ € EL vy y =y, +y_ que
[Ay] y£ll > [(Aye, y+)] > mllyl?,
es decir, ||Ay+|| > m||y+||. Entonces la invariancia y ortogonalidad de E. implica
1Ay = 1Ay [ + [[Ay-[1* = m®(lyI* + lly-[1*) = m*[ly]%,
y luego
(6.31) [ Ayl = m[ly|l  para todoy € Y.

El mapeo U — Y, z — Py f(z), es continuamente diferenciable y tiene un cero en 0.
Su derivada parcial Dy Py f(0) = Py Aly en 0 es un isomorfismo. En seguida, el teorema
de la funcién implicita dice que existen ry > 0 y un mapeo continuamente diferenciable
k: B, X — Y tales que para V := B, X + B, E. + B,,E_ se tiene

{zeV [P f(z) =0} ={(z,r(x)) | x € B, X}

x(0) =0, Dx(0) = 0.

Aqui escribimos (z,y) = x +y para x € X y y € Y. En lo que sigue denotaremos
[(x) :=®(x+ k(x)) y

9(2) = Puf(x + r(x) = f(z + r(x) € X
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para z € B,,X. Claramente I' es continuamente diferenciable. Demostremos que VI' = g,
asi que I' es dos veces continuamente diferenciable. Si x € B,, X, Dy ®(z+r(z)) = Py f(z+
k(z)) = 0. Calculamos:

DI'(z) = %@(w, k(z)) = Dx®(z, k(x)) + Dy ®(z, k(z))Dk(z) = DxP(z, k(2))
v luego VI'(z) = Px f(z + k(x)) = g(z).
Mostremos la siguiente formula:

(6.32) ind(f,0) = (—1)"™#=ind(g, 0).
Para eso consideramos la homotopia

Hit, ) = PxF(z + (1 —t)y +tr(z)) + Py F(2), te[0,1],
T PxF(x 4 k(2) + Py F((2 =tz + ), tell,2),

escribiendo z = x4+ ycon x € X yy € Y. Como dim X < oo, el mapeo k es compacto,
asi que la compacidad de F' implica que también H es compacta. Denotamos h := Ip — H.
Site[0,1], 2z € Vy h(t,z) = 0, entonces Py f(x + r(z)) = 0y (6.31) implican 0 =
|Pyh(t,2)|| = ||Pyf(2)||, es decir, y = k(x). Por consiguiente, 0 = h(t,z) = f(2) y luego
z=0.Site[l,2, z€ Vyh(tz) =0, entonces 0 = Pxh(t,z) = Pxf(x + r(z)) =
f(z + k(x)). Eso implica que x = 0 y luego 0 = || Pyh(t,z)|| = || Py f(y)|| es decir, y = 0.
En seguida, h es una homotopia admisible en cualquier vecindad de 0 contenida en V', y
se sigue que

ind(f,0) = ind(ho,0) = ind(hs, 0) = deg(A, B1Y,0)ind(g,0).

Aqui usamos que ho(z+y) = Pxf(x+k(z))+ Py f(y), es decir, la parte en X sélo depende
de x, y la parte en Y solo depende de y. No es dificil, usando la definicién del grado de
Leray-Schauder, extender la Proposicion 3.34 a ese caso. Con el Teorema 4.40, aplicado a
deg(A, B,Y,0), concluimos la demostracion de (6.32).

Construiremos una forma normal del funcional ®: mostraremos que existe un homeo-
morfismo v definido en una vecindad de 0 en E con rango en V' tal que

1 1 ~
(6.33) Dl +ys +9)) =) + 5 llyl? = Sy P = @
Para alcanzar esto, definimos la homotopia A: [0, 1] X B, X x B,,Y — R como sigue:

At,z,y) = (1 —t)P(2) +tP(x + k(z) + y).

Notemos que B,, X x B,,Y C V. Podemos suponer, por la continuidad de Df, que r( es
tan chico que

(6.34) IDf(2) — Al < min{m,1}/2  para todo z € V.
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Calculamos cotas para algunas derivadas de A:

DAt z,y)| = |®(2 + k() + y) — T(@) — lly|I* + [ly-II°]

1
_ / DO (z + rx) + sy)yds — [lys ] + y_I”
0

_ / (f (@ + k() + sy),y) ds — [y |2 + ly-|”

(6.35)

1 1
- / / (Df(x + K(x) + rsy)sy, y) dr-ds — [lys |2 + ly_ |
0 0

1 1
< / / IDf (@ + s(z) + rsy)|l [yll* dr ds + Jys [ + lly- |
0 0

< Cillyll?
por (6.34), para una constante Cy > 0.
Tenemos
PyVA(t ) = tPy f(a + r() +y) + (1= )(ys —y-)
(6.36)

= t/ PyDf(z+ k(x) + sy)yds + (1 —t)(y+ —y-).
0
De (6.28) y (6.29) obtenemos

[tAy+ + (L= Oyl Iyl = (EAys + (1 = H)ys y4)
> (tm+1 =)y
> min{m, 1}y |*

[tAy- — (1 =)y lly-I > (tAy- — (1 = )y—, —y-)
> (tm+1—1)[ly- |
> min{m, 1}[ly—|*.

Con eso se sigue que

[tAy + (1 =) (ys — y-)|I* = [tAys + (1 — )y ||* + tAy- — (1 — t)y_|?
> min{m?, 1}(|ly+[* + ly-|I*)
= min{m?®, 1}|jy|*.

Insertar esta desigualdad en (6.36) implica

1
IDyA(t, 2z, y)|| > [[tAy + (1 =) (y+ —y- )| — t/o IDf(x + K(x) + sy) — Al ds][y|

min{m, 1}

> By,
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Por consiguiente, existen constantes Cs, C5 > 0 tales que
(6.37) Collyll < IDy Az, y)l| < Csllyll.
De (6.36) obtenemos
Dy PyVA(t,z,y) = tPyDy f(x + k(x) + y) — (Py — P_)
y luego por (6.34) una constante Cy > 0 tal que
(6.39) ID2 At 2,9)| < Cs

para (t,z,y) € [0,1] x B,, X x B,,Y. Similarmente, (6.36) implica

1
Dy VAR, z,y) = Py f(z+k(x) +y) = (y+ —y-) = / PyDf(z+r(x)+sy)yds—(y+ —y-)
0
y luego
(6.39) ID:Dy AL, z, y)[| < Cslyll,

otra vez por (6.34).
Definimos un campo vectorial k en B,,Y que depende del tiempo t y de x € B,, X como
parametro:

0 siy=20

PyVA(t,z,y) )
—D.A(t .
A BTG Y7

k(t,z,y) :=

Entonces k estd bien definida por (6.37), y resulta ser continua en [0,1] x B, X X
(B, Y \{0}). Las desigualdades (6.35) y (6.37) implican que

C
(6.40) Ikt < Zl

y por tanto que k es continua en todo [0,1] x B, X x B, Y.
Mostremos que k es Lipschitz continua en y € B,,Y. Denotemos A; := D;A etc. Estima-
mos primero para y # 0, usando (6.35), (6.37), (6.38) y (6.39),

Ay Ayyl|Ay]]? = 2Ay Ay ||Ayy

A +A
TlAvE Ay ([

IDyk(t,,1)]| = \

pRcRete!
S0 G

= 067
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es decir, Dyk es acotado en B, Y\{0}. Si yo,y1 € B,,Y'\{0}, existe un camino continua-
mente diferenciable v: [0, 1] — B,,Y'\{0} tal que v(0) = yo, 7(1) = y; y tal que su longitud
verifica

1
| 1oNat < 2 - .
0

Aqui uno puede tomar el camino (1 — t)yo + ty; y modificarlo un poco para evitar 0. Se
sigue que

/01 Dy k(t,,7(1))5(1) dtH

M@%W—HMWMZ‘

1
S%/meﬁé%wm—ML
0

para todo ¢,z admisible. Junto con (6.40) eso implica que k es Lipschitz continua en v,
independientemente de t y x.
Para v € B,, X y y € B,,)Y sea t — n(t,z,y) la tnica solucién de la ecuaciéon en u

(6.41) u(t) = k(t, z,u(t)), u(0) = v,

ver [2]. Esta ecuacién no es auténoma ya que el lado derecho depende de t, y depende de el
parametro z. La solucién maximal n(-, z,y) en J(x,y) = [0, 7" (z,y)), donde T (z,y) < 1,
se construye para cada z € B,, X y y € B,,Y de la misma manera como en el teorema de
existencia y unicidad de Picard-Lindelof, ahora usando el teorema de punto fijo de Banach
con un parametro, Proposicion 6.16. Si definimos

D :={(t,z,y) €[0,1] X B, X x B, )Y |t € J(z,y)},

D es abierta en [0,1] x B, X x B,,Y yn: D — B,,Y es continua. Definimos V' C B, X x
B,,Y como la preimagen de B,,Y bajo el mapeo n' :=n(1,-,-). Como k(t,z,0) = 0, (0,0) €
V'. Por la continuidad de n' V' es abierta. Existe r; € (0,r] tal que con W4 := B,, Fy se
tiene B, X x Wy x W_ C V"

Mostremos que para z € B, X fijo el mapeo n} := 7(1,z,-) es un homeomorfismo
de Wi x W_. Siyyg € Wy x W_ y u(t) := n(t,z,y), ponemos y; := u(l). La funcién
v(t) := u(1 — t) resuelve el problema

(6.42) 0(t) = —k(1 —t,z,0(t)), v(0) =y

y cumple v(1) = yo. El problema (6.42) puede ser tratado de la misma manera como el
problema (6.41), generando un sistema dindmico continuo que da, para z fijo y tiempo 1,
la inversa continua 7, ' de nl. Ademds, ;! también depende continuamente de .

Definimos p: B, X x Wy x W_ — X XY por p(z,y) := x + x(z) + ni(y) y mostremos
que 4 es invertible con inversa v(x,y) == x+n, ' (y—k(z)). Seanx € B, X yy € Wy x W_.
Denotando 2’ := Pxu(z,y) =z y 3y := Pyu(x,y) = k(x) + nk(y), calculamos

v(p(z,y)) =o' + 0" (Y — w(@) =z + 0" (5(@) + na(y) — k(2)) =2+ y.
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Eso demuestra que v = !, definida en la imagen de p. Por la continuidad de &, nl y n;?
en r y y, i es un homeomorfismo.
Tenemos para t € [0,1] y x € B, X yy € W, x W_\{0} que

i/\(t, z,n(t, x,y)) = DiA(t, z,n(t, 2, y)) + Dy Alt, z,n(t, 2, y)) [0t z,y)]

dt
=DiA(t,z,n(t, z,y)) + (Py VAt n(t, z,y)), k(t, x,n(t, 2z, y)))
—0.

por la definicién de k. Si y = 0, entonces 7(t,x,0) = 0 para todo t € [0,1], y A(t,z,0) =0
también implica que A(¢,z,n(t, z,0)) tiene derivada cero. En seguida, A es constante a lo
largo de drbitas de n y se tiene

(u(r,y)) = A1, z,n(1,2,y)) = A0, z,7(0,2,y)) = ®(z + y),

es decir, la forma normal (6.33) deseada.

Usaremos esa forma normal para calcular los términos dim E_ y ind(g,0) de la formula
(6.32). Como p es un homeomorfismo de una vecindad de 0, 0 es el tnico punto critico de
® en B, X x W, xW_,yesdetipo (PM). Para simplificar la notacion, escribiremos ahora
® para ®. En seguida, usaremos la representacion

1 1
(6.43) Dz +ys +y-) ZF(w)+§I|y+|I2— §||y—||2-

También supongamos que r; es tan chico que

toda vecindad abierta W’ C B,, X x W, x W_ de 0 cumple que W' N PO
es no vacia y no conexa.

(6.44)

Escogemos 15 € (0, r;] suficientemente chico tal que
2

(6.45) IT(x)]| < % para todo x € W, := B,, X.

Eso se puede ya que I' es continua y I'(0) = 0. Denotemos W := Wy x W, x W_y
Q=W N3 asi que (6.44) implica

(6.46) 2 es no vacia y no conexa.

Se cumple que W_\{0} C @° por (6.43).
Mostremos primero que

Sidim £ > 1, toda componente conexa de € tiene interseccién no vacia

(6-47) con W_\{0}.

Sea zy € ). Basta mostrar que existe un camino de zp en € a un elemento en W_\{0}.
Escribimos zp = x4+ y, +y_ con x € Wy y yx € W. El camino 74 (t) := zo+ (1 —t)y+ +y_
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conecta zg con 27 := x+y_ en 2, por (6.43) y porque la norma de la parte en Y, decrementa
a lo largo de ;. Pongamos y := max{r,/(2|ly_||), 1}y— v 22 := x + y. El camino () :=
x+ (1 —1t)y_ + ty conecta z; con 2z en €2 porque la norma de parte en Y_ incrementa a lo
largo de vo. Definimos z3 := y € W_\{0} y v3(t) := (1 — t)z + y. Para t € [0, 1] se tiene
que

B(3(t)) = T((1 = 0)2) = Syl < = L <0

porque (1 —t)x € Wy para t € [0,1]. En conclusién, la unién de los caminos 71, 72 y 73
conecta zp con zz en €.
Ahora mostremos que

(6.48) dimE_ < 1.

Supongamos por contradicciéon que dim F_ > 2. Basta mostrar que {2 es conexa para
obtener una contradiccion con (6.46). Sean zg, z; € . Por (6.47) existen z{, z; € W_\{0}
tales que zp y z( estan en la misma componente conexa de €, y tales que z; y 2] estan en
la misma componente conexa de §2. Pero W_\{0} C Q es conexo porque dim E_ > 2. Por
consiguiente, podemos completar el camino de zy a z; en 2 usando un camino en W_\{0}
que conecta z;, con zj. Eso muestra que €2 es conexa y luego (6.48).

Tratemos el caso de que dim £_ = 1. Por el Corolario 6.12 y por (6.32) basta mostrar
que 0 es un minimo local de T. Si eso no fuera cierto, existirfa un = € Wy N . Mostre-
mos que ) es conexo, dando una contradiccién con (6.46). Por (6.47) Q) tiene a lo més
dos componentes conexas. Sean o, y; € W_\B,, s2F representantes de esas componentes.
Definimos el camino

Yo + tx, t e [O, 1],
Y(t) == q (2 —=t)yo + (t = 1)y1 + 2, te(l,2],
Y1 + (3 — t)l’, te [2,3].

Para t € [0, 1] tenemos que

1 , T3 r?
®(3(1) = D(t) — Sl < B~ <0

Para t € [1,2] se cumple
P((2—Dyo+ (t— Dy +2) <T(x) <0

por (6.43). Y para t € [2,3] se tiene ®(y(t)) < 0 por el mismo argumento que se usé en el
caso t € [0, 1]. El camino ~ conecta los puntos yo y y; en 2, es decir, € es conexo.

Sélo falta ver el caso dim E_ = 0, es decir, (D f(0)) C R{. Por las hipétesis tenemos
dim X < 1. Si fuera cierto X = {0}, entonces 0 seria un minimo local de ®, es decir,
) = @. Eso seria una consecuencia de que 0 es un punto critico aislado. Tendriamos una
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contradiccién con (6.46). Por lo tanto, dim X = 1. Mostremos que I' tiene un méaximo local
en 0. Escogemos e € S7.X. Por 0 ser un punto critico aislado de I', el mapeo 7: ¢t — I'(te) es
estrictamente monétono en (—7,0) y en (0, 73). Si 7 tendria un minimo local en 0, entonces
® tendria un minimo local en 0, caso que ya quedd excluido en argumentos anteriores. Si
T serfa estrictamente creciente en B,,R\{0}, entonces 7 seria estrictamente creciente en
B, R, por su continuidad. Tendrfamos por (6.43) que Q es conexo: Cada z =z +y € €,
donde z € X y y € Y, podria ser conectado en Q2 con z € Wy N ®° por el segmento entre z
y 2. Como Wy N ®° = (—rq,0) seria conexo, también € seria conexo, en contradiccién con
(6.46). Entonces 7 no puede ser estrictamente creciente. En la misma manera se muestra
que 7 no puede ser estrictamente decreciente. El tinico caso que queda es donde 0 es un

méaximo local de 7. Como 7 > 0 en (—7,0) y 7 < 0 en (0,72), ind(7',0) = —1. El
mapeo B,,R — Wy, t — te, es un homeomorfismo, asi que ind(g,0) = ind(7’,0) = —1. La
conclusién del teorema ahora es una consecuencia de dim E_ =0y (6.32). U

6.20 Ejemplo. Sea &: E — R coercivo y continuamente diferenciable tal que V& = I — K
con K completamente continuo y K = VW. Si ® tiene un punto critico x; que no es un
minimo global, y si se cumple uno de

(i) 1 es un minimo local de ®;
(ii) K es diferenciable en z; tal que I — DK (1) es inyectiva;

(ili) K es continuamente diferenciable en una vecindad de 1 y z; es un paso de montana
para P.

Entonces, ¢ tiene al menos tres puntos criticos.

Para ver esto, primero mostremos que ® alcanza un minimo global. Sea (y,) tal que
®(y,) — Inf ®(F). Por la coercividad de @, (y,) queda acotada, y podemos suponer que
Yn — 2. La continuidad débil de ¥ en sucesiones (véase el Lema 6.4) y la semicontinuidad
débil por debajo de ||-|| en sucesiones implican que —oo < ®(x9) < liminf, o, P(y,) =
inf ®(FE), es decir, ® tiene un minimo global en x.

Si no fuera cierto que ® tiene otro punto critico, entonces xy, xrs serian puntos criticos
aislados. Tendriamos que

(6.49) ind(V®o, z5) =1

por el Corolario 6.12. En el caso (i) el mismo Corolario daria ind(V®, z1) = 1. En el caso (ii)
la Proposicién 4.43 daria |ind(V®, z1)| = 1. El caso (iii) esta cubierto por el Teorema 6.18
y darfa ind(V®, z1) = —1. En todos los casos tendriamos que

(6.50) lind(V®, z;)| = 1.
Ademas, el Corolario 6.11 implica que si r > 0 es suficientemente grande, x1, 2o € B, E'y

(6.51) deg(V®, B, E,0) = 1.
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Pero por la propiedad (D2) tendriamos
deg(V®, B, E,0) = ind(V®, z1) + ind(V®, z5),

en contradiccién con (6.49), (6.50) y (6.51).

6. Temas Avanzados

Esta seccion estd basada en los articulos [1,10]. Ver también [9,12].
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