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1 Das Riemann-Integral

Im Folgenden seien a,b € R, a < b fest gewahlt und I = [a,b] C R.

Bemerkung 1.1. Eine exemplarische Ausgangsfrage der Integrationstheorie: Fiir welche
Funktionen f: I — R kann man die Flache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse
sinnvoll definieren und berechnen? Dabei soll die Flache tiber der xz-Achse mit positiven
Vorzeichen und die Flache unter der z-Achse mit negativen Vorzeichen eingehen. Naive
Idee hierzu: Man zerlege I in kleine Teilintervalle und approximiere die gesuchte Flache
durch Rechtecke iiber diesen Teilintervallen. Die Formalisierung dieser Idee, welche auf
Darboux zuriickgeht, fithrt auf das Riemann-Integral.

Wir benoétigen zunéchst einige Definitionen. Ferner vereinbaren wir folgende prakti-
sche Schreibweise: Ist M eine Menge und f: M — R eine Funktion, so schreiben wir
sup,cys f(x) oder kurz sup,, f anstelle von

sup f(M) = sup{f(z) |z € M}
und analog fiir inf, max und min.
Definition 1.2. Seien D C C und f: D — C eine Funktion.
(a) f heiBt beschrankt, falls f(D) eine beschrankte Teilmenge von C ist.

(b) Ist f beschrénkt, so setzt man

[[fllse = sup|f|
D

und nennt diese Zahl die Supremumsnorm oder die co-Norm von f.

Definition 1.3. (a) Eine endliche Menge Z C [ mit a,b € Z hei8t Zerlegung von I.
Man schreibt Z = {zg,...,x,} mit a = xy < 1 < 23 < ... < z,, = b. Die Punkte
x;, 1 =0,...,n, heilen Teilpunkte von Z und die Zahl

heifit Feinheit von Z.

(b) Sind Z und Z’ Zerlegungen von I mit Z C Z', so heiit Z' Verfeinerung von Z.
Offensichtlich gilt dann §(Z') < 6(Z).



a = Zo Z1 L2 3 Ty =0

Abbildung 1.1: Aquidistante Zerlegung

Beispiel 1.4 (Aquidistante Zerlegung). Seien n € N und

7 = {a—l— S(b—a)

k::O,...,n}.

Dann zerlegt Z,, das Intervall I = [a, b] in n gleichgrofe Intervalle, siehe Abb. 1.1. Es gilt:

L 2 L = n teilt m.

Ferner gilt

§(Z,) = —— =0 fir n — oo.
n

Insbesondere kann ein Intervall I mit beliebig kleiner Feinheit zerlegt werden.

Definition 1.5 (Riemann-Integral). Seien I = [a,b] und f: I — R beschrénkt.

(a)

Sei Z = {wg,x1,...,2,} eine Zerlegung von I. Ferner seien Stitzstellen S =
{&, ..., &} mit & € [xp_1,2%], K =1,2,...,n, gegeben. Die Zahl

3

f(&k)(wx — Tp—1)

k=1
heift dann Riemann-Summe von f beziiglich Z und S, siche Abb. 1.2.

Die Funktion f heifit Riemann-integrierbar (auf I), falls es ¢ € R mit der folgenden
Eigenschaft gibt: Fir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir jede Zerlegung
Z = {xg,x1,...,2,} von I mit 6(Z) < 0 und jede Wahl von Stiitzstellen S =

{517 s 7571} zu Z gllt

(1.1) <e.

c= > f&) (@ —mr1)

Salopp gesagt gilt also lims(zy—0 > py f(&k)(@k — Tx—1) = ¢, unabhéngig von der
Wahl der Stiitzstellen. Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf
bezeichnen wir mit R(/). Die Zahl ¢ heiBit Riemann-Integral von f dber I und wird
wie folgt bezeichnet:

/abf oder /ab f(x)dx oder /If oder /If(z) A,



~

a él 5:2 53 54 b

Abbildung 1.2: Riemann-Summe

Bemerkung 1.6. Gilt (1.1) fiir gewisse ¢, €, Z und mit beliebigen Stiitzstellen zu Z, dann
folgt sofort, dass f beschrinkt ist. Darum ist die Definition von Riemann-Integrierbarkeit
nur fiir beschriankte Funktionen sinnvoll.

Beispiel 1.7. (a) Seien A € R und f: I — R definiert durch f(z) = A fir x € I, d.h.
f ist konstant. Dann gilt

Y fE @ =) = Y M — 2x-1) = A(b—a)

fur jede Zerlegung Z = {zg,...,x,} von I und jede Wahl von Stiitzstellen
{€1,...,&} zu Z. Demnach ist f € R(I) und [* f = \(b — a).

(b) Seien speziell I :== [0, 1] und

l, z¢€
f:10,1] - R, f(x) = {O, i . g\ 0 (Dirichletfunktion).
Seien ferner Z = {x,...,x,} eine beliebige Zerlegung von I sowie

Slz{fl,fn}g(@ und SQI{CI,CH}QR\Q

zwel Stiitzstellenmengen zu Z (diese existieren immer!). Dann gilt

Y fE) e~ =1 und Y f(G) @k — zrr) = 0.



Abbildung 1.3: Stiickweise stetige Funktion

Somit ist f nicht Riemann-integrierbar.
Satz 1.8. Seien f,g € R(I) und o € R. Dann gilt:
(a) af € R(I) und [(af)=a [ f.
b)) f+geRU) und [(f+9)=[F+[g.
(¢) Ist f <ginl, d.h f(x)<g(x) firallex €1, so folgt [ < [g.
(d) |f] € R(I) und | [ f| < [|f] (Standardabschitzung).
(e) f-g€RU).
Beweis. Siehe z.B. [19, Abschnitt 79.3, S. 454]. O

Bemerkung 1.9. Aus den Eigenschaften (a)—(c) von Satz 1.8 folgt, dass die Menge R([)
ein R-Vektorraum und das Riemann-Integral ein monotones lineares Funktional auf R(I)

ist (also eine Abbildung R(I) — R).
Korollar 1.10. Ist f € R(I), so gilt | [ f| < [|f]le(b— a).

Beweis. Sei g: I — R definiert durch g(z) == || || fiir x € I. Dann ist g € R([) (nach
Beispiel 1.7(a)) und |f] < g, also

Satz 1.8(d) Satz 1.8(c) Beispiel 1.7(a)
a7 i [P - s

Definition 1.11. Seien a,b € R, a < b und [ = [a,b]. Eine Funktion f: I — R
heiBt stickweise stetig, wenn sie hochstens in endlich vielen Punkten unstetig ist (siche
Abb. 1.3).

Satz 1.12. Seien f,g: I — R Funktionen.



(a) Ist f beschrankt und stickweise stetig, so gilt f € R(I).

(b) Ist f € R(I) und unterscheiden sich f und g nur in endlich vielen Punkten, dann
gilt auch g € R(I) und fabf = f;g

Beweis. Siehe z.B. [19, Sitze 84.3 und 84.4]. O

Beispiel 1.13. Seien speziell T := [0,1] und f: I — R definiert durch f(z) := z®. Nach
Satz 1.12 ist f € R(I). Seien
k=0,... ,n}

k
n

Ly = {xz =

Zerlegungen mit Stiitzstellenmengen

k
S, = {5}; = — kzl,...,n},
n
fir n € N. Es folgt:
n - E 1 1 " Ubung 1 n2<n+ 1)2 (1_'_ l>2
n no__..n — . = k:3 —° . = n
kz:;f(fk)(xk Th1) £ 3 5 A ; nA 4 4

und daher
1

1 n
/o f=lim Y FED R —ai) = 7
k=1

Im Folgenden schreiben wir fur a,b € R, a < b stets R(a,b) statt R([a,b]) und fir
f € R(a,b) setzen wir

/baf::_/abf und /ccf::o fiir ¢ € [a, b].

Satz 1.14 (Intervalladditivitét). Seien a,b,c € R mit a < b < ¢ und f: [a,¢] - R
beschrankt. Dann gilt:

f € R(a,c) & f|[a,b} € R(a,b) und f|[b7c] € R(b,c),
und in diesem Fall ist [ f = f;f + [, f-
Beweis. Siehe z.B. [19, Sétze 84.5 und 84.6]. O

Satz 1.15 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien a,b € R, a < b, I == [a,b] sowie
f: 1 — R stetig und g € R(I) mit g > 0 in I. Dann existiert £ € |a,b] mit

/abfng(f)/abg-



Insbesondere folgt fiir g =1
b
| 1=t@e-a.
Beweis. Da f stetig ist, existiert m := min; f und M = max; f. Da g > 0 in [ gilt, ist

mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t) fir t € I,

b b b
m/gg/MSM/Q

Somit existiert ¢ € [m, M] mit ¢ fab g= fab fg. Da f stetig ist, gibt es nach dem Zwischen-
wertsatz ein £ € I mit ¢ = f(£). Die Behauptung folgt. H

also nach Satz 1.8(c) und (e):

Ende der Sitzung vom 20.4.

Im Folgenden sei stets I ein beliebiges nicht entartetes Intervall in R, d.h. I besteht
aus mehr als einem Punkt.

Definition 1.16. Sei f: I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion £': I — R
heifit Stammfunktion von f, wenn F' = f gilt.

Bemerkung 1.17. Sind F,G: I — R Stammfunktionen einer Funktion f: I — R, so
ist F' — G konstant auf I: Es gilt namlich (F — G) = F' — G' = f — f = 0. Demnach
ist die Funktion F' — G sowohl monoton wachsend als auch fallend, also konstant. Alle
Stammfunktionen von f haben also die Form F + C' mit einer Konstante C' € R.

Satz 1.18 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Seien f: I — R stetig,
a €1 und F: I — R definiert durch

F(m)::/xf firxzel.

Dann gilt:
(a) F ist eine Stammfunktion von f.

(b) Fiirb,c € I und jede Stammfunktion G =1 — R von f ist

/bcf = G(c) — G(b).

Man schreibt statt G(c) — G(b) hdufig auch

Cc Cc

G(z) oder  G(x) , oder G| .

r=b



Beweis. Zu (a): Seien « € I und (x,), eine Folge in I \ {z} mit lim,_, z,, = x. Nach

Satz 1.15 existiert fiir jedes n € N ein &, zwischen x und z,, derart, dass

F(z,) — F(z) = / f- /xf Satz 114 / f=f)(tn—12) firneN.

Da lim,,_, &, = x gilt und f in x stetig ist, folgt

lim L0 = F@) f(&) = fla).

n—00 Ty — X n—00

Somit ist F' in x differenzierbar mit F'(x) = f(z).
Zu (b): Es gilt

c c b
/b f Satz:1.14/ f . / f _ F(C) . F(b) (a) und Ber;erkung 1.17 G(C) . G(b)

]

Definition 1.19. Sei f: I — R stetig. Mit [ f bezeichnen wir eine unspezifische
Stammfunktion von f, das unbestimmte Integral von f. Wenn F' eine Stammfunktion

von f ist, dann existieren folgende Schreibweisen:

F:/f, F(u):/uf:/uf(x)dx oder F(x):/f(x)dx.

Mischformen davon sind nicht erlaubt.

Bemerkung 1.20. Nach Satz 1.18(b) dienen die Unbestimmten Integrale der Berechnung
von bestimmten Integralen, d.h. Integralen mit festgelegten Grenzen. Bei der Verwendung
unbestimmter Integrale kann man aus [ f = F und [ f = G nicht schliefen, dass F' = G
gilt. Man kann lediglich F' — G = konst. folgern. Die Schreibweise F' = [ f ist dquivalent
zu F' = f. Das unbestimmte Integral einer Funktion zu bilden ist also in diesem Sinne

die Umkehrung der Differentiation.

Bemerkung und Beispiel 1.21. Seien a,b € R, a < b.

(a) Es gilt
b b1 (b s € Ny, oder
/ z®dr = , falls s€Z,s<—2 undO0 ¢ [a,b], oder
s
¢ “ se R~ {-1} unda>0.

Ferner gilt
b 1 b
/ —dz = log|z| falls 0 ¢ [a, b],
a T a

denn <L log|z| =1 fiir z # 0.

10



(b) Da arctan’(z) = fir x € R ist, gilt

!
/ dz = arctan(z)

1+ 22

1+2

b

a

(c) Esist arcsin’(x) = fir z € (—1,1), also

1
V1—z2

b
,  fallsa,be (—1,1).

a

dx = arcsinx

|

(d) Ist f € R([a,b]) ~ C([a,b]), so ist im Allgemeinen F(z) = [ f fir f € R(I)
keine Stammfunktion von f. Es ldsst sich jedoch zeigen, dass F' immerhin noch
Lipschitzstetig auf [a, b] ist (Ubung!).

Satz 1.22 (Partielle Integration). Seien a < b und f,g € C*([a,b]). Dann gilt:

[ro=s = [s0 v [ro=s-[1

Beweis. Nach Voraussetzung ist (fg)' = f'g + fg': I — R stetig mit Stammfunktion
fg: I — R. Die Behauptung folgt also aus Satz 1.18. m

Beispiel 1.23. Es gilt
/1 d / 1 -log(z) d 1 / 1d 1
ogrdr = log(x) de = xloge — | ©- —dz =xlogx — .
g \f/, g g . g
g

Satz 1.24 (Substitutionsregel). Seien a,b € R, a < b, p: [a,b] — I stetig differenzierbar
sowie f: I — R stetig. Dann gilt

/¢ i()b)f -/ (Fop)

Beweis. Sei F': I — R eine Stammfunktion zu f (diese existiert nach Satz 1.18(a)).

Dann ist F'o ¢: [a,b] — R nach Kettenregel eine Stammfunktion der stetigen Funktion
(fop)y: [a,b] — R. Also liefert Satz 1.18(b)

b ©(b)
/ (f 0 9)¢ = Fp(b)) — F(ip(a)) = / /. =

(a)
Bemerkung 1.25 (Merkregeln zur Substitution). (a) Fir ¢ = ¢(a) und d = ¢(b),

11



also a € ¢~ !(c) und b € p~!(d), schreiben wir
z=¢(y)
d
[rwa=E=vw) |=[ 1
dx = ¢'(y) dy

Diese Substitution kann von links nach rechts oder von rechts nach links gelesen

werden, je nach Erfordernis. Falls ¢ injektiv ist, dann gilt einfach a = ¢ ~!(c) und
b=¢7}(d).

Falls ¢’ keine Nullstellen besitzt, dann ist ¢ streng monoton, also injektiv, und wir
haben

b y = (@) o
MNde— | T=¢ ) AR ()
[ ftana AR S Lo w0t
#' (¢ ' (y))

Auf unbestimmte Integrale angewendet, muss man nach der Integration die Substi-
tution riickgdngig machen: Kennt man die Stammfunktion F' von f, dann gilt:

/f y)dy =

Kennt man die Stammfunktion G von (f o ¢)¢’ und besitzt ¢’ keine Nullstelle,
dann gilt

= o(y)

o0l = [ @ = ) = Few)

= o(y)
/f(w) de=| y=¢ '(z) | = /f(sO(y))sO’(y) dy = G(y) = G(e™'(x)).
dr = ¢'(y) dy

Beispiel 1.26. Seien a,b € R, a < b.

(a)

Seien ¢,d € R, ¢ # 0.

r=ct+d
b €T d 1 cb+d
/f(ct+d)dt: b=-— :Z/ f(x)dz
a 1 ca+d
dt = —dz
c

fur alle stetigen Funktionen f: [min{ca + d,cb+ d}, max{ca+d,cb+d}] — R
Hier haben wir also mit einer affin linearen Transformation substituiert.

12
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Abbildung 1.4: Halbkreisflache
(b) Sei ¢: [a,b] — (0,00) stetig differenzierbar. Dann gilt

SO/(:E) = = 1 = 10 = 10 X
/@wym— —/y@wigy—law))

Konkretes Beispiel: Mit ¢(z) = 22 + 1 ist

b o B b(p/@;) W N
/a —x2+1d””—/a ~E o = (o (x)

(¢) Mit (b) und partieller Integration erhalten wir

T
arctan z dx = 1 -arctanz dx = rarctanx — dx
\f,/ N—_—— 2 +1
! g

()
o' (z) dx

)
)

d

b b b+ 1
:bgﬂ) +

=1 .
a o(a) 21

1
= rarctanz — 3 log(x? + 1).

d) Auf |—Z, Z| ist der Sinus bijektiv und stetig differenzierbar und der Cosinus > 0
272
Es folgt

) r =sint x z
/ V1—22dx=| t=arcsinx :/ V1 —sin?t costdt:/ cos? t dt
! dz = costdt -2 -2
1 [2 y = 2t T 1 [" | T~ o7
= — 1 2t) dt = = —+— dy = = + = si = —.
2/_2( +cos 2t) dy = 2.t 2—|—4/_ﬂcosyy 2—|—481ny_7r 5

Damit haben wir den Flacheninhalt des Halbkreises mit Radius eins, also des
Graphen der Funktion z — /1 — 22 auf [—1, 1], ausgerechnet, siche Abb. 1.4.

13



Fiir die Bestimmung von Stammfunktionen rationaler Funktionen tiberfithren wir diese
in eine einfacher integrierbare Form:

Bemerkung 1.27 (Partialbruchzerlegung). Seien P, reelle, teilerfremde Polynome,
sei Ng = {x1,22,...,2,}, n € Ny, die Menge aller reellen Nullstellen von ) und sei
R: R~ Ng — R die durch R := P/Q gegebene rationale Funktion. Ohne Einschrankung
nehmen wir an, dass grad P < grad @ gilt (sonst Zé&hlergrad durch Polynomdivision
reduzieren).

Es existieren m € N und Zahlen k,, ¢, € N sowie b,, c, € R mit

Q(ZL‘) — (ZL’ _ Il)kl e (ZL’ — xn)k” . (.172 + bll’ + 01)41 s (1’2 + bmx + Cm)gm'

Hier seien die quadratischen Polynome paarweise verschieden und ohne reelle Nullstellen.
Ferner existieren Zahlen A, ;, B, ¢, C,¢ € R und eine Darstellung

v=1
- B,ix+C, B,,x+C
(@2 +b,x +cy) (22 + b,z +c,)n

p=1

die Partialbruchzerleqgung von R.
Die Stammfunktionen der rationalen Funktionen der Form ﬁ erhalt man dann

mit Hilfe von Bemerkung und Beispiel 1.21(a) und Beispiel 1.26(a). Die rationalen

Funktionen der Form % integriert man nach einer quadratischen Erginzung und

einer Substitution im Falle ¢ = 1 direkt (siehe Beispiel 1.26(b)). Im Fall ¢ > 2 gilt eine
Rekursionsformel, siche Merkblatt zur Integration.

Beispiel 1.28. Wir betrachten

3x3 — 422 + 3z — 26
x4 4222 —8x+5

R(z) =

Fir den Nenner Q(z) = 2* + 22? — 82 + 5 finden wir durch Ausprobieren und mit
Abspalten von Lineartermen mittels Polynomdivision Q(z) = (z — 1)*(2? + 2z + 5).
Wegen 2% + 22 +5 = (x + 1)? +4 > 0 hat @ keine weiteren reellen Nullstellen. Wir
machen also den Ansatz

A B Cx+ D

1.3 R(x) = .
(13) () :L’—1+(:L’—1)2+x2+23:+5

Multiplikation mit (x — 1)? liefert

3x3 — 4a® + 3z — 26 Cx+ D
=R —1)2=Ax-1)+B+————(z— 1)~
Einsetzen von 1 fiir x liefert B = —3. SchlieBlich setzen wir in (1.3) nacheinander 0, —1

14



und 2 fiir x ein und erhalten aus dem resultierenden linearen Gleichungssystem A = 2,
C=1und D= —1, also

2 3 rz—1
1.4 R(z) = - .
(14) @) = i G T Ermas

Wir rechnen

_m+1
r=1 1 el |PT2T2
2 4+2r+5 x_4 1+(%+%)2 T=1le=2y—1
dr = 2dy
1 2y 1 1 9
:§/1+y2dy—/1+y2dy:§log(1+y)—arctany

B 11 14+ x n 1\’ ; x . 1
= 5log 513 arctan | o+ ) -
Also folgt aus (1.4)

3 1 z 1\’ z 1
/R(m)d$—210g1$—1!+m+§log <1+ (5—1—5) ) — arctan (§+§>

Probe!

Beachten Sie bitte das Merkblatt zu den Techniken zur Berechnung unbe-

stimmter Integrale!
Ende der Sitzung vom 23.4.

Definition 1.29 (uneigentliche Riemann-Integrale). Sind a,b € RU {£o00}, a < b die
Randpunkte des Intervalls I, und sei f: I — R eine Funktion.

(a) Istae I, b¢ I und fljay € R(a,y) fir alley € I, y > a, so setzt man

falls dieser Grenzwert in R existiert.

(b) Sind b€ I, a ¢ I und f|y € R(y,b) fir alle y € I, y < b, so setzt man

b b

falls dieser Grenzwert in R existiert.

15



(c) Es gelte a,b ¢ I, und es sei f|,.] € R(y, 2) fir alle y, z € I, y < z. Dann setzt man

/abfrz/:f+/cbf,

falls die Integrale auf der rechten Seite fir ein ¢ € I im Sinne von (a) und (b) in R
existieren. Man sieht leicht mit Satz 1.14 (Intervalladditivitit), dass diese Integrale
dann auch fiir jede Wahl von ¢ € I existieren, und dass die Summe unabhéngig
von c ist.

Beispiel 1.30. (a) Fir s > —1 existiert

1 1
1
/ t*dt =lim [ t°dt =lim (1—eth) = —.
0 e—0 J, e—0 8 + s+ 1
Fiir s < —1 existiert fol t* dt nicht.
(b) Fir s < —1 existiert
OO s : Y s : 1 s+1 1
t°dt = lim [ t*dt = lim ——(y*" —1) = —
1 y—roo Jq y—oo § + 1 s+ 1

Fiir s > —1 existiert floo t* dt nicht.
(¢) Das uneigentliche Integral [;*¢* dt existiert fiir kein s € R wegen (a) und (b).

Bemerkung 1.31. (a) Der Fall s € (—1,0) in Beispiel 1.30(a) zeigt: Uneigentliche
Riemann-Integrale konnen existieren, selbst wenn der Integrand unbeschrankt ist
(also nicht Riemann-integrierbar).

(b) Sind a,b € R, a < bund f € R(a,b), dann existiert das uneigentliche Integral von
f auf (a,b) und stimmt mit dem Riemann-Integral iiberein (Ubung).

Satz 1.32 (Majorantenkriterium). Seien a,b € RU{xoo}, a < b die Randpunkte des
Intervalls I, und seien f,g: I — R Funktionen mit f,g € R(y, z) fir alley,z € I,y < z.
Ferner gelte |f| < g auf I. Dann gilt: Existiert das uneigentliche Integral ff g, so auch

das uneigentliche Integral fab f.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall I = [a, 00) mit a € R. Die anderen Félle lassen sich
analog behandeln.
Sei (x,,)n eine Folge in [a, 00) mit lim,, . x, = 0o, und seien

cn::/ I dn::/ g.

Nach Voraussetzung existiert dann

lim d, —/ g.
n—o0 a
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Fir m,n € N gilt

lcn — cm| = / f‘g / = |d,, — dp].
Somit ist (¢;,), eine Cauchyfolge, d.h.
(1.5) lim f = lim ¢, existiert.
n—oo n—oo

a

Ist (y,), eine weitere Folge in [a,00) mit lim, ,, ¥, = 00, so kann man das obige
Argument auf die , gemischte Folge® (x1,y1, x2, Y2, ... ) anwenden. Dies liefert die Unab-
héngigkeit des Grenzwertes in (1.5) von der gewéhlten Folge (z,),, und somit existiert

[ [ :

Satz 1.33 (Integralkriterium zur Reihenkonvergenz). Ist f: [¢,00) — [0,00) eine mo-
noton fallende und stetige Funktion fir ein ¢ € N, so konvergiert die Rethe Y - . f(k)
genau dann, wenn das uneigentliche Integral fcoo f existiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
fk) < f(t) < f(k—1) fir k>c+1undte[k—1,k],
also folgt
f(k:)g/:lfgf(k—l) fir k> c+ 1.

Summation ergibt
N N N-1
(1.6) Zf(k)g/ F<Y f) i NeNN>c+1
¢ k=c

Der Grenzwert p = lim, , f(z) € RU{—o00} existiert im erweiterten Sinne, da f
monoton fallt. Konvergiert die Reihe Y ;7  f(k), dann ist (f(k))s eine Nullfolge, also
1 = 0. Existiert das uneigentliche Integral fcoo f, dann folgt auch p = 0. In beiden Féllen
liefert dies f > 0, was wir im Folgenden ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen
werden.

Da f nichtnegativ ist, ist die Funktion y fcy f monoton wachsend und es folgt:

N
Z f(k) konvergiert & sup Z f(k) < oo PEY
— NeN‘—:
N>c
Y 00
sup / f <o & / f = lim f existiert (in R). O
yzc Je c y—oo Je

Beispiel 1.34. Sei s € R.
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(a) Nach Beispiel 1.30(b) und Satz 1.33 konvergiert die Reihe > ,~ | k* genau dann,
wenn s < —1 ist.

(b) Man kann mit Hilfe von Satz 1.33 zeigen, dass die Reihe > -, k(lo—ék)s genau dann
konvergiert, wenn s > 1 ist.
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2 Konvergenz von Funktionenfolgen
und Funktionenreihen

Wir lassen hier einige Beweise aus, da sie schon im letzten Semester behandelt wurden.

Definition 2.1. Seien D C C und f: D — C eine Funktion. Eine Folge (f,), von
Funktionen f,,: D — C, n € Ny heifit

o punktweise konvergent gegen f, wenn lim, . f,(2) = f(2) fur alle z € D gilt.

o gleichmdf$ig konvergent gegen f, wenn f, und f fir fast alle n beschrénkt sind und
zusatzlich lim, oo || fn — flleo = 0 gilt. Man sagt dann auch: lim,,_,, f, = f in der
oo-Norm.

Bemerkung 2.2. Gleichméflige Konvergenz erzwingt punktweise Konvergenz, denn fiir
alle z € D gilt:
Tim [£,(2) = £(2)] < Tim [1fu = £l = 0.

Umgekehrt ist eine punktweise konvergente Folge nicht notwendigerweise gleichmafig
konvergent.

Satz 2.3. Sei D C C und sei (f,), eine Folge stetiger Funktionen f,: D — C welche
gleichmaflig gegen eine Funktion f: D — C konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Satz 2.4. Seien a,b € R, a < b und sei (f,), eine Folge stetiger Funktionen f,: [a,b] —
R, welche gleichmdf3ig gegen eine Funktion f: [a,b] — R konvergiert. Dann ist f stetig

und es gilt
/ f = lim fn
n—oo
Definition 2.5. Sei D C C, seien f, f,: D — C, n € Ny Funktionen, und sei g, =
Y ro Je: D — C fir n € Ny. Die Funktionenreihe ;< fi heifit

o punktweise konvergent gegen f, wenn die Folge (g,,), punktweise gegen f konvergiert.

o gleichmdfig konvergent gegen f, wenn die Folge (g, ), gleichméBig gegen f konver-
glert.

Satz 2.6 (Konvergenzkriterium von Weierstral). Seien D C C und f,,: D — C, n € Ny
beschrinkte Funktionen mit Y || falle < 00. Dann konvergiert die Reihe Y, f»
gleichmdf$ig gegen eine Funktion f: D — C. Ist ferner f, stetig fir alle n € Ny, so ist
auch f stetig.
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Definition 2.7. In einem normierten Raum V verwenden wir fir z € V und r > 0 die
folgenden Schreibweisen:

B.(x) ={y eV ||y —z| <r} offene Kugel mit Zentrum x und Radius r
B.(z) ={yeV||ly—=z|| <r} abgeschlossene Kugel mit Zentrum x und Radius r.

Fiir V =R gilt B,(z) = (x —r,z +r) und B,(z) =[x — r,z + r]. Fiir V = C sagen wir
meist Kreisscheibe statt Kugel. In diesen Féllen ist die Norm durch den Betrag gegeben.

Satz 2.8 (Konvergenz von Potenzreihen). Seien ¢ € C und (a,)n>0 € C. Sei ferner r
der Konvergenzradius von ), a,(z — ¢)" (siehe Definition Mathe I). Dann gilt:

(a) Ist z € B,(C), so konvergiert die Reihe Y~ a,(z — ()" absolut.

(b) Seis € [0,r). Dann ist die Reihe der Funktionen f,: Bs(¢) — C, fu(2) = an(z—C)",
gleichmdfig konvergent. Man sagt kurz: Die Potenzreihe Yoo g an(z—¢)" konvergiert
gleichméaBig auf B(().

(c) Die Funktion B.(() = C, f(z) =Y .~ qan(z — )", ist stetig.
(d) Ist z € C \ B,(C), so divergiert die Reihe Yo" an(z — )"

Definition 2.9. Seien [ ein offenes Intervall, £ € I und f € C*°(I). Die Potenzreihe

. fn)

n

heifit Taylorreihe von f in &.

Beispiel 2.10. (a) Seien f =log: (0,00) — R, £ = 1. Dann ist

Z (_1]3 _ (x — 1)k
k—

1

die zugehorige Taylorreihe in 1.

(b) Seien v € R und g € C*°((—1, 00)) gegeben durch
g(x) = (1 +2).

Dann ist die binomische Reihe Y -, (Z‘) 2" die Taylorreihe von ¢ in 0.
Hier verwenden wir die Definition der verallgemeinerten Binomialkoeffizienten fiir

a e R:

(3) _ o (Z) ::a(a—1)(a—22!...(a—k+1)’kGN_
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(c) Die Taylorreihen von exp, sin, cos etc. in 0 sind durch die Reihendarstellungen aus
ihrer Definition gegeben.

Bemerkung 2.11. Die Taylorreihe einer C'*°-Funktion muss nicht mit der eigentlichen
Funktion tibereinstimmen. Zum Beispiel ist

1
—L 0
f:R—=>R, flz) = e 270,
0, xz =0,

eine C=-Funktion mit f™(0) = 0 fiir alle n € N. Die Taylorreihe von f im Entwicklungs-
punkt 0 ist also identisch 0, obwohl f(z) > 0 fur alle z € R ~ {0} gilt.

Satz 2.12 (Satz von Bernstein). Seien & € R, r > 0 und f € C®({ —r,& + ) eine
Funktion, welche eine der folgenden Figenschaften hat:

(i) Es existiert N € N mit f(™(z) >0 fiir allen > N, v € (¢ —r,&+7) oder

(i) Es emistiert N € N miat (—1)"f™(x) > 0 fiir allen > N, x € (€ — 7,6+ 7).
Dann konvergiert die Taylorreihe von f in allen Punkten aus (§ —r,& 4+ 1) gegen f.
Beweis. Siehe z.B. [6, Abschnitt 10.3.5, S. 374-378]. O

Bemerkung 2.13. Fiir einige der Beispiele aus Beispiel 2.10 kénnen wir Satz 2.12
anwenden: In (a) erfillt —log die Bedingung (ii), und in (b) erfillt entweder g oder —g
die Bedingung (ii).

Satz 2.14. Jede Potenzreihe f(x) = > ey ax(xz—E&)F mit Konvergenzradius r ist innerhalb
thres Konvergenzintervalls beliebig oft differenzierbar und es gilt

(a) F(a) = S5, (e — " firw € (€ —r, € +7), n € No.

(b) a, = L f"M(€) fir n € Ny.

Insbesondere ist die Potenzreihenentwicklung einer C'*°-Funktion innerhalb des Konver-
genzradius eindeutig und entspricht demnach der Taylorreihe von f.

Beispiel 2.15. Wir wollen nun eine Taylorreihe von arctan: R — R im Entwicklungs-
punkt 0 bestimmen. Dafiir ist zu bemerken, dass fir = € (—1,1)

arctan’(z) = = Z(—l)”x%

gilt. Hierbei ist # € (—1, 1) zu wihlen da die Reihe auf der rechten Seite Konvergenzradius
1 besitzt. Setze nun

% 1)
g: (_171)_>R7 g(ﬂi’) ::Zén—l—)ll‘%ﬁ—l’
n=0
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dann ist g stetig differenzierbar mit ¢'(z) = arctan’(z) fir x € (—1,1) nach Satz 2.14.
SchlieBlich ist g(0) = 0 = arctan(0) und damit folgt

- o - (_1)n 2n+1 -
arctan(z) = g(x) = ; ot 1” fir z € (—1,1).
Mit Hilfe des Leibniz-Kriteriums folgt, dass die Reihe auch fiir +1 konvergiert. Es lésst
sich zeigen, dass dabei dann die Gleichheit auch fiir x € [—1, 1] gilt. Dies ist jedoch
nicht direkt offensichtlich. Die Reihe konvergiert nicht fir |z| > 1, obwohl arctan(x) dort
definiert ist.

Satz 2.16 (Weierstrafi’scher Approximationssatz). Es seien a,b € R mit a < b und
f:[a,b] = R stetig. Dann kann man f auf dem kompakten Intervall [a,b] gleichmdfig
durch reelle Polynome approximieren: Fir jedes € > 0 existiert ein reelles Polynom p mit

If = pllec <&

Beweisskizze. Es lasst sich zeigen, dass die Funktionen

B (z) = ki()f(%) (Z)xm —a)" % zel0,1], neN

im Fall a =0, b =1 fiir n — oo gleichméfig gegen f konvergieren. Den allgemeinen Fall
beweist man, indem man die Komposition von f mit einer affinen Abbildung von [0, 1]

auf [a, b] betrachtet. B bezeichnet man auch als Bernstein-Polynom. O]

Ende der Sitzung vom 27.4.

2.1 Fourierreihen
Definition 2.17. Sei ¢ > 0. Eine Funktion f: R — C heift g-periodisch, wenn gilt
flx+q)= f(x) firallexeR.
Offenbar gilt dann auch f(x + kq) = f(x) fir alle k € Z. Falls
p =min{q > 0| f ist ¢g-periodisch}
existiert, dann heifit p die (minimale) Periode von f.

Bemerkung 2.18. (a) Ist f periodisch, stetig und nicht konstant, dann kann man
zeigen, dass die minimale Periode existiert.

(b) Es gibt periodische Funktionen, die keine minimale Periode besitzen, z.B. die
konstanten Funktionen. Man kann aber auch nicht konstante (unstetige) periodische
Funktionen ohne minimale Periode konstruieren.
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(c) Ist f periodisch mit Periode p und L > 0, so ist
~. ~ B p
fiR—=C, f@)=f(%2)

periodisch mit Periode L. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit werden wir daher
im Folgenden meist 2m-periodische Funktionen betrachten.

Es seien (an)neng, (bn)ney € C und f: R — C gegeben durch
(2.1) f(z) = % + Z [ay, cos(kx) + by sin(kx)] .
k=1

Dann ist f eine 27-periodische Funktion. Um diese Darstellung von f zu vereinfachen,

setzen wir cg == % sowie

(ak — lbk), k>0,
(22) Cr =

N~ N~

(a,k + ib,k), k <O0.

Also gilt ap = ¢ + ¢ und by = i(cx — c—y) fur k£ > 0. Es gilt dann nach Wahl der ¢

n n —1
E Ckelka: = ¢q + 2 Ckelk‘x + 2 Ckelk’x
k=1

k=—n k=—n

a n n
O . o
—_ 5 + E :ckelkz + 2 C_pe ikx
k=1 k=1
n

1 . 1 :
- @ + Z {—(ak — ibk)elkx + §(ak + ibk)elkx‘|

2
k=1

o Qg . Qg ikx —ikx lbk ikx —ikx
—54—; {?(e +e )—7((3 —e )}

o Z lay, cos(kx) + by sin(kx)] = f(z).

2
k=1

Solch eine Summe f(z) = >, e =37 ()" heiBt trigonometrisches Poly-
nom. Beobachtung: Ist kg der groite gemeinsame Teiler derjenigen k mit ¢ # 0, dann ist
i—g die Periode von f.

Seien g,h: I — C, I C R ein kompaktes Intervall, komplexwertige Funktionen.
Die Funktion g heifit Riemann-integrierbar, g € R(I), wenn Re g und Im g Riemann-
integrierbar sind. In diesem Fall definieren wir das Integral von g durch

/g:—/Reg+i/1mg.
I I I
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Sind Re h und Im h differenzierbar, dann definieren wir analog die Ableitung von A durch
h' = (Reh) +i(Imh)’. Ist g stetig, dann gilt das Analogon des Hauptsatzes (Satz 1.18)
fiir g. Wir bezeichnen wieder mit [ g eine unbestimmte Stammfunktion und berechnen
Integrale genauso wie im reellen mit Hilfe von Stammfunktionen.

Satz 2.19. Ist f ein trigonometrisches Polynom, so sind die Koeffizienten aj und by
bzw. ¢ eindeutig bestimmt durch

1 2
= —/ f(z) cos(kx) dx kE=0,1,...,n
/ f(x)sin(kzx)d k=1,2,...,n
Ck:27r f( e R dy k=-n,—n+1,...,n—1,n.

Beweis. Ist o € R\ {0}, dann hat ¢ die Stammfunktion =e¢* (einfache Rechnung).
Fir k, ¢ € Z folgt daraus und aus der 2wi-Periodizitdt der Exponentialfunktion

R 1
(2.3) o /. eFre i qy = %/ k=07 dg — 6.
Dies liefert

i 27r( i el ) i qa Z Cp— / e T qg = Z Ck0pe = Cp.

21 Jo = ~ 27 =
Die restlichen Identitdaten folgen dann aus (2.2). O

Bemerkung 2.20. Satz 2.19 gilt auch, wenn f die folgende Form mit gleichmafBig
konvergenten Reihen hat:

o0

+ Z a cos(kx) + by sin(kz)] = Z crete.

k=1 k=—00

%o
2
Definition 2.21. Sei f € R(0,27) 27-periodisch. Fiir k£ € Z bezeichnen wir mit

2m
ok = cp(f) = %/0 e % f(z) da

den k-ten Fourierkoeffizienten. Ferner nennen wir die formale Reihe

o0

E Ckelk:x

k=—o00

Fourierreihe von f (ohne eine Aussage iiber ihre Konvergenz zu machen).
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Im Folgenden wollen wir die Frage klaren, ob und in welchem Sinn Fourierreihen
konvergieren.

Definition 2.22. Wir setzen
Py, = {f € R(0,27) | f ist 2m-periodisch}

sowie

1 [ )
(f,9) =5 i fg and |[f][ = (f, f)=.

Eine Folge (fn)n C P, konvergiert im Quadratmittel (bzw. im L>-Sinn) gegen f € Pa,,
wenn gilt

1 27 )
||fn—f||2:%/ |fn_f|2—>0 fir n — oo.
0

Es lasst sich zeigen, dass (-,-) ein Semiskalarprodukt ist (nur positiv semidefinit).
Identifiziert man alle Funktionen f, g € Py, die ||f — g|| = 0 erfiillen, so ist (Psy, (-, -))
nach dieser Identifikation ein Prahilbertraum.

Konvergiert (f,) gleichméaBig gegen f, so konvergiert (f,), auch im Quadratmittel
gegen f. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch (Ubung).

Wir definieren fiir k € Z die Funktionen ej,: R — C durch ej(z) = ¢'**. Dann gilt
(€k, es) = O, wie schon im Beweis von Satz 2.19 gezeigt, d.h. (ex) ist eine Orthonormal-
folge. Fur f € Py, haben wir ¢, = ¢, (f) = (e, f).

Satz 2.23 (Entwicklungssatz). Seien f € Po, und ¢ = (e, f) wie oben. Dann haben

wir fir
n

Sp = E CrChs n € Ny,
k=—n

olgende Aussagen:

Jfolg g
(@) If = snll®> = IIFI7 = X g lcal® fiir alle n € Ny.
(b) Es gilt die Besselsche Ungleichung

(2.4) > lal® < IIFI%

k=—o00
Insbesondere folgt ¢, — 0 fiir k — +o0.

(¢) Die Folge (sn)n konvergiert im Quadratmittel gegen f, d.h. ||s, — f|| — 0 fir
n — 00, genau dann, wenn die Parsevalsche Gleichung gilt:

[e.e]

(2.5) > el = 1717

k=—00
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Beweis. Wir haben

n n n

sl = Z Cree(er, e) = Z CrCeOke = Z ek |
kfl=—n kfl=—n k=—n
und
n n n
(frsn) =D alfren) = Y ae= Y lexl”
k=—n k=-n k=-n

Daraus folgt

n

also (a). Die anderen beiden Aussagen folgen hieraus, da stets ||f — s,[> > 0 gilt. O

Satz 2.24 (Vollstéandigkeitssatz). Sei f € Por. Dann konvergiert die Fourierreihe von f
im quadratischen Mittel gegen f, d.h. die Parsevalsche Gleichung gilt.

Beweis. Siehe z.B. [28, Satz 8.16]. Der Beweis beruht auf einer Approximation von f
zunéchst durch eine 27-periodische stetige Funktion und dann durch ein trigonometrisches
Polynom mit Hilfe des Approximationssatzes von Stone-Weierstrass. O

Bemerkung 2.25. Man kann zeigen, dass Satz 2.24 sogar fiir nicht periodische Funktio-
nen in R(0, 27) gilt, siehe z.B. [17, satz 141.1].

Im Allgemeinen gilt in Satz 2.24 keine gleichméaflige Konvergenz der Fourierreihe und
auch keine punktweise Konvergenz. Unter Zusatzlichen Bedingungen kann man dies aber
erreichen:

Satz 2.26. Sei f € Py, stetig und stickweise stetig differenzierbar. Dann konvergiert die
Fourierrethe von f gleichmdf$ig gegen f.

Beweis. Sei 0 =ty <t < ... <ty =27 eine Zerlegung von [0, 27] so, dass f|y,_, ., fir
7 =1,...,m stetig differenzierbar ist und setze

fl(z), x#t;+2km,

R —C, =
4 o) {0, z =1, + 2.

Dann ist ¢ € Py, nach Satz 1.12(a). Seien -, die Fourierkoeffizienten von ¢. Dann liefert
die Besselsche Ungleichung (Satz 2.23(b))

Y Il < llell? < oo

k=—o00
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Ferner gilt fiir die Fourierkoeffizienten ¢, von f

— 1 —ikz _ 1 S b —ikx
=5 f( Je " dx = %Z/t._l f(z)e ™ dx

m t;

_ 1 —ikx fikm

= 55 2 f(@e Q,WZ / do
=1

i 2

:O—— 1ka:d — ]
2% J, p(x)e xr k”Yk

ti—

Die Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel (GAM) liefert
|| < $(k72 4 |yx[?). Folglich ist 52 |cx| konvergent. Wegen |ex| = 1ist o0 cpe™™®
also glelchmaf)lg konvergent und konvergiert gegen eine stetige Funktion g (Satz 2.6).
SchlieBlich liefert der Vollstédndigkeitssatz (Satz 2.24)

If =gl <IIf = sull + llsn =gl =0 fiir n — o0,

wobei s, =Y ,_  cgey sel. Also ist || f — g|| = 0. Angenommen, es wiirde f # g gelten.
Dann gibe es xy mit f(zg) # g(zo), und da g und f stetig sind, existierten € > 0 und
ein nicht ausgeartetes Intervall I C [0, 27] mit |f — g| > ¢ auf I. Es folgte

27
27T||f—g||2:/ |f—g|22/|f—g|2262lf| > 0.
0 I

Dies wére ein Widerspruch zu ||f — g|| = 0, also muss f = ¢ sein. O

Beispiel 2.27. (a) Sei f: R — R die 27-periodische Funktion mit f(z) = |z| fir |z| <
7. Dann konvergiert die Fourierreihe gleichméfiig nach Satz 2.26. Zur Berechnung
der Fourierkoeffizienten beobachten wir, dass f gerade ist. Die Formel fiir die
Koeffizienten b in Satz 2.19 liefert dann b, = 0 fiir alle £ € N. Somit muss f aus
einer reinen Kosinusreihe bestehen, d.h. es gilt

+ iak cos(kx).

k=1

o
2
Wir rechnen fiir & € Ny:

1 1 2w
/ f(z) cos(kz) dx / zcos(kx)dr + — / (—z + 27) cos(kx) dx
T Jo T Jr

™

1 (" 1 [° 2 [T
=— [ xzcos(kxr)de — — | xcos(kr)dr =— [ xcos(kx)dx.
0 Ly 0

™

= —/ ;Ccos(]mj) dx—l—i/%( :L‘+27T) COS(k(—:C+27T))dSU
)

™ s
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Insbesondere gilt also ag = % foﬁ xdx = 7 sowie fir k € N

2 (7 21 i 2 [T
_Z kr)de = Z—zsin(kr)| — — [ sin(kz)d
ag 7T/o x cos(kx) dx 7Tkxsm( x) ) kﬁ/o sin(kx) dx
2 T 2 0 k gerade, k #£ 0
= —cos(kz)| = —((-DF=1)=<" ’ ’
k2w (k) 0 k:27r(( ) ) {—%, k ungerade.

Es folgt also fiir x € [—7, 7]

T 4 cos((2k — 1))
M_E_%kz 2k—12

(b) (Ségefunktion) Sei f: R — R die 2m-periodische Funktion mit f(z) = x in (—m, 7).

Es ist dann
1 o —ikx 1 " —ikx
= — f(z)e™™de = — xe " dw.
T Jo 2 ),

Es folgt ¢o = 0 und fir £ # 0

i —ikx " 1 " —ikx
= — - — d
C 2k7rwe 2km ¢ v
o i —ikm ikm 1 —ikx |
_Zk_w(ﬂe +7Te. )+—2k27r e .
= %cos(/mr) +0= %(—1)'“.

Also ist die Fourierreihe gegeben durch

Z (_1)k%eilm _ Z(_l)k%(eilm _ —1kx _ Z k:+1Sln )
k?;go k=1 =1

Wiederum war zu erwarten, dass f eine reine Sinusreihe als Fourierreihe hat, da f
ungerade ist. Es lasst sich zeigen, dass die Reihe fir alle x € R~ {(2k + 1)7 | k € Z}
gegen f(x) und in den Punkten (2k + 1)7 gegen 0 konvergiert.

Die letzte Tatsache aus Beispiel 2.27(b) lasst sich verallgemeinern:

Satz 2.28. Ist f € Py, xp € [0,27) und existieren
fe(xo) = hlgélif(xo +h),

Faliro) = lim 2 (F(wo-+ h) — fulro).
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dann gilt

n

Tim 3 e = (£ o) + S (20))

Beweis. Siehe z.B. [17, 136.1 Dirichletsche Regel, S. 138].
Ende der Sitzung vom 30.4.
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3 Lineare Algebra Il

3.1 Die Determinante einer Matrix

In Zusammenhang mit Matrizen und der Untersuchung von linearen Gleichungssystemen
ist die Determinantenfunktion (oder kurz: Determinante) niitzlich. Insbesondere wird sie
uns ein weiteres Hilfsmittel geben, um lineare Unabhéngigkeit von Vektoren zu testen

und quadratische Gleichungssysteme zu losen.
Im Folgenden sei stets K = R oder K = C. Ferner seien E, € K"*" die Einheitsmatrix
in n Dimensionen und {es,...,e,} die kanonische Basis von K", d.h. (e;); = 0;;.

Definition 3.1. Eine Funktion det: K" x ... x K" — K heifit Determinantenfunktion
—_———

n Argumente
(bzw. kurz Determinante), wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(a) det(:) ist multilinear, d.h. in jedem ihrer n Argumente linear: Seien ay, ..., a,,b € K"
und 7 € K dann gilt fiir jedes j € {1,...,n}

det(ay, ag, ..., aj-1,7a; +b,aji1,...,a,)
=7: det(al,ag, ce ,an) + det(al,az, ey i, b, Qjq1y--- ,an).

(b) det(-) ist alternierend, d.h. bei Vertauschung zweier Argumente &ndert die Deter-

minante nur ihr Vorzeichen: Seien aq,...,a, € K" dann gilt fir 1 <i:< j <n
det(al, cey @1, Gy A1y e ey A1, Ay Ajg1y - - ,an)
= - det(a17 sy i1, Qg Qg 15 - -+ Q15 gy Qg1 s - - 7an)-

(c) det(+) ist normiert, d.h. det(ey,...,e,) = 1.

Bemerkung 3.2. Eine Determinantenfunktion wird auch normierte alternierende Mul-
tilinearform auf K" genannt. Fir A = (ay | ag | ... | a,) € K™ setzen wir det(A) =
det(ay, ..., a,) und interpretieren eine Determinantenfunktion als eine Funktion K"*" —
K, welche bzgl. der Spalten multilinear und alternierend ist und ferner det(E,,) = 1 erfiillt.
Weiter unten werden wir zeigen, dass zu jedem n € N genau eine Determinantenfunktion
existiert.

Beispiel 3.3. Fir die folgenden Matrizen, die auch Flementarmatrizen genannt werden,
konnen wir nun bereits ,,die“ Determinante ausrechnen:
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(a) Fiard,5 € {1,...,n}, i # j betrachte die Matrix E;;, welche aus der Einheitsmatrix

E,=(e1]...|en) durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile entsteht, d.h.
1 . 0
0 - 1
Eyj;=|: o t ] e KM,
1 0
0 . 1

Dann gilt det(E;;) = —1. Ist A € K™*", dann vertauscht E;; durch Multiplikation
von links die i-te Zeile mit der j-ten Zeile von A und durch Multiplikation von
rechts die i-te Spalten mit der j-ten Spalte von A.

(b) Firi,j € {1,...,n}, i # j und r € K betrachte die Matrix E;;(r), welche die
Einheitsmatrix beschreibt und an der i, j-ten Stelle den Wert r hat, d.h.

1 0 r
El'j(’l") = o0 < Knxn‘
1

Wir haben nach Vertauschen des i-ten Arguments mit dem j-ten Argument (beachte
i J)
det (61, ceey€51,64, €541, 0 ,en) = —det (61, ce ey €51,64, €541, ,Gn) = 0.

Daraus folgt

det(E;;(r)) = det (e1,...,ej-1,€; + 1€, €41, ..., €p)
= det(En) + rdet (61, cey 651,644,654, - ,€n> =1.

Ist A € R™", dann beschreibt E;;(r) durch Multiplikation von links die Addition
des r-fachen der j-ten Zeile von A zur i-ten Zeile von A und durch Multiplikation
von rechts die Addition des r-fachen der i-ten Spalte von A zur j-ten Spalte von A.

Satz 3.4. , Die“ Determinantenfunktion hat folgende Eigenschaften: Sei A = (ay | ... |
a,) € Kmm,
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(a) Ist eine Spalte von A gleich 0 oder stimmen zwei Spalten tiberein, dann gilt det(A) =
0.

(b) Addition eines Vielfachen einer Spalte von A zu einer anderen Spalte dndert die
Determinante von A nicht, d.h. firr € K und k # j ist

det(A) = det(ay, ag, ..., a;_1,a; + rag, aji1, ... ,an)(: det(A - Ek](r)))

(c) det(A) =0 gilt genau dann, wenn die Spalten von A linear abhdngig sind.

Beweis. Zu (a): Sei zunédchst A = (a1 | ... | a,) € K" derart, dass a; = 0 fiir ein
j€{1,...,n} gilt. Dann folgt mit der Linearitat der Determinante im j-ten Argument

det(A) = det(as,...,a;-1,0,a41,...,a,)

:det(al,...,aj_l,O-aj,aj+1,...,an)
=0- det(al, ey A1, A5,Aj41, - - ,an) =0.
Sei nun A = (ay | ... | a,) € K™ derart, dass a; = a; fir ein Paar 4,j € {1,...,n},
1 # 7, gilt. Dann ist
det(A) = det(al, ey A1, Ay Qg 1y e e ey Q1,5 Ay Qg 1y - - ,CLn)
= —det(ar,...,aqi—1,0, Qix1, ..., Qj_1, 04, Aj11, - . ., Qy) = — det(A).

Demnach ist det(A) = 0.
Aussage (b) folgt nun direkt aus der Multilinearitét und (a), denn fur r € K ist

det(ay,...,a;-1,a; + rag, aji1, ... a,) = det(A) +rdet(ay,..., a1, 0k, Gjt1, ..., ap)
= det(A) + -0 =det(A).

Zu (c): Betrachte zunéchst ,,<=“: Da die Spalten von A = (a1 | ... | a,) € K™" linear
abhéngig sind, existiert k € {1,...,n} derart, dass ay = Z#k rja; firr; € K, 1 < j <n,
j # k, gilt. Es folgt mit der Multilinearitat der Determinantenfunktion

det(A) = det (al, ey Qf1, Z T, Qs - - - ,an>
J#k
= er det(as, ..., ax_1,a;j, Qgs1, ..., 0y) rack @) g
J#k
Fir ,=* wéhlen wir den Beweis per Kontraposition, d.h. wir zeigen: Sind die Spalten von
A linear unabhéngig, dann ist det(A) # 0. Sei also A = (ay | ... | a,) € K™*™ mit linear
unabhingigen Spalten gegeben. Dann ist A invertierbar und wir setzen zj, := A~ te; fiir
k=1,...,n. Es folgt

(3.1) Az, = e, fir 1 <k <n,
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wobei die z;, mit dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt sind. Dies liefert

1 =det(ey,...,e,) =det(Axy,. .., Azx,)

= det (Z(xl)kak, Z(xg)kak, e Z(%)k%)

k=1 k=1 k=1
n

= Z(ml)kl det(ag,, Z(ZEQ)kak; cee Z(%)kak)

k1=1 k=1 k=1

— Z . Z(ml)kl oo (w)h, det(ag,, .. . ag,).

k1=1 kn=1

Den letzten Faktor kénnen wir nun wie folgt vereinfachen: Zunéchst konnen wir die
n-fache Summe reduzieren auf die Summanden, in denen jeweils gilt k; # k; fiir ¢ # j, da
sonst det(ag,,...ax,) = 0 ist. SchlieBlich lasst sich der letzte Faktor durch endlich viele
Vertauschungen von Spalten in det(A) tberfithren. Fir ky, ..., &k, mit k; # k; fur i # 5
gilt dann

det(ag,,...,a,) = £det A.

Das liefert

(3.2) 1= ( i (1)ky - -+ (n)k, - (, = abhangig von ki, ..., kn“)) det(A).
b ()
Es folgt also det(A) # 0. O
Korollar 3.5. Sei A € K™, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) det(A) # 0.
(b

Die Spalten von A sind linear unabhdngig.

)

)

(c) Die Spalten von A bilden eine Basis von K".

(d) Az = b hat eine eindeutige Losung fir alle b € K.

(e) A ist invertierbar.

Beweis. (a)<(b) nach Satz 3.4(b) und (b)—(e) sind dquivalent nach Mathe 1. O
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung (3.2) im Beweis von Satz 3.4 folgt:

Satz 3.6. Es gibt eine eindeutig bestimmte Determinantenfunktion det: K"*" — K. Hat
A € K™ linear abhdngige Spalten, dann gilt det(A) = 0. Andernfalls ist det(A) durch
(3.2) gegeben.
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Bemerkung 3.7. Die sogenannten Leibnizformel gibt den Wert der Determinante explizit
unter Zuhilfenahme von Permutationen der Indizes an. Da die Formel aber fiir grofie n
kein effizientes Verfahren zur Berechnung von Determinanten darstellt, verzichten wir
darauf und verweisen auf die Literatur, z.B. [22, Abschnitt 3.3.3].

Mit Hilfe der Eindeutigkeit der Determinante haben wir folgende Eigenschaft:
Satz 3.8 (Determinantenmultiplikationssatz). Es seien A, B € K™™. Dann gilt
det(A - B) = det(A) det(B) = det(B - A).

Beweis. 1. Fall: det(B) = 0. Dann sind die Spalten von B linear abhéngig nach Korol-
lar 3.5. Die Darstellung

ayy ... QAip
B-A=(b]...|b)

app --. QApp
n n

= (E g1 by E almbk>
k=1 k=1

zeigt, dass auch die Spalten von B - A linear abhéngig sind. Es folgt also

det(B-A) =0=0-det(A) = det(B)det(A).
2. Fall: det(B) # 0. Wir haben

det(BA)

det(BA) = dct(B)

det(B),

det(BA)

miissen also zeigen, dass “Hess = det(A) gilt. Wir werden hierfiir die Eindeutigkeit

der Determinantenfunktion ausnutzen: Definiere F'(A) := dgzgfg;). Beachte, dass det(BA)
linear von den Spalten von A abhingt. Also ist F(-) multilinear. Vertauschen zweier
Spalten in A liefert auch das vertauschen zweier Spalten von B - A. Es folgt also, dass
F(-) alternierend ist. Schlieflich gilt fir A = E,: B - E,, = B und damit F(E,) = 1.
Satz 3.6 liefert F'(A) = det(A). O

Korollar 3.9. A € K™*" ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 ist. Ist dies der

Fall, dann gilt
1

~ det(A)

det (A1)

Beweis. Die erste Behauptung wurde schon in Korollar 3.5 gezeigt. Ist A invertierbar,
dann folgt aus E, = A- A~! mit Satz 3.8

1 =det(E,) = det(A- A™") = det(A) - det(A™). O
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Korollar 3.10. Die Determinantenfunktion erfillt die folgenden Eigenschaften fiir
Zeilenoperationen:

(a) det(-) ist alternierend in den Zeilen, d.h. bei Vertauschung zweier Zeilen dndert
die Determinante nur thr Vorzeichen.

(b) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile dndert die Determinante

nicht.
Beweis. Mit E;; und E;;(r) lassen sich durch Multiplikation von links Zeilenopera-
tionen durchfithren. Der Determinantenmultiplikationssatz und det(£;;) = —1 bzw.
det(E;;(r)) = 1 liefert die Aussagen (a) und (b). O

Ende der Sitzung vom 4.5.

Wir wollen nun eine Methode entwickeln, um die Determinante einer Matrix explizit
auszurechnen.

Beispiel 3.11. Es seien a, b, c,d € K und wir betrachten die Matrix
a b
A= ( d) .

Dann gilt wegen der Multilinearitét in den Spalten und wegen Korollar 3.10:

a b 00
det(A) = det (0 d) + det <C d)

1 b 0 b
= adet <O d) + cdet <1 d>
1 0 10 1 d
=q | det (O 0) + det <O d) — cdet <O b)
———

=0

1 d 1 0
=ad—c det(O O)+det<0 b>

————
=0

= ad — bc.
In dieser Rechnung haben wir gesehen, dass wir die Berechnung der Determinante auf

einfache Félle reduzieren konnen. Um die Methode zu verallgemeinern, benétigen wir
noch einige Hilfsmittel.
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Lemma 3.12. Es seien B € K" ynd A € KO+DX0+D) qyreh,

% ... %k

O =

gegeben. Dann gilt det(A) = det(B).

Beweis. Wir schreiben A = (ey |ag | ... | apy1) und B = (by | ... | b,). Zunéchst konnen
wir durch Addition von Vielfachen der ersten Spalte e; von A zu den anderen Spalten
erreichen, dass die erste Zeile die Form (1,0, ..., 0) hat, bei gleich bleibender Determinante.
Wir werden nun wieder die Eindeutigkeit der Determinante ausnutzen und definieren
dafir eine Abbildung F': K™ — K durch

F(B) = det (é g) _

Offensichtlich ist F' multilinear und alternierend fiir Spalten aus B. Ferner gilt F/(FE,) =
det(E,4+1) = 1. Damit ist F' eine Determinantenfunktion. Satz 3.6 liefert det(A) =
F(B) = det(B), was zu zeigen war. O

Definition 3.13. Fir A € K" und 4,5 € {1,...,n} sei 4;; € K®=Dx(=1) die Matrix,
die aus A durch weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. A;; wird i, j-te
Minorante von A genannt.

Beispiel 3.14. Ist

dann ist zum Beispiel A1, = c.

Ist
ailz aig Aais
A={an ax @23 | ,

az1 asz 33

Q21 A23
Ay =
a31 Aas3

Erinnerung 3.15. Fir A € K™*" ist

dann ist zum Beispiel

t

apy G2 -+ Aip aix Q21 - Aml
At — Qo1 .. : _ | @2 T : e Km
aml .. .. amn aln Y CEEEEY amn
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die zu A transponierte Matrix. Sie entsteht durch Vertauschung jeder Spalte mit der
jeweiligen Zeile. Fiir n = m entspricht dies gerade der Spiegelung der Eintrage entlang der
Diagonalen. Hat A die Eintrage (a;;) und A* die Eintrdge (aj;), dann gilt also aj; = a;. Ist
B € K™? dann folgt aus der Definition der Matrixmultiplikation sofort (AB)" = B*A".

Proposition 3.16. Fir A € K™" gilt det(A") = det(A).
Beweis. Ubung! O

Bemerkung 3.17. Als Folgerung aus Proposition 3.16 gelten alle Resultate fiir Spalten-
operationen in Bezug auf die Determinante auch fiir Zeilenoperationen. Insbesondere ist
die Determinantenfunktion beziiglich der Zeilen alternierend multilinear.

Satz 3.18. Fir jedes j € {1,...,n} und A € K™ gilt die Laplace’sche-Entwicklung
nach der j-ten Spalte:

n

det(A) = > (=1 ay; det(Ayy).

k=1

Fiir jedes i € {1,...,n} und A € K™ gilt die Laplace’sche-Entwicklung nach der i-ten
Zeile:

n

det(A) = > (=1)"ay det(As).

k=1
Die Terme (—1)%7 det(Ay;) werden auch Kofaktoren genannt.

Beweis. Wir schreiben A = (aq|. .. |a,). Es folgt mit den bisher bewiesenen Eigenschaften
der Determinantenfunktion und mit Lemma 3.12:

det(A) = det(al, e A1, Gy Qg1 - ,CLn)
n
=det(ay, ..., a1, g Aj€hs Qjt1, - - - Op)
k=1

n
= g agjdet(an, ..., a;-1, € aji1, ..., an)
k=1

= Zakj(—l)j_l det(ek,al, ey A1, 441, - - ,CLn)

1 Qrr ... ak(j_l) ak(jH) .. Akn

3

api(—1)7 11 det,
k]( ) Ak:j

=
Il
—

3

(—1)k+jakj det(Ak])

k=

—

Die Aussage fiir die Zeilenentwicklung folgt aus der Spaltenentwicklung und aus Proposi-
tion 3.16. N
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Speziell haben wir:
Korollar 3.19. (a) Fira,b,c,d € K gilt: det(¢ %) = ad — be.

(b) Fiir A € K33 gilt die sogenannte Regel von Sarrus:

@11 a2 13
det | a21 a2 ags | = arnaseass + ajeaesas; + ai3az ass
a31 Q32 a3z

— (130220431 — (12021033 — A11A23032.

Beispiel 3.20. Wir konnen nun mit den obigen Hilfsmitteln die Determinante der
folgenden Matrizen berechnen:

(a)

5201 123
det =-2-det |3 2 1
1 2 0 4 1 9 4
00 20
=-2-(1-2-442-1-14+3-3-2—-3-2-1
—2:3-4-1-1-2)
=—-2-(28—-32)=28.
(b)
Lo Lo g
det =det |1 2 O] —3-det |1 2 O
001 3 01 —1 010
01 0 —1

Satz 3.21 (Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme). Es sei A € K™ ™ mat
det(A) # 0. Dann ist die eindeutig bestimmte Losung von Ax =0b, b= (by,...,b,)" € K"
gegeben durch x = (x1,...,x,)" € K" mit

air ... QA13-1) by a16i+1) --- Qin
det : : : , 1=1,...,n.

Ap1 -+ Qp@-1) bn An(i+1) --- Onn

X

~ det(4)

Beweis. Nach Korollar 3.5 hat Az = b eine eindeutige Losung. Ferner gilt Folgendes: Ist
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x eine Losung von Ax = b, so gilt:
T : +...+x, : =

Also gilt fir jedes i € {1,...,n}:

a1 T4 _bl Ain
T : + ...+ : + ...+, : =0.

an1 LiQns — bn Anp
Es folgt also, dass die Spalten der Matrix

aix ... G13-1) (%ali - b1) ai(i+1) .- Qin
M :: . . .

Ap1  -.. Gp(i-1) (xiani - bn) Ap(i+1) -+ Onpn

linear abhangig sind. Also gilt nach Satz 3.4

aix ... Q13i-1) by a1(i+1) --- Qin
0 =det(M) = x;det(A) — det :
Ap1 .- Qp@i-1) bn An(i4+1) -+ Opn
Auflésen nach z; liefert die Behauptung. m

Satz 3.22 (Matrixinversion). Sei A € K™*™ invertierbar, dann ist

1

—1 — B b .
det(A) 2 wobei
det(AH) — det(Agl) e (_1)n+1 det(Anl)
B = ((—1)*7 det(Ay;)) = - det'(Am) det(‘AQQ)
(—1)"" det(Ay,) e e det(Ann)

Beweis. Fiir eine invertierbare Matrix A schreiben wir A™! = (2| ... | z,). Dann gilt
Az; =e; fur j = 1,2,...,n. Setzen wir jetzt in der Cramerschen Regel b = e; fiir die
i-te Spalte von A ein und entwickeln die Determinante der so entstandenen Matrix nach
der i-ten Spalte, dann folgt die Behauptung. n

a b

Beispiel 3.23. Betrachte n = 2 und A = (C d) € K?*2 mit det(A) = ad — bc # 0.
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Dann folgt mit Satz 3.22:

L (4 by d —b
Cdet(A) \—¢  a) ad—bc\-c a)

Ende der Sitzung vom 7.5.

3.2

Eigenwerte und Eigenvektoren

Mit Hilfe der Determinante wollen wir nun eines der wichtigsten Werkzeuge zur Charak-
terisierung von Matrizen entwickeln. Ziel ist es Vektoren zu finden, auf die eine Matrix
nur wie eine skalare Multiplikation wirkt. Solche Vektoren werden wir Figenvektoren
nennen.

Definition 3.24. Sei A € K™**".

(a)

(b)

Wir nennen A € K einen Eigenwert von A, falls es v € K* ~ {0} gibt mit
(3.3) Av = Av.

Wir nennen v in diesem Fall Figenvektor von A zum Eigenwert A. Gleichung (3.3)
wird auch als Eigenwertproblem bezeichnet.

Fir A € K setzen wir £4(\) == {v € K" | Av = Av}. Ist A ein Eigenwert von A, so
wird E4(\) Eigenraum von A (zum Wert \) genannt.

Bemerkung 3.25. (a) Es kann zu einem Eigenwert mehrere linear unabhéngige Ei-

genvektoren geben. Fir alle A € K und A € K™ ist £4(\) der Untervektorraum
der Losungen von

(3.4) (A—\E,)v =0,
d.h. es gilt £4(N) = Kern(A — AE,,). Ist A kein Eigenwert, so gilt £4(A) = {0}.

Eigenwerte und Eigenvektoren kann man genauso fiir allgemeine lineare Abbil-
dungen definieren. Ist L eine lineare Abbildung auf einem Funktionenraum (wir
nennen L dann auch einen linearen Operator), dann werden Eigenvektoren auch
Figenfunktionen von A genannt. Eigenfunktionen sind ein Grundelement um kom-
plizierte Gleichungen zu charakterisieren. In einem Saiteninstrument bestimmt der
Eigenwert, welcher Ton gerade zu horen ist, und die zugehorige Eigenfunktion
beschreibt die Schwingungsform, die die Saite dann annimmt. In der Quantenme-
chanik beschreiben Eigenwerte mogliche Messergebnisse von physikalischen Gréfien
(z.B. Drehimpuls, Geschwindigkeit, etc.).

Bei der Untersuchung von Eigenwerten und Eigenvektoren sind wir nur an nichttri-
vialen Lésungen von (3.4) interessiert, im Sinne von v # 0. Eine solche Lésung existiert

40



fir gegebenes A genau dann, wenn det(A — AE,) = 0 gilt. Die Multilinearitét der Deter-
minante zeigt, dass pa(\) == det(A — AE,,) ein Polynom vom Grad n ist. Die Nullstellen
von p4 in K sind dabei genau die Eigenwerte von A. Diese hangen insbesondere davon
ab, ob wir K = R oder K = C betrachten.

Definition 3.26. Es sei A € K"*" eine Matrix. Die Abbildung p4: K — K, pa(\) =
det(A — AE,), heifit charakteristisches Polynom von A.

Beispiel 3.27.

2 00 2-X 0 0
A=10 0 1| eC®s, A— \F5 = 0 —-Xx 1
0 -1 0 0 -1 =\

Dann ist das charakteristische Polynom von A gegeben durch ps(\) = det(A — AE3) =
(2 — A)(A\%2 + 1). Die Nullstellen in C sind A\; = 2, Ay = 7 und A\3 = —i. Losen der
entsprechenden Gleichungen (3.4) liefert als Eigenvektoren z.B. v; = ey, vy = (0,1,1)*
und vz = (0,1,1)" sowie £();) = Spann(v;) fir j = 1,2, 3. Fiir K = R erhalten wir nur
den Eigenwert 2 und nur einen Eigenraum £(2).

Satz 3.28. Seien A € K™™ und m € N. Ferner seien Ay,..., A\, € K (paarweise)
verschiedenen Figenwerte von A mit zugehérigen Figenvektoren vy, ..., v, € K". Dann
sind die vy, ..., vy linear unabhdngig.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage per Induktion.

Induktionsanfang m = 1: Nach Definition ist ein Eigenvektor nicht der Nullvektor.
Es folgt die lineare Unabhéngigkeit.

Induktionsbehauptung: Fiir ein m € N gilt die Aussage.

Induktionsschritt m — m + 1: Es seien Ai,..., A\, Ay paarweise verschiedene
Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren vy, . . ., Uy, Upy1. Nach der Induktionsbe-
hauptung folgt, dass die v, . . ., v,, linear unabhéngig sind. Seien nun ¢y, ..., ¢y, Cny1 € K
mit

m—+1

(35) S =0
=1

gegeben. Anwenden der Matrix A auf beiden Seiten liefert:

m+1 m+1 m+1
0= A- 0= A (Z Cil)i) == Z A(Cﬂ)i) == Z Cz‘)\ivi-
i=1

i=1 =1

Da auch

m+1

Am+1 E c;iv; =0
i=1
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gilt, folgt

m+1 m—+1 m+1

0= Amt1 Z CiV; — Z CiAV; = Z()\mﬂ - Ai)civi
i=1 i=1

i=1

= Z()\m+1 — )\i)civi-
=1

Da vy,..., v, nach Induktionsbehauptung linear unabhangig sind und \,,.1 — A\; # 0
ist, folgt ¢y = co = ... = ¢, = 0. Aus Gleichung (3.5) folgt nun ¢, 110,41 = 0, also
cm+1 = 0. Da die Koeffizienten cy, ..., ¢;11 beliebig waren, sind die vy, ..., vp41 linear
unabhéngig. O
Korollar 3.29. Es sei A € K"*" eine Matriz mit n (paarweise) verschiedenen FEi-
genwerten Ay, ..., \, € K und zugehorigen Figenvektoren vy, ... ,v, € K". Dann bildet
{v1,...,v,} eine Basis von K" und es gilt demnach

(3.6) K" =E4( A1) @& EA(N2) B ... B EA(Nn).

3.2.1 Diagonalisierung von Matrizen

Eine Matrix A = (a;;) € K™ mit a;; = 0 fur ¢ # j heiit Diagonalmatriz. Fiir diese
verwenden wir die Notation A = Diag(dy, ds, . .., d,) mit dy = ax. € K. Die Struktur von
Eigenwerten und Eigenvektoren ist fiir eine solche Diagonalmatrix besonders einfach: Das
charakteristische Polynom ist pa(A) = (di — A) - ... (d, — A), d.h. die dj, sind genau die
Eigenwerte, und es existieren n linear unabhéngige zugehorige Eigenvektoren, ndmlich die
Standardbasis {ej, ..., e, }. Hier konnen Eigenwerte mehrfach auftreten, also mehrfache
Nullstellen von p,4 sein.

Erinnerung 3.30. Wir identifizieren Matrizen A € K™*" mit linearen Abbildungen L4 €
Hom(K") (meist schreiben wir einfach A statt L,). Allgemeiner wissen wir aus Mathe 1,
dass fiir einen n-dimensionalen K-Vektorraum V mit einer Basis B = {vy,...,v,}
eine Korrespondenz zwischen K-linearen Abbildungen L € Hom(V') und Matrizen A €
K"™*™ besteht: Sei V5 € Hom (K", V') der durch ¥g(ex) = vg, k = 1,...,n, gegebene
Isomorphismus. Dann ist A = (a;;) die Darstellungsmatrix von L beziiglich B genau
dann, wenn a;; = et Ae; = et W' LUpe; = (V5 LUp),; gilt. Dies liest man aus folgendem
kommutativen Diagramm ab:
L

Die Darstellungsmatrix A von L héangt also von der Wahl der Basis B ab.
Im Falle von V' = K" identifizieren wir Vektoren v € V mit den Spalten ihrer
Koordinaten beziiglich der kanonischen Basis. Zu einer beliebigen geordneten Basis
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B ={vy,...,v,} (die nicht die kanonische Basis {ej, ..., e,} zu sein braucht) formen wir
die Matrix B = (v | ... | v,). Mit den Bezeichnungen von oben ist dann ¥ = B und
A hat beziiglich der Basis B die Darstellungsmatrix B~'AB.

Definition 3.31. Zwei Matrizen A, A € K™ heiBen dhnlich (kurz A ~ ,ZI), wenn eine
invertierbare Matrix B € K"*" existiert, so dass

A=B"'AB
gilt. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf K"*".

Bemerkung 3.32. Offensichtlich stimmen die charakteristischen Polynome von &hnlichen
Matrizen iiberein, denn

det((B~'AB) — \E,) = det(B~*(A — \E,)B)
= det(B™ 1) det(A — AE,,) det(B) = det(A — \E,,).

Somit haben dhnliche Matrizen auch dieselben Eigenwerte.

Ein Basiswechsel liefert zu einer gegebenen Matrix A € K™*" eine ahnliche Matrix
als Darstellungsmatrix von L, beziglich der neuen Basis. Wir wollen Basiswechsel
untersuchen, die moglichst einfache neue Darstellungsmatrizen liefern. Als ersten Fall
betrachten wir:

Definition 3.33. Eine Matrix A € K™*™ heifit diagonalisierbar, wenn sie einer Diagonal-
matrix ahnlich ist.

Satz 3.34. Fine Matrix A € K"*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn K" eine Basis
B = (v1|...|vn) aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., A, (mit Wiederholungen
aufgezihlt) von A besitzt. In diesem Fall ist B'AB = Diag(\y, ..., \n).

Beweis. Wenn A diagonalisierbar ist, also B~ AB = Diag(\y, ..., \,) mit einer invertier-
baren Matrix B und \q,...,\, € K gilt, dann erfiillt fir jedes k = 1,...,n der Vektor
vy = Bey, (die k-te Spalte von B):

Avk = BB_IABek = BDlag()\l, ce /\n)ek = B/\kek = )\kvk~

Somit ist (Mg, v) ein Eigenwert-Eigenvektor-Paar von A. Da B invertierbar ist, ist
{v1,...,v,} linear unabhéngig, also eine Basis von K".

Hat A umgekehrt n Eigenwert-Eigenvektor-Paare (\g, v), so dass B = {vy,...,v,}
eine Basis von K" ist, dann ist B = (v1 | ... | v,) invertierbar und es gilt:

(BilAB)ij = GEBilABej = 6;37114’0]‘ = )\j@EBil'Uj = )\jegej = )\jéij,

also B~'AB = Diag(\1, ..., \,). O
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3 2

Beispiel 3.35. Betrachte A = (_1 0

) € R?*2, Dann ist

pa(A) = det (3_? _QA) =23 +2=(A-1)(A—2).

Also sind A\; = 1 und Ay = 2 die Eigenwerte von A. Wir suchen nun Eigenvektoren v zum
Eigenwert 1. Diese l6sen

(2 ))-() = w-n
£a(1) = {r (_11) re R},

Wir suchen nun Eigenvektoren v zum Eigenwert 2. Diese 16sen

(D)) & n--em
e ={r () |rer}

Wir wihlen zu 1 den Eigenvektor (1,—1)" und zu 2 den Eigenvektor (—2,1)*, dann ist
1 -2\ (3 2\(/ 1 -2\ _ (1 2\( 1 -4
-1 1 -1 0 -1 1) 11 -1 2
(10
~\0 2/

Korollar 3.36. Sei A € K™*™ eine Matrix mit n (paarweise) verschiedenen Eigenwerten.
Dann ist A diagonalisierbar.

Es folgt

Es folgt

Beweis. Dies folgt aus Korollar 3.29 und Satz 3.34. O]

Bemerkung 3.37. Die Existenz von n verschiedenen Eigenwerten ist fiir die Diago-
nalisierbarkeit nicht notwendig: Z.B. ist E, fir jedes n von diagonaler Gestalt (also
diagonalisierbar) und hat den n-fachen Eigenwert 1 mit den Eigenvektoren eq, ..., e,.

3.2.2 Normalform von Matrizen

Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar:

Beispiel 3.38. Die Matrix A = (§ ) hat das charakteristische Polynom p4()\) = A? mit
der einzigen (doppelten) Nullstelle 0, dem einzigen Eigenwert. Ein Eigenvektor zu diesem
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1

Eigenwert ist (). Fiir jeden Eigenvektor (3}) € K? gilt

0 o 01 T . T2

0/ \0 0)\z2) \O)’
also x5 = 0. Damit ist £4(0) = Spann(}) und es existiert keine Basis von K? aus
Eigenvektoren von A. Nach Satz 3.34 ist A also nicht diagonalisierbar.

Wir wollen auch fiir eine allgemeine Matrix A € K™*" eine moglichst einfache Darstel-
lungsmatrix beziiglich einer geeigneten Basis finden.

Definition 3.39. Es sei A € C"*" und \ ein Eigenwert von A. Wir bezeichnen mit der
algebraischen Vielfachheit von A die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms p. Wir bezeichnen mit der geometrischen Vielfachheit von A die Anzahl der
linear unabhéngigen Eigenvektoren zum Eigenwert A, also die Zahl dim E4 ().

Bemerkung 3.40. (a) Fiir einen Eigenwert A ist stets dim E4(A) > 1.

(b) Man kann zeigen, dass die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes immer
kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit ist.

(c) Fir diagonalisierbare Matrizen stimmt die geometrische Vielfachheit eines Eigen-
wertes immer mit der algebraischen Vielfachheit iiberein.

Beispiel 3.41. Fir A = FEs ist 1 ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2 und
geometrischer Vielfachheit 2. Fir A = (§¢) ist 0 ein Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1.

Ende der Sitzung vom 11.5.

Wir betrachten zunéchst nur Matrizen tiber C, da in diesem Fall das charakteristische
Polynom nach dem Hauptsatz der Algebra immer in Linearfaktoren zerféllt.

Ist A ein Eigenwert von A € C"*" der algebraischen Vielfachheit «, dann haben wir
fir G == (A — AE,) eine aufsteigende Folge von Untervektorraumen

(3.7) Kern G C Kern G? C Kern G2 C ...

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton, den wir hier nicht beweisen wollen, folgt Kern G* =
Kern GFt! fiir alle k£ > o und dim Kern G® = «. Ferner gilt fir k € N:

(3.8) G (Kern G** \ Kern G*) C Kern G* \ Kern GF*.
Definition und Satz 3.42. In der obigen Situation ist die Zahl

n=min{k € N |Kern(4 — AE,)* = Kern(A — AE,)"*'}
wohldefiniert und erfiillt n < «. Der Untervektorraum

Ha(A) = Kern(A — \E,)* = Kern(A — AE,)"
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heit Hauptraum (verallgemeinerter Eigenraum) von A, und n heifit Index des Hauptrau-
mes von . Es gilt dim Ha(\) = a. Ein Vektor v € Kern(A — AE,)* \ Kern(A — \E,,)F~1
heit Nebeneigenvektor k-ter Stufe von A. Die Nebeneigenvektoren 1-ter Stufe sind also
die Eigenvektoren.

Beweis. [12, Abschnitte 4.5 und 4.6]. O

Satz und Definition 3.43 (Jordanblock). Die Matriz A € C"*" besitze nur einen
Figenwert X\, und dieser habe die geometrische Vielfachheit 1. Dann ist A dhnlich zu der
Matrix

A1 o --- 0
0 .
JoN) =1+ . . . o eCm
: .. o1
0 -+« v 0 )\

Diese nennen wir Jordanblock der Lange n zum Eigenwert .

Beweisskizze. Fiir die algebraische Vielfachheit von A gilt v = n, d.h. es muss H4(\) = C"
gelten. Sei v = vV ein Eigenvektor zu A, und sei v? eine Losung von (A — AE,)v? = v.
Dann ist v® ein Nebeneigenvektor 2-ter Stufe zu . Induktiv sei v® fir k =2,...,n
jeweils eine Losung von (A — AE,)v®) = v*~1 "also ein Nebeneigenvektor k-ter Stufe zu
A. Man kann zeigen, dass diese Losungen jeweils existieren. Die geordnete Basis

B=(v|v?]|... |vM)
liefert dann B~ AB = J,()). O

Satz und Definition 3.44 (Jordanmatrix). Die Matriz A € C™*™ besitze nur einen
Figenwert X, und dieser habe die geometrische Vielfachheit . Ferner sein der Index von
H(\) = C". Dann existieren Zahlen sy < sy < --- < s, €N, s, =m0, mit Y )_, sp =n,
so dass A zu einer Blockmatrix

Jo(A) 0 e .0
. . .
= o S
0
0 0 Jo(A)

dhnlich ist. Fine solche Matriz nennen wir (geordnete) Jordanmatrix der Lénge n zum
Eigenwert .

Beweis. Wir setzen G := A — AEy. Seien v die geometrische und « die algebraische
Vielfachheit von A. Ferner sei n der Index von H4(A) = Kern G". Wir setzen weiter
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Uk =

Kern G*, k € Ny. Dann haben wir wegen (3.7) und (3.8) die aufsteigende Folge

{0} =U CULCU, C--- CU,=Ha(N)

und die Inklusionen

G(Ui N U—1) C U1 N\ Up—s

fiur £ > 2. Wir werden ,Erganzungsraume” V; mit Dimension ¢, := dim U, — dim U_1
mit den folgenden Eigenschaften konstruieren:

und

Un = Un—l ® Vn
Unfl = Un72 S anl

U, =U, Vs
Ui = Vi = Ea(N)

GVi) C Vi,  fiirk=2,....n.

Nach Definition des Index n gilt hierbei g, > 0 fiir £ = 2,...,n. Die entsprechenden
Elemente von Vj ~\ {0} sind dabei Nebeneigenvektoren k-ter Stufe (auch Hauptvektoren
genannt).

Rezept:

Bestimme Dimensionen und Basen der Raume Uy, kK = 1,2...,n (durch GauB-
Eliminierung);

wéhle (beliebige) linear unabhéngige Nebeneigenvektoren 7-ter Stufe
vin),vém,...,vg) € U, ~ U,y so dass fir V, = Spann(v%n),vén),...,vflz))
gilt: V, N U,—1 = {0};

definiere v](n_l) = Gv](-n) fir 5 = 1,2,...,q;; dann ist die Menge
{v§”‘1>, ofm ,v;’j‘”} C U,-1 \ U,_» linear unabhéngig (Ubung);
erginze diese zu einer linear unabhéngigen Menge {v%n_l), vé"_l), . ,véZfll )} C

U,—1\U,_2, so dass fiir V,,_; := Spann (v%n_l), vén_l), e ,véZ;l)) gilt: V,_.1NU,_9 =
{0};

wiederhole diesen Prozess, bis im letzten Schritt die Eigenvektoren vj(-l) = Gv]@),
7 =1,2,...,q festgelegt und zu einer Basis {vg), vél), e ,vs,l)} von E4(\) erganzt
wurden;

ordne die Basis von H4(\) wie folgt an:

1 2 (m) (1) (2) (1 2 oD

2
Ul ’Ul ’-'-,vl ’,112 ,U? 7...,’(}3 ’Ug 9ty ,y ’U,(y)7...
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Jedem Eigenvektor folgen die entsprechenden Nebeneigenvektoren. Jede solche
Gruppe entspricht einem Jordanblock.

e Die Anzahl der Jordanblocke der Léange r ist

(3.9) ¢ — ¢y1 =dimU, —dimU,_; — (dim U, 1 — dim U,)
=2dimU, —dimU,_; —dim U, ;.

o Wenn A reell ist und nur reelle Eigenwerte hat, dann kénnen wir oben C durch
R ersetzen, da alle Nebeneigenvektoren mit reellen Koordinaten gewahlt werden
koénnen.

Erklarung:

« Die zu einem Jordanblock J,.(\) gehorende Kette von Basisvektoren endet mit

einem Vektor vj(-r), welcher nicht als Bild G’U§T+1) erhalten wurde, sondern im
Basisergédnzungsschritt fiir V.. Das erklart, warum die Anzahl dieser Blocke g, — q,41

ist.
e Die Lange der Jordanblocke ist in obigem Schema automatisch abnehmend.

o Die Jordansche Normalform kann man also auch bestimmen, ohne die Nebeneigen-
vektoren festzulegen, sobald man die Dimensionen der Uj, kennt. [

Bemerkung 3.45. (a) Unter der Maflgabe, die Jordanblocke in absteigender Lénge
zu ordnen (geordnete Jordanmatriz), ist die Jordanmatrix zu einem Eigenwert
eindeutig bestimmt, aber die zugehorige Basis aus Nebeneigenvektoren ist es nicht.

(b) Eine geordnete Jordanmatrix der Lange n zum Eigenwert A hat in der Diagonalen
nur A, in der oberen Nebendiagonalen nur die Werte 0 und 1, und an allen anderen
Stellen nur 0 als Eintrage. Die Lange der 1-Ketten in der oberen Nebendiagonalen
nimmt dabei nach rechts unten ab. Achtung: Dort, wo zwei Jordanblécke anein-
anderstofflen hat die obere Nebendiagonale eine 0 als Eintrag! Es ist eine Frage
der Kombinatorik, wie viele verschiedene geordnete Jordanmatrizen prinzipiell in
gegebener Dimension zu einem Eigenwert existieren konnen.

Satz 3.46 (Jordansche Normalform). Die Matriz A € C"*" habe m Eigenwerte A\, mit

algebraischen Vielfachheiten oy, k =1,2,...,m, d.h. Y ,_ o =n. Dann ist A zu einer
Blockmatrix
Ji (A1) 0
S5, (A2)
0 i (Am)

dhnlich, wobei die J}, (\) Jordanmatrizen sind.
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Beweisskizze. Fiir jedes k ist der Hauptraum H () fiir A invariant, d.h. A(Ha(A\x)) C
Ha(Ax). Dies folgt daraus, dass A mit jeder Potenz von (A — AE,) kommutiert, wie
man leicht induktiv zeigen kann. Man beweist nun H,, (A1) & -+ ® Hq,,(A) = C™,
die Hauptraumzerlegung, und macht zunéchst einen Basiswechsel, so dass eine zu A
ahnliche diagonale Blockmatrix entsteht, deren m Blocke jeweils nur einen der Eigenwerte
A, besitzen. Danach wendet man Satz und Definition 3.44 auf diese Blocke in den
Hauptraumen gesondert an. O]

Beispiel 3.47. Wir bestimmen die Jordansche Normalform J und eine Basismatrix B
von

2 1 0 -2
A:—§1%2
-1 -1 3 2
0 00 2

A hat nur den Eigenwert A = 2 mit algebraischer Vielfachheit 4, wir konnen also rein
reell rechnen. Wir setzen

0 1 0 -2
-1 1 1 9
G:IA—2E4: 2 2
-1 -1 1 2
0 00 O
Es folgt
1 1
-3 —1 5 2
G* = 9 0 9 (2) und G® =0.
-3 —1 3
0 0 00

Demnach haben wir = 3, also Us = R*. Wir bestimmen eine Basis fiir Us. Nach einem
Schritt der GauB-Eliminierung erhalten wir aus G? die Matrix

-1 -1 12
B pat—| 0 000
au(=1) 0 000
0 000

Demnach hat G2 Rang 1 und es gilt dim U, = 3. Ferner ist

Us = Kern G* = Kern E3;(—1)G? = Spann

O O =N
O = O =
— O O =~
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Bestimmung der Eigenvektoren liefert dim U; = 2 und

Uy = €4(2) = Spann

O = O
— O NN O

An dieser Stelle konnen wir schon sagen: J hat 2dim Uz —dim Uy —dimUs =8—-4—-3 =1
Jordanblocke J5(2) der Lange 3, 2dim Uy — dim Us —dim U; = 6 —4 —2 = 0 Jordanblécke
J2(2) der Lange 2 und 2dim U; — dim U — dim Uy = 4 — 3 — 0 = 1 Jordanblécke J;(2)
der Lange 1.

Wir wihlen v/ = (0,0,0,1)" € Us ~ Us und setzen V3 := Spann(v'”). Es ergibt
sich v§2) = G’vf’) = (-2,2,2,0)" € Uy ~U; und V, = Spann(v?)). Es ergibt sich
vgl) = GU§2) =(2,0,2,0)". Wir erginzen diesen noch durch die Wahl von vél) =(0,2,0,1)*
zu einer Basis von £4(2) und erhalten die Basismatrix

2 =200
H (2 (3 (1 0 2 0 2
0O 011
Es ergibt sich die Normalform
2100
0210
— p-1 _
J=B"AB = 002 0
00 0 2

Bemerkung 3.48. (a) Die Jordansche Normalform einer diagonalisierbaren Matrix
ist eine Diagonalmatrix.

(b) Aus der Jordanschen Normalform folgt, dass fiir A € C™*" stets det(A) = [[o_; i
gilt, wobei die Eigenwerte \; von A entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit
mehrfach aufgezahlt werden.

3.3 Spezielle Matrizen

In den folgenden Abschnitten wollen wir Matrizen untersuchen, die bestimmte geome-
trische Eigenschaften haben. Um diese zu beschreiben, ist es niitzlich, ein bestimmtes
Skalarprodukt in K™ zu verwenden:
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Definition 3.49. Auf R" bzw. C" verwenden wir das sogenannte Standardskalarprodukt:
Zum u=(up,...,uy,) € R" v=_(v1,...,0,) €RY;

Zu_ivi u=(up,...,uy,) € C" v=(vy,...,0,) € C".

auf R"™ bzw. C". Mit u_Lv dricken wir aus, dass v und v orthogonal sind, also (u,v) =0
erfiillen.

Lemma 3.50. Seien (V,(-,-)) ein K-Skalarproduktraum und by,...,b,, € V ~ {0}
paarweise orthogonale Vektoren. Dann sind die by, . .., b, linear unabhdngig.

Beweis. Seien Aqy,..., A, € K mit

i Aibp =0
k=1

gegeben. Dann folgt fir jedes j € {1,...,m}:

0= (b;,0) = <bj,2)\kbk> = Aklby, b) = Aj(by,by).
k=1 k=1
Da b; # 0 ist, folgt \; = 0 fur alle j € {1,...,m}. Also sind die by,...,0b,, linear
unabhéangig. O]

Bemerkung 3.51. Ist dim(V') = n und sind die Vektoren by, .. ., b, paarweise orthogonal,
so folgt, dass by, ..., b, eine Orthogonalbasis von V ist.

Bemerkung 3.52. Sei v € K" \ {0} ein Vektor mit |v| = 1. Dann beschreibt die lineare
Abbildung

(3.10) P, K" = K"  wuw~ (v,u)v

die Orthogonalprojektion eines Vektors u auf den Unterraum Spann(v): Es gilt u =
(u — Pyu) + Pyu, (u — Pyu) LPyu und Pyu € Spann(v) (Ubung).

Mit dem folgenden Verfahren lésst sich aus einer beliebigen Basis von K" eine Ortho-
normalbasis (ONB) gewinnen:
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Satz 3.53 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Sei V' ein endlich di-
mensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann hat V eine ONB.

Beweis. Sei {by,...,b,} eine Basis von V. Wir setzen
1
= —1>b
1 b 1
L b Pub)
¢y = (b — P, by),
2= 0 = Pty 2 102

1 k—1
Cp - ‘(bk—zpcjbk),kzl...,n.
j=1

br — 51 Puyb
Nach Konstruktion sind die ¢; normiert und paarweise orthogonal (Ubung). O

3.3.1 Orthogonale und unitdare Matrizen

Definition 3.54. (a) Eine Matrix U € R™ ™ heifit orthogonal, falls fir alle v,w € R
gilt: (Uv, Uw) = (v, w).
(b) Eine Matrix U € C"*™ heifit unitdr, falls fir alle v,w € C" gilt: (Uv, Uw) = (v, w).

Bemerkung 3.55. Orthogonale bzw. unitdre Matrizen werden auch winkelerhaltend
oder normerhaltend genannt. Sie sind sogenannte Isometrien im K" beziiglich des Stan-
dardskalarprodukts.

Satz 3.56. Fs sei K =R oder C. Dann ist A € K"*" genau dann orthogonal bzw. unitdr,
wenn die Spalten von A eine ONB in K" bilden.

Beweis. Seien aq,...,a, die Spalten von A.
,<=“ Sei {aj,...,a,} eine ONB von K" und seien v = (vy,...,v,)
(w1, ..., w,)" zwei Vektoren in K™. Es folgt

(Av, Aw) = <A<Zl Uiei),A(jil wjej)> _ <éw,4@i,jile,4@j>
_ <§;viai,j§;wﬂj> =S g, ay)

i=1 j=1

n n n
= g g Vjw;0;; = E Tw; = (v, w).
i=1

i=1 j=1

Cund w =

,="“: Sei A orthogonal bzw. unitéir. Es folgt

(ai,a;) = (Ae;, Aej) = (ei, ) = bij,
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d.h. die aq, ..., a, bilden ein Orthonormalsystem. Aus Lemma 3.50 folgt die Behauptung.
O

Ende der Sitzung vom 14.5.

Definition 3.57 (Gruppen). Eine Menge G mit einer Verkniipfung G x G — G, (a,b) —
a - b, heift Gruppe, wenn die Verkniipfung folgende Eigenschaften hat:

(i) Assoziativitdt: Fir alle a,b,c € G gilt (a-b)-c=a-(b-c);

(ii) Es gibt ein Neutrales Element e € G, so dass a-e = e-a = a fiir alle a € G gilt;

1 1

(ili) Zu jedem a € G existiert ein Inverses Element a™' € Gmita-a ' =a"'-a=ce.

Bemerkung 3.58. Das neutrale Element und die Inversen Elemente sind in einer Gruppe
eindeutig bestimmt.

Satz und Definition 3.59. Die Menge
GL(n,K) = {A e K" | A invertierbar} = {A € K" | det(A) # 0}

ist beziglich der Matrizmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe (general
linear group) vom Grad n iiber K.

Beweis. Sind A, B € GL(n,K), so gilt det(AB) = det(A)det(B) # 0, d.h. AB €
GL(n,K). Damit ist die Matrixmultiplikation eine Verkniipfung in GL(n, K). Die Asso-
ziativitat der Matrixmultiplikation wurde in Mathe 1 gezeigt. Das neutrale Element ist
E,, und es erfiillt (ii). Ist A € GL(n,K), so betrachten wir die assoziierten Abbildungen
Liund Ly = L' in Hom(K"). Aus Lo L' = L' o L = id folgt dann (iii). O
Definition und Satz 3.60 (Untergruppe). Eine Teilmenge H einer Gruppe G mit
Verkniipfung ,,-“ heifit Untergruppe von G, falls die Einschrankung der Verkniipfung von
G auf H wohldefiniert ist und H beziiglich dieser Verkniipfung eine Gruppe ist. Dies ist
erfiillt, wenn fiir alle a,b € H auch a-b und ¢! in H liegen. In diesem Fall stimmen
die neutralen Elemente von H und G sowie, fiir u € H, die Inversen von v in H und G
iiberein.

Beweis. Ubung. [

Satz und Definition 3.61. (a) A € R™ " ist orthogonal genau dann, wenn A €
GL(n,R) und A~' = A" gelten. Wir setzen

O(n) = {A € GL(n,R) | A is orthogonal}.
Es gilt |det(A)| = 1 fiir alle A € O(n). Wir setzen
SO(n) :={A € O(n) | det(A) = 1}.

Die Mengen O(n) und SO(n) sind Untergruppen von GL(n,R) und heiffen ortho-
gonale Gruppe bzw. spezielle orthogonale Gruppe.
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(b) A € C™ " ist unitir genau dann, wenn A € GL(n,C) und A™1 = A" gelten. Wir
setzen

U(n) = {A € GL(n,C) | A is unitdr}.

FEs gilt |det(A)| =1 fir alle A € U(n). Die Menge U(n) ist eine Untergruppe von
GL(n,C) und heifit unitdare Gruppe.

(c) Sei A€ O(n) oder A € U(n). Dann haben alle Eigenwerte von A den Betrag 1.

Beweis. Wir zeigen nur: A € C™" ist unitar genau dann, wenn A € GL(n,C) und

A=A gelten. Der Beweis der entsprechenden Aussage fiir K = R geht analog.
,=": Seien x,y € C" beliebig. Dann gilt

(3.11) (x.y) = (Az, Ay) = (Az)"(Ay) = T'A' Ay = (x, A" Ay).
Also ist nach umstellen B
0= (z,(E, — A A)y).

Fir die Wahl z = (E,, — ZtA)y ist (x,z) = 0. Es folgt x =0, d.h. (E,, — ZtA)y = 0 fiir
alle y € C". Daraus folgt E,, = ZtA, d.h. A ist injektiv, also bijektiv. Da A~! eindeutig
bestimmt ist, folgt A~ = A",

,<=“ Sei A € GL(n,C) mit A™! = A gegeben. Mit Verwendung der Rechnung in
(3.11) folgt fur alle z,y € C:

—t
(z,y) = (z, A Ay) = (Az, Ay).
Somit ist A unitar.
Beweise der restlichen Behauptungen: Ubung! [

Reelle orthogonale Matrizen beschreiben geometrische Operationen im R"™. Im einfach-
sten interessanten Fall n = 2 haben wir:
Lemma 3.62. Sei A € O(2).

(a) Fir det(A) =1 gilt A= (552 °0%) mit p € (—m,7] (Drehung in R?).

siny cosp

(b) Fir det(A) = =1 gilt A= (535 _Sicl(l)fw) mit p € (—m, 7] (Spiegelung in R? an einer
Geraden).

Beweis. Ubung. O

3.3.2 Selbstadjungierte Matrizen
Fir v,w € K" und A € K"*" gilt

— t

(v, Aw) = 7' Aw = A w = (Atv> w = (Ztv, w).

Das motiviert folgende
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Definition 3.63. Fiir A € K™ heift A* == A’ die 2u A adjungierte Matriz oder die
Adjungierte von A. Es gilt dann fur alle v,w € K™ (v, Aw) = (A*v,w). Ist A* = A, dann
heifit A selbstadjungiert und es gilt fir alle v,w € K": (Av,w) = (v, Aw). Ist K = C,
dann nennt man A in diesem Fall auch hermitesch. Ist K = R, dann ist selbstadjungiert
gleichbedeutend mit A* = A und man nennt eine solche Matrix A auch symmetrisch.

Lemma 3.64. Sei A € K™*" selbstadjungiert. Dann gilt:
(a) Alle Eigenwerte von A sind reell.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal (bzgl. des Standard-
skalarproduktes).

Beweis. Es geniigt A € C"*™ zu betrachten. Zu (a): Sei A € C ein Eigenwert von A mit
Eigenvektor v € C". Dann gilt

Ao]2 = Mo, v) = w,v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, W) = Mv,v) = Aol

Es folgt A = ), also A € R.
Zu (b): Seien A\; # Ay zwei Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren vy, vy €
K™\ {0}. Dann ist wegen (a)

()\1 - )\2)<U171}2> = <)\17117@2> - <U1; )\202> = <A017U2> - (Ul,AUQ>
= <U1, AU2> — <U1, AU2> =0.

Es folgt (v1,v2) = 0 und damit die Behauptung. O

Satz 3.65. Sei A € K™"*" selbstadjungiert. Dann ist A diagonalisierbar. Genauer: Es
gibt eine orthogonale (falls K = R) bzw. eine unitire (falls K = C) Matriz U mit

A1 0
U AU = gy :
0 An
wo A,..., A\, € R die Figenwerte von A sind. Hierbei sind die Spalten von U nor-

mierte Figenvektoren von A. Im Fualle K = R nennt man diesen Basiswechsel auch
Hauptachsentransformation.

Beweis. Fir K = C zerfallt das charakteristische Polynom p, in Linearfaktoren. Fiir
K = R zerfallt ps auch iiber C, und da nach Lemma 3.64(a) alle Nullstellen von py
reell sind, zerféllt p4 auch tiber R. In beiden Féllen ist die Summe der algebraischen
Vielfachheiten der Eigenwerte gleich n. Es reicht noch zu zeigen, dass fiir jeden Eigenwert
seine geometrische Vielfachheit gleich seiner algebraischen Vielfachheit ist. Anschliefend
kann namlich jeder Eigenraum nach Satz 3.53 mit einer ONB ausgestattet werden, und
die Gesamtheit dieser ONBen liefert eine ONB fiir C" aus Eigenvektoren von A, wegen
Lemma 3.64(b). Die Diagonalisierbarkeit folgt dann aus Satz 3.34.
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Sei also A ein Eigenwert. Angenommen, die geometrische Vielfachheit von X ist kleiner
als die algebraische Vielfachheit. Dann existiert ein Nebeneigenvektor 2. Stufe

v € Kern(A — \E,,)* \ Kern(A — \E,,).
Nach (3.8) erhalten wir
w = (A—AE,)v C Kern(A — A\E,) ~ {0} = Ea(N) ~ {0},
d.h. w ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dies liefert
0 # (w,w) = (w, (A — AE,)v) = (w, Av) — Mw,v) = (Aw,v) — N w,v)
= (Aw,v) — Mw,v) = MNw,v) — Mw,v) =0,
Widerspruch! Also muss die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen sein. [

Bemerkung 3.66. Eine Matrix A € K™ heifit normal, wenn A*A = AA* gilt. Zum
Beispiel sind orthogonale, unitére und selbstadjungierte Matrizen normal. Fir K = C
kann man zeigen, dass auch normale Matrizen mittels einer ONB aus Eigenvektoren
diagonalisierbar sind. Die Eigenwerte sind dann aber nicht notwendigerweise reell. Reelle
normale Matrizen besitzen immerhin nach dem Wechsel zu einer geeigneten ONB eine
Normalform als Blockdiagonalmatrix aus 1 x 1- und 2 x 2-Matrizen, wobei letztere positive
Vielfache von Matrizen aus SO(2) sind.

3.3.3 Positiv definite Matrizen
Definition 3.67. Eine selbstadjungierte Matrix A € K"*" heif3t

a) positiv semidefinit (nichtnegativ, A > 0), wenn (v, Av) > 0 fir alle v € K" gilt;

(a)
(b) positiv definit (positiv, A > 0), wenn (v, Av) > 0 fir alle v € K" ~ {0} gilt.
(c) megativ (semi)definit, wenn — A positiv (semi)definit ist.

)

(d) indefinit, wenn A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung 3.68. Auf K" liasst sich fiir eine gegebene Matrix A € K"*" eine Abbildung
wie folgt definieren:

(4 K'x K" - K, (v,w) — (v, Aw).
Wir beobachten: (-, )4 ist bilinear (falls K = R) bzw. sesquilinear (falls K = C).
(a) Es gilt (v, w)4 = (w,v) 4 genau dann, wenn A eine selbstadjungierte Abbildung ist.

(b) (v,w)4 beschreibt ein Skalarprodukt genau dann, wenn A selbstadjungiert und
positiv definit ist.
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(c¢) Fir jedes Skalarprodukt (-,-), auf K" gibt es eine selbstadjungierte Abbildung A
mit <.’ >* — <., '>A-

Wir schreiben im letzten Fall auch
<an>* = <U|A|w> = <U7Aw> = (Av,w) = <U7w>A-

Satz 3.69. Seien A € C™*" selbstadjungiert und A, ..., \, die Eigenwerte von A (mit
Mehrfachnennung). Dann gilt:

(a) A >0 genau dann, wenn A\; > 0 fir allei € {1,...,n}.
(b) A > 0 genau dann, wenn \; > 0 fir alle i € {1,...,n}.

Beweis. Nach Satz 3.65 gibt es eine ONB von K" aus Eigenvektoren vy, ..., v, von A zu
zugehorigen Eigenwerten Ay, ..., \, € R. Sei v € K" gegeben durch v = )" | ¢;v;. Dann
folgt

0= (3 A(35 ) ) = (e 35

i=1 i=1

= Z Zc_icj@i’ Avj) = Z Zc_icj<vi7 Ajvj)

i=1 j=1 i=1 j=1
n o n n n

= E E /\jcicj<vi7vj> = E E Ajcicj(gij
i=1 j=1 i=1 j=1

== Z )\Z|CZ|2

i=1
Zu ,<=“Ist \; > 0 bzw. > 0 fur allei =1,...,n, so gilt fir v =>"1"  ¢;u; #0:

(v, Av) =Y " Nlai|> >0 bzw. > 0.

i=1
Zu ,="“: Ist A nichtnegativ bzw. positiv, so gilt fiir die Basisvektoren v;, j =1,...,n:
)\j = <Uj,AUj> > 0 bzw. )\j = <Uj,A’Uj> > 0.

Es folgt die Behauptung. n

Beispiel 3.70. Die Matrix A = (}1) ist eine selbstadjungierte Matrix in K?. Das
charakteristische Polynom ist ps(A\) = (1 —A)? —1 =A% — 2\ = A\(A — 2). Also hat A die
Eigenwerte 0 und 2. Beide sind nichtnegativ und daher ist A eine positiv semidefinite
Matrix.
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Definition 3.71. Es sei A € K™*". Wir bezeichnen die Summe der Diagonalelemente,
Spur(A) == aj +ag+ ...+ apy, = Z Qi
i=1

als Spur von A.
Lemma 3.72. Sei A € R**? symmetrisch. Dann gilt

(a) A ist positiv (negativ) definit genau dann, wenn det(A) > 0 und Spur(A) =
aj; + az > (<) 0.

(b) A ist positiv (negativ) semidefinit genau dann, wenn det(A) > 0 und Spur(A) =
aj + ag > (<) 0.

(c) A ist indefinit genau dann, wenn det(A) < 0.
Beweis. Ubung. O]

Ende der Sitzung vom 18.5.

3.3.4 Die reelle Jordansche Normalform

Das charakteristische Polynom einer reellen Matrix A € R"*" zerfallt im Allgemeinen
nicht iiber R. Dennoch kann man in diesem Fall einen Basiswechsel in R™ angeben,
so dass die Matrix in eine einfache Form tiberfithrt wird. Diese gewinnt man aus der
komplexen Normalform, indem man jeweils Real- und Imaginérteil von Eigenvektoren,
Nebeneigenvektoren und Eigenwerten zur Konstruktion der Basis und der Normalform
nimmt. Dies funktioniert, weil die echt komplexen Nullstellen des reellen charakteristischen
Polynoms jeweils in Paaren zueinander komplex konjugierter Zahlen auftreten. Wir stellen
hier nur die sich ergebende Normalform der Matrix dar, ohne ndher auf die Konstruktion
der Basis einzugehen.

Bemerkung 3.73 (Reelle Jordansche Normalform). Die reelle Matrix A € R"*" habe
die reellen Eigenwerte A1, ..., A, mit den algebraischen Vielfachheiten a4, ..., a, und die
echt komplexen Eigenwertpaare (piq, fi1), - - -, (fm, flm) mit den algebraischen Vielfach-
heiten o, ..., a;,. Seien J; (A;) die Jordanmatrizen zu den reellen Eigenwerten wie im
Abschnitt 3.2.2. Fir ein j und einen komplexen Eigenvektor zum Eigenwertpaar z; & iy;
mit z;,y; € R, y; # 0, hat der zugehorige reelle Jordanblock der Lange 2k die Gestalt
(in Blockmatrixform)

M, E; 0 - 0
0o :
Jipj)=1: . . .0
. R
0 0 M,
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mit k£ 2 x 2-Matrizen M; = (fjj 7 ) Offensichtlich ist M, das positive Vielfache einer

Drehmatrix, siehe Lemma 3.62(a). Die reellen Jordanmatrizen zum Eigenwertpaar ;+iy;

sind dann /
T (1) 0 0
0 ) ) .
: .. / _
Joo (1) = Tl
: .. . 0
0 0 T ()

und haben die Lénge 2a;. Die Matrix A ist dhnlich zu einer reellen Matrix der Gestalt

Ji (A1) 0

Jix, (M)
Jor (1)

0 T2, ()
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4 Die Topologie des RY

4.1 Metrische Raume

Definition 4.1 (Metrik). Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X x X — [0,00) derart, dass fiir z,y,z € X gilt:

(M1) d(z,y) =0z =y (Definitheit)
(M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
(M3) d(z,2) < d(xz,y)+d(y,2) (Dreiecksungleichung)

Das Paar (X, d) heifit metrischer Raum.

Beispiel 4.2. (a) Ist (V,]|-||) ein normierter Raum, so ist (V, d) ein metrischer Raum
mit der durch die Norm induzierten Metrik d: V' x V' — [0, 00), d(z,y) = ||z — y]|.
Es gilt also

Skalarproduktraum — normierter Raum —  metrischer Raum

mit induzierten Strukturen. Alle Definition und Sétze iiber metrische Ridume
iibertragen sich daher direkt auf normierte Raume und Skalarproduktréaume.

Spezielle induzierte Metriken sind zum Beispiel d,(z,y) = |z — y|, fir z,y € RY
und p € [1, 00].

(b) Sei X eine beliebige Menge. Die diskrete Metrik d auf X ist definiert durch

0, T =y,
d(z,y) = {1 vty

Im Folgenden sei (X, d) stets ein metrischer Raum.

Definition 4.3 (Grenzwert). Sei (x,,), eine Folge in X und a € X. Gilt lim,,_,o. d(z,, a) =
0, so nennt man a Grenzwert der Folge (x,,), und schreibt

a= lim x, oder T, — a firn — oo, ((x,), konvergiert gegen a)
n—oo

Satz 4.4. Konvergiert eine Folge (x,,), in X, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmid.
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Beweis. Sind a,b € X mit lim,_, d(x,,a) =0 = lim,_, d(x,,b), so gilt

(M3)
0 <d(a,b) < d(a,z,)+d(z,,b) — 0 firn — oo,

also d(a,b) = 0 und somit a = b wegen (M1). O

Beispiel 4.5. Betrachte z, = (1,2) e R? fir n € Nund a = (1,0) € R%. Fiir 1 < p < o0
gilt lim,, o 2, = @ im metrischen Raum (R?,d,), da

1

1
(o) =l —aly = |(0.2)

=— =0 fir n — oo.
n
p

Definition 4.6. (a) Fira € X, r > 0 sei

B.(a) ={y € X |d(y,a) <r} (offene r-Kugel um a)
B,.(a) ={y € X |d(y,a) <r} (abgeschlossene r-Kugel um a)

(b) In einem normierten Raum (V, ||-||) heiBt B,(0) = {v € V | ||lv|| < 1} Einheitskugel
von V.

Definition 4.7. (a) Sei A C X. Der Durchmesser von A ist definiert durch

diam(A) = sup{d(x,y) | z,y € A} € {—o0} U0, 0]

(b) A heifit beschrinkt, falls diam(A) < oco.

(c¢) Eine Folge (x,), in X heiBt beschrankt, falls die Menge {xz,, | n € N} beschrankt
ist.

Bemerkung 4.8. (a) Es gilt diam(B,(a)) < 2r fir a € X,r > 0.
(b) Ist AC B C X, so gilt diam(A) < diam(B).

(c) Eine nichtleere Teilmenge A C X ist beschrankt genau dann, wenn a € X und
r > 0 existiert mit A C B,(a).

Beweis. (a): Fir x,y € B,(a) gilt d(z,y) < d(x,a) + d(a,y) < 2r, und somit folgt
diam(B,(a)) < 2r.
(b): Dies folgt direkt aus der Definition von diam.

(c): ,<“: Gilt A C B,(a) fir ein a € X, r > 0, so folgt

(®) (b) — ()
diam(A) < diam(B,(a)) < diam(B,(a)) < 2r < oo,

und somit ist A beschrankt.
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»,=": Nach Voraussetzung ist r’ := diam(A) € [0,00). Mit 7 := 7" + 1 und beliebig
gewahltem a € A gilt dann

d(z,a) < diam(A) <r fir alle x € A,
also A C B,(a). O
Definition 4.9. Sei A C X und a € X. A heif}t
(a) Umgebung von a, wenn es € > 0 gibt mit B.(a) C A.

(b) offen (in X), wenn es zu jedem = € A ein € > 0 gibt mit B.(z) C A, d.h. wenn A
Umgebung von allen Punkten in A ist.

(c) abgeschlossen (in X), wenn X ~\ A offen ist.
Satz 4.10. In jedem metrischen Raum (X, d) gilt:
(a) Fiira € X, r >0 ist B,(a) offen und B,(a) abgeschlossen.
(b) X, @ sind jeweils offen und abgeschlossen.
Beweis. (a): Sei x € B,.(a), d.h. d(z,a) <r. Mit € :=r — d(z,a) > 0 gilt fir y € B.(z):
d(y,a) < d(y,z)+d(z,a) < e +d(z,a) =r, also y € B,(a).

Somit ist B.(x) C B,(a). Es folgt: B,(a) ist offen.
Zum Beweis der Abgeschlossenheit von B, (a) zeigen wir:

(4.1) X \ B,(a) ist offen.
Sei x € X \ B,(a), d.h. d(z,a) > r. Mit ¢ := d(z,a) —r > 0 gilt fiir y € B.(v):
d(y,a) > d(z,a) —d(x,y) > d(z,a) —c =, also y € X \ B,(a).

Somit ist B.(z) C X \ B,(a). Es folgt (4.1).
(b): ist trivial. O

Beispiel 4.11. Sei A = {(£,0) |1 <t < 3} C R? Dann ist A weder offen noch abge-
schlossen im metrischen Raum (R?, ds).

Man kann offene Mengen auch als Ausgangspunkt der Untersuchungen wéhlen:

Definition 4.12. Seien Y eine Menge und O C 2" (d.h. O ist eine Familie von Teilmengen
von Y') mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Y, 2 € O;

(ii) wenn U; € O fir alle ¢ € I gilt, wo I eine beliebige Indexmenge ist, dann folgt
Uier Ui € O;
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(iii) wenn U; € O fir alle ¢ € I gilt, wo I eine endliche Indexmenge ist, dann folgt
ﬂiEI Ui € O.

Dann heifit O eine Topologie auf Y. Die Elemente von O nennt man auch offene Mengen,
und das Paar (Y, O) heifit topologischer Raum. Eine Teilmenge A C Y heiit abgeschlossen
wenn Y \ A offen ist.

Bemerkung 4.13. Sei Y ein topologischer Raum. Ist A; C Y abgeschlossen fiir ¢ € I,
so ist [);c; Ai abgeschlossen. Ist ferner I endlich, so ist auch | J,.; A; abgeschlossen

Beweis. Fiir i € I ist A; abgeschlossen, also X \ A; offen. Nach Definition 4.12(ii) ist

X\ﬂAi:U(X\Ai)

il il

offen, also (7),.; A; abgeschlossen. Ist I = {1,...,n}, so folgt aus Definition 4.12(iii), dass

i€l i€l
offen, also (J,.; A; abgeschlossen ist. ]

Satz 4.14. Die Familie der (metrisch) offenen Mengen in X bilden eine Topologie auf
X, die metrische Topologie oder die von der Metrik induzierte Topologie.

Beweis. Wegen Satz 4.10(b) reicht es, die Eigenschaften in Definition 4.12(ii) und (iii)
fiir die metrisch offenen Mengen zu zeigen. Seien dazu [ eine Indexenge und A; C X
offen fir i € I. Sei ¥ € A == J,.; Ai, d.h. v € A fiir ein 4y € 1. Da A;; offen ist, existiert
e > 0 mit B.(z) C A;, C A. Es folgt, dass A offen ist.

Sei ferner I endlich, d.h. I == {1,...,n} und z € _; 4;, dh. z € A, fir i =
1,...,n. Nach Voraussetzung existieren ¢; > 0 mit B, (x) C A; fir i = 1,...,n. Mit
€ :=minj<;<, &; > 0 gilt dann

Es folgt die Offenheit von (;_, A;. O

Bemerkung 4.15. Wir betrachten R mit der von der Betragsnorm induzierten Metrik,
um zu zeigen, dass in Satz 4.14 und in Bemerkung 4.13 die Endlichkeitsvoraussetzung nicht
unwesentlich ist. Unendliche Schnitte offener Mengen sind im Allgemeinen nicht offen:
Fiir alle n € Nist (—2, 1) offen in R, aber {0} = (1, cn(—2, 1) ist nicht offen. Unendliche
Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind dementsprechend im Allgemeinen auch nicht
abgeschlossen: Fiir alle n € N ist z.B. [+, 1] abgeschlossen in R, aber (0,1] = [, o[+, 1]

n
ist nicht abgeschlossen.

Definition 4.16. Sei A C X und a € X.
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(a) Wir setzen

A= U B (Offener Kern oder Inneres von A)
BCA, B offen

A= ﬂ B (Abschluss von A)
BDA, B abgeschl.

0A =A~ A (Rand von A).

Wir verwenden auBerdem die Schreibweise int A (interior of A) statt A fiir kompli-
ziertere Ausdriicke A.

(b) a heift
e innerer Punkt von A, falls a € A.
e Berihrpunkt von A, falls a € A.
e Randpunkt von A, falls a € JA.
o Haufungspunkt von A, falls a € A\ {a}.
Satz 4.17. Seien A,C C X. Dann gilt:
(a) A ist offen, und A, DA sind abgeschlossen.
(b) A offen & A= A.
(c) A abgeschlossen < A = A.
(d) A=A und int(int A) = int A.
() X~A=X~A4, X~A=it(X~A) und 9A=ANXA.
(f) Ist A C C, so folgt ACCund ACCO.

Beweis. (e):

(4.2) X~NA= (] B= () x~B=X~ |J B=x\A
BDX~A B/CA B/CA
B abgeschl. B’ offen B’ offen
(4.2)

Sei ferner D := X ~ A. Dann gilt X ~ D = X < D = 4, also D = X ~ A. SchlieBlich
ist
A=A A=4AN (X A) P ANX A

(a): Wegen Satz 4.14 ist A offen und A abgeschlossen. Somit ist auch

0A ©7 NXNA abgeschlossen.

(b) und (c) folgen aus (a) und Definition 4.16. (d) folgt aus (a)—(c). (f) folgt direkt aus
Definition 4.16. ]
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Ende der Sitzung vom 25.5.

Definition 4.18. Fira € X und A C X sei
dist(a, A) = inf{d(a,y) |y € A} (Abstand von a zu A)

Satz 4.19. Seien A C X und a € X. Dann gilt:

(a) Genau dann ist a innerer Punkt von A, wenn e > 0 existiert mit B.(a) C A, d.h.
wenn A eine Umgebung von a ist.

(b) Aquivalent sind:
(i) a € A (d.h. a ist Beriihrpunkt von A).
(ii) dist(a, A) =0

(iii) FEs existiert eine Folge (xy,), in A mit lim,_,. x, = a.

(c) a ist Hiufungspunkt von A genau dann, wenn eine Folge (), in A~ {a} existiert
mit lim,, o0 T,, = a.

Beweis. (a): ,=“: Sei a € A. Da A offen ist, existiert ¢ > 0 mit B.(a) C A C A.

<= Gilt umgekehrt B.(a) C A fiir ein & > 0, so folgt B.(a) C A, da B.(a) offen ist.
Insbesondere folgt a € A.

(b): Es gilt:

a€Asag XN A=int(X N\ A)

(4.3) @ fiir alle £ > 0 ist B.(a) Z X N A
< fir alle e > 0 ist B.(a) N A # @.

»(i) = (iii)": Es folgt aus (4.3), dass fiir alle n € N ein @, € Bi(a) N A existiert, d.h.
d(zy,a) < £ — 0 fir n — oco.

»(ill) = (ii)“: Es gilt dist(a, A) < d(a,z,) fir alle n € N, also dist(a, A) = 0.

»(i1) = (1)“: Fiir alle € > 0 existiert ein z € A mit d(z,a) < ¢, d.h. fiir alle ¢ > 0 ist
B.(a) N A # @, und (4.3) liefert daher (i).

(c): folgt aus (b) angewandt auf A \ {a}. O

Korollar 4.20. A C X ist abgeschlossen genau dann, wenn alle Folgen in A, die in X
konvergieren, ihren Grenzwert in A haben.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 4.17(c) und Satz 4.19(b). O

Satz und Definition 4.21. Ist M C X, so erfillt die Finschrankung von d auf M x M
ebenfalls die metrischen Aziome, d.h. (M,d) ist ebenfalls ein metrischer Raum. Diese
Metrik auf M heifst die von X induzierte Metrik und die zugehdrige Topologie auf M
heifit die induzierte (oder auch relative) Topologie von M. Die entsprechenden offenen
und abgeschlossenen Mengen heiffen relativ offen bzw. relativ abgeschlossen. Dabei gilt:
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(a) A ist relativ offen in M genau dann, wenn eine offene Teilmenge A’ C X existiert
mit A=MnNA.

(b) A ist relativ abgeschlossen in M genau dann, wenn AN M C A gilt. Hierbei
bezeichne A den Abschluss von A in X. In diesem Fall gilt A = A nm.

Der Beweis dieser Aussagen verbleibt als Ubung.

Beispiel 4.22. Sei X = R? und M = 72 C R?, jeweils betrachtet mit der Metrik
ds. Dann ist jede Teilmenge von M relativ offen und abgeschlossen in M, aber keine
nichtleere Teilmenge von M ist offen (in X).

4.2 Aquivalente Normen

Satz 4.23 (Bolzano-Weierstraf}). Sei (z) ein Folge in RN derart, dass C > 0 existiert
mit |zyle < C fir alle k € N. Dann gibt es eine Teilfolge (xy,); und a € RN mit
im0 71, = a beziiglich |-|s.

Beweis. Induktion nach der Raumdimension N.

(a) ,N =1,dh RY =R, || = |-]“: In diesem Fall folgt die Behauptung aus dem
Satz von Bolzano-Weierstraf3 aus Mathe 1.

(b) ,N = N + 1% Schreibe z;, = (yx,tx) € R¥T = RY x R mit y, € RY, t, € R.
Mit (xy)x sind dann auch die Folgen (y)x und (¢)x bzgl. |-|oo bzw. |-| beschrankt.
Nach Induktionsannahme existiert y € RN und eine Teilfolge (yx,); von (yi)x mit
lim; oo Y, = y in (RM, |-]oo). Zudem existiert nach Satz von Bolzano-Weierstraf3
eine Teilfolge (ty,, )¢ von (ty,;); und t € R mit limy,o ty;, = t. Mit a = (y,t) € RN+
folgt nun

|Tk;, — aloo = max{|yk” — Yoo, [tr;, — t]oo} —0  fir ¢ — oc.

Es folgt lim o0 24, = a bzgl. || und somit die Behauptung in RN+ O

Definition 4.24. Sei V' ein R-Vektorraum. Zwei Normen ||-|| und ||-||. auf V' heilen
aquivalent, falls ¢y, co > 0 existieren mit

all <ol < el firveV.
Wir schreiben dann ||-|| ~ ||-||.

Es ist eine einfache Ubung zu zeigen, dass die Aquivalenz von Normen eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge aller Normen in einem Vektorraum ist.

Satz 4.25. Alle Normen auf RN sind dquivalent.
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Beweis. Sei ||| eine beliebige Norm auf RY. Wir zeigen: ||| ~ |]e. Fir z =
(x1,...,2N) = Zf\il zie; € RY gilt

N N
(4.4) lzll < lzallleill < feloe Y lleill = caloc.
i=1 i=1

=:c2
Noch zu zeigen:
(4.5) Es gibt ¢; > 0 mit ¢;|2]o < ||z| fiir alle z € RY < {0}.

Angenommen, dies gilt nicht. Dann existieren y, € RY \ {0}, k € N mit 1 |yx|o > [lysl|-
Setze z, = |yz’“ Dann ist

‘ oo

1
2eloo =1 und [|z]| = gl < - firallek € N.
Somit folgt limy o 21, = 0 bzgl. ||-||. Nach Satz 4.23 existiert a € RY und eine Teilfolge
(2k,); mit im0 |2k, — @|oe = 0 und somit lim;_,[|zx; — al| = 0 wegen (4.4). Es folgt
a = 0. Andererseits hat man
11— alos| = ||21;]00 — lalos| < |21, — aloo — 0 fir j — oo.

Also ist |a| = 1 im Widerspruch zu a = 0. Somit folgt (4.5), und aus (4.4) und (4.5)
folgt: ||| ~ |*|eo- Mit der Transitivitit von ~ folgt die Aquivalenz von je zwei Normen
auf RY.

O]

Bemerkung 4.26. Es ist einfach, Satz 4.25 mittels eines linearen Isomorphismus auf
allgemeine endlichdimensionale R-Vektorrdume auszuweiten.

Bemerkung 4.27 (Topologie des RY). Die Eigenschaften ,Offenheit* und ,, Abgeschlos-
senheit“ sowie die Folgenkonvergenz dndern sich bei Ubergang zu einer dquivalenten
Norm nicht. Insbesondere ist die Topologie des RY nach Satz 4.25 unabhingig von der
gewihlten Norm ||-||. Mit der |-|..-Norm sieht man, dass eine Folge (z;) in RY genau dann
konvergiert, wenn sie komponentenweise konvergiert, d.h. wenn alle Koordinatenfolgen
(7%)x in R konvergieren.

Falls nicht anders angegeben, betrachten wir RY ab jetzt immer mit der euklidischen
Norm [-]9, schreiben sie aber ohne index: || = |-|5.

4.3 Stetige Abbildungen

Im Folgenden seien (X, dx), (Y, dy) und (Z,dz) metrische Raume.
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Definition 4.28 (Abbildungsgrenzwert). Sei A C X, f: A — Y eine Abbildung und
a € X ein Haufungspunkt von A. Ein Punkt b € Y heifit Grenzwert von f in a, wenn fiir
alle Folgen (z,), in A~ {a} mit lim,_, x, = a gilt: lim,_,, f(x,) = b. Man schreibt
dann b = lim,_,, f(x).

Definition 4.29 (Stetigkeit). (a) Sei f: X — Y eine Abbildung. f heifit stetig in
einem Punkt a € X, falls lim, ., f(x) = f(a) gilt. f heifit stetig (oder genauer:
stetig in X), falls f in allen Punkten aus X stetig ist.

(b) Ist M C X, f: M — Y eine Abbildung und a € M, so heifit f stetig in a, wenn
fla in a stetig ist. Man betrachtet in diesem Fall in der Stetigkeitsdefinition also
den metrischen Teilraum (M, dx) anstelle von (X, dx).

Bemerkung 4.30. Fiir eine Abbildung f: X — Y und a € X sind dquivalent:
(i) f ist stetig in a
(ii) Fur alle e > 0 existiert 6 > 0 mit f(Bs(a)) C B.(f(a)).
(iii) Fir jede Umgebung V C Y von f(a) ist f~1(V) C X eine Umgebung von a.

(ii) kann offensichtlich auch folgendermafien ausgedriickt werden: Fir alle € > 0 existiert
d > 0 derart, dass fur alle x € X mit dx(z,a) < § gilt: dy(f(x), f(a)) < e.

Satz 4.31. Seia e X, \,u e R. Sind f,g: X — R in a stetig, so auch
(a) Af +pg: X = R.
(b) f-g: X =R
(c) g: D, =R, fallsa € D, :={x € X | g(z) # 0}.
Beweis. Wie in Mathe 1. O

Beispiel 4.32. (a) Aus Bemerkung 4.27 folgt direkt die Stetigkeit der Projektionsab-
bildungen
P:RY - R,  Px)=x; (i=1,...,N).

(b) Jede Polynomfunktion
P:RY - R, P(x) :Z)\ix?il TN

mit k € N, Ay,..., € Rund o; € Np fiir 1 <0 <k, 1 < j < N ist stetig. Dies
folgt aus (a) und Satz 4.31.

Bemerkung 4.33. Eine Abbildung f: X — R" ist genau dann in a € X stetig, wenn
ihre Komponentenfunktionen f;: X — R, ¢ =1,... n, in a stetig sind.
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Beweis. Sei (xy)x eine Folge in X mit limg_,o 2 = a. Dann:

Bemerkung 4.27
=

lim f(zy) = f(a)

lim fi(zy) = fi(a) furi=1,... n.
k—o00 k—oc0
Dies liefert die Behauptung. O

Satz 4.34. Seien f: X =Y, g: Y — Z Abbildungen und a € X. Ist f in a stetig und g
in f(a) stetig, so ist go f: X — Z in a stetig.

Beweis. Wie in Mathe 1. O
Satz 4.35. Fir f: X — Y sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(i) f stetig.

(i) Fliir jede offene Menge V CY ist f~1(V) C X offen.

(iii) Fiir jede abgeschlossene Menge V CY st f~1(V) C X abgeschlossen.

Beweis. (i) = (iii): Sei V C Y abgeschlossen, und sei (z,,), eine Folge in f~'(V) mit
T, — a € X fiir n — oo. Gemafl Korollar 4.20 ist zu zeigen: a € f~'(V). Da f in a
stetig ist, folgt lim,, o f(x,) = f(a), wobei f(x,) € V fir alle n. Mit Korollar 4.20 folgt:
fla) € V,also a € f71(V).

(iii) = (ii): Ist V C Y offen, so ist Y \. V C Y abgeschlossen, also nach (iii) auch

YNV =X N (V)

als Teilmenge von X. Also ist f~' (V) C X offen.
(ii) = (i): Seia € X und € > 0. Da B.(f(a)) CY offen ist, ist mit (ii) auch

17 (Bafa)) € X offen.

Somit existiert & > 0 mit Bs(a) C f‘1<B5( f(a))), also f(Bs(a)) C B.(f(a)). Mit
Bemerkung 4.30 folgt: f ist stetig in a. O]

Bemerkung 4.36. Satz 4.35 ist sehr niitzlich, um Offenheit oder Abgeschlossenheit von
Teilmengen des R zu beweisen. So ist z.B. die Menge

A={(z,y) eR’ ’ 142” + 3y* — 22y <5} CR?

offen, da sie sich als Urbild A = f~!((—o0,0)) der offenen Teilmenge (—o0,0) C R unter
der stetigen Funktion

f:R?* 5 R, f(z,y) = 142® 4+ 3y* — 22y — 5

schreiben lasst (vgl. Beispiel 4.32(b)).
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Definition 4.37. Eine Abbildung f: X — Y heifit

o gleichmdfsig stetig, falls fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert derart, dass fiir alle
x,y € X die Implikation gilt:

dx(z,y) <6 = dy(f(2), fly) <e
o Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 existiert derart, dass

(4.6) dy (f(x), f(y)) < Ldx(z,y) fur alle z,y € X.

Eine Zahl L, fir die (4.6) gilt, nennt man auch Lipschitz-Konstante von f.
Bemerkung 4.38. Fir Abbildungen f: X — Y gelten folgende Implikationen:

f Lipschitz-stetig = f gleichmafBig stetig = f stetig.

4.4 Lineare stetige Abbildungen

Im Folgenden seien V, W stets normierte R-Vektorraume mit Normen ||-||y und ||-||w .
Ferner sei Hom(V, W) :={T: V — W | T R-linear.}.

Satz 4.39. Sei T € Hom(V, W) und
|7 = sup{||Tzllw |z € V. [|lzflv <1} €0, 00].
Dann sind dquivalent:
(i) T ist Lipschitz-stetig.
(ii) T ist in O stetig.
(iii) |7 < oc.

Beachte: Wie man leicht sieht, ist ||T'|| die kleinste Zahl in [0, 0] derart, dass die
Ungleichung

(4.7) |1 Tx|lw < |T|||lz]v  firallez eV

gilt (unter der Vereinbarung oo -0 =0 und oo - a = oo fiir a > 0). Ist V # {0}, so ist

(53)
][y
Beweis. (i) = (ii)“: trivial.
(i) = (if)*: Zu & = 1 existiert § > 0 mit T(B(;(O)) C B (T(O)) — B,(0), d.h.

| Tzllw _

1T = =
zeV~{0} ]|y zeV~{0}

’ w

|Tx||lw < 1 fir alle x € V mit ||z]ly < §.
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Sei nun « € V mit ||z[|yy < 1. Dann ist [|$z|y < 2 <4, und somit

2 ) 2
Tl = SITCo)llw < =

Es folgt: ||T]| < 2 < oo.
,(iil) = (1) Fur o,y € V gilt wegen (4.7):

1Tz = Tyllw = [Tz = y)llw < [ITllllz = yllv.
Also ist T' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante ||T|. O

Ende der Sitzung vom 28.5.

Satz und Definition 4.40. Die Menge L(V,W) :={T € Hom(V, W) | T stetig} ist ein
normierter Raum bzgl. der in Satz 4.39 definierten Norm

|- LV, W) — [0, 00) (Operatornorm).

Wir betrachten L(V, W) stets mit dieser Norm. Ist V.= W, so schreiben wir L(V') anstelle
von L(V, V).

Beweis (Normeigenschaften). Seien S, T € L(V,W). Dann gilt:
IT||=0< ||[Tz||w =0 firallez eV < T =0.
Fir A € R ist ferner

INT| = sup{|[ATz]lw | llzllv <1} = [A[sup{[|T2|lw | 2]y <1} = NI T]] < oo,
—_——

AN T ([ w
insbesondere ist also AXT" € L(V, W). Schliefilich ist fur alle z € V
(T + S)zllw = [Tz + Sellw < | Txllw + [Szllw < (T + [1SDIl]lv

also ||T + S|| < ||T|| + ||S]| < oo, insbesondere ist also S+ T € L(V,W). O

Satz 4.41 (Submultiplikativitdt der Operatornorm). Sei Z ein weiterer normierter
Raum mit Norm |||z, und seien T' € L(V,W) und S € L(W,Z). Dann ist

ST e L(\V,Z) und  |[ST| <|[[ST|
Beweis. Fiur x € V ist
15T x|z < [|SITz|[w < [ISIHTHz]lv,

also folgt || ST < [IS]I1T =
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Satz 4.42. Ist dimV < oo, so ist jede lineare Abbildung T:V — W stetig.
Beweis. Sei T' € Hom(V, W). Wir definieren eine weitere Norm ||-||z auf V' durch
|zl = ||z|lv + || Tx||lw firz eV (sog. Graphennorm).

Die Normeigenschaften sind klar. Aus Bemerkung 4.26 folgt: |||z ~ [|||y. Insbesondere
existiert also C' > 0 mit

lz||lr < Cllz|ly firz e V,also ||[Tz||lw < (C —1)|z||y firzeV.
Es folgt T e L(V, W) mit ||T|| < C — 1. O

Beispiel 4.43. Wir betrachten L € £(RY,R™) und die Operatornorm

Lx
1o = sup L2
zeRN {0} |LC|

bzgl. der zugrundeliegenden Norm || sowohl auf RY als auch auf R™. Wir setzen
T = L*L € L(RY). Hier ist L* = L' der adjungierte Operator, wie in Definition 3.63.
Wir lassen aber unterschiedliche Dimensionen im Urbild- und Bildraum zu. Dann ist T°
symmetrisch, denn

(L*Lx,y) = (Lx, Ly) = (x, L* Ly) fir alle z,y € RV,

Wegen Satz 3.65 besitzt RY eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren vy, ..., vy von T
zu reellen Eigenwerten \; < -+ < Ay. Diese Eigenwerte sind allesamt nichtnegativ, denn
es gilt

>\1|’U1|2 = </\1’U1,U1> = <TU1,111> = <LU1,L1)1> = |L?)1|2.

Ist nun x = Zf\il piv; € RV, so folgt aus der Orthonormalitit

N N
|Laf* = (T, z) <Z Hidiv, Zuzvz> =D <A pf = Awlal’,
i=1 i=1
wobei fiir x = vy Gleichheit gilt. Es folgt

IL] = VA -

Mit anderen Worten: Die Operatornorm von L bzgl. |-| ist die Wurzel des groiten
Eigenwertes von L*L € L(RY).
Im Spezialfall N = m und L symmetrisch erhélt man

|L|| = max{|A| | A Eigenwert von L},

denn L*L hat als Eigenwerte die Quadrate der Eigenwerte von L.
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4.5 Kompaktheit

Im Folgenden sei (X,d) stets ein metrischer Raum. Zur Motivation dieses Kapitels
betrachten wir folgende Frage: Unter welchen Bedingungen an X nimmt jede stetige
Funktion f: X — R ein Maximum und ein Minimum an? Wir wissen bereits aus Mathe 1,
das dies fiir , kompakte* Intervalle X = [a,b] C R gilt. Eine allgemeinere Antwort auf
diese Frage erhilt man vermoge einer allgemeinen Betrachtung des Kompaktheitsbegriffs.

Definition 4.44. (a) (X,d) heifit kompakt, wenn jede Folge (), in X eine in X
konvergente Teilfolge besitzt.

(b) Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, wenn der metrische Raum (A, d) kompakt
ist.

Beispiel 4.45. (a) A = {% }n € N} C R ist nicht kompakt: Betrachte die Folge
x, = 1/n fir n € N. Dann gilt (z,) C A, aber lim,, ., x, = 0 ¢ A. Somit besitzt
(x,) keine in A konvergente Teilfolge, d.h. mit Grenzwert in A.

(b) Ay = AU {0} C R ist kompakt: Sei (z,,) eine Folge in Ay. Falls die Menge
der Folgenglieder endlich ist, dann besitzt (x,) eine konstante Teilfolge. Diese
konvergiert also in Ay. Andernfalls besitzt (z,) eine streng monoton fallende
Teilfolge, welche gegen 0, also in A, konvergiert.

Satz 4.46. Sei A C X kompakt. Dann gilt:
(a) A ist beschrankt und abgeschlossen in X .
(b) Ist B C A abgeschlossen, so ist auch B kompakt.

Beweis. (a): A ist beschriankt: Angenommen, A wére unbeschrankt. Fiir ein beliebiges
festes z € A existiert dann eine Folge (x,,) C A mit d(z,, z) — oo fir n — oo (andernfalls
ware A C Bg(z) mit einem geeigneten R > 0, also A beschrankt). Da A kompakt ist,
hétte (z,,) eine konvergente Teilfolge (x,,) mit Grenzwert 2* € A. Es wiirde also gelten

oo = lim d(x,,,2) =d(z", z) < oo,
k—o0
ein Widerspruch. Hier haben wir verwendet, dass die Abbildung x + d(x, z) Lipschitz-
stetig ist (siche Ubungen). Also muss A beschrinkt sein.

A ist abgeschlossen: Sei (7)) eine Folge in A mit z;, — 2* € X fiir k — oo. Wegen
der Kompaktheit von A existiert eine Teilfolge (zy,); mit zx, — y* € A fiir j — oo. Dann
ist aber 2* = y* € A, und mit Korollar 4.20 folgt die Abgeschlossenheit von A.

(b): Sei (74) eine Folge in B. Da A kompakt ist, existiert eine Teilfolge (zy,); mit
r, — x* € A fiir j — oo. Da B C A abgeschlossen ist, folgt mit Korollar 4.20: 2* € B.
Also hat jede Folge in B eine in B konvergente Teilfolge, d.h. B ist kompakt. O

Satz 4.47 (Heine-Borel). Sei A C RY. Dann ist A kompakt genau dann, wenn A
beschrinkt und abgeschlossen ist.
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Beweis. ,=*: Satz 4.46(a).

»<=": Sei (xy)x eine Folge in A. Da A beschrénkt ist, existiert C' > 0 mit |zg|e < C
fiir alle k € N. Nach Satz 4.23 existiert also eine Teilfolge (xy,); mit zy, — «* € RN fur
j — 00. Da ferner A C R abgeschlossen ist, folgt 2* € A. Also hat jede Folge in A eine
in A konvergente Teilfolge, und dies war zu zeigen. O

Satz 4.48. Sei (Y,d) ein weiterer metrischer Raum und f: X — 'Y stetig. Ist (X,d)
kompakt, so gilt:

(a) f(X) ist auch kompakt.
(b) f st gleichmafig stetig.
(c¢) Ist Y =R, so nimmt [ auf X ein Mazimum und ein Minimum an.

Beweis. (a): Sei (y,) C f(X). Dann existiert (x,) € X mit y, = f(z,). Weil X kompakt
ist, hat (x,) eine konvergente Teilfolge (z,, )r mit * = limy_, x,,. Aus der Stetigkeit
von f folgt imy o0 Yp, = limy oo f(zn,) = f(z*) € f(X), d.h. (y,) hat eine in f(X)
konvergente Teilfolge. Da (y,) C f(X) beliebig war, ist f(X) kompakt.

(b): Angenommen, dies gilt nicht. Dann existieren € > 0 und Folgen (x,,)n, (yn)n in X
mit

(4.8) lim d(zp,yn) =0 und d(f(zn), flyn)) > € fir alle n € N.

n—0o0

Da X kompakt ist, existiert eine Teilfolge (2,,); von (2,), und 2* € X mit lim; o z,, =
r*. Wegen (4.8) folgt dann lim;_, yn;, = 2% aus d(yn,, 2*) < d(Yn;, Tn,) + d(2n,,r*). Da
f in z* stetig ist, folgt schlieflich

lim f(z,) = f(") = lim f(yn,).

j—00 j—00
Dies liefert

lim d(f(xn,), f(yn;)) < lim d(f(2n,), f(27)) + lim d(f ("), f(yn,)) = O,

Jj—00 Jj—00 Jj—00

im Widerspruch zu d(f(zy;), f(yn;)) > € fiir alle n € N. Die Behauptung folgt.
(c): Nach (a) ist f(X) C R kompakt und somit beschréinkt und abgeschlossen nach
Satz 4.46. Insbesondere ist

—oo < inf f(X) <sup f(X) < 0.

Zudem existieren Folgen (g )k, (yx)r in f(X) mit limy_, 2 = inf f(X) und limy_, o yx =
sup f(X). Mit Korollar 4.20 folgt nun

inf f(X),sup f(X) € f(X),

und dies ist die Behauptung. O]
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Bemerkung 4.49. Sei (Y, d) ein weiterer metrischer Raum. Eine bijektive Abbildung
f: X — Y heilt Homdéomorphismus, wenn f und f~! stetig sind. Nach Satz 4.35 und
Satz 4.48(a) gilt fiir ein solches f und beliebige Teilmengen A C X:

(a) A ist offen in X genau dann, wenn f(A) offen in Y ist.
(b) A ist abgeschlossen in X genau dann, wenn f(A) abgeschlossen in Y ist.
(c) A ist kompakt genau dann, wenn f(A) kompakt ist.

Bemerkung 4.50. Die Einheitskugel B;(0) des normierten Raums (C([0,1]), [|[lo0) ist
beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt: Die Folge der Funktionen f,, € B1(0),
fn(z) == 2", hat keine bzgl. ||-|| konvergente (d.h. gleichméBig konvergente) Teilfolge.
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5 Differenzierbarkeit

5.1 Richtungsableitungen und partielle Ableitungen
Ist I C R offen, a € I und f: I — R differenzierbar in a, so beschreibt die Ableitung

) — 1 LD =0

t—0 t

die lokale Anderungsrate bzw. geometrisch die Steigung von f bei a. Ist f auf einer
offenen Teilmenge U C RY definiert und a € U, so kann man die Anderungsrate/Steigung

von f in verschiedene Richtungen betrachten.

Definition 5.1. Sei U C RY offen, f: U — R™ eine Abbildung und a € U.

(a) Sei v € RY. Existiert

so heifit 0, f(a) die Richtungsableitung von f bei a in Richtung v.
(b) Sei e; € RY der j-te Einheitsvektor, j = 1... N. Existiert

0, fla) -ty T0H10) = F(@)

t—0 t

so heiflt O, f(a) die j-te partielle Ableitung von f in a.
Wir schreiben kurz 9 f(a) anstelle von 0, f(a). Andere iibliche Schreibweisen: D; f(a),

2(a), 2| f).

Bemerkung 5.2. Sei U C RY offen, f: U — R eine Funktion und x € U fest. Dann
existiert € > 0 so, dass die Funktionen

gji(—E,E)%R, gj(t):f(Il,...,ZL‘j_l,ZL‘j+t,l‘j+1,...ZL‘N>, g=1...

(.

g

eu
wohldefiniert sind, und im Falle der Existenz der Grenzwerte gilt:

9, f(x) = lim fla+te) = fa) _ . 9i(®) ;%(0) — 4(0).

t—0 t t—0
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Man betrachtet fiir die j-te partielle Ableitung also alle z;, © # j als konstant und
differenziert bzgl. z;. Ist ferner v € RY fest gewéhlt, so existiert € > 0 (abhéngig von v)
so, dass auch

go: (mg,6) 2 R, gu(t) = f (2 +tv)

——
cU

wohldefiniert ist, und im Falle der Existenz der Grenzwerte gilt 9, f(z) = ¢, (0).
Konkretes Beispiel hierzu: Betrachte

FIRV {0} 5 R, f(a) = o] = \Jat 4+ 0k

Fiir festes z € RY \ {0} ist dann 9, f(x) = Q\/ﬁQ% = % fir j=1,...,N. Fur

v e RY ist

gv(t) = f(.’L' + t’U) = \/(l’l + tv1)2 + (l’g + tU2)2 + -+ (LEN -+ tUN)Z‘

und somit 9, f(z) = ¢/ (0) = “irbotonsy Zjvzl 9; f(x)v;.

)

Ende der Sitzung vom 4.6.

1

Bemerkung 5.3. Sei U C RY offen, a € U, f = ( : ) : U — R™ eine Abbildung und
Im

v € RY. Dann gilt wegen Bemerkung 4.27:

Oy f(a) existiert < 0, f;(a) existiert firi =1...m.

Im Falle der Existenz gilt

dy f1(a) 9;f1(a)
Opfla) = : und  0;f(a) = : eR™ firj=1,...,N

avfm(a) ajfm(a)

Definition 5.4. Seien U C RY offen, a € U und f: U — R™ eine Abbildung. Falls alle

partiellen Ableitungen 0, f(a) € R™, j =1... N, existieren, so heifit die Matrix

difila) -+ Onfila)

Jp(a) = (0uf(a) |-~ | Onf(a)) = : :

O fmla) -+ Onfm(a)

Jacobimatriz von f in a. Im Spezialfall m = 1 ist der Gradient von f in a definiert durch

01f(a)
Vfla) = Ji(a) = : € RY.
ERIXN On f(a)
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Beispiel 5.5. Betrachte U := R x (0,00) € R? und

3
E U—>R2, f(xr,2s) = ( v log 2 )

sin x7 cos X9

Dann gilt fir z € U:

3

x
o fi(r) = 337% logzy, Oafi(z) = x—l
2
01 fa(x) = coswycoszy, und Oy fa(x) = —sinzq sin xg,
und somit \
2 L1
Jy(a) = (i”ﬁngQ o ).
COST1COSTy — sinx; sin xs

Bemerkung 5.6. Seien U C RY offen, @ € U und f: U — R™ eine Abbildung.
Selbst wenn alle Richtungsableitungen 9, f(a), v € RY existieren, wird das lokale Ande-
rungsverhalten von f um a durch diese Ableitungen im Allgemeinen nicht vollstédndig
wiedergegeben. Wir betrachten hierzu als Beispiel die Funktion

2
—7 07

f:R* 5 R, f(z) =< xf + 23 v
0, z = 0.

Dann existieren alle Richtungsableitungen von f im Punkt a = 0 € R2?, denn fiir
veR2 A0}, v=(3}), gilt:

0 Vg = 0
t _ 0 t3 2 2 ) )

uf(0) = i LU SO gy Toive g v )
t—0 t t—0 t(t41)1 + t2v2) t—0 tQUl + v3 _1’ vy # 0.

V2

Allerdings ist f in 0 nicht einmal stetig, da

gilt.

5.2 Totale Differenzierbarkeit

Ist I CRoffen, a € T und f: I — R in a differenzierbar mit ¢ := f’(a), so ist L.: R — R,
L.(t) = ct, die einzige lineare Abbildung mit

Lot h) = (@) L(h)

h—0 h =0
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Diese Eigenschaft kennzeichnet ¢t — f(a) + L.(t — a) als diejenige Gerade, welche f in
der Ndhe von a am besten approximiert (anschaulich: die Tangente). Wir wollen das
Konzept der ,besten linearen Approximation“ nutzen, um die Differenzierbarkeit und die
Ableitung einer Funktion in mehreren Variablen zu definieren.

Satz und Definition 5.7. Seien U C RY offen und f: U — R™ eine Abbildung.

(a) f heifft differenzierbar (auch: total differenzierbar) in a € U, falls es eine lineare
Abbildung L € L(RY,R™) gibt mit

(5.1) i F@t+h) — fla) — Lh

lim ] =0 inR™

(b) Gilt (5.1), so ezistieren alle Richtungsableitungen von f in a, und es gilt
(5.2) Oyf(a) =Lv  fiir allev € RY.
Also ist L durch (5.1) eindeutig bestimmt.

(c) Wir setzen
df(a) =L € L(RY,R™)

und nennen df(a) die Ableitung von f in a (auch totales Differenzial von f in a).

(d) f heifst differenzierbar, wenn f in allen a € U differenzierbar ist. In diesem Fall
nennt man die Abbildung df: U — L(RN ,R™), a — df(a) die Ableitung von f.

Beweis von (b). Sei v € RY ~ {0}. Dann folgt:

fla+tv) = f(a) |[f(a+tv) — fla) = L{tv)| 1)

lim — Lv| = |v|lim =0,
t—0 t t—0 |tv|
teR

da tv — 0 in R¥ fiir t — 0. Es folgt

o fa) =i LT IO g,
teR

wie behauptet. O
Bemerkung 5.8. Sei U C R offen, f: U — R™ eine Abbildung und a € U.

(a) In (5.1) kann man |-| durch eine beliebige Norm auf RY ersetzen, ohne dass sich
die Definition dndert. Dies folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf R¥.

(b) Man sieht leicht:

f ist differenzierbar in a < f;: U — R ist differenzierbar in a fiir i =1...m.
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Gilt dies, so folgt

dfi <a>v Jfl (a)
df(a)v = : €R™ fir v € RN und Js(a) = : € R™N,
dfm(a)v Jy,. (a)

Man kann die Komponenten von f also getrennt auf Differenzierbarkeit untersuchen.

(c) Ist f in a differenzierbar, so gilt 9,f(a) = df(a)v fir v € RY wegen (5.2), insbe-
sondere also 0;f(a) = df(a)e;, fir i = 1... N. Schreibt man v = Zjvzl vj€ej, SO
folgt

N N 0N

df(a)v = Zvjdf(a)ej = Zvjﬁjf(a) = Js(a) -

=1 j=1 .

Also ist J¢(a) die Darstellungsmatriz von df (a) € L(RY,R™) bzgl. der kanonischen
Basen von RY und R™. Um im Matrixkalkiil konsistent rechnen zu kénnen, schreiben
wir Vektoren im R, welche als , Ableitungsrichtungen“ auftauchen, ab jetzt immer
als Spalten. Wir erhalten dann

df(a)v = Js(a)v = 0, f(a) fiir alle v € RY.

(d) Sei speziell m =1 und f: U — R in a differenzierbar. Dann folgt aus (c)
Opf(a) = (Vf(a),v) <|Vf(a)llv| fiir alle v € RY.

Gleichheit gilt hier speziell fiir v = uV f(a) mit g > 0. Also gibt der Vektor V f(a)
die Richtung des steilsten Anstiegs von f an (falls V f(a) # 0 ist).

Bemerkung 5.9. Jede lineare Abbildung € L(R,R) ist von der Form L.: R — R,
L.t =ctfirt € R. Ist also I CR offen, a € [ und f: I — R eine Funktion, so gilt:

f ist differenzierbar in a im Sinne von Satz und Definition 5.7 mit df(a) = L.
fla+h) = fla) = Leh _

< m | =0
& lim flath) - fla) :limM:c
h—0 h h—0 h

& fist in @ im Sinne von Mathe 1 differenzierbar mit f'(a) = c.

In diesem Fall gilt also df(a)v = f'(a)v fiir v € R.
Ist allgemeiner v: I — R™ eine Abbildung, so ist v in a genau dann differenzierbar,
wenn alle Komponenten +;: I — R in @ im Sinne von Mathe 1 differenzierbar sind, und
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dann gilt:
" (a)
dy(a)t =t4'(a) firt € Rmit ~+'(a) = : eR™.

Vrm (@)

Beispiel 5.10. Sei L € L(RY,R™) und ¢ € R™, und sei f: RY — R™ definiert durch
f(x) = Lx + c. Diese nennt man Affin lineare Abbildungen. Dann ist f differenzierbar
mit df(a) = L fiir alle a € RV,

Beweis.

hmf(ﬁh)_f(a)_mznmizo fiir alle a € RY. O
h—0 ’hl h—0 |h,|

Satz 5.11. Sei U C RY offen, a € U und f: U — R™ in a differenzierbar. Dann ist f
m a stetig.

fla+h) ff‘(c‘l) —df(a)h
h

Beweis. Nach Voraussetzung ist limy . = 0, also auch

0 =lim(f(a+h) = f(a) = df(a)h) = lim (f(a+ 1) = f(a)) = lim f(z) — f(a).

h—0 T—a
Also ist f nach Definition 4.28 in a stetig. m
Das wichtigste Kriterium um Differenzierbarkeit zu priifen liefert der folgende

Satz und Definition 5.12. Seien U C RY offen und f: U — R™ eine Abbildung. Dann
sind dquivalent:

(i) Die partiellen Ableitungen 0;f(a), j =1,..., N, existieren in jedem Punkt a € U,
und die Abbildungen 0;f: U — R™, a — 0, f(a), sind stetig.

(i) f ist differenzierbar, und die Ableitung df: U — L(RY R™), a + df(a), ist stetig.
Gilt dies, so nennt man f stetig differenzierbar. Wir setzen ferner
CHU,R™) = {f: U — R™| f stetig differenzierbar} und C*'(U):=C"(U,R).
Beweis. [28, Satz 9.21]. O

Bemerkung 5.13. Wegen Satz und Definition 5.12 und Bemerkung 5.8(c) haben wir
die Implikationen

stetig partiell differenzierbar < stetig differenzierbar

= differenzierbar = partiell differenzierbar.

Bemerkung 5.14. Ist U C R? offen, a € U und f: U — R in a differenzierbar, so nennt
man den Graphen der ,Linearisierung® (d.h. der besten affin linearen Approximation)

9t RZ =R, ga(v) = f(a) +df(a)(v—a),
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von f bei a die Tangentialebene von Graph f im Punkt (a, f(a)) € R3.

Als Beispiel seien U := R? und f: U — R definiert durch f(z) = |z|*>. Dann ist
O1f(z) = 221 und Oy f (x) = 2w, fiir x € R2. Somit sind 0 f, Do f : R? — R stetig, also
f € CYU). Fir a,v € R? gilt ferner

df(a)v = Jy(a)v = (2a1,2a2) (1} ) = 2a101 + 2as0s,

also gq(v) = |a* + 2a1(v1 — a1) + 2as(va — as). Fir a = () erhilt man z.B. g,(v) =

1+ 2(v; — 1). (Ubung: Skizziere f und Graph g,.)

Satz 5.15 (Kettenregel). Seien U C RN, V C R™ offen, a € U und f: U — R™,
g: V — R Abbildungen, fiir die gilt:

(a) FU)CV
(b) f st in a differenzierbar
(c) g ist in f(a) differenzierbar

Dann ist auch go f: U — R in a differenzierbar, und es gilt

(5.3) d(go f)(a) = dg(f(a)) df(a) € LR R
—_— =
eL(R™ RC) ELRN,R™)
sowie
(5.4) Joor(@) = Jy(f(a)) - Jp(a) € RN,
——
cREX™M cRMXN
Beweis. [28, Satz 9.15]. O

Beispiel 5.16. Seien

sin(zixs)
R R f(r)=| 21— 2 und g:R* = R? g(y) = (ylyQ) .
117% Ys
Dann sind f und g stetig differenzierbar mit

cos(x1x9)xy  cos(z122)Ty 0
Ji(z) = 1 —1 und Jy(y) = Y24 .

0 0 1

0 21‘2

82



0
Mit Satz 5.15 folgt zum Beispiel fiir a = (0,1) € R?, also f(a) = (—1):

10

-1 0 0 -1 0

Jgof(a):Jg(Oy—Ll)Jf(O,l):(0 0 1) b :<0 2)'
0 2

Satz 5.17. Sei U C RY offen, a € U und X\ € R.
(a) Sind f,g: U — R™ differenzierbar in a, so auch
e f+9:U—=R" mitd(f+g)(a) =df(a)+dg(a).
e AU — R™ mit d(\f)(a) = A\ f(a).

(b) Sind f,g: U — R differenzierbar in a, so auch fg mit d(fg)(a) = g(a)df(a) +
f(a)dg(a).

(c) Ist f: U — R~ {0} differenzierbar in a, so ist auch %: U — R differenzierbar in
a, mit d(%) (a) = —Ti)Qdf(a).

Beweis. Ubung. O

Ende der Sitzung vom 8.6.

Definition 5.18. Sei I = [a,b] C R, a < b und U C RY offen.

(a) Eine stetige Abbildung v: I — R heifit Kurve. v heiit C*-Kurve, falls 7 stetig
differenzierbar ist. In diesem Fall definiert man ferner

o fiir t € [a,b] den Geschwindigkeitsvektor ~'(t) = (v, (t),...,Yx () € RY
(ebenfalls gebrauchlich ist die Bezeichnung +(t)).

o die Lange ((y) = f;h’| von 7.
(b) Eine stetige Abbildung f: U — RY heifit Vektorfeld.
(c) Ist v: [a,b] = U eine C'-Kurve und f: U — RY ein Vektorfeld, so heifit

b
/f = / (f o, Kurvenintegral von f langs ~.
Y a

Beispiel 5.19. (a) Seien z,v € RY. Dann ist v: [a,b] — RY y(t) = = + tv eine
C'-Kurve mit 7/(t) = v fiir alle ¢t und £(v) = |[v|(b — a).

sint

Es folgt: £(y) = fo%hﬂdt = fo% Vsin?t 4-cos?t dt = 2.
i

(b) ~:[0,27] = R2, y(¢) = (1) ist eine C'-Kurve mit 7/(¢) = (.5nY) fir ¢ € [0, 27).
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(c) Ist U C RY offen und ® € CH(U), so ist V&: U — RNz + V®(x) ein Vektorfeld.
Beispiel: Ist ®: R? \ {0} — R gegeben durch ®(z) = %, so ist

:m’

o
|z[?

f(z) =Vd(x) = fiir x € R? \ {0}.

Sei v wie in (b). Dann gilt wegen |y| = 1:

2 2
[r=] o= [ (=t Camen ae
v 0 0
2m
= / (costsint — sint cost)dt = 0.
0

Dies ist kein Zufall, wie wir in Satz 5.20 sehen werden.

(d) Sei f: R? — R? gegeben durch f(z) = (32) und die Kurve v wie in (b) definiert.

Dann ist
27 27
[r= [ o = [ sint s cost it = om
o 0 0

Eine wichtige Anwendung der Kettenregel ist das Berechnen von Kurvenintegralen fiir
Gradientenvektorfelder:

Satz 5.20. Sei U C RY offen, ® € CY(U) und 7: [a,b] — U eine C*-Kurve. Dann gilt:
/V(I) =®(v(b)) — @(v(a)).
y

Ist v geschlossen, d.h. gilt v(b) = ~(a), so folgt fw Vo =0.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist ®(vy(b)) —
O(y(a)) = f;(fb o 7y) dt, wobei nach Kettenregel gilt:

(@ 07) (1) = Jaor(t) = Ja(1(0) (1) = (VB((1). 7/ (1) fiix t € (a,b).
Es folgt .
B(+(b)) — ®(+(a)) = / (VP o,y = / vo.

wie behauptet.
]

Definition 5.21. Fiir z,y € RY heift die Punktmenge [z, y] = {(1 —¢t)z +ty|t € [0,1]}
die (Verbindungs-) Strecke zwischen x und y. Eine Teilmenge U C RY heifit konvez, wenn
fir alle z,y € U gilt: [z,y] C U.
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Satz 5.22 (Schrankensatz). Seien U C RY offen und f € C*(U,R™). Seien ferner
x,y € U mit [x,y] CU. Dann gilt: | f(y)— f(z)| < M|y—z|, mit M = maxo<<;||df((1—
t)x + ty)||.

Beweis. Wir setzen g(t) = f((1 —t)z + ty) fir t € [0, 1]. Dann folgt aus der Kettenregel
g (t) = df((1 —t)x + ty)(y — ) und daher mit dem Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung und v ==y — x
1
/ g'(t) dt‘ =
0

1 1
g/ |df((1—t)x+ty)v|dt§/ M| dt < MJo|. O
0 0

() — f(@)] = g(1) — g(0)] = / df((1 = D)z +ty)vdt‘

Bemerkung 5.23. (a) Der Schrankensatz erfiillt eine dhnliche Funktion wie der Mit-
telwertsatz fiir reellwertige Funktionen auf Intervallen. Allerdings gibt es fiir R™-
wertige Abbildungen, m > 2, kein zum Mittelwertsatz analoges Resultat. Ist z.B.
v: [0,27] — R? definiert durch (t) = (cost,sint), so ist

(8) = 10200 2 v - (_ o T) fiir 7 € [0, 27).

2 COST

(b) Falls U konvex ist, dann ist der Schrankensatz auf alle Punkte =,y € U anwendbar.

5.3 Hohere Ableitungen

Definition 5.24. Sei U C R" offen. Induktiv definieren wir fiir ¥ € N, £ > 2: Eine Abb.
f: U — R™ heit k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen 0, f(z),
x € U, j =1...N existieren und die Abbildungen 0;f: U — R™ (k — 1)-mal stetig
differenzierbar sind. Wir setzen

C*(U,R™) = {f: U—R™ | f k-mal stetig differenzierbar}.

Ferner sei C°(U,R™) = C(U,R™) = {f: U — R™ | f stetig}. Offensichtlich gilt
C°(U,R™) O CYU,R™) D C*(U,R™) D .... Wir setzen auch

C*(U,R™) = ﬂ C*(U,R™) (beliebig oft stetig differenzierbare Abbildungen).

keN

Schliefllich verwenden wir die abkiirzende Schreibweise C*(U) = C*(U,R) fir k €
NO U {OO}

Definition 5.25. Sei U C R offen, f € C*(U) und z € U.
(a) Hy(x) = (&;@»f(:c))ij c RM*N  heiflt Hessematriz von f in x.
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N
(b) Man setzt 97 == 9;0; und Af(z) = Spur Hy(x) = Z@ff(x) Das Symbol A =
i=1
Zﬁil 0? heiBit Laplace-Operator.
Beispiel 5.26. Sei f: R? — R gegeben durch f(z) = e®'z;(1 + x5). Dann ist

nf(z) =e"(1+z)(1+a2),  Oof(x) =11,
81@2f(1‘) = e“(l + 1’1), agalf(l’) = e“”(l + ZL‘l),
Oif(x) =e" (24 x1)(1 +25) und dif(z) =0.

Es folgt

Vf(x)=e" ( (1+I1)(1+x2)), Hy(z) = ™ ((

1

2+l’1)(1 +$2) 1 + 1
1+371 0 ’

und Af(x) = e® (2 + z1)(1 + z9) fiir z € R2
Die Symmetrie vom H(z) ist allgemein giiltig:

Satz 5.27 (von Schwarz). Seien U C RY offen und f € C*(U,R™). Dann gilt

Ist insbesondere m = 1, d.h. f € C*(U), so ist H;(x) eine symmetrische Matrix.

Beweis. [28, Satz 9.41]. O
Korollar 5.28. Ist f € C*(U,R™), U C RY offen und sind iy,...,ir € {1,...,N}, so
qgilt:

a’il e a’bkf - a’iﬂ.(l) Tt aiﬂ.(k)f
fir jede Permutation (Bijektion) w: {1,...,k} — {1,...,k}.

Beweis. Dies folgt aus Satz 5.27 durch vollstandige Induktion und daraus, dass sich jede
Permutation als Hintereinanderausfithrung von Transpositionen (d.h. Vertauschungen)
schreiben lasst. O

Definition und Bemerkung 5.29. Sei U C R” offen und f € C'(U, RY) ein Vektorfeld.
Eine Funktion ® € C?(U) heiit Potential fiir das Vektorfeld f, wenn f = V® gilt.

Es ist wichtig zu wissen, ob f ein Potential besitzt, denn in diesem Fall gilt nach
Satz 5.20:

/f = ®(v(b)) — ®(y(a)) fiir alle C*-Kurven v: [a,b] — U.

Notwendig fiir die Existenz eines Potentials ® ist nach Satz 5.27 die Giiltigkeit folgender
Integrabilitatsbedingungen:

(55) (?Zf] = &@q) = 8J81(I) = a]fl fur alle Z,] = 1, ey N.

86



Ist U sternformig, d.h. gibt es ein zg € U mit [xg,y] C U fir alle y € U, dann ist (5.5)
auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials. Fiir einen Beweis letzterer Aussage
siehe z.B. [17, Satz 182.2].

Beispiel 5.30. Sei F': R? — R? definiert durch F'(z) = (i% ). Hat F ein Potential? Nein,
da 0, Fy(z) = 1 # 225 = 0o Fy(2) fiir x € R? mit zy # %

Definition 5.31. Ein Element o = (ay,...,ay) € N} heiBt Multiindex. Wir definieren

die Lange von « als |a| == a1 + -+ + an und die Fakultiat von a als a! == a;!---ay!.
Fir v € RY sei zudem v® = v{*--- 03", und im Falle f € C*(U) und |a| < k sei

0%f =0 --- 0N f (andere Schreibweise: D f).

Satz 5.32 (von Taylor). Seien U C RY offen, a € U und f € C™(U) fiir ein n € Ny. Sei
ferner
V={veR"|a+tvel firtel0,1]}.

Dann, gilt

(5.6) f(a—i—v)zzaail( )0 L Ry(w)  firveV,
jal<n

wobet

(5.7) lim R’?)ﬁ’) -

gilt. Ist zudem f € C"TY(U), so existiert T = 7(v) € [0, 1] mit

o°f(a+7v)
(5.8) R,(v)= — Y
|a|=n+1
Beweisskizze. Ohne Einschrankung sei v # 0. Wir setzen w := ﬁ und ¢g(t) == f(a + tw)
fur t € [0, 1]. Dann gelten

N

gt)=df (a+tw)w Z fla+ tw)

=1

|2 Z 0;0; f(a + tw)v;v,

1]1

g”(t

" 1
g (t) = W Z ak(?j&f(a + tU))’UinUk

1,5,k=1

u.s.w.
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Aus dem Satz von Taylor (Mathe 1) fiir Funktionen auf Intervallen folgt nun
gt
fla+wv) =g(|v) Z |\£+R()

mit R, (v)/|v|" — 0 fur v — 0. Wir setzen die obigen Formeln fiir die Ableitungen von g
ein. Nach Korollar 5.28 ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen irrelevant, so dass
wir sie fur tibereinstimmende Gruppen von Indizes zusammenfassen konnen. Genaues
Abzahlen liefert dann die erste Behauptung. Die zweite folgt genauso. O]

Bemerkung 5.33. Seien U C R offen und f € C?(U). Dann gilt fiir v,w € R":

Opf = dfv—zafv]— (Vf,v)

und N N
00y [ = Zd(ajfvj)w = Z 0;0; fvjw; = (Hypv,w) = (v, Hyw).

J=1 1,j=1

Definition und Bemerkung 5.34. Seien U C RY offen, a € U und f € C*(U). Dann
heift

THf: U — R, TFf(z) = Z 0" f(a) (x —a)”

a!
|| <k

das k-te Taylorpolynom von f in a. Gemafl Satz 5.32 gilt
—_ Tk

) = TE (@)

T—a |,’L‘ — a|k

=0,

und man kann zeigen, dass T f das einzige Polynom vom Grad kleiner gleich & mit
dieser Eigenschaft ist. Speziell erhalt man (vgl. Bemerkung 5.33):

e T2 f(x) = f(a) + (Vf(a),x —a)
e T2f(x) = f(a) + (Vf(a),x — a) + L(H(a)( — a), (x — a))

Beispiel 5.35. Sei f: R? — R gegeben durch f(z) = e™x(1 + x5). Nach Beispiel 5.26
ist

Vf(x):el((1+ 1%51-5- 2)) und Hf(:c):el< . 0 ,

In 0 € R? erhilt man

=0 VIO =) wd  #0=(] ),
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Es folgt

1

T3 f (@) = 1(0) + (V1(0), ) + 5(H[(0)z, z)

1
=0+ + 5(2x% + 217 + 21279 + 0) = 21 + 27 + 1179,

Nun zu T} f: Sei a € N2 mit |a = 3. Fallunterscheidung:
=(3,0) = a! =6 und 0°f(z) = & f(x) = x1(2+x1)(1+x2) =e"(34x1)(1422)
=(2,1) = ol =2 und 9°f(x) = 20y f (x ) e (1+ 1) = e (24 11)
=(1,2) = 0°f(z) = 5’182 f(x 810—0
=(0,3) = 0°f(x) = 03 f(x) = 0.
Es folgt

OII

1
o 3 2
" = 5901 + 27172,

also
3

T3 f(x) :x1+x§+x1x2+%+x§x2 fiir x € R?.

Wir mussten nur 4 und nicht 8 dritte partielle Ableitungen ausrechnen.
Bemerkung 5.36. Andere gebrauchliche Schreibweise fiir hohere Ableitungen:
oF f

&E—&E(l') anstelle von 87;1 s 6Zkf<l'>

Ende der Sitzung vom 15.6.

Definition und Bemerkung 5.37 (Landau-Symbole). Seien U C RY, z* € RY ein
Haufungspunkt von U und f,g: U — R™ Funktionen.

(a) f(x) =o(g(x)) (gesprochen: f(x) ist klein-O von g(x)) fir x — z*, falls gilt:

Ve>030 >0Ve e Bs(z")NU: |f(x)] <elg(x)].

(b) f(x) = O(g(x)) (gesprochen: f(x) ist grofi-O von g(x)) fir x — z*, falls gilt:

3C > 030 >0Vz € Bs(x")NU: |f(z)| < Clg(x)].

(c) Falls g(z) 7§ 0 fir « nahe bei z* gilt, so ist f(x) = o(g(z)) fir £ — z* dquivalent zu

g @ = 0,und f(z ) = O(g(x)) fur  — z* dquivalent zu limsup,_, . 1’;8; <

Q.
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Bemerkung 5.38. Die Darstellung (5.6) aus dem Satz von Taylor kann man mit
Landau-Symbolen jetzt auch wie folgt schreiben:

fla+v) = Z aaa‘(a) v + o(|v|") fir v — 0.
|a|<n ’

5.4 Einblick in die Vektoranalysis

Als Vektoranalysis bezeichnet man eine spezielle symbolische Art, die Differentialrechnung
mehrerer Veranderlicher zu schreiben, insbesondere in R3. Diese wurde historisch vor
allem in der Physik und verwandten Gebieten entwickelt. Die Begriffe konnen im Rahmen
der Differentialgeometrie fiir alle Raumdimensionen verallgemeinert werden. Ein zentrales
Element ist der sogenannte Nabla-Operator:

2]
V=] ":
On

Sei U C RY eine offene Teilmenge. Haufig bezeichnet man in diesem Zusammenhang

eine stetige Funktion f: U — R als Skalarfeld, um den Gegensatz zu Vektorfeldern zu
betonen. Der Nabla-Operator induziert dann eine lineare Abbildung wie folgt:

o f
V: CYU) = C(URY), f=Vf=] :
onf
Der Nabla-Operator ordnet einem stetig differenzierbaren Skalarfeld also das entspre-
chende Gradientenfeld zu.

Andererseits induziert der Nabla-Operator eine lineare Abbildung auf stetig differen-
zierbaren Vektorfeldern:

V: CHU,RY) — C(U), vi=> Vv :=dive = divy + Oovg + ... + Invun.

Hier heiflt divv die Divergenz von v. Diese suggestive Schreibweise betont die Analogie
zum ,,Skalarprodukt von V und v*.

Fiir ein Skalarfeld f € C?(U) kann man V auf das Gradientenfeld V f anwenden und
erhalt

N
V- (Vf)=divVf=Af=> 0Ff.
i=1
Also entspricht V - V formal dem linearen Laplace-Operator:

V-V=A:C*U)— CU), v = Av.
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In R? beschreiben wir eine zusitzliche multiplikative Struktur:

Definition 5.39. Seien v = (vy,v2,v3) und w = (w1, wy, w3) Vektoren in R3. Dann wird
das Kreuzprodukt zwischen v und w definiert als

VW3 — V3W2
VX W= | V3w — Vw3
V1Wo — VW

Fir stetig differenzierbare Vektorfelder definiert man nun die Rotation als linearen
Differentialoperator wie folgt:

827)3 - 83’(]2
rot: C*(U,R?) — C(U,R?), rotv =V xv = | 0301 — Ou3

81112 - 621}1

Bemerkung 5.40. (a) Fiir v,w € R? gilt stets (v,v x w) = (w,v x w) = 0, d.h. das
Kreuzprodukt zwischen v und w erzeugt einen Vektor, der Senkrecht auf v und w
steht.

(b) Ein Vektorfeld v € C*(U, R3) heifit rotationsfrei oder wirbelfrei, wenn rot v = 0 gilt,
und divergenzfrei oder quellenfrei, wenn divv = 0 gilt.

(c) Sind U C R? offen, f € C*(U) und v € C*(U,R?), so gilt V x (Vf) = 0 und
V - (V xv) = 0, wie man leicht mit Hilfe des Satzes von Schwarz nachrechnet.
Gradientenfelder sind also rotationsfrei, und die Rotation eines Vektorfeldes ist
divergenzfrei.

Die Merkregeln sind also:
(a) V auf Skalarfeld gibt den Gradient;

(b) V- auf Vektorfeld gibt die Divergenz;

(c) Vx auf Vektorfeld gibt die Rotation (in R?);
(d) formal gilt V-V = A.

Die Helmholtzzerlegung eines C%-Vektorfeldes erlaubt es, dieses als Summe eines
divergenzfreien Vektorfeldes und eines rotationsfreien Vektorfeldes zu schreiben. Wir
notieren einen Spezialfall genauer:

Satz 5.41 (Helmholtz). Seien r > 0 und v € C?(B,41(0),R3) ein Vektorfeld. Dann gibt
es zwei Vektorfelder A, B € C'(B,(0),R?), so dass gilt

v=A+ B, V-A=0, und V x B =0.

Beweis. [1]. O
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Abbildung 5.1: Fluss durch den Rand eines Quadrats

Wir haben in Bemerkung 5.8(d) schon die anschauliche Interpretation gesehen, dass
der Gradient eines Skalarfeldes in die Richtung des Starksten Anstiegs zeigt.

Wir beschreiben die physikalische Bedeutung der Divergenz eines Vektorfeldes. In
der Stromungslehre modelliert man die statische Stromungsdichte einer Fliissigkeit oder
eines Gases in einer Teilmenge R? mit Hilfe eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes v.
In jedem Punkt x beschreibt der Vektor v(x) dabei die Richtung und Flussdichte der
Stromung. Letztere bedeutet, wie viel Masse in einer Zeiteinheit durch eine Einheitsquer-
schnittsflache stromt. Um das Stromungsverhalten zu verstehen, méchte man berechnen,
wie viel Masse in einer Zeiteinheit durch den Rand (die Oberfliche) OU eines Volumens
U C R3 nach auflen stromt. Eine positive Zahl fiir diesen Strom bedeutet dabei, dass
aus U insgesamt Masse ausstromt, eine negative Zahlt bedeutet, dass insgesamt Masse
einstromt. Es hat sich als niitzlich erwiesen, fiir diese Untersuchung das Verhéltnis aus
diesem Oberflichenstrom und dem Volumen vol(U) von U im Grenzwert vol(U) — 0 zu
bestimmen.

Wir geben eine heuristische Erkliarung in R? dafiir, dass dieser Grenzwert die Diver-
genz des Vektorfeldes ist. Dazu beschrinken wir uns auf achsenparallele Quadrate mit
Mittelpunkt 0 und Seitenldange 2¢: In Abb. 5.1 sind einige Werte von v und die jeweiligen
auf dem Rand senkrecht stehenden Anteile eingezeichnet, welche in diesem speziellen
Fall mit den Koordinaten von v iibereinstimmen. Die Punkte der Seite A sind durch
{ee1 + ses | s € [—¢,¢]} gegeben. Der auf der Seite A senkrecht stehende, nach aufien
zeigende Anteil ist in diesen Punkten durch v (ee; + sey) gegeben. Der Gesamtfluss F.(A)
durch die Seite A hindurch nach drauflen ist dann nach Approximation durch das erste
Taylorpolynom:

F.(A) = /E vi(eer + sex)ds = /E (v1(0) + D11 (0)e 4 Bov1(0)s + o(e)) ds

—e —&

= 2€U1<0) + 25281U1(0) + 0(82)
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fir ¢ — 0. Die Punkte der Seite B sind {—ce; + ses | s € [—¢,¢]}, und der auf der
Seite B senkrecht stehende, nach auflen zeigende Anteil ist in diesen Punkten durch
—vy(—¢ee; + ses) gegeben. Es folgt wie oben

F.(B) = —2ev1(0) + 2620,v1(0) + o(e?).
Analog erhalten wir

‘Fe(C) = 251)2(0) + 282821)2(0) + 0(52),
F.(D) = —2e05(0) + 2c205v2(0) + o(e?).

Der Grenzwert des Verhaltnisses von Gesamtfluss zu Quadratfliche ist dann

F-(A) + F.(B) + F.(C) + F.(D)

lim
e—0 4e2
4 2 2
_ llH(l) £ (81U1(0> +4a€22112(0>) + 0(€ ) _ 01’111(0) + 821}2(0) _ diVU(O).

Dieses Argument lédsst sich analog in allen Raumdimensionen durchfiihren.

Die Bedeutung des Laplace-Operators liegt unter anderem in der Modellierung von
Diffusionsprozessen und von héherdimensionalen Wellengleichungen. Im ersten Beispiel
folgt fiir die Diffusion einer Konzentration ¢: [0,00) x U — R in einem Raumgebiet U
aus den Fickschen Gesetzen die Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung:

Hier bedeutet A, dass der A-Operator nur auf die z-Variablen wirkt, wenn man 1) (t, x)
mit ¢ € [0,00) und = € U schreibt. Die Gleichung kann auch die zeitliche Anderung einer
Temperaturverteilung beschreiben ( Warmeleitungsgleichung).

Und schlieBlich beschreibt die Rotation eines Vektorfeldes v das Verhaltnis des Kurven-
integrals iiber die Randkurve ~y einer Fliche A C R? und dem Flicheninhalt voly(A) im
Grenzwert voly(A) — 0. Diese wird analog zur Divergenz verwendet, um Wegintegrale
von Vektorfeldern iiber Randkurven von Flachen zu berechnen.

Die Beziehung zwischen Divergenz und Oberflichenstrom sowie Rotation und Kurven-
integralen werden wir erst mit den Séatzen von Gaufl und Stokes in Mathe 3 vollstdndig
klaren konnen.

5.5 Lokale Extrema

Definition 5.42. Seien (X, d) ein metrischer Raum und f: X - R, a € X.

(a) a heiit lokales Minimum von f, wenn r > 0 existiert mit f(x) > f(a) fur alle
x € B.(a).

93



(b) a heilt striktes lokales Minimum von f, wenn r > 0 existiert mit f(z) > f(a) fur
alle x € B,(a) \ {a}.

(c¢) Gilt f(x) > f(a) fir alle x € X, so heifit a globales Minimum von f.

(d) Analog zu (a)—(c) definiert man: a ist (striktes) lokales bzw. globales Mazimum
von f (Ungleichungen umkehren!).

(e) a heifit lokales (bzw. globales) Extremum von f, wenn a ein lokales (bzw. globales)
Minimum oder Maximum von f ist.

Bemerkung 5.43. Héaufig spricht man auch von einer Minimalstelle statt von einem
Minimum oder nennt den Funktionswert an einer Minimalstelle ein Minimum. Analoges
gilt fiir Maxima und fiir Extrema.

Beispiel 5.44. (a) Seien X = R und f: X — R, f(z) = 2* — 222, Dann ist 0 ein
lokales Maximum von f, aber kein globales Maximum. 1 und —1 sind globale
Minima von f.

(b) Sei X =1[0,1] und f: X — R, f(z) = z. Dann ist 0 ein globales Minimum von f
und 1 ein globales Maximum.

(c) Sei X = (0,1) und f: X — R, f(z) = . Dann hat f keine lokalen Extrema.

(d) Sei X =R*und f: X — R, f(z) = 22. Dann ist (0,¢) fiir alle ¢ € R ein globales
Minimum von f, aber kein striktes Minimum.

Satz 5.45. Seien U C RN offen, f € CY(U) und a € U ein lokales Extremum von f.
Dann gilt V f(a) = 0.

Beweis. Ohne Einschriankung sei a ein lokales Maximum von f und r > 0 derart, dass
f(z) < f(a) fur alle x € B,(a). Dann gilt fir i =1,..., N:

lim flatte) = fla) >0 und lim flatte) — fla) <0

t—0— t t—0+ t ’

also 0;f(a) = 0.

Es folgt V f(a) = 0. O

Definition und Bemerkung 5.46. Sei U C RY offen und f € C*(U). Ein Punkt
a € U heifit kritischer Punkt von f, falls V f(a) = 0, anderenfalls reguldrer Punkt. Nach
Satz 5.45 ist jedes lokale Extremum ein kritischer Punkt von f. Die Umkehrung gilt
nicht: Die Funktion f: R*> — R, f(z) = 2% — 23 hat in (0, 0) einen kritischen Punkt, aber
kein lokales Extremum, da

f£(0,0)=0 und f(t,0) >0, f(0,t) <0 fir t € R \ {0}.

Im Folgenden werden wir anhand der Hessematrix untersuchen, unter welchen Bedingun-
gen kritische Punkte lokale Extrema sind.

94



Satz 5.47. Sei U C RY offen, f € C*(U), a € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:
(a) Hy(a) positiv definit = a striktes lokales Minimum
(b) Hy(a) negativ definit = a striktes lokales Mazimum
(c) Hy(a) indefinit = a kein lokales Extremum.

(d) a lokales Minimum = H¢(a) positiv semidefinit

(e) a lokales Mazimum = Hy(a) negativ semidefinit
Gilt (c), so nennt man a auch einen Sattelpunkt von f.

Beweis. Da a ein kritischer Punkt von f ist, gilt nach Bemerkung 5.33 und dem Satz
von Taylor

(5.9) fla+v)= f(a)—l—%(Hf(a)v,v)+R2(v) fiir v € RN mit a + tv € U fiir t € [0, 1],

wobei lim,_, lej—‘(g) = 0 gilt. Insbesondere gilt fiir v € RY \ {0}:

lim £ (H“’Q) —fla) _ nml2 L (a)to, o) +R2(tv)]
(5'10) t—0 t t—0 t2 L2
= l(H (a)v,v) + |v]*lim foltv) 1( (a)v,v)
— 2 f 5 i0 |t'U|2 - 2 f ; .

Die Hesse-Matrix dominiert also das Wachstumsverhalten von f in der Néahe des kritischen
Punktes a, und die Eigenschaften der Hesse-Matrix stehen im Zusammenhang damit, ob
a ein Extremum ist und wenn ja, welchen Typs.

Nun zunéchst zu (d): Da a lokales Minimum von f ist, gilt fiir v € RY \ {0}

— 10) 1
0 < timg =IO O L 0y,

Also ist H(a) positiv semidefinit.

(e) analog.

Zu (c): Da Hy(a) indefinit ist, existieren v,w € RY \ {0} mit 2(H(a)v,v) < 0 und
H(Hf(a)w,w) > 0. Aus (5.10) folgt dann

lim flattv) = fla) <0 und lim fla+tw) - f(a)

> 0.
t—0 2 t—0 t2

Somit existiert € > 0 mit
fla+1tv) < f(a) < fla+ tw) fir 0 < |t| < e.

Also ist a kein lokales Extremum von f.
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Zu (a): Wir setzen m := minj,—1(Hs(a)z, z). Dann gilt fir alle z € RY: m|z|* <
H¢(a)x,x). Da m > 0 vorausgesetzt ist, existiert € > 0 mit
f

Ba)CU  wund  |Re(v)| < %UP fiir v € B.(0) ~ {0},

also
(5.9) 1

fla+v) = fla) 2 S{H (@), v) + Ro(v) > TPl = Tlof = Tlof? > 0

fir v € B:(0) . {0}. Es folgt f(z) > f(a) fir x € B.(a)\ {a}, und somit ist a ein striktes
lokales Minimum von f.
(b) analog. O

Beispiel 5.48. Sei f € C?(R?) definiert durch f(z,y) = 2 + y* — 3zy. Dann gilt:

s~ (78) - () -s e ()<{().0)

Also sind p = (0,0) und g = (1, 1) die kritischen Punkte von f. Fiir (z,y) € R? ist zudem

mia = (% ) e mw= (5 ) mamio= (5 )

Da det H¢(p) = —9, ist H¢(p) indefinit und somit p kein lokales Extremum von f
(Sattelpunkt). Da ferner det Hy(q) = 27 > 0 und Spur H¢(q) = 12 > 0, ist H(q) positiv
definit und somit ¢ ein striktes lokales Minimum. f hat keine globalen Extrema, da

00 fir x — oo

f(z,2) =22 — 32% — {

—oo fir x — —o0

Ende der Sitzung vom 18.6.
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6 Homogene Lineare Gewohnliche
Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Wir betrachten gewéhnliche Differentialgleichungen, also Gleichungen fiir Funktionen
w: I — K%, I ein Intervall, die auch Ableitungen von u enthalten. In diesem Kapitel
schreiben wir die Ableitungen von u bis zur dritten Ordnung mit Punkt, also %, i und
u'. Da wir K = C zulassen, miissen wir noch die Ableitung komplex vektorwertiger
Funktionen definieren. Im Folgenden bilden wir Real- und Imaginérteil eines Vektors in
C» Koordinatenweise:

Definition und Bemerkung 6.1. Sei I ein Intervall. Eine Funktion u: I — CV,
u = v + iw mit Real- und Imaginarteilen v, w: I — R, heiBlt differenzierbar in t, € I,
falls v und w in ¢ty differenzierbar sind. In diesem Fall ist

alto) = o(t) + it (to)

die Ableitung von u in ty. Ist u in jedem Punkt von I differenzierbar, dann heifit «
differenzierbar. Es gilt

1ww=mnﬂﬂl%@

fir alle ty € 1.
t—tg t— 1o

Die gewohnten Rechenregeln fiir Ableitungen gelten auch fiir diese komplex vektorwertigen
Funktionen.

Speziell konzentrieren wir uns auf homogene lineare Gleichungen; das sind solche, fiir
die jede Linearkombination von Losungen wieder eine Losung ist. Ferner hangen hier die
in der Gleichung auftretenden Koeffizienten nicht von ¢ € I ab, sind also konstant. Wie
wir spater sehen werden, konnen wir dann immer I = (—o00, 00) annehmen.

Wir behandeln hier zwei Gestalten dieser Gleichungen: Systeme erster Ordnung haben
die Form

(6.1) i = Au,

mit der Koeffizientenmatriz A € KNV, Erster Ordnung bedeutet hier, dass aufier u nur
die erste Ableitung von u auftaucht. Die zweite Form sind skalare Gleichungen n-ter
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Ordnung fir eine Funktion u: I — K:
(6.2) u™ 4 a, u"Y 4 @i+ agu = 0,

mit Koeffizienten ag, ay, ..., a,_1 € K. Man vergewissert sich leicht, dass diese Gleichun-
gen linear sind. Wir beginnen mit Systemen erster Ordnung und fithren die skalaren
Gleichungen héherer Ordnung dann auf erstere zuriick.

Die Anwendung in den Wissenschaften hat meist die folgende Gestalt: Ein Modell
fir das betrachtete Phdanomen liefert eine Differentialgleichung (DGL), deren Losungen
das beobachtete Verhalten wiedergeben sollen. Zu einer gegebenen DGL und einem
Anfangszustand oder Anfangswert moéchte man die Losungen u bestimmen, welche den
Anfangswert annehmen. Im Falle von (6.1) haben Anfangswerte die Form w(0) = ug, d.h.
der Wert ug € KV soll von der Losung u zum Zeitpunkt 0 angenommen werden. Im Falle
von (6.2) hat der Anfangswert die Form

u(0) U
(6.3) a0) | = w | ek
u(”*'l) (0) u,:,l

Die Kombination einer gewohnlichen DGL mit einem Anfangswert nennt man auch
Anfangswertproblem (AWP).

6.1 Die Exponentialfunktion einer Matrix

Die DGL @ = au fir Funktionen u: R — K, mit a € K und Anfangswert u(0) = uo,
hat die Losung u(t) = uge™. Dies liefert die Motivation, Systeme erster Ordnung mit
Hilfe der Exponentialfunktion fiir Matrizen zu l6sen. Wir betrachten diese zunachst fiir
komplexe Matrizen.

Wir bezeichnen hier die Operatornorm (beziiglich |-| in CV, analog zur reellen Ope-
ratornorm) auf CV*» = £(C¥) durch ||-||. Fiir A € CV*¥ definieren wir induktiv die
Potenzen AF := A . A" fiir k € N, wobei A° := Ey sei. Aus Satz 4.41 folgt induktiv
| A*|| < ||A||* fiir alle k € N,.

Satz und Definition 6.2. Sei A € CN*VN. Dann konvergiert die Reihe der Exponenti-
alfunktion von A,

= 1
A_ N L gk
(6.4) et =) A"
k=0
in CN*N beziiglich der Norm ||| (also beziiglich jeder Norm, und Koordinatenweise).
Beuweisskizze. Sei (s,) € CN*N die Teilsummenfolge, mit s, .= > _; £ A*. Fir m,n € N,

98



m < n, gilt

n n

1 1
Sl < > Al

k=m+1 k=m+1

n

1
> A

k=m-+1

[0 — smll =

Da el4ll = 3~ L] A[|* konvergiert, ist (s,) also eine Cauchyfolge. Insbesondere ist jede
Koordinatenfolge von (s,,) eine Cauchyfolge in C, also konvergent. Damit konvergiert
(5,) in CV*¥ Koordinatenweise, also auch beziiglich jeder Norm. O

Satz 6.3. Fir A € CN*V st die Funktion R — CN*N | ¢ !4, stetig differenzierbar
und es gilt

d

tA LA
—e"t = A",
d¢

(6.5)

Beweisskizze. Fur jede Konstante C' > 0 und ¢ € [-C, C] gilt

o

1
S° LA < 30 LIAICH = 1€ < oo,

k=0 k=0

Dies ist auf [—C, C] also eine konvergente Majorante fiir die matrixwertige Funktionen-
reihe > 77 %Aktk. Mit einer leichten Verallgemeinerung des Konvergenzkriteriums von
WeierstraB, Satz 2.6, auf matrixwertige Funktionen folgt, dass e*4 und somit Ae'4 stetig
von t abhangt. Genauso wie bei Potenzreihen mit reellen Koeffizienten zeigt man, dass
gliedweise differenziert werden darf. Es folgt

d =1 > 1
t:E;z ISy

Korollar 6.4. Eine Lisung des AWP

=1
1)'A’“t’“*1 —A Z HA’%’“ — Aet4, O
[ £ k!

(6.6) = Au, u(0) = g
ist u(t) = e'ug.

Im néchsten Abschnitt bendtigen wir noch einige Eigenschaften der Matrix-Exponen-
tialfunktion:

Proposition 6.5. Seien A, B € CN*¥V,
(a) Falls AB = BA gilt (A und B kommutieren), dann folgt e+8 = e4e?.
(b) Ist B invertierbar, dann folgt e 'AB = B~1e4B.

(c) Fiir eine Diagonalmatriz gilt eP# A2 AN) = Diag(eM ez ... eMV).
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Beweis. (a): Genauso wie fiir die skalare Exponentialfunktion. Dass A und B kommutie-
ren ist dabei entscheidend.

(b):

Wegen (B~'AB)* = B"'ABB 'AB = B~'A?B folgt induktiv (B~'AB)* = B~'A*B

und somit

5 =1 =1 =1
AB —1 —1 7k _ —1 k _ -1 A
Zk— AB)F Zk— A*B = B (ZHA>B_B e B.
k=0 k=0
(c): Ubung. O

Bemerkung 6.6. Man tberlegt sich leicht, dass fiir eine Blockmatrix A, mit quadrati-
schen Matrizen Ay, As, ..., A auf der Diagonalen, gilt:

A0 - 0 e 0 o0

- : Ay - :

67 a=|Y A o T '
U ; o0

0 --- 0 A 0 -.- 0 et

6.2 Fundamentalsysteme

Es fehlt noch, die zeitabhingigen Koordinatenfunktionen der Matrix e zu berechnen.

Damit werden wir Losungen von (6.6) explizit in elementaren Funktionen angeben
konnen. Dies ist eine Besonderheit der linearen DGL mit konstanten Koeflizienten. Fiir
allgemeinere DGL kann man die Losungen nicht immer durch Elementarfunktionen
ausdriicken.

Zunichst habe A € C*** nur einen Eigenwert A € C und nur einen zugehérigen
Eigenvektor v. Dann formen wir die Basismatrix B := (v | v® | ... | v®) mit den
zugehorigen Nebeneigenvektoren. Damit gilt A = BJy(\)B~!, d.h. der Jordanblock
Je(A) = AE) + Cy der Lénge k ist die Jordansche Normalform von A. Hier setzen wir

0 1 o --- 0

Ck = o0 E(Cka.
: |
O v cer e 0

Es gilt Cre; = 0 und Cie; = ;-4 fir j = 2,3,..., k. Induktiv erhélt man fir j =
1,2,... k:

0 =1,2,...,¢
(6.8) Cle; =3 7 »5oh
ej—¢, J=L0+1,... K,
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also insbesondere C¥ = 0 (man nennt ganz allgemein eine Matrix, fiir die eine Potenz
verschwindet, nilpotent). Es ergibt sich

t2 k=1
1 t T T
k=1 4 0 ’ :
(6 9) iCr _ fCvljvtg _ 1. i
! 2
=0 7 ,
: t
0 - 0 1
Aus Proposition 6.5(a) folgt auBerdem
(6.10) etk — AErtCx — M tCr

da die Matrizen E) und C} kommutieren. Zusammenfassend erhalten wir aus Propositi-
on 6.5(b)

(6.11) et = MBel“r Bl

wo e'“ durch (6.9) gegeben ist.

Mochte man das AWP (6.6) losen, dann braucht man B! nicht zu berechnen. Man
16st nur das lineare Gleichungssystem Bx = ug nach x auf und erhalt die Losung
u(t) = eMBe!% g, eine Linearkombination der Spalten von e Be!“* mit den Koordinaten
von x als Koeffizienten. Aus (6.9) lesen wir direkt ab:

(6.12) e Be'Ck

_ o (v

Jede Spalte von e Be'C* ist eine Losung von 4 = Au, denn es gilt:

t? tk—l

ie’\tBetC’“ = ietAB = Ae' B = AeM BelCr,
dt dt

Im allgemein Fall einer Matrix A € CV*¥ ist die Jordansche Normalform .J von A
eine diagonale Blockmatrix aus Jordanblocken:

Js; (A1) 0 e 0
plap=j=| 0 Juld)
: - 0
0 e 0 Js.(Ag)
Wir haben hier eine andere Darstellung gewiahlt als in Satz 3.46. Dabei ist k& die Anzahl
linear unabhéngiger Eigenvektoren von A. In der Reihe der Eigenwerte A\, Ao, ..., A kon-

nen Wiederholungen auftreten. Wegen Bemerkung 6.6 kann man die Exponentialfunktion
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et blockweise berechnen:

et 0
" 0 etJS2 (}\2)
: . 0
0 . 0 etds, ()

Zusammen mit den obigen Ergebnissen fiir einen Jordanblock erhalten wir:

Bemerkung 6.7. Rezept, um explizit eine (komplexe) Losung des AWP (6.6) angeben
zu konnen:

» konstruiere die geordnete Basismatrix B aus Eigenvektoren und Nebeneigenvektoren,
wie in Abschnitt 3.2.2;

o fir jeden Jordanblock Ji(A) und die zugehorige Gruppe aus einem Eigenvektor
und Nebeneigenvektoren bilde die k& Losungen (Spalten) von e Be!“r wie in (6.12~);

hier erginzen wir Nullen in geeigneter Position, um aus Cj eine CV*N-Matrix C},
zu machen;

o die Matrixfunktion F': R — CM*¥ F(t) := Be!’ aller dieser Losungen, als Spalten
aufgefasst, ist ein (komplezes) Fundamentalsystem, d.h. eine zeitabhéngige Matrix
aus linear unabhéngigen Spalten, die Losungen von 4 = Au sind. Eine Losung des
AWP (6.6) erhilt man als Linearkombination F(t)x, wobei x € CV das lineare
Gleichungssystem Bz = ug 16st. Auch ¢ — e/ ist ein Fundamentalsystem, welches
die Zusatzeigenschaft hat, dass es in ¢ = 0 den Wert Ey annimmt. Fiir ein beliebiges
Fundamentalsystem G(t) gilt e = G(t)G(0)~*.

Ende der Sitzung vom 22.6.

Beispiel 6.8. Wir berechnen fiir

2 1 0 =2

A= _% ! % 2

-1 -1 3 2

0O 0 0 2

aus Beispiel 3.47 die Losung des AWP

—4
. 2
(6.13) U= Au, u(0) = ug = 0
1
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sowie e/, Wie in Gleichung (6.12) erhalten wir unter Beriicksichtigung der zwei in

Beispiel 3.47 erhaltenen Jordanblocke

Bel/ = e <v§1) v?’ + tvil) v§3) + tv?) + gvg) v§1)>
2 242t —2t+t* 0
_ o 0 2 2t 2
2 242t 2t+t*2 0
0 0 1 1

Auflosung des LGS Bx = ug liefert 2z = (—1,1,1,0)". Damit ist die Losung von (6.13)

t?—4
o | 2t +2
2 4+ 4t

1

Bez =e

Nach Berechnung der Inversen von B erhalten wir

2 249 —2t+1t2 0 1 0 10
1 0 2 2 2 -1 0 10
tA _ ptJp-1 _ - 2t .
ct=BeBT =0T o 90 ot 0 1 -2 1 4
0 0 1 1 1 2 -1 0
2 2 2
- £ —% % —2t +t2
t t
_ o —1L 1—t L 2
2 2 2
—t—-L —t-% 1+t+4% 2+¢
0 0 0 1

Bemerkung 6.9. Falls A € RY*Y komplexe Eigenwerte hat, dann fasst man A als
Element von CY*¥ auf und 16st das AWP (6.6) wie in Bemerkung 6.7, unter Verwendung
der Basismatrix B und der Jordanschen Normalform J. Ist ndmlich der Anfangswert
ug reell, dann erhélt man auf diese Weise automatisch eine reelle Losung. Das liegt an
der Eindeutigkeit, welche wir aber erst in Mathe 3 beweisen werden. Ebenso berechnet
man e** und erhalt automatisch ein reelles Fundamentalsystem. Méchte man ein reelles
Fundamentalsystem (FS) bestimmen, ohne B~! zu berechnen, so geht man ausgehend
von einem komplexen FS (z.B. Be!/) wie folgt vor: Ist u(t) eine Spalte, die zu einem
reellen Eigenwert gehort, dann existiert 7 € C, so dass 7u reell ist; man ersetzt v durch
Tu. Bei einem Paar A, A von Eigenwerten ersetzt man die zugehorigen Losungen durch
Real- und Imaginarteile aller Losungen, die zu A gehoren.

Beispiel 6.10. Wir betrachten A := (} 1) und finden den Eigenwert 1 + 2i mit
Eigenvektor v := (_};) und den Eigenwert 1 — 2i mit Eigenvektor v = (4;). Mit B :=

(4 2;) ist die komplexe Jordansche Normalform dann J = (“52i O ) Dies liefert wegen
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ot (1£20) _ oto+2it

etA — BetJB—l —

() (T )6 _
ie&(éi 211)-(““2“)3“1“2“ ooy nzn) (5 )
_ ot [(cos(2t)  —5sin(2t))

2sin(2t)  cos(2t)

Ende der Sitzung vom 25.6.

6.3 Skalare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

6.3.1 Allgemeine Form

Wir betrachten fir n € N und ag,ay,...,a,-1 € C die homogene lineare (skalare)
Differentialgleichung n-ter Ordnung

(6.14) Lu=u"™ +a, 1u"™V + -+ a4+ au =0
mit dem Anfangswert
(6.15) (u, 1, ..., u" D) (0) = Uy € C".

Hier steht L also fiir einen Differentialoperator. Ferner setzen wir

0 1 o --- 0
A = : . .. 0 )
_ao —al .« .. . .. _a/n—l

und betrachten das System erster Ordnung
(6.16) v = Av.

Satz 6.11 (Reduktionsprinzip). (a) Ist u eine Losung von (6.14), dann ist

(6.17) vi=| @
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eine Losung von (6.16).

(b) Ist v = (v1,vq,...,v,)" eine Losung von (6.16), dann ist u == vy eine Losung von
(6.14) und es gilt (6.17).

Beweis. Dies folgt durch Koordinatenweise Betrachtung von (6.16). [

Die Behandlung skalarer Gleichungen haben wir also auf spezielle Systeme erster
Ordnung zuriickgefiithrt. Es reicht, fir Losungen v von (6.16) nur die erste Koordinaten-
funktion anzugeben, weil die restlichen Koordinaten, wie in (6.17) angegeben, dann die
Ableitungen sind. Ein Fundamentalsystem von (6.14) hat also die Form

Ul U9 .o U,
iy Uy oo Uy,
(6.18) :
ugn—l) uén—l) . u(n_—l)
mit Losungen uq, ug, ..., u, von (6.14).

Wir definieren mit
PN = A"+ an A a) +ag

das charakteristischen Polynom von L. Wenn man det(A — \E,,) nach der letzten Zeile
entwickelt, dann sieht man, dass p4 = (—1)" P, gilt. Demnach stimmen die Eigenwerte
von A und die Nullstellen von P;, samt ihrer algebraischen Vielfachheiten iiberein. Sei
nun A eine (komplexe) Nullstelle von Pp, der algebraischen Vielfachheit «. Die Teilmatrix
der Lange n — 1 in der rechten oberen Ecke von A — \E,, ist

1 0 - .- 0
Y :

0 5
: S
0 0 —x 1

mit Determinante 1. Die oberen n — 1 Zeilen von A — AE,, sind also linear unabhéngig,
d.h. A — AE, hat Rang n — 1. Daraus folgt dimE4(A\) = 1. Man prift sofort, dass
w = (1,2, ,A”_l)t ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ) ist. Dies liefert £4(\) =
Spann(w). Zu A existiert demnach nur ein Jordanblock, welcher die Linge o haben muss.
Aus den ersten Koordinaten der Losungen aus (6.12) erhalten wir durch geschicktes
lineares Kombinieren die linear unabhéngigen Losungen

{e”, teM, ... ,to‘_le)‘t}.

Wir fassen zusammen: Aus den m komplexen Nullstellen Ay von P;, der Vielfachheit ay,
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ergibt sich als Fundamentalsystem von (6.14):
(6.19) {FeM | k=1,2,...,m, j=0,1,...,04 — 1}.

Um im Falle ag,aq,...,a,-1 € R ein reelles Fundamentalsystem zu erhalten, ersetzt
man wieder die Losungen, die zu einem Eigenwertpaar A, A gehoren durch Real- und
Imaginérteil der Losungen, die zu A gehoren.

Ist das Fundamentalsystem F': R — C™*" durch (6.18) gegeben, so ist die Losung des
AWP F(t)x, wobei x € C" durch F(0)x = Uy gegeben ist.

6.3.2 Gleichungen zweiter Ordnung

Wir behandeln noch den speziellen Fall der reellen linearen skalaren DGL zweiter Ordnung
(6.20) i+bu+c=0

mit b, ¢ € R und dem charakteristischen Polynom P(\) = A? 4+ b\ + c.

Fall »? /4 —c¢>0: Wir erhalten die unterschiedlichen reellen Eigenwerte Ao = —% +

V0?/4 — ¢ und das FS {eM? et} Tst b > 0, so folgt Ay < \; < 0, und die Losungen fallen
im Betrag exponentiell ab. Ist b < 0, so folgt \; > Ay > 0, und die Losungen wachsen
im Betrag exponentiell an. Ist b = 0, dann folgt Ay < 0 < A, es gibt betragsmafig
exponentiell wachsende und fallende Losungen.

Fall ¥>/4 — ¢ = 0: Es gibt nur einen reellen Eigenwert A\ = —g. Als FS erhalten wir
{eM te*}. Im Fall b = 0 gilt A = 0 und ein FS ist {1,¢}.

Fall b?/4 —c < 0: Mit § := —2 und w := \/c — b2/4 > 0 erhalten wir die zueinander
komplex konjugierten Eigenwerte \ := § + iw und A. Ein komplexes FS ist

{e/\t7 ef\t} _ {e&eiwt’ eéte—iwt}’
und als reelles FS erhalten wir hieraus
{e% cos(wt), ™ sin(wt)}.

Je nachdem, ob b positiv oder negativ ist, haben diese Losungen beide exponentiell
fallende oder wachsende Amplituden. Und fiir b = 0 sind alle Losungen periodisch mit
Periode 27 /w. Im Unterfall ¢ > 0 und b = 0 (b > 0) nennt man (6.20) den (geddmpften)
harmonischen Oszillator.
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7 lmplizite Funktionen

7.1 Volistandigkeit, Fixpunkte und Nullstellen

Auch in diesem Kapitel haben alle Vektorraume einen der Skalarkérper R oder C.
Definition 7.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (x,), in X heiBt Cauchyfolge, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert
mit d(z,, z,) < e fir m,n > N.

(b) (X, d) heiit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

(c¢) Ein vollstandiger normierter Raum (V ||-||) heiBt Banachraum.

(d) Ein vollstandiger Skalarproduktraum (V/ (-, -)) heiit Hilbertraum.
Bemerkung 7.2. Ist (X, d) ein metrischer Raum und (z,), eine Folge in X, so gilt:

(a) Ist (x,), eine Cauchyfolge, so ist (z,), beschrankt.

(b) Ist (), konvergent, so ist (z,), eine Cauchyfolge.

(c) Ist (zy,)n eine Cauchyfolge und besitzt (z,), eine konvergente Teilfolge in X, so ist
(2)n selbst konvergent.

Beweis. Ubung. O]

Satz 7.3. Jeder endlich dimensionale normierte Raum (V. ||-||) ist vollstindig, d.h. ein
Banachraum.

Beweis. Sei (x,,), eine Cauchyfolge in V. Dann ist (z,,), beschrankt. Also existiert R > 0
mit z,, € Br(0) fiir alle n € N. Als beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von V
ist Br(0) nach Satz 4.47 kompakt. Daher besitzt (z,), eine konvergente Teilfolge. Nach
Bemerkung 7.2(c) ist (z,), dann selbst auch konvergent. O

Satz 7.4. Sei I == [a,b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b. Dann ist (C(I),]|]|c)
ein Banachraum.

Beweis. Sei (f,)n eine Cauchyfolge in (C'(I), ||||oc), und sei ¢, == Sup men || fn — fulloo fir
m>n
n € N. Die Cauchybedingung liefert lim,, .., ¢, = 0. Ist t € I, so gilt zudem fir m,n € N

‘fm(t) - fn(t)| < Hfm - anOO
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Also ist (f,(t)), eine Cauchyfolge in R und somit konvergent. Definiere nun f: I — R

durch
F(t) = lim f,(t)  fiwtel
Dann gilt
|f(t) - fn(t>| = T}Lgléo|fm(t) - fn(t)l < Sup|fm(t) - fn(t)l < ¢y firte€e I und n € N.

Also folgt

0<|If = falloo <cn—0 fiir n — oo,

d.h. die Folge (f,), konvergiert gleichméfig gegen f. Mit Satz 2.3 folgt die Stetigkeit
von f. Die Folge (f,) hat im normierten Raum (C(I),||:||s) also den Grenzwert f. [

Bemerkung 7.5. (a) Ist (K,d) ein kompakter metrischer Raum und (V,||-||y) ein

normierter Raum, so setzt man
C(K,V)={f: K— V| f stetig}.

Ahnlich wie fiir C'(I) sieht man Folgendes:

o C(K,V) ist ein normierter R-Vektorraum mit Norm ||| definiert durch

Satz 4.48(c)
[Flloo = sup[lf(z)[lv =" max][ f()].
zeK reK
o Ist (V,||][v) ein Banachraum, so auch (C(K, V), ||||c)-

Seien V' ein normierter Raum und W ein Banachraum Dann ist £(V, W), versehen
mit der Operatornorm, ebenfalls ein Banachraum.

Beweis. Sei (T,), eine Cauchyfolge in L(V, W), und sei ¢, = sup,,>,[|Tn — Tnl|
fiir n € N. Die Cauchybedingung liefert dann lim,, ., ¢, = 0. Fiir alle z € V gilt

sup||Tnx — Thxllw < sup||T,, — Tollllzllv = cnllz|ly — 0 fir n — oo.
m>n m>n

Somit ist (7,,z), eine Cauchyfolge in W, und nach Voraussetzung existiert

Ty :=1lim T,xeW fur alle z € V.

n—o0

Aus der Linearitdt der Abbildungen T,, folgt direkt, dass auch die Zuordnung
x +— Tx linear ist. Ferner ist

ITelw = lim [Tl < (supl Tl lally — fiir alle @ € V.,
n—oo neN
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d.h. T ist stetig. Schlieflich ist

T =Tl = 1im (T = Tl < (sup| T = Tol) 2l = callally

fir alle z € V, d.h. |T — T,|| < ¢, — 0 fiir n — oo. Dies zeigt die Vollstandigkeit
von L(V,W). O

Satz 7.6. Seien (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C X. Der metrische
Raum (A, d) ist genau dann vollstindig, wenn A als Teilmenge von X abgeschlossen ist.
Insbesondere ist jede abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums vollstindig.

Beweis. ,=“: Sei + € A. Dann gilt = lim,_ z,, fiir eine Folge (z,), in A. Nach
Bemerkung 7.2(a) ist (z,), eine Cauchyfolge in X und somit auch in A, und damit
konvergiert (z,), nach Voraussetzung in A. Es folgt x € A. Insgesamt folgt A = A.
»<="“: Sei (), eine Cauchyfolge in A. Da X vollstandig ist, existiert = lim,, oo x, €
X, wobei z € A = A nach Voraussetzung. Also konvergiert (z,,), in A. O

Ende der Sitzung vom 29.6.

Definition 7.7. Seien (X,d) ein metrischer Raum und f: X — X eine Abbildung.
Existiert ein ¢ € (0,1) mit

d(f(x), f(y)) < qd(z,y)  firalle z,y € X,

so nennt man f eine Kontraktion (oder genauer: ¢-Kontraktion). Mit anderen Worten:
f: X — X ist Lipschitzstetig und besitzt eine Lipschitzkonstante ¢ < 1.

Satz 7.8 (Banachscher Fixpunktsatz (BFPS)). Seien (X, d) ein vollstandiger metrischer
Raum mit X # @ und p: X — X eine Kontraktion. Dann hat ¢ genau einen Fixpunkt,
d.h. es gibt genau ein x € X mit p(x) = x. Ferner gilt

lim o"(y) =x firalley € X (wobei " =@ o---0p sei.)
n—»00 ~———
n-mal

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ¢ € (0, 1) mit

(7.1) d(e(y), p(2)) < qd(y, 2) fir alle y, z € X.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien z,xs € X Fixpunkte von . Mit (7.1) folgt dann
d(xq,x9) = d(p(x1), p(x2)) < qd(x1, 23), also d(x1,z2) = 0 und damit z; = x.

Um die Existenz und Konvergenz zu zeigen, seien y € X beliebig und y,, := ¢"(y) fiir
n € Ny (also yo = y). Wir zeigen per Induktion:

(7.2) A(Yn+1Yn) < ¢"d(v1,9) fir alle n € Ny.

109



,n = 0% klar.
S =n+ 1%

(7.1) 1A
Ad(Ynt2: Yns1) = A@(Yns1), 0(Wn)) < qd(Yns1,¥n) < ¢ d(y1,y) = ¢" 7 d(y1, y)-

Fir m,n € N, m > n, folgt nun mit der Dreiecksungleichung

m—1 m—1 OO
(7.2) 7
AYm,yn) <Y dlyienyy) < dlyny) > ¢ <dly,y)g" Y ¢ d(yr,y) =
j=n j=n §=0

Da ¢, — 0 fur n — oo gilt, ist (y,), eine Cauchyfolge. Da X vollstéandig ist, existiert
x = lim,,_, yn. Da ferner ¢ stetig ist, folgt

n—o0 n—o00

n—oo

Also ist  der eindeutige Fixpunkt von ¢, und es folgt lim, ., ¢"(y) = z fiir alle y € X,
wie behauptet. O

Korollar 7.9 (Parameterabhéngiger BFPS). Seien X, Y metrische Riume, Y vollstindig
und ¢: X XY =Y eine Abbildung. Ferner existiere q € (0,1), so dass (x,-) fir alle
x € X eine q-Kontraktion ist. Sei g: X — Y die eindeutige Abbildung mit o(x, g(x)) =
g(x) fir alle x € X, welche nach dem BFPS existiert.

(a) Ist o(-,y) fir alle y € Y stetig, dann ist auch g stetig.
(b) Euxistiert L > 0, so dass p(-,y) fir alley € Y Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
L ist, dann ist auch g Lipschitzstetig.

Beweis. Fir x1,xs € X setzen wir y; = g(x;). Dann gilt:

d(y1,y2) = d(p(r1,91), (T2, y2)) < d(w(x1,11), 0(71,92)) + d(p(1,52), P(T2, Y2))
< qd(y1,y2) + d(p(x1,142), (T2, 12)),

also

dlons 1) < Tl ). 9oz, )

Daraus folgen beide Behauptungen. O]

7.2 Auflosung von Gleichungen durch implizite
Funktionen
Bemerkung und Beispiel 7.10. (a) Viele Probleme und Gleichungen der Analysis

hdngen von Parametern ab, und man mochte die Abhéngigkeit der Losungen von
diesen Parametern untersuchen. Zum Beispiel seien A > 0 und Py: R — R durch
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Py(x) == A\z® + 22 — 3 gegeben. Dann ist P{(z) = 3\z% + 2 > 0 fiir alle z € R, also
Py streng monoton wachsend in z. Da ferner gilt

00 fir x — o0,

PA(I')—){

—00 flir x — —o0,

folgt, dass P, fiir jedes A > 0 genau eine Nullstelle g(A) hat. Frage: Ist die Abbildung
g: (0,00) = R, A — g()), differenzierbar? Falls ja, so kann man ihre Ableitung

g' dort implizit berechnen, wo g bekannt ist. Seien dazu U = (0,00) x R und
F € CY(U) definiert durch F(\,z) = Py(x). Dann ist

OF(\x)=2 und 0,F(\ z)= Pi(z) =3 x> +2 fir (\,z) € U.
Da ferner F'(X, g(\)) = P\(g(\)) = 0 fir alle A > 0 gilt, folgt mit der Kettenregel:

d

0=—<F(\g\) = Jr(\ g(N\) ( ,1

ax ) = OF OGO + 8O g ),

also

iy OiF (A g(N) g(N)? )
9()‘)———82}7()\’9()\)) __—3)\9()\)24—2 far A > 0.

Z.B.ist g(1) = 1 und damit ¢'(1) = —1.

Eine notwendige Bedingung, die Ableitung von g (deren Existenz wir noch nicht
gezeigt haben!) zu berechnen, ist also 03 F(\, g(\)) # 0. In Satz 7.12 werden wir
sehen, dass diese Bedingung sogar hinreichend fiir die Differenzierbarkeit von g ist.

Sei allgemeiner F': R? — R eine C'-Funktion mit Nullstellenmenge
M = {(z,y) € R*| F(z,y) = 0}.

Frage: Konnen wir die Gleichung F'(x,y) = 0 nach x oder y auflésen? Mit anderen
Worten: Kénnen wir M als Graph einer Funktion y = y(x) oder x = x(y) schreiben
(evtl. mit C! Funktionen?).

Ist F' linear und nicht identisch Null, dann gilt F(z,y) = ax + by, mit a,b € R und
a? 4+ b* # 0. Ferner ist M = Kern F ein eindimensionaler Untervektorraum. Fiir
b#0ist 9,F =b# 0und M = {(z,y) € R? |y = —%a} der Graph einer Funktion
y=y(z). Fir a# 0ist ,F =a# 0und M = {(z,y) € R* |z = —2y} der Graph

einer Funktion = = z(y).

Ist F' nicht linear, dann erhalten wir als Nullstellenmengen nicht mehr Untervektor-
rdume, sondern im besten Fall ,eindimensionale gekriimmte Mengen®. Diese kann
man im Allgemeinen nicht insgesamt als Graphen einer Funktion darstellen. Sei
zB. F(z,y) = 2>+ y* — 1. Dann ist M = {(2,y) | |(z,y)| = 1} der Einheitskreis
in R?, und diese Menge ist offensichtlich kein Graph einer Funktion. Allerdings
existieren zu jedem (z,y) € M Umgebungen U C R von x bzw. V' C R von y und
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e ecine C''-Funktion ¢g: U — V mit

M N (U x V) =Graphg = {(£9(0) | £ €U}

 oder eine C'-Funktion g: V — U mit

MN(UxV)={(g(),8 |V}

Z.B. kann man fir (z,y) = (1,0) die Mengen U = (0,00), V' = (—1,1) wahlen.
Damit ist

MnUxV)={(/1-¢,¢) ‘ Ee(-1,1)} (rechter Halbkreis).

Der untenstehende Satz 7.12 liefert ein allgemeines Kriterium fir die lokale Auf-
losbarkeit von Gleichungen bzw. die lokale Darstellbarkeit von Nullstellenmengen als
Graphen.

Satz 7.11. Die Menge GL(N,R) ist offen in RN*N und die Abbildung GL(N,R) —
GL(N,R), A+ A~ ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis. Die Determinante det: RY*Y — R ist eine Polynomfunktion, also beliebig oft
differenzierbar. Somit ist GL(N, R) nach Satz 4.35 offen in R¥*¥ als Urbild von R ~\ {0}

unter det. Weiterhin gilt nach Satz 3.22:
1 ~ ~ o
Al — Rt it A= ((-1)*4;)
det A m1 (=1) )iy

wobei A;; die ¢, j-te Minorante von A ist. Als Determinanten stellen die A;; beliebig oft
differenzierbare Funktionen von A dar. Dasselbe gilt also auch fiir die Abbildung

GL(N,R) = GL(N,R), A AL 0

Satz 7.12 (uber implizite Funktionen). Seien k,m € N und N = k+m, U C R
offen, F € C*(U,R™). Wir schreiben z = (z,y) € RY mit x = (z1,...,2;)" € RF
y= (Y1, ,ym)" € R™ sowie

Jr(z) = (0,F(z) 0,F(z)) € R™N

mit
_(OF | OF OF -
0. F(z) = (8361 (2) 8$2(2) ’ 8xk(z)) eR
und OF | oF OF
F — [ 2 e R RM*m
0F() = (5t |Gt |+ | o)) €
fir z e U.
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Sei ferner zo = (xo,Y0) € U eine Nullstelle von F, welche 0,F(zy) € GL(m,R) erfiille.
Dann existieren €,5 > 0 und eine Abbildung g: B*(xo) — BF(yo) mit

(7.3) {(z,y) € B¥(x0) x By*(y0) | F(x,y) =0} = Graph g.
Insbesondere ist g(xg) = yo. Ferner ist g stetig differenzierbar, es gilt
(7.4) Jo(w0) = —(8,F(20)) " 0, F(29) € R™¥,

und g ist so oft stetig differenzierbar wie F' (falls F' von héherer Differenzierbarkeitsord-
nung ist).

Beweis. Wir setzen A := 0,F(z). Aufgrund der Stetigkeit von F' und dF und Satz 7.11
konnen wir dann € > 0,0 > 0 so klein wéhlen, dass gilt:

(7.5) B.(w0) x By () C U,
1 .. =k —=m
(7.6) 10,F(2) — Al < AT fiir 2 € B_(x0) X Bs (40),
(7.7) 8,F(2) € GL(m,R) fiir z € B (x0) x By (yo),
) . —k
(78) |F(!L‘,y0)| < m fir x € BS(ZL‘()).

Wir setzen X = EI;(:L'O), Y = Bj (yo) und definieren ¢: X x Y — R™ durch

p(x,y) =y —AF(x,y).

Es gilt: (x,y) € X X Y ist genau dann eine Nullstelle von F', wenn y ein Fixpunkt von
o(x,-) ist. Weiter folgt

(7.9) Opp(2) = —A10,F(2), 0,p(2) = By — AT10,F(2), Oyp(z0) = 0.

Somit liefert (7.8)

N S

(7.10) lo(x,90) — vol < ||ATH|F(z,40)| < fir alle x € X

und (7.6) liefert

10,0(2)|| = [A™ (A= 0,F(2)| < fiir alle z € X x Y.

DO | —

Zusammen mit dem Schrankensatz, Satz 5.22, folgt hieraus

1 3}
(7.11) lo(z, 1) — ez, y2)] < =|y1 — o fir allex € X, y;,y2 €Y.
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Fir (z,y) € X x Y erhalten wir aus (7.10), (7.11) und wegen |y — yo| <6

1 5
o, y) — yo| < |z, y) — oz, y0)| + |0z, 90) — 3ol < §|y —yo| + 5= J.

Demnach gilt ¢: X xY — Y. Wegen (7.11) ist ¢(z, -) fiir jedes z € X eine 1-Kontraktion.
Da ferner ||0,¢|| auf der kompakten Menge X x Y stetig, also beschrankt ist, existiert
nach dem Schrankensatz L > 0 mit

(7.12) lo(z1,y) — (a9, y)| < Ll — 24| fir alle 1,20 € X, y € Y.

Der BFPS mit Parameterabhangigkeit, Korollar 7.9, liefert nun, dass eine Lipschitzstetige
Funktion ¢g: X — Y existiert, so dass (7.3) gilt.

Wir zeigen, dass g in z differenzierbar ist und dass (7.4) gilt. Fiir b € B¥(0) folgt aus
der Differenzierbarkeit von ¢, der Fixpunkteigenschaft und (7.9)

l9(wo + h) = g(w0) + A7 0uF (20)h|
= [@(wo + h, g(xo + h)) — @(x0, 9(20)) — Oup(20)h]
= [@(zo + R, g(20 + h)) = (0, 9(20)) — dp(20)(h, g(w0 + h) = g(0))|

— 0(|(h,g(l‘0 + h) - g($0))|)
=o(|h)  fiir h — 0,

Die letzte asymptotische Aussage ist richtig, weil g Lipschitzstetig ist: Es gilt dann
namlich g(z¢ + h) — g(z9) = O(|h]) fiir A — 0. Damit ist die Differenzierbarkeit in x
gezeigt.

Fiir jedes x € X sind wegen (7.7) die Voraussetzungen des Satzes im Punkt (z, g(x))
anstelle von zy wieder erfillt, und aus dem bisher Bewiesenen folgt dann — unter Bertick-
sichtigung der punktweisen Eindeutigkeit der Losungsfunktion g — die Differenzierbarkeit
von ¢ in x mit

(7.13) To(@) = = (0, F(z,9(x))) " 0.F(x, g(x)).

Da dF stetig ist und die Inverse GL(m,R) — GL(m, R) gemé$ Satz 7.11 sogar unendlich
oft differenzierbar, folgt die Stetigkeit von dg, d.h. g ist stetig differenzierbar. Ist F
sogar zweimal stetig differenzierbar, dann ist dF' stetig differenzierbar. Weil g stetig
differenzierbar ist, liefert (7.13), dass dg stetig differenzierbar ist, also dass g auch zweimal

stetig differenzierbar ist. Induktiv zeigt man so, dass g so oft stetig differenzierbar ist
wie F'. O

Ende der Sitzung vom 2.7.

Bemerkungen und Beispiele 7.13. (a) Fortsetzung von Bemerkung und Bei-
spiel 7.10(b): Sei F': R? —» R, F(x,y) = 2*+y*—1und M = {(z,y) | |(z,y)| = 1} C
R2. Sei ferner zg = (zo,y0) € M mit yo # 0. Dann ist 0 F (2) = 2yo # 0. Al-
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so existieren nach Satz 7.12 Umgebungen B.(zg), Bs(yo) und eine C'-Abbildung
g: B:(xg) — Bs(yo) derart, dass gilt:

M N (B:(xy) X Bs(yo)) = Graph g = {($,g(as)) ’ x € Bg(aso)}.

In diesem speziellen Fall ist g(z) = sign(yo)v'1 — 22 fir x € B.(zy).

Wir betrachten das (unterbestimmte) nichtlineare Gleichungssystem

32—y +ud + 07 =4
(7.14) { 20 Pt —u=1 (z,y,u,v) € R

Offensichtlich ist 2o = (1,1,1,1) € R* eine Losung. Kann man (7.14) lokal bei 2,
durch eine C*'-Abbildung nach (u,v) auflésen? Um dies zu kléren, schreiben wir

(7.14) in der Form F(z,y,u,v) = (8) mit

2 .2 3. .2
PeC® R, Fapeo - (. 000N

202 — 3+t —v—1

Dann ist F'(zy) = 0 und

8(U7U)F(Z) _ <8u( ) Ov ( ) _ <3U 2?)) fiir » — (:I:,y,u,v) c R4,

W) Po(z))  \2 -l

also Oy, F(20) = (3 _31) € GL(2,R), mit Determinante —7. Nach Satz 7.12 existie-
ren also €,6 > 0 und eine C*-Abbildung g: B2((1,1)) — B3((1,1)) derart, dass
fir z = (z,y,u,v) € B2((1,1)) x B#((1,1)) gilt:

F(2) =0, (d.h. z l6st (7.14)) < (u,v) = g(x,y).
Wir bestimmen nun J,(1,1): Es ist (8(u,v)F(z0))7l =—3(2373)=2(3_3%) und

o) F(20) = i (20) 5y (=) _(693 —2y)
z, 0) ‘= p p =
) O (z) U2(z))  \dz —3y°

Also folgt mit Satz 7.12:

sn=2(3 2 =14 )

Im néchsten Abschnitt werden wir die Frage behandeln, ob man (7.14) lokal bei 2
auch nach anderen Variablen, z.B. nach (z,y), auflésen kann.
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7.3 Regulare Punkte und reguldare Werte
Definition 7.14. Sei U C R offen, f € C'(U,R™).
(a) z € U heifit requldrer Punkt von f, falls df(z) € L(RY,R™) surjektiv ist.

(b) w € R™ heifit requlirer Wert von f, falls die Menge f~!(w) C U nur aus reguliren
Punkten von f besteht.

(c¢) Nichtreguldre Punkte bzw. Werte von f nennt man singuldr oder kritisch.
Bemerkung 7.15. In der Situation von Definition 7.14 gilt fir z € U, w € R™:

(a) z ist ein reguldrer Punkt von f.
& Rang Jp(z) =m.
& die Zeilen von J;(z) sind linear unabhingig im RY.
< J¢(z) hat m linear unabhangige Spalten.

Ist z ein regulédrer Punkt von f, dann muss also insbesondere gelten m < N.
(b) Ist w ¢ f(U) so ist w ein regulérer Wert von f.
(c) Ist m =1, so ist z reguldrer Punkt von f genau dann, wenn V f(z) # 0 ist.

Beispiel 7.16. (a) Sei f € C°°(R?) definiert durch f(z,y) = 2*> — y* + 1. Dann gilt:

Vf(a,y) =2 (_xy) — 0 (z,y) =0.

Also ist (0,0) der einzige kritische Punkt von f und somit 1 = f(0,0) der einzige
kritische Wert von f. Man beachte aber: (1,1) ist ein reguldrer Punkt von f,
aber f(1,1) = 1 ist kein regulirer Wert von f! Das Urbild f~!(1) besteht aus
den Diagonalengeraden, welche sich im Ursprung senkrecht schneiden. In einer
Umgebung von (0,0) lasst sich diese Menge daher nicht als Graph einer Funktion
darstellen (Ubung).

Zur Veranschaulichung ist es hilfreich, die Mengen f~!(c) C R? (sogenannte Ni-
veaumengen von f) fir ¢ > 1, ¢ = 1 und ¢ < 1 in der Néhe des Nullpunkts im
R? zu skizzieren. Man kann generell zeigen, dass sich die topologische Gestalt der
Niveaumengen von f héchstens bei Uberschreitung von kritischen Werten dndern
kann.
. . 224y 422 .
(b) Sei f € CY(R? R?) definiert durch f(z,y,z2) = <(m_1)+2y+;2+22). Dann gilt:
x
x—1

Jf(:p,y,z):2< Z j)hatRangQ(:)y%Ooderz#O.
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.
O LR &

(a) b=a—-1 (byb=1-a (c)b=a+1

Abbildung 7.1: f~*(a?,b?) fiir kritische Werte (a?, b?).

Also ist {(x, 0,0) ’ S ]R} C R? die Menge der kritischen Punkte und
{(@* (z—1)%) |z € R}

die Menge der kritischen Werte von f.

Seien nun a, b > 0. Geometrisch ist f~!(a?, b*) der Schnitt einer Kugeloberfliche
(der sogenannten Sphdre) mit Radius a und Mittelpunkt (0,0, 0) mit einer Sphéare
mit Radius b und Mittelpunkt (1,0,0), siehe Abb. 7.1. Dabei gilt:

(a®,b?) ist ein kritischer Wert von f
& es gibt € R mit a® = 2° und b* = (v — 1)?
Sb=a—loderb=1—-aoderb=1+a

< die beiden Sphéren bertihren sich genau in einem Punkt.

Anhand der folgenden Variante des Satzes von der impliziten Funktion sehen wir, dass
sich das Urbild eines reguliren Wertes nach einer Permutation der Koordinaten von RY
lokal als Graph schreiben lisst. Mit einer Koordinationpermutation in RY sei dabei ein
T € L(RY) bezeichnet, welches fiir eine geeignete Permutation (bijektive Abbildung)
m:{1,2,...,N} = {1,2,...,N} durch T'e; = er(jy, s = 1,..., N gegeben ist.

Satz 7.17. Seien U C RN offen, f € CYU,R™) mit m < N und z € U ein regu-
larer Punkt von f. Seien ferner k == N —m und w = f(z). Dann existieren offene
Teilmengen U C RF und V. C U mit z € V, eine Abbildung g € Cl(fj,Rm) und eine
Koordinatenpermutation T € L(RY) derart, dass gilt:

flw)nv = {T(x,g(x)) ‘ x € (7}
Insbesondere lisst sich das Urbild f~'(w) eines requliren Wertes w € f(U) von f lokal

als Graph einer eindeutigen C*-Abbildung schreiben, wenn man die Koordinaten geeignet
permutiert.
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Beweis. Da z ein reguldarer Punkt von f ist, sind fiir eine geeignete Permutation « der
Koordinaten in RY die Vektoren Oy (x41)f(2), ..., Oxn)f(z) € R™ linear unabhéngig. Sei
T € L(RY) die zu 7 gehérige Koordinatenpermutation, und seien Uy := T~(U) sowie
20 =T 'z € Up. Sei ferner F € C'(Uy, R™) definiert durch F(u) = f(Tu) — w. Dann
gilt F(29) = 0 und (mit Kettenregel)

0;F (20) = dF(20)e; = df(T20)Te; = df(2)exjy = Orj) f(2), j=1,...,N.
Nach Voraussetzung sind also die Vektoren
8k+1F(ZO), e ,aNF(Zo) eR™

linear unabhangig. Wir schreiben nun wie in Satz 7.12 die Elemente von U, als Tu-
pel (z,y) mit x = (z1,...,2x) € R¥ und y = (y1,...,ym) € R™. Insbesondere sei
29 = (0,yo). Geméaf der Notation von Satz 7.12 ist dann J,F'(z) die von den Spal-
ten Op1F(20), . ..,0nF (20) gebildete Matrix, und diese ist invertierbar. Nach Satz 7.12
existieren also &, > 0 und eine C'-Abbildung g: B¥(x¢) — BI(yo) mit

(7.15) FH0)n (Bf(xo) x Bi*(yo)) = {(z,9(x)) ‘ S Bf(xo)}-

Wir setzen V := T (B:(zo) X Bs(yo)) und U = B¥(z). Dann ist V offen, da T € GL(N, R)
ist. Beachtet man nun, dass T(F~1(0)) = f~(w) gilt, so folgt aus (7.15)

fHw) NV = T(F1(0) N (BE(xo) x Bf*(w0))) = {T(w, g(x)) | = € U},

wie behauptet. O

Bemerkung 7.18. Um hohere Ableitungen einer implizit gegebenen Funktion zu berech-
nen, ist es am einfachsten, wie folgt vorzugehen: Losen wir zum Beispiel f(x,y,z) =0
nach y durch eine Funktion ¢ auf, dann leiten wir die Gleichung

f(x,9(x,2),2) = 0
nach x ab und erhalten (mit f, == 0, f usw.):
(7.16) fa(z,9(x, 2), 2) + fy(x,9(z, 2), 2) g (7, 2) =0,

kurz f, + fy,9. = 0, also g, = —f,/f,. Analog erhélt man g, = —f,/f,. Um hohere
Ableitungen zu erhalten, kénnen wir entweder diese Ausdriicke direkt ableiten oder (7.16)
weiter differenzieren und dann nach der gewiinschten Ableitung von ¢ auflésen.

Beispiel 7.19. Die Gleichung
(7.17) y° — 2y cos(x —2) +1=0

hat die Losung wy = (0,1,0). Da es hoffnungslos ist, explizite Formeln fir weitere
Losungen zu finden, zeigen wir, dass (7.17) in der Ndhe von wy nach y durch eine
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Funktion g(z, z) auflosbar ist. Sei also

F(z,y,2) =y® —2y*cos(x — 2) + 1.
Es gilt 0, F(z,y, z) = 5y*—6y* cos(x —z) und daher 9,F(0,1,0) = —1 # 0. Nach Satz 7.17
existiert eine beliebig oft differenzierbare Funktion g = g(z, z) in einer Umgebung von
(0,0) in R? mit g(0,0) = 1 und
(7.18) F(z,9(z,2),2) = ¢° — 2¢° cos(x — 2) + 1 = 0.

Hier und im Folgenden lassen wir der Ubersicht halber die variablen Funktionsargumente
weg. Ableiten von (7.18) nach x ergibt

(7.19) 59" 9. — 69%g, cos(z — 2) + 2¢° sin(x — z) = 0.
In (0,0) ausgewertet liefert dies
5gm(07 0) - ng(oa O) =0, also gx(ov O) = 0.

Ableiten von (7.19) nach z und Auswertung in (0, 0) liefert, zusammen mit den schon
bekannten Werten:

5g:cz(07 O) - 6ga:z(07 0) —-2= Oa also ng(ov O) = —2.

Weitere partielle Ableitungen von ¢ in (0,0) bestimmt man analog.

Ende der Sitzung vom 6.7.

7.4 Lokale Diffeomorphie

Bemerkung 7.20. (a) Seien U C RN, V C R™ offen, und sei f: U — V eine C'-
Abbildung, die bijektiv ist und eine stetig differenzierbare Inverse f~1: V — U
besitzt. Differenzieren der Gleichungen idy = f~'o f und idy = fo f~! liefert nach
Kettenregel:

= Jiy(2) = Jp-1 (f(2))Jp(x)  fiir alle 2 € U und

E, = Ja,(y) = ( [ W)y (y)  firalley €V, dh.
= Jy(z)J 1 (f(2)) fir alle z € U.

Fir ein x € U ist demnach df(z) injektiv, also N < m, und df~*(f(x)) ist injektiv,
also m < N. Es folgt m = N und J;-1 (f(z)) = (Jf(x))fl fir alle x € U.

(b) Im eindimensionalen Fall gilt speziell (vgl. Mathe 1): Ist U C R ein offenes Intervall
und f € CHU) mit f'(z) # 0 fir allex € U, soist V := f(U) offen und f: U — V

hat eine C''-Umkehrfunktion f~': V — U mit (f~1)(f(z)) = f,%m).
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(c) Die obigen Uberlegungen motivieren folgende Frage: Ist im mehrdimensionalen
Fall m = N > 1 die Invertierbarkeit der Matrix J;(zo) in einem Punkt zq € U
hinreichend fiir die ,lokale Invertierbarkeit“ von f in der Ndhe des Punktes xy?

Definition 7.21. Seien U,V C R¥ offen. Eine C*-Abbildung f: U — V heifit Diffeo-
morphismus, falls f bijektiv ist und f~': V — U ebenfalls eine C''-Abbildung ist. Wir
schreiben:Diff (U, V) = {f: U — V| f Diffeomorphismus}.

Beispiel 7.22. (a) Sei f: RY — R affin linear, also gegeben durch f(z) = Tz + c,
wobei T € L(RY) invertierbar und ¢ € RY sei. Dann ist f € Diff(RY, RY) mit
fHy) =Ty —c) fir y € RV,

(b) f: R — R, f(z) = 23 ist eine bijektive C'-Abbildung mit f~': R — R gegeben

durch
B Yy, y >0,
fy) = s
— VYl y < 0.

[t ist stetig, aber in 0 nicht differenzierbar. Also ist f ein Homdomorphismus,
aber kein Diffeomorphismus.

Bemerkung 7.23. Seien U, V, W C R¥ offen und f € Diff(U, V), g € Diff(V, W). Dann
gilt:

(a) f~' € Diff(V,U). Dabei ist df ' (f(z)) = (df(x)) " und Jpi (f(2)) = (Jp(x)) ™
fir alle z € U gemafl Bemerkung 7.20(a).

(b) go f € Diff(U,W).

Satz 7.24 (lokale Diffeomorphie bzw. von der inversen Funktion). Seien U C RY offen,
fe CYURY) und a € U mit Jg(a) € GL(N,R). Dann existieren offene Umgebungen
UCUwonaundV CRY von f(a) derart, dass f|g: U — V ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
FRYxU—=RY,  Flay) =) -1,

und wenden den Satz iiber implizite Funktion Satz 7.12 auf F' im Punkt 2o = (f(a), a)
an. Dies ist moglich, da

OF §
a—y(ZO) = Js(a) e RV

nach Voraussetzung invertierbar ist. Somit existieren €, > 0 sowie eine Abbildung
g: B-(f(a)) = Bs(a) derart, dass fur (z,y) € B.(f(a)) x Bs(a) gilt:

(7.20) = f(y) & F(z,y) =0 & y = g(x).

Ferner ist g stetig differenzierbar. Da f stetig ist, ist U = f~ (Be(f(a))) N Bs(a) eine

offene Teilmenge von U, und wegen (7.20) ist auch

V= f(U) =g '(U) C B(f(a)) CR"
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offen. Aus (7.20) folgt nun, dass f|;: U — V bijektiv ist mit der Inversen gy : V — U.
Da f und g stetig differenzierbar sind, folgt f|; € Diff (U, V'), wie behauptet. ]

Korollar 7.25. Ist U C RY offen und f € C'(U,RY) eine Abbildung mit det J;(z) # 0
fiir alle x € U, so gilt:

(a) f(U) CRY ist offen.
(b) Ist f injektiv, so ist f € Diff(U,f(U)).
Beweis. Sei y € f(U) beliebig und x € U mit f(x) = y. Nach Satz 7.24 existieren

offene Umgebungen U C U von « und V C RJY von y derart, dass f|g: U — V ein
Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist V = f(U) C f(U). Es folgt, dass f(U) in RY

offen ist.

-1

Ist zudem f injektiv mit der Inversen f~': f(U) — U, so ist f ']y = <f|0> stetig
differenzierbar. Da y € f(U) beliebig gewéhlt war, folgt die stetige Differenzierbarkeit
von f~! und somit ist f € Diff(U, f(U)). O

Beispiel 7.26 (Polarkoordinaten). Seien U = (0,00) x R C R? und f € C'(U,R?)
definiert durch f(r,¢) = (une ). Dann ist

cos —Trsing
sing  rcose

Jp(r, ) = ( ) fiir (r, ) € U.

Also ist det J¢(r,p) = r(cos? ¢ + sin? ) = r > 0 und damit J;(r, ) invertierbar fiir

alle (r, ) € U. Somit sind die Satze Satz 7.24 und Korollar 7.25(a) auf f anwendbar.
Allerdings ist f nicht injektiv, da

f(r,o+ k2m) = f(r, ) fir alle (r,p) € U, k € Z.
Wir betrachten nun die offenen Teilmengen
U = (0,00) x (—m,7) C U, V i=R*~ {(x,0) |z <0}
und zeigen:
(7.21) flor € DIff (U, V).

Dazu beachten wir, dass man nach Mathe 1 jede Zahl z € C \ {0} in eindeutiger Weise
als z = re™ mit > 0 und ¢ € (—7, 7] schreiben kann. Durch Ubergang zu Real-und
Imaginérteil folgt, dass man jeden Vektor (x,y) € R? \ {0} in eindeutiger Weise als
(x,y) = (rcose,rsingp) = f(r,¢) schreiben kann mit (r,p) € (0,00) x (—m,7]. Da
ferner f((0,00) x {r})) = {(z,0) | 2 < 0} ist, bildet f also U’ bijektiv auf V ab. Mit
Korollar 7.25(b) folgt (7.21). Die Abbildung P = f|y+ heifit Polarkoordinatenabbildung.

Wie berechnet man nun die Jacobimatrix von P~' z.B. in (1,1) € V ? Es ist

L 1
(1,1) = P(V2,%), wobei Jp(v/2,%) = ( Ve 1). Also gilt nach Bemerkung 7.20 bzw.

V2
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Bemerkung 7.23:

T (1,1) = (Jp (V2 %))1 N % (—1% %)

11
_ (w w)
o 1 1 :
T2 2

7.5 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen
und Untermannigfaltigkeiten

Bemerkung und Beispiel 7.27. Seien D C RY offen und f € C'(D). Oft interessiert
man sich fir die Extremwerte von f|y, wobei M eine gegebene Teilmenge von D ist.

Man sucht also Extrema x von f ,unter der Nebenbedingung = € M*.

Konkretes Beispiel: Sei D = R3,
2
9

2
M:{(x,y,z)€R3 a:2+yz+

= 1} (Ellipsoid)

und ¢ = (0,0,1). Da M abgeschlossen und beschrankt, also kompakt ist, existiert ein
Punkt p € M, der den Abstand zu ¢ minimiert. Es gilt also

lp — q| = dist(q, M).

Wie berechnet man einen solchen Punkt p?

Ist f € C'(R?) gegeben durch f(v) = |v — g|?, so ist p ein globales Minimum von f/|y.
Offensichtlich ist p aber kein kritischer Punkt von f, denn der einzige kritische Punkt
von f ist ¢ selbst. Welche Bedingung erfiillt V f(p) dann?

Definition 7.28. Seien M C R eine Menge und p € M. Ein Vektor v € RY heifit
Tangentialvektor von M in p, falls es € > 0 und eine C'-Kurve 7: (—¢,e) — R gibt mit
7((—5,5)) - M> ’7(0) =p und 7/(0) = .

Satz 7.29. Seien D C RN offen, M C D, f € CY(D) und p € M ein lokales Extremum
von f|ar. Dann steht V f(p) senkrecht auf allen Tangentialvektoren von M in p, d.h. fir
jeden Tangentialvektor v von M in p gilt

(Vf(p),v) =0

Beweis. Seien v € RY ein Tangentialvektor von M in p und v: (—¢,¢) — M eine C*-
Kurve mit 7(0) = p, 7/(0) = v. Nach Voraussetzung ist 0 ein lokales Extremum der
Funktion fo~v: (—e,¢e) — R. Also ist

0=(f2)'(0) = (Vf(7(0)).7(0)) = (Vf(p),v). B

Definition 7.30. Seien D C RY offen und f € C'(D). Seien ferner M C D und
p € M. Wir nennen p € M einen kritischen Punkt von f|u, falls (V f(p),v) = 0 fiir alle
Tangentialvektoren v von M in p ist.

122



Bemerkung 7.31. Nach Satz 7.29 ist jedes lokale Extremum p von f|, ein kritischer
Punkt von f|;. Dies passt also zur Definition ,,ohne die Nebenbedingung*. Fiir allgemeine
Mengen M und Punkte p € M ist die Menge aller Tangentialvektoren von M in p aber
ein kompliziertes Objekt. Daher betrachten wir im Folgenden spezielle Mengen M C RY,
nédmlich solche, die lokal wie ein (gekrimmter) Ausschnitt eines Untervektorraums
kleinerer Dimension aussehen.

Definition 7.32. Seien 0 < k¥ < N und M C R¥. M heit k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des RV, falls es zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung V' C RY von p und
einen Diffeomorphismus 7: V — RY gibt, so dass M NV = 77 YR x {Oy_x}) gilt. Wir
nennen das Paar (V) 1) eine Finbettungskarte fir M bei p, und das Paar (M NV, 7|yav)
eine Karte fiir M bei p.

Bemerkung 7.33. (a) Wenn D C RY offen ist und M C D eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des RY, dann ist fiir jeden Diffeomorphismus ®: D — RV
das Bild ®(M) auch eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY.

(b) Sei wie in Definition 7.32 (V, 7) eine Einbettungskarte fir M bei p, und sei V; eine
offene Umgebung von p mit V; C V. Dann ist auch (V}, 7|y, ) eine Einbettungskarte
fir M bei p.

(c) Aus (b) folgt: Eine Menge M C R¥ ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
genau dann, wenn M lokal jeweils eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist,
d.h., wenn es zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung V von p in RV gibt,
so dass M NV eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Um dies zu sehen,
bildet man fiir eine Einbettungskarte (V;, 1) fiir M jeweils die Einbettungskarte
(V N ‘/1,7'\/(-]{/1> far M NV.

Beispiel 7.34. Seien 0 < k < N, U C R* offen und h € C*(U, RY=F). Dann ist
M = Graph h = {(z,h(z)) |z € U}
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY.

Beweis. Seien m .= N —k, V := U x R™ und o € C'(V,V) definiert durch o(z,y) =
(x,h(x) 4+ y). Dann gilt fir (z,y) e V

1= (4 £,)

Fiir v := (vy,v2) € RF x R™ folgt aus J,(z,y)v = 0 also v; = 0 und Jy,(z)v; + vy = 0,
also auch vy = 0. Daher ist do(x,y) injektiv, also ein linearer Isomorphismus, und o ist
nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion lokal diffeomorph in allen Punkten. Wegen der
offensichtlichen Bijektivitit ist o also ein Diffeomorphismus mit Bild(o) = V, und es
gilt, mit 7:= 0, MNV = M = o(RF x {0}) = 771(R* x {0}). Demnach ist (V,7) eine
Einbettungskarte fiir jeden Punkt in M. O
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Ende der Sitzung vom 9.7.

Satz 7.35 (Satz vom regulédren Wert). Seien D C RY offen, g € C'(D,R™), mit m < N,
und w € R™ ein regulirer Wert von g. Dann ist M = g~ *(w) eine (N —m)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des RY .

Beweis. Setze k := N —m und sei p € M. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
existiert eine offene Teilmenge U C R*, eine offene Umgebung V' C D von p sowie

Abbildungen h € C'(U,R™) und T € GL(N,R), mit
M NV =T(Graphh).

Nach Beispiel 7.34 ist Graph h eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RY. Weil
T insbesondere ein Diffeomorphismus ist, folgt aus Bemerkung 7.33(a), dass dann auch
M NV eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R” ist. Da p € M beliebig war,
folgt die Behauptung aus Bemerkung 7.33(c). O

Beispiel 7.36. Wir betrachten N > 2, g: RY — R, g(z) = |z|* und die sogenannte
Einheitssphdre

SN=1=g71(1) = {x e RY ’ |z| = 1} = 0B,(0) C RV,

Da Vg(z) = 2x # 0 fiir alle z € SV~ gilt, ist 1 ein reguldrer Wert von g. Somit ist SV~!
nach Satz 7.35 eine (N — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R,

Bemerkung 7.37. Seien M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RY, p € M,
(V,7) eine Einbettungskarte fiir M bei p und P € L(RY ,RY~*) die Projektion auf die
letzten N — k Koordinaten (hier weichen wir etwas von der bisherigen Definition von
Projektionen ab). Dann ist g :== P o 7 eine C'-Funktion, und es gilt M NV = ¢g~1(0).
Ferner ist 0 regulér fir g, denn es gilt dg(z) = Pd7(z), P ist surjektiv, und d7(z) ist fiir
jedes z € V ein linearer Isomorphismus. M lasst sich also lokal als Urbild eines regularen
Wertes darstellen. Wie im Beweis von Satz 7.35 liefert dies, zusammen mit dem Satz
iiber implizite Funktionen, dass M sich lokal als das linear isomorphe Bild eines Graphen
darstellen l&sst.

Fir einen Vektorraum V und eine Teilmenge A C V' definieren wir den von A aufge-
spannten Untervektorraum oder auch die lineare Hiille von A durch

Spann(A) = ﬂ w.

W Untervektorraum von V'
ACW

Offensichtlich ist Spann(A) ein Untervektorraum von V.

Definition und Satz 7.38. Sei V C R¥ ein Untervektorraum. Wir setzen: V1 =
{weRN ‘ (w,v) = 0 fiir alle v € V'} (orthogonales Komplement von V). Dann gilt: V*
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ist ein Untervektorraum von RY mit

(7.22) RVY=VaeVt ud VHt=V

Ist A C RY eine beliebige Teilmenge, dann setzen wir AL := Spann(A)~.

Beweis. Sei P die Orthogonalprojektion auf V' geméfl Aufgabe 17 von Blatt 5. Es gilt
offensichtlich V+ = Kern P und daher RY = V @ V*. Aulerdem ist Q := I — P die
Orthogonalprojektion auf V+ mit V = Kern Q = (V4)*. O

Definition 7.39. Seien M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.
Dann setzen wir:

(a) T,M = {v € R" | v Tangentialvektor von M in p} (Tangentialraum von M in p),
(b) N,M = (T,M)* (Normalraum von M in p).

Bemerkung 7.40. Die Menge T,,M ist wegen Definition 7.28 lokal definiert. Um sie zu
untersuchen, konnen wir uns also auf M NV fiir eine beliebige offene Umgebung von p
in RY beschrinken.

Satz 7.41. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN und p € M. Seien
ferner m == N —k, V CRY eine offene Umgebung von p, g € CH(V,R™) und w € R™
ein requlirer Wert von g, so dass M NV = g~Y(w) gilt. Solch V', g und w existieren nach
Bemerkung 7.37. Dann gelten:

(a) T,M = Kerndg(p) = {v e RY } dg(p)v = 0},
(b) NpyM = Spann{Vg:(p),..., Vgn(p)}

Es folgt, dass T,M ein k-dimensionaler und N,M ein m-dimensionaler Untervektorraum
von RY ist.

Beweis. (a): Weil p ein reguldrer Punkt von g ist, folgt aus Dimensionsgriinden
dim Kerndg(p) = k. Wir kénnen nach Anwendung affiner Diffeomorphismen (also Abbil-
dungen x — Tz + ¢ mit T € GL(N,R) und ¢ € RY) annehmen, dass p = 0, w = 0 und
Kern dg(0) = R* x {0} gelten (Ubung!).

Sei v € TyM. Dann existieren € > 0 und eine C'-Kurve v: (—¢,¢) — M NV mit
~7(0) = 0 und 4/(0) = v. Es folgt g oy = 0 und somit 0 = (g o v)’(0) = dg(0)v, also
v € Kerndg(0).

Sei umgekehrt v € Kern dg(0). Wir schreiben wieder (z,y) fiir die Punkte in R*¥ x R™
und entsprechend v = (v1,0) mit v; € R¥. Die Abbildung

9,9(0) = dg(0)[(oyxmm € L(R™,R™)
ist ein linearer Isomorphismus, weil dg(0) surjektiv ist und

9:9(0) = dg(0)|ka{0} = d9(0)|Kerndg(0) =0
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gilt. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren dann offene Nullumgebungen
U, C R¥, Uy € R™ und eine C*-Funktion h: U, — Us, so dass fiir U = U; x U, gilt:
UCV, MNU = Graphh, h(0) =0 und

Jn(0) = — (9,9(0)) ™" 0,9(0) = 0.

Nun sei € > 0 so klein gewéhlt, dass tvy € Uy fur alle t € (—¢, ) gilt. Wir definieren
eine C'-Kurve v: (—e,e) — M durch (t) = (tvy, h(tv1)). Es folgt v(0) = 0 und
7 (0) = (v1,dh(0)vy) = (v1,0) = v. Demnach ist v € Ty M.

(b): Fiir v € RY gilt:

v € Kerndg(p) & Jy(p)v =0 < (Vg(p),v) =0firi=1,...,m.
Also ist

Kerndg(p) = {Vai(p), - .-, Vgn(p)}" = (Spann{Vg,(p), ..., Vgm(p)})"

und somit
_ 1 @ 1 (7:22)
N,M = (T,M)~ = (Kerndg(p))~ =" Spann{Vgi(p), ..., Vgn(p)}. O

Wir fithren eine weitere Moglichkeit ein, Untermannigfaltigkeiten darzustellen:

Definition 7.42. Seien 0 < k < N, M C RY und p € M. Seien weiterhin (U, V, 1)) ein
Tripel aus offenen Mengen U C R*¥ und V' C RY und einer Funktion v € C*(U, RY) mit
folgenden Eigenschaften:

(i) peV,
(ii) ¢ bildet U bijektiv auf M NV ab,
(iii) ' M NV — U ist stetig und
(iv) dy(z) € L(RF, RY) ist injektiv fiir alle z € U.

Dann heifit (U, V, ) lokale k-dimensionale Parametrisierung von M bei p und M heif3t
in p lokal k-dimensional parametrisierbar. Ist M in allen Punkten lokal k-dimensional
parametrisierbar, dann nennen wir M [lokal k-dimensional parametrisierbar. Falls eine
lokale k-dimensionale Parametrisierung mit M NV = M existiert, dann heifit diese
globale k-dimensionale Parametrisierung von M und M heit global k-dimensional
parametrisierbar.

Bemerkung 7.43. (a) Mit einer k-dimensionalen lokalen Parametrisierung von M
bei p tibertragen wir gewissermaflen einen Ausschnitt des Koordinatensystems von
R* auf eine Umgebung von p in M.

(b) Eine Einbettungskarte (V,7) fiir eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M des
RY liefert mit
U=7V)n(RF x {0n_})
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und v := 77|y die lokale Parametrisierung (U, V, ). Jede k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R ist also lokal k-dimensional parametrisierbar.

(c) In Beispiel 7.34 ist (U, RY,+)) mit () := (z, h(z)) eine globale Parametrisierung
von M = Graph h: Sei dazu V := RY und sei P € £(R",R*) die Projektion auf
die ersten k Koordinaten. Dann gilt P o ¢ = idy und ¢ o (P|y) = idy, d.h. ¢
bildet U bijektiv auf M ab. Ferner ist ¢» € C'(U,RY) und ¢~! = P|), stetig. Aus
dy(z)v = (v,dh(x)v) fir z € U und v € R* folgt Kerndi(x) = {0}, d.h. d(z) ist
injektiv.

(d) Eine nichtleere kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M des RY besitzt
keine globale Parametrisierung. Andernfalls giabe es namlich eine nichtleere offene
Teilmenge U C R* und einen Homéomorphismus 1: U — M. Es wiirde folgen,
dass U kompakt ist, ein Widerspruch.

Beispiel 7.44. Es gibt viele Moglichkeiten, S™V~! lokal zu parametrisieren, z.B. Graphen
tiber offenen Einheitskugeln in (N — 1)-dimensionalen Unterrdumen. Dafiir brauchte man
allerdings mindestens N + 1 lokale Parametrisierungen. Die folgende stereographische
Projektion liefert eine Uberdeckung von S¥~! durch lediglich zwei lokale Parametrisie-
rungen: Seien dazu U = RY"! und Vo = RN < {&en}, wobei ey = (0,...,0,1) der
N-te Einheitsvektor sei. Dann ist ¥t = (S¥ 1NV, ) U (S¥1NV_). Wir definieren

1 2x

(x) B 1 2
v _1+|x|2 1—|z?)"

U, @: U—>RN,

Dann gilt:
o Ist pe SNt {en}, soist ¥: U — SN~ NV, eine lokale Parametrisierung bei p
o Istpe SN"1\{—en},s0ist p: U — SY"INV_ eine lokale Parametrisierung bei p
Beweis: Ubung.

Satz 7.45. Seien 0 < k < N und U C R* offen. Ferner sei ¢p € CYH(U,RY) injektiv,
dep(z) sei injektiv fiir jedes x € U, und fiir M == Bildv sei~': M — U stetig. Dann ist
M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R, 1) ist eine globale k-dimensionale
Parametrisierung von M und es gilt T,M = Bild dy(z) fir jedes x € U und p = ¢(z). Ist

ferner ((7, v, ©) eine weitere lokale k-dimensionale Parametrisierung von M bei einem
Punkt p € M, dann ist fir W .=V N M die Parameterwechselabbildung

Vo (W) = (W)

ein Diffeomorphismus.
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Beweis. Seim = N—k. Wie im Beweis von Satz 7.41 nehmen wir an, dass p = 0, ¢(0) = 0
und Bilddy(0) = R* x {0,,} gelten. Dies kénnen wir tun, weil dim(Bild d¢(0)) = k
wegen der Injektivitdt von di(0) gilt.

Seien P: RY — R* die Projektion auf die ersten & Koordinaten und @Q: RY — R™
die Projektion auf die letzten m Koordinaten. Betrachte die Funktion o: U — R* mit
o = P1. Dann ist do(0) = Pd(0) € L(RF) surjektiv, also ein linearer Isomorphismus.
Demnach existiert nach dem Satz tiber die Umkehrfunktion eine offene Teilmenge U; C U,
so dass oy, ein Diffeomorphismus ist. Wir setzen p := Q¢ oot € C*(o(U;),R™). Es
folgt fiir alle x € Uy:

U(@) = (PY(e), Qv(2)) = (0(), u(o(x))),

d.h., (U;) = Graph p. Die Stetigkeit von 1! und Satz 4.35 liefern weiter, dass ¢(U;) =
(»~H~H(U;) in M relativ offen ist. Nach Satz und Definition 4.21(a) gibt es eine offene
Menge V C R¥, so dass M NV = ¢(U,) = Graph p gilt. Genauso wie im Beweis von
Satz 7.41(a) erhélt man hieraus ToM = R* x {0} = Bild d(0).

Da p € M beliebig war, haben wir also gezeigt, dass M lokal jeweils ein affin diffeo-
morphes Bild des Graphen einer C''-Funktion auf einer offene Teilmenge von R* mit Bild
in R™ ist. Mit Beispiel 7.34 und Bemerkung 7.33(c) folgt, dass M eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des RY ist.

Wir setzen p =1~ o . Sei ¢ € W. Wir konnen nach Anwendung affin diffeomorpher
Transformationen annehmen, dass 0 € UNU, ¢ = ¢(0) = ¢(0) und Bild(dy(0)) =
Bild(dy(0)) = R* x {0,,} gelten. Wie oben finden wir eine offene Nullumgebung U’ C
UNU, Diffeomorphismen o;: U’ — R* und Abbildungen p; € C'(o(U’), R™) mit o(z) =
(o1(x), p (o1 (2))) und ¥ (z) = (02(x), pa(o2(x))) fiir alle z € U’. Es folgt v~ =0, o P
und daher p = 0, ' o 0} in einer offenen Nullumgebung. Da ¢ € W beliebig war, ist also
p lokal ein Diffeomorphismus. Die Bijektivitdt von p: o= (W) — ¢~ 1(W) liefert nun die
Behauptung. O]

Beispiel 7.46. Dic Stetigkeit von ©~! in Satz 7.45 kann nicht weggelassen werden:
Betrachte U :== (=2 — 7/2, 7+ 1) und ¢: U — R? mit

7T Tow

41 —,0), / (-2--,--),

<+ +2 < 2" 2
Y(t) = (14 cost,1+sint), tE[—g,W}
0,7+ 1—1), te(mm+1).

Dann ist 1 eine injektive C*-Kurve mit '(t) # (0, 0) fiir alle ¢ € U. Die Umkehrung ¢!
ist auf dem Bild von ¢ jedoch nicht stetig, weil (0,0) = (=1 — 7/2) = limy_,(z41)— ¥ (?)
gilt, siche Abb. 7.2. Tatséchlich kann man zeigen, dass bei (0,0) keine Einbettungskarte
fir Bild ¢ existiert (anschaulich ist das klar).

Korollar 7.47. Seien 0 < k < N und M C RY lokal k-dimensional parametrisierbar.
Dann ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY .
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—1 1

Abbildung 7.2: Bild ¢ ist keine Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Folgt sofort aus Satz 7.45 und Bemerkung 7.33(c). ]

Wir fassen noch einmal alle Moglichkeiten zusammen, k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeiten zu charakterisieren:

Satz 7.48. Sei M C RY. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RY

(ii) M lisst sich lokal als Urbild eines requliren Wertes einer C'-Funktion U — RN=F
darstellen, wo U C RN offen ist;

(iii) M ldisst sich lokal als affin diffeomorphes Bild des Graphen einer C'-Funktion
U — RN=F darstellen, wo U C R* offen ist;

(iv) M st lokal k-dimensional parametrisierbar.

Beweis. ,(1)=-(ii)“ und ,,(ii)=(iii)“: Bemerkung 7.37.
,(1ii)=(iv)“: Bemerkung 7.43(c).
,(iv)“=(i): Korollar 7.47. O

Ende der Sitzung vom 13.7.

Satz 7.49 (Lagrange-Multiplikatoren). Seien D C RY offen, f € CY(D), g € C*(D,R™)
mit m < N und M = g~*(c) fiir einen requliren Wert c € g(D) von g. Dann gilt fiir
p € M: p ist kritischer Punkt von f|y genau dann, wenn Ay, ..., Ay € R existieren mit

VIp) =MV + ...+ A Vam(p).

Dies trifft insbesondere dann zu, wenn p ein lokales Extremum von f|yr ist. Die Zahlen
Ay .o, A heiflen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Nach Definition 7.39 und Satz 7.41 gilt:
p ist kritischer Punkt von f|y < Vf(p) € N,M = Spann{Vg,(p),...,Vgn(p)}.

Dies liefert die Behauptung. O]
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Beispiel 7.50 (Fortsetzung von Bemerkung und Beispiel 7.27). Seien D = R3 ¢ =
(0,0,1) € D und seien f,g € C'(R3?) definiert durch

2

t 2 2
flyz)={y]| -4 =2+’ +(z—1)> und g(x,y,z):x2+yz+%'
z

2

Dann ist M = g~1(1) C R? der Ellipsoid wie in Bemerkung und Beispiel 7.27 definiert.

Es ist
2z

Vg(e,y,2) = [ 29 | #0  fir (2,9.2) £0,

2
92’

also insbesondere fiir (z,y,z) € M. Also folgt, dass 1 ein reguldrer Wert von ¢ ist.
Wie schon in Bemerkung und Beispiel 7.27 bemerkt, existiert p = (z,y,z) € M mit
Ip — q| = dist(q, M), d.h. p ist ein globales Minimum von f|,,. Im Folgenden bestimmen
wir p und somit auch dist(g, M) fiir den Punkt ¢ = (0,0, 1).

Nach Satz 7.49 existiert ein Lagrange-Multiplikator A € R mit V f(p) = AVg(p), d.h.

2x 2x (I1-=XNx=0 (1)
2y =3y e @-Ny=0 ()
2(2 — 1) 52 (9-Nz=9 (III)

1. Fall: Ist  # 0 dann folgt mit Gleichung (I) A = 1 und dann mit (II), (III) y = 0,
z=2 Da
8

9 9
1=g($7y,2)=g<m,07—) =2’ + —

8 64
ist, folgt v = £4/1 — 6% =+ % und damit ist
5, 1 7
f(as,y,z)—a TS

2. Fall: Ist y # 0 dann folgt mit Gleichung (II) A = 4 und dann mit (I), (III) z =0

und z = 2. Da
9 TR
1 — — — —_ — _
9(r,y,2) =g <O,y, 5) T
ist, folgt y = £24/1 — % = j:g, und damit ist

9 16 —36+ 16 16

ot

25 25 5°

2

3. Fall: Ist z = 0 = y dann folgt mit der Bedingung g(z,y,2) = 1, dass 1 = %-, also
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z = +3. Es folgt
4, falls z =3

0,0,2) =(z—1)2=
/(0.0,2) = (2= 1) {16,fallsz:—3.

Folglich sind alle kritischen Punkte von f|y; gegen durch <:|: % , 0, %), (O, :I:%, %)

und (0,0, £3). Es folgt, dass das gesuchte globale Minimum von f|,; angenommen wird

bei p = <\/2§,0, g) und p = <—\/2—?’l,0, %). Es folgt
dist(q, M) = /]g —p* = Vf(p) = \/?

Proposition 7.51. Seien N > 2, A € RN symmetrisch und f € C*(RY) definiert
durch f(z) = (Ax,z). Dann gilt fir v € SN7': x ist ein kritischer Punkt von f|gv-
genau dann, wenn x ein Figenvektor von A ist. Ist dies erfillt, so ist f(x) der zugehirige
Eigenwert.

Beweis. Zunichst gilt fiir z, h € RY wegen der Symmetrie von A:

flx+h)={(A(x+h),z+ h) = (Az,z) + (Ah,x) + (Az, h) + (Ah, h)
= f(x) + 2(Az, h) + O(|h]?)

fur h — 0. Daraus lesen wir ab, dass f differenzierbar ist mit V f(z) = 2Ax.

Wie in Beispiel 7.36 ist SV~ = ¢7(1), fiir g € C'(RY) definiert durch g(z) = |z|? und
den regulidren Wert 1 von g. Nach Satz 7.49 gilt fiir x € SV~1: x ist ein kritischer Punkt
von f|gv-1 genau dann, wenn es A € R mit V f(z) = AVg(z) gibt, also wenn Az = Az
gilt. In diesem Fall ist f(z) = (Az,z) = (Az,x) = \. Es folgt die Behauptung. O]

Satz 7.52. Seien D C RY offen, f € CY(D), M C D eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des RY und p € M. Sei ferner (U,V,v) eine lokale k-dimensionale
Parametrisierung von M bei p und sei ¢ = ¢~ (p). Es folgt, dass p genau dann ein
kritischer Punkt von f|y ist, wenn q ein kritischer Punkt von f o1 ist.

Beweis. Fiir v € RF gilt

(7.23) (V(fo)(g),v) = d(fo)(g)v = df (p)dv(g)v = (Vf(p), d¥(q)v).
Sei ¢ ein kritischer Punkt von f o, d.h. V(f o)(q) = 0. Da dy)(q): R* — T,M ein

linearer Isomorphismus ist, hat jeder Tangentialvektor in p eine Darstellung div(q)v
mit v € R*. Wegen (7.23) ist dann Vf(p) € N,M, also p ein kritischer Punkt von
flar- Sei nun umgekehrt p ein kritischer Punkt von f|y, also V f(p) € N,M. Dann gilt
(Vf(p),dy(q)v) = 0 fiir jedes v € R*. Insbesondere folgt fiir v := V(f o 1)(q) aus (7.23)

IV(fod)(@)]* = (V(fo)(q), V(f o v) (@) = (VF(p), d(@)V(f o ¥)(q)) =0,
also V(f o¢)(q) = 0. Mit anderen Worten ist ¢ ein kritischer Punkt von f o . O
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Abbildung 7.3: Nebenbedingung fiir Extrema

Dieser Satz liefert ein Kriterium, kritische Punkte der Einschrankung einer Funkion
auf eine Untermannigfaltigkeit in dem Fall zu finden, wo explizite Parametrisierungen
bekannt sind.

Im Folgenden bedeute U, -) die Vereinigung von disjunkten Mengen.

Bemerkung 7.53. Haufig mochte man die Extremwerte einer Funktion f auf einer Menge
M = J;_; My, finden, wo die Mengen M), Untermannigfaltigkeiten mit u.U. verschiedenen
Dimensionen sind. Jede lokale Extremalstelle = € M von f|, ist aber auch eine lokale
Extremalstelle von f|y,, wo x € M, ist. Also sucht man kritische Punkte von f|,,, fiir
alle £ = 1,...,n. Man beachte dabei: Die N-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten
von RY sind genau die offenen Teilmengen von RY, und die 0-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeiten von RY sind genau die Teilmengen, die nur aus isolierten Punkten
bestehen.

Beispiel 7.54. Wir bestimmen Minimum und Maximum der Funktion f(z,y) = 22 —

xy + y? auf der kompakten Menge M, die in Abb. 7.3 als graue Region dargestellt ist.
Dazu betrachten wir die Zerlegung M = Ui:o M}, mit

My = {(6,0),(=6,0), (-6, —6)},
M, :{(x,y)€R2|x +y* =36, y > 0},
My = {(-6,t) | t € (—6,0)},
M :{(tv /2_3)|t€( 676)}7
My =M (UMk>

Auf My nimmt f nur den Wert 36 an.
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M;: Sei D = {(z,y) € R? | y > 0}. Wir haben
f(z) = (Az, 2) fiur z = (z,vy)

mit A = ( ! _1/2>. Wegen f(z) = |2|°f(z/|z]) = 36f(2/6) fir = € M; reicht es,

~1/2 1
die kritischen Punkte von f|sinp zu bestimmen und die zugehorigen Werte mit 36
zu multiplizieren. Kritische Punkte von fq:1 entsprechen nach Proposition 7.51 den
Eigenvektoren von A, und Werte von f sind die zugehorigen Eigenwerte von A. Berechnung
der Eigenwerte von A liefert A = 1/2 und A = 3/2, mit entsprechenden Eigenvektoren
(1) und (1) in S* N D. Dies sind alle moglichen kritischen Punkte von f|siqp, und die
entsprechen Werte von f|y, sind 36 - (1/2) = 18 und 36 - (3/2) = 54.

My: Wir verwenden die globale Parametrisierung ¢: (—6,0) — R? 9 (t) == (%) und
suchen die kritischen Punkte von g := f ot gemafl Satz 7.52. Aus g(t) = 36 + 6t + t*
folgt ¢'(t) = 6 + 2t. g hat also nur den kritischen Punkt ¢t = —3 € (—6,0), dies entspricht
¥(—3) = (Z§) als einzigem kritischen Punkt von f|u; mit dem Wert f(—6,—3) = 27.

Ms: Ahnlich wie eben benutzen wir die Parametrisierung ¢ (t /275_3) auf (—6,6) und
betrachten g(t) == f(t,t/2 — 3) = 3t*>/4 + 9. Mit ¢'(t) = 3t/2 erhalten wir t = 0 € (—6,6)
als einzigen kritischen Punkt von g, bzw. (0, —3) als einzigen kritischen Punkt von f|as,
mit dem Wert 9.

My: Dies ist eine offene Teilmenge von R%. Wir bestimmen die kritischen Punkte von
flaz,- Wegen Vf(z) = 2Az und da Kern A = {0} gilt, ist (z,y) = (0,0) der einzige
kritische Punkt von f|y,, mit Wert 0.

Zusammengefasst gilt also miny; f = 0 und max,; f = 54.

Zum Abschluss stellen wir noch die Matrixgruppe
SL(N) == {A € RV | det(A) = 1}

(Special Linear Group) als Untermannigfaltigkeit dar. Diese und andere Lie-Gruppen
spielen eine wichtige Rolle in der Untersuchung von Symmetrien in der Physik. Man ist
daher an den analytischen Eigenschaften interessiert.

Satz 7.55. SL(N) ist fiir jedes N > 2 eine (N? — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des RN*N . Der Tangentialraum von SL(N) im Punkt Eyx € SL(N) wird gerade durch
die N x N-Matrizen A mit Spur(A) = 0 beschrieben:

(7.24) Tg,SL(N) = {A € RV | Spur(A) = 0}.

Beweis. Wegen SL(N) = det™'(1) wollen wir den Satz vom reguldren Wert, Satz 7.35,
verwenden. Zunichst gilt det € C'(RY*Y), da es sich um eine Polynomfunktion RY ‘SR
handelt. Sei nun (i,7) € {1,..., N }2. Dann folgt aus der Entwicklung nach der i-ten
Zeile,

det(A) = Z(_I)H—kaik det(Aqr),

k=1
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unmittelbar

0

8(1@-3»

(7.25) 0.5 (det) (A) det(A) = (—1)"* det(Ay).

Angenommen, V(det)(A) = 0 wiirde fir mindestens eine Matrix A € SL(N) gelten. Aus
(7.25) folgte dann det(A,;) = 0 fiir alle (4, §) € {1,..., N}*. Dies wiirde det(A) = 0 nach
sich ziehen, im Widerspruch zu det(A) = 1. Demnach ist 1 also ein reguldrer Wert von
det(-), und SL(N) eine N? — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RV".

Um (7.24) zu zeigen, setzen wir X := {A € RV*V | Spur(A) = 0}.

,2% Sei A € X. Fiir v(t) := exp(tA) folgt mit Aufgabe 37 (Blatt 10)

det(v(t)) _ eSpur(tA) _ etSpur(A) _ eO —1.

Also ist y(t) € SL(N) fir alle t € R. Offensichtlich gilt v(0) = Ex und +(0) =
Aexp(0-A) = A und damit A € Tg,SL(N).
»,C“ In Ey gilt fiir die partiellen Ableitungen wegen Gleichung (7.25):

G(Z,J)(det)(EN) = (—1)i+j det(El]) = 52]

Sei A = (aij)1<ij<n € TeySL(N). Nach Satz 7.41 gilt: Tg,SL(N) = Kernd(det)(Ey).
Es folgt

N N
0= d(det)(EN)A = Z 51']'0,1']' = Zaii = Spur(A),
=1

ij=1

also A € X. O]

Ende der Sitzung vom 16.7.
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