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1 Funktionalanalysis

1.1 Banachraume

1.1 Definition. Sei F ein Vektorraum iiber R. Eine Norm in E ist eine Abbildung
E —[0,00), z — ||z|| mit den folgenden Eigenschaften:

(i) ||z]] = 0 genau dann wenn x = 0
(ii) [|azx| = |af||z| fur alle « € R und alle x € E
(iti) [|= +y| < |l=| + |ly|| fiir alle z,y € E.

Das Paar (F, || -||) nennt man einen normierten Raum. Die Norm induziert eine Metrik
d(z,y) = ||l — y|| auf E. Falls (F,d) damit ein vollstindiger metrischer Raum ist, so
nennt man (F, || - ||) einen Banachraum.

Notation. Seien (X, d) ein metrischer Raum, 2 € X und r > 0. Wir definieren

Up(z) =U(;X) :={y € X |d(z,y) <r} offene Kugel
B.(z) = B.(2; X) :={y € X | d(z,y) <r} abgeschlossene Kugel
Se(z) = Sp(; X) :={y e X |d(z,y) =1} Sphire

Fiir einen normierten Raum X und x = 0 unterdriicken wir x in der Schreibung: U, :=
U.(0), U, X :=U,.(0; X), etc.

1.2 Definition. Sei E ein Vektorraum und seien || -||; und | - ||2 zwei Normen in E.
Dann sind ||-||; und || - || dquivalente Normen falls Konstanten C7,Cy > 0 existieren
mit

(1.1) Cillzll < [lzfla < Csfffl

fur alle x € E.

1.3 Definition. Seien E, F' normierte Rdume und sei L: E — F' ein linearer Operator.
Dann heifit L beschrdankt falls eine Konstante C' > 0 existiert so dass gilt:

(1.2) |Lz||r < Cllzllz fir alle z € E.

Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heifit beschrankt, falls sup, 4 ||z| < oo.

1.4 Proposition. Seien E, F normierte Riume und sei L: E — F' linear. Dann sind
die folgenden Eigenschaften dquivalent:
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(i) L st beschrankt

(ii) L ist stetig

)
)
(iii) Lz, — 0 falls z, = 0
(iv) es gibt r > 0 so dass L(U.E) C Uy F
)

(v

1.5 Satz. Sei (E,||-||) ein normierter Raum endlicher Dimension.

L(A) ist beschrankt fir jede beschrinkte Teilmenge A C E.

(a) A C E ist kompakt genau dann, wenn A abgeschlossen und beschrdnkt ist.

(b) Falls || -||2 eine andere Norm auf E ist, dann sind || - || und || - ||z dquivalente Nor-
men.
Beweis. Sei N die Dimension von FE, sei {ej,es,...,ex} eine Basis von E und sei
L: RY — FE durch N
(z', 2%, 2N e Zxkek
k=1

gegeben. Dann ist L ein linearer Isomorphismus. Wir zeigen, dass L dann auch ein
Homoomorphismus ist (d.h., L und L~! sind beide stetig), wobei RY mit der Norm

ausgestattet sei.
Falls 7, — x in RY, dann gilt 2% — 2" fiir k = 1,2,..., N. Wegen der Stetigkeit der
algebraischen Verkniipfungen folgt

N N
_ § k E k, _
= X, e — rre =
k=1 k=1

in £ und somit die Stetigkeit von L. Da SjR" in R" kompakt ist, ist auch L(S;R")
kompakt in E. Wegen 0 ¢ L(S;RY) folgt C' := min,cg,pn||Lz]|z > 0 (das Minimum
existiert wegen der Stetigkeit der Norm und der Kompaktheit von L(S;RY)). Es folgt
fiir alle z € RN\ {0}:

H |33\2
und daher .
ols < S l1Lals

fiir alle # € RY. Wir schlussfolgern, dass fiir alle y € £ und z := L™y

_ 1
L7l < = lylls
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gilt, das heiit, dass L~! stetig ist.

(a): Es ist einfach zu sehen, dass eine kompakte Teilmenge von E notwendigerweise
beschrankt und abgeschlossen ist.

Sei umgekehrt A C E beschrankt und abgeschlossen. Dann ist M := L~(A) be-
schrankt weil L™! beschrinkt ist. Aulerdem ist M als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter einer stetigen Abbildung selber abgeschlossenen. Nach dem Satz von Heine-
Borel ist also M und somit auch A als Bild von M unter der stetigen Abbildung L

kompakt.
(b): Wir schreiben || - |[; := || -||. Da L und L™! beziiglich beider Normen stetig sind,
gibt es Konstanten C7, Cy, C3, Cy > 0 so dass

Chlzle < || Lafly < Colzls
Cslzlz < || La]lz < Cylzls

fiir alle x € RY. Daraus folgt fiir alle y € E:

Cs _ _ Cy
Nyl < C5|L7 Myl < lylle < ColL7Myle < =yl
CQ Cl

1.6 Definition. Seien E, F' normierte Raume. Wir definieren die Menge
L(E,F):={L: E — F| L ist linear und beschréankt}.

Es ist klar, dass L(F, F') ein linearer Unterraum des Raumes aller linearen Abbildungen
zwischen F und F ist. Fur L € L(E, F) definieren wir auflerdem

[l eee.ry = suptl|La|r |z € B, |[z]ls <1}
und schreiben L(E) := L(E, E).
1.7 Proposition. (a) |- |lzkr) ist eine Norm auf L(E,F). Sie erfillt

L
VLl cqer = sup{ Lzl
ells

xr € E\{0} }

(b) Wenn F wvollstindig ist, dann gilt das auch fir L(E,F).

(c) Wenn E, F,G normierte Riume sind und wenn A € L(E,F) und B € L(F,G),
dann gelten BA € L(E,G) und

|1BA cm.6) < [ Alle,ml|Bllere)-
Beweis. (a) Fir x € E\{0} gilt

[Lzllr

= (|L—]|| < |LllzwEr
EE H EE ()

F
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und daher
| Lz ||

sup 0 < || Ll £e, -
sero} ||7]|e

Andererseits gilt fiir alle x € £ mit 0 < ||z]|g < 1 dass

L L
[zl ™ sepvioy lIzlle
und daher L]
LIF
ILlles.py = sup |[Lzflr < sup :
zeB E zeE\{0} HxHE
Es ist einfach zu zeigen, dass || - || z(g,r) eine Norm ist.

(b) Sei (L) eine Cauchyfolge in L(F, F'). Dann gilt
(1.3) Ve > 03ng(e) Ym,n > noVz € E:
L@ = Lozllp < [ L = Lallcz.m |2l < ezl

und es folgt fiir alle x € E dass (L,x) eine Cauchyfolge in F' ist. Da F vollsténdig ist,
konnen wir Lz := lim,,_,o, L,z fir alle x € E setzen. Es folgt leicht aus der Stetigkeit
der algebraischen Verkniipfungen und aus der Linearitédt jedes L,,, dass L linear ist.

Es fehlt zu zeigen, dass L € L(E, F) und L,, — L in L(E, F') gelten.

Seien € > 0 und n := ng(e). Wir machen den Grenziibergang m — oo in (1.3):

Ve € B ||Lellr — | Luollr < 122 = Lugoy2llr < ellz]s.

Daher folgt
Ve e E: |[Lz|lr < (€ + | Lol m)lzl &,

das helﬁt, Le E(E,F) und HLHﬂ(E,F) <e+ HLno(s)”ﬁ(E,F)'
Wir lassen nochmals m — oo in (1.3) und erhalten, dass

Ve > 03ng(e) Vn > noVae € E:  ||Lx — Lyz||r < €||z|| 5.
Abschlielend konnen wir daher sagen, dass
V5>03n0(5) Vn > ng: HL_LnHL(E,F) <e,

das heift, L, — L in L(E, F).
(c) es ist klar, dass BA linear ist. Fir alle z € E gilt

1BAz|le < Bl e Azl < I Bllere | All el 2,

was alle Schlussfolgerungen beinhaltet. O]
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1.8 Bemerkung. Sei E ein Banachraum. Der Raum L(F) ist dann auch ein Ba-
nachraum und besitzt eine zusétzliche Struktur, die Komposition von Abbildungen
L(E) x L(E) = L(E), (A, B) — AB. Mit dieser Verniipfung ist £L(E) eine Algebra.
AuBerdem gilt laut Proposition 1.7(c) ||AB]| < ||A]| || B]|. Daraus folgt leicht, dass die
Komposition (oft auch Multiplikation genannt) eine stetige Verkntipfung in L(F) ist.

Generell nennt man einen Banachraum A mit Algebrenstruktur, die ||abl| < ||a|| ||b]]
fiur alle a,b € A erfiillt, eine Banachalgebra.

1.9 Proposition (Die neumannsche Reihe). Sei E ein Banachraum, und A € L(E)
erfille ||Allz(gy < 1. Dann ist I — A invertierbar in L(E) und es gilt

1

(1'4) H(]-__14)4l”f§ 1 __H/4H'

Beweis. Wir definieren eine Folge (A,) in L(E) vermoge

A, = AF.

=0

ol

Aus Proposition 1.7(c) folgt dann per Induktion fir alle k € Ny, dass
(1.5) 1R[] < [lAJI*.

Weil || A]| < 1ist, impliziert (1.5) dass A¥ — 0in L(E) fiir k — oco. AuBlerdem konvergiert
die geometrische Reihe

>_llAl*

k=0

absolut. Daher ist die Folge ihrer Partialsummen eine Cauchyfolge in R. Wegen (1.5)
haben wir fur m > n:

< S A< S Al

k=n+1 k=n+1

>

k=n+1

||Am - An” =

Darum ist auch (A,,) eine Cauchyfolge in £(F), und sie konvergiert gegen ein Element
B € L(E), weil L(FE) vollstandig ist.
Fiir alle n € N haben wir
(1.6) (I —A)A, =1— A" = A, (I - A).
Die Stetigkeit der Multiplikation in L(E) erzwingt fir n — oo, dass
(I—A)B=1=B(I-A),

das heifit, I — A ist invertierbar und (I — A)™! = B = lim,, ;5 A, O
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1.10 Bemerkung. Im Zusammenhang der vorangegangenen Proposition schreibt man
auch

(1.7) (I—A)"! :iA’“.

1.11 Definition. Sei E ein normierter Raum. Der Dualraum E’ von E ist der Raum
aller stetigen linearen reellwertigen Funktionen auf F:

E = L(E,R).
Fir x € E und f € E’ schreiben wir haufig
((f,z)) = [f(z).

Da R ein Banachraum ist, folgt aus Proposition 1.7(b), dass auch E’ ein Banachraum
ist.

1.12 Bemerkung. Kern und Bild eines linearen Operators sind lineare Unterrdume.
Der Kern eines stetigen linearen Operators zwischen normierten Rdumen ist als Urbild
der abgeschlossenen Menge {0} immer abgeschlossen. Uber das Bild kann man keine
allgemeingiiltige Aussage beziiglich Abgeschlossenheit machen.

Notation. Fir einen linearen Operator A bezeichnen wir mit R(A) das Bild und mit
N (A) den Kern von A.

1.13 Definition. Sei E ein Vektorraum. Eine Projektion in E ist ein linearer Operator
P: E — E, welcher P? = P erfiillt.

1.14 Proposition. Sei E ein Vektorraum.

(a) Fiir eine Projektion P in E ist auch I — P eine Projektion, N(P) = R(I — P),
N(I —P)=R(P) und E=N(P)®R(P).

(b) Zu jeder Zerlegung E = X @Y gibt es eine Findeutige Projektion P in E mit
R(P) =X und N(P) =Y. Wir nennen sie die Projektion auf X entlang Y.

1.15 Definition. Sei F ein normierter Raum und seien X, Y abgeschlossene Unterrdume
von F so dass £ = X @& Y. Dann heiflen X und Y topologische Komplementdrriume.

1.16 Lemma. Fir einen normierten Raum E und eine Projektion P € L(E) sind N'(P)
und R(P) topologische Komplementdarraume.

Beweis. Da P stetig ist, muss N (P) abgeschlossen sein. Mit R(P) = N (I — P) und der
Stetigkeit von I — P erhalten wir genauso, dass R(P) abgeschlossen ist. Die Behauptung
folgt also aus Proposition 1.14(a). O

1.17 Bemerkung. Spéiter werden wir umgekehrt die nichttriviale Tatsache zeigen, dass
fiir topologische Komplementarrdaume X,Y eines Banachraumes die Projektion auf X
entlang Y stetig ist.
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1.2 Hilbertraume

1.18 Definition. Sei E ein Vektorraum tber R. Eine Abbildung £ x E — R, (z,y) —
(x,y) heiit Skalarprodukt, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) (z,x) >0 fiur alle z € E, und (z,z) = 0 gilt genau dann, wenn z = 0 gilt (positive
Definitheit).

(ii) (-,x) und (z,-) sind lineare Abbildungen fir alle x € E (Bilinearitéat).
(iii) (z,y) = (y,z) fur alle x,y € E (Symmetrie).
Wenn (z,y) = 0 gilt, dann schreiben wir zLy. Fir A C E definieren wir
At = {xr € E| 2Ly fir alle y € A}.

Einen Vektorraum F mit Skalarprodukt (-, -) nennen wir Innenproduktraum und schrei-
ben dafir (E, (-, -)).

1.19 Proposition. Sei (E,(-,-)) ein Innenproduktraum. Dann schreiben wir ||z|| :=

Az, ) firxz e E.

(a) Es gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

[l <=l Nyl fir alle z,y € E.

(b) Fiir alle x,y € E gilt: x 1y genau dann, wenn ||y|| < || Az +y|| fir alle X € R.
(c) |||l ist eine Norm auf E.

(d) Fir alle x € E ist die lineare Funktion f, := (x,-) stetig und hat die Norm
[ fell e = [l -

(e) Es gilt die Parallellogrammidentitét:

Iz +yl* + llz — yll* = 2[|«l* + 2lly|*  fiir alle 2,y € E.

Beweis. (a) Fur x = 0 gibt es nichts zu zeigen. Nehmen wir daher z # 0. Wir definieren
ein quadratisches Polynom in A:

FO) = Az +ylI* = N[z]* + 22Xz, y) + |ly]*.

Sei )\ die eindeutige Minimalstelle von f:

0=F(ho) = 2xo|lz|]2+ 2(z,y) = Ao=— (z,y)

[Eli

Wir erhalten

(z,y)>  (x,y)? 2 2 (z,y)?
(1.8) 0 < Aoz +yll>=f(Xo) = —2 + lyll* = vl - :
’ ’ ||| || ||



LPDGL WiSe 2016/2017 1 Funktionalanalysis

Hieraus folgt die Behauptung.
(b) Aus z_Ly folgt sofort ||Az + y||* = N*||z||* + ||y||* > [Jy||* fir alle A € R. Seien
umgekehrt = # 0 und Ay wie im Beweis von (a) gewéhlt. Dann folgt aus (1.8), dass

(z,y)?
[EdE

Iyll* < Ihow +l1* = [lyl* -

Daher muss (z,y) = 0 gelten.
(c) Die positive Definitheit der Norm und ihr Verhalten bei Multiplikation mit Ska-
laren sind trivial. Die Dreiecksungleichung folgern wir aus (a):

lz+yl1* = ll2l* + 2z, ) + lyll* < M= + 2l [yl + lyl* = (2l + [ly])*.

(d) Dies folgt aus (a) und aus (x,z) = ||z [|z]|.
(e) Dies zeigt man durch einfaches Nachrechnen. O

1.20 Bemerkung. Man kann zeigen, dass eine Norm genau dann von einem Skalarpro-
dukt induziert wird, wenn die Parallellogrammidentitat gilt.

1.21 Definition. Ein Innenproduktraum (F, (-,-)) heiit Hilbertraum, wenn E mit der
von (-, -) induzierten Norm vollstandig ist.

Ab hier sei fiir den Rest des Abschnittes 1.2 (F, (-,-)) immer
ein Hilbertraum mit induzierter Norm ||-||.

1.22 Proposition. Sei X ein linearer Unterraum von E. Dann gelten:

(d) X+t .= (XHt=X.

Beweis. (a) Fiir alle z € E folgt aus Proposition 1.19(d), dass der Raum z+ als Kern
der stetigen linearen Funktion f, abgeschlossen ist. Daher ist auch

Xt = ﬂ xt
zeX

abgeschlossen.
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(b) Es ist klar, dass (X)* C X gilt. Sei umgekehrt y € X*. Dann gilt X C y*. Da
y+ abgeschlossen ist, folgt X C y*, das heifit, y € (X)*.

(c) Es ist klar, dass X N X+ = {0} gilt. Fiir jedes 2* € E miissen wir y* € X und
z* € X* finden mit * = y* + z*. Sei (y,) € X eine Folge mit

(1.9) lim [[2" =y, || = inf [la" —y[| =: o
n—00 yeX

Wegen der Parallellogrammidentitét folgt dann aus (v, + y.)/2 € X, dass

1Y = yull* = 1|y — %) = (g — =)
= 2[|2" =y * + 20|27 — yull* — 4ll2" = (Yo + ya) /2]
< 202" =yl + 2l|2" = yul* — 40
—0

wenn m,n — oo. Daher ist (,) eine Cauchyfolge, welche gegen ein y* € X konvergiert.
Die Stetigkeit der Norm und (1.9) erzwingen dann

(1.10) |z —y*|| = a.

Sei y; ein weiteres Element von X, welches (1.10) erfiillt. Wir betrachten die Folge
(yn), welche aus den Elementen y*, y7, v*, y7, y*, yi, ... besteht, und die dann auch (1.9)
erfiillt. Der vorangegangene Beweis zeigt, dass auch diese Folge (y,) konvergiert, das
heiBt, dass y* = y} gilt. Daher ist * das einzige Element in X, welches ||2* — y*| = «
erfillt.

Wir setzen z* := z* — y*. Dann folgt fiir alle y € X und alle A € R, dass

1270 = ll=" =yl < llz” — " + Ayll = [l2" + Ayll,

weil —y* + Ay € X. Mit Proposition 1.19(b) erhalten wir, dass z* Ly und daher z* € X+
gelten.

(d) Falls € X liegt, dann folgt (x,y) = 0 fiir alle y € X*. Daher gilt x € X+,
Weil dies fiir alle z € X gilt, folgt X € X+, Und weil X+ wegen (a) abgeschlossen
ist, folgt auch X C X1+, Sei andererseits x € X+, Wir zeigen, dass € X gilt. Wegen
(c) gibt es y € X und z € X+, so dass 2 = y + 2 gilt. Wegen Lz und y_Lz erhalten wir

0=(z,2) = (y+2.2) = (y,2) + (2,2) = |||,
das heiBit, z =0 und z =y € X. O

1.23 Definition. Sei P eine Projektion in E. Dann heifit P Orthogonalprojektion, falls
R(P)LN(P) gilt.

1.24 Definition. Ein linearer Operator A: E — E, welcher (Ax,y) = (z, Ay) fir alle
x,y € FE erfiillt, heilt symmetrisch. Da das Skalarprodukt bilinear ist, ist die Menge
aller symmetrischen linearen Operatoren in E ein Unterraum des Raumes aller linearen
Operatoren in E.

10
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1.25 Proposition. Eine Projektion P in E ist genau dann orthogonal, wenn P ein
symmetrischer Operator ist. In diesem Fall gelten P € L(E) und entweder || P sz = 1
oder ||P|lzgy = 0. Auferdem sind N'(P) und R(P) abgeschlossen.

1.26 Satz (Fréchet-Riesz). Fir alle f € E' gibt es genau ein x € E, so dass f = (x,-)
qgilt.

Beweis. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, seien xq,x5 € E so gewahlt, dass f =
(x1,-) = (x9,-) gilt. Dann folgt (x1 — x9,y) = 0 fur alle y € E, das heifit, x; = xs.

Fir die Existenz nehmen wir f # 0 an. Dann gelten N'(f) # FE und R(f) = R. Weil
N (f) abgeschlossen ist, gilt £ = N (f)®N(f)*. Daher ist f: N(f)* — R injektiv, also
bijektiv. Es folgt also

(1.11) dim(N(f)*) = 1.

Wir wihlen z € S;E NN (f)*, bezeichnen mit P die Orthogonalprojektion auf A(f)+
und setzen x := f(z)z. Sei y € E beliebig. Wegen (1.11) existiert dann a € R, so dass
Py = az. AbschlieBend folgt dann wegen R(I — P) = N(f):

(z,y) = (Pz,y) = (v, Py) = f(2)(2, Py)
= f(2)afz,2) = f(az) = f(Py) = f(Py+ (I = P)y) = f(y). O

1.27 Bemerkung. In der Situation des Satz 1.26 gilt || f||z = ||z|| g, wegen Propositi-
on 1.19(d). Auch die Abbildung £ — E’, x + (z,-), ist linear und bijektiv. Daher sind
die Rdume F und E’ isometrisch isomorph.

1.28 Definition. Eine lineare und bijektive Abbildung zwischen zwei Vektorraumen
nennen wir, wie in der linearen Algebra, einen Isomorphismus. Ein Isomorphismus zwi-
schen zwei normierten Réumen heiflt topologischer Isomorphismus, wenn er auch ein
Homoéomorphismus ist, d.h., wenn er zusammen mit seiner Inversen stetig ist. Insbe-
sondere ist ein isometrischer (d.h. normerhaltender) Isomorphismus ein topologischer
[somorphismus. Manchmal bezeichnen wir einen topologischen Isomorphismus zwischen
zwei Banachraumen als Banachraum-Isomorphismus.

1.29 Satz. Sei A € L(F).

(a) Falls a > 0 existiert, so dass
(1.12) |Az|| > allz|| fiir alle x € N(A)*
gilt, dann ist R(A) abgeschlossen.

(b) Falls o > 0 existiert, so dass
(1.13) (Az,z) > afz|? fir allex € E

gilt, dann ist A ein topologischer Isomorphismus.

11
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Beweis. (a): Aus E = N(A) ® N(A)* folgt, dass
L= Ay : N(A)T = R(A)

bijektiv ist. Wegen (1.12) ist L™ stetig, das heifit, L ist ein topologischer Isomorphismus.
Um zu zeigen, dass R(A) abgeschlossen ist, sei (z,,) eine Folge in R(A), die in E gegen
ein x konvergiert. Wir setzen y, := L™ 2. AuS ||[Ym — yull < [|L7| |2 — 2,|| folgt, dass
(yn) eine Cauchyfolge in F ist. Die Vollstandigkeit von E und die Abgeschlossenheit von
N (A)* liefern uns ein y € N(A)L, so dass y, — y. Weil L stetig ist, folgt z,, = Ly, —
Ly, das heifit z = Ly € R(A). Daher ist R(A) abgeschlossen.

(b): Fir alle x € E folgt aus (1.13) und aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|(Az, )|
]

Es ist klar, dass A injektiv ist. Die Aussage (a) zeigt, dass R(A) abgeschlossen ist, das

heifit, £ = R(A) & R(A)*. Wir zeigen, dass R(A)* = {0} gilt. Sei dazu x € R(A)

Dann folgt zunéchst (Az,z) = 0 und dann = = 0 wegen (1.13). Es gilt also £ = R(A),
d.h., A ist surjektiv. Die Stetigkeit von A~! folgt schliefllich aus (1.14). ]

(1.14) [Az]| = > oz

Notation. Fiir eine Teilmenge A eines Vektorraumes bezeichnen wir mit [A] das lineare
Erzeugnis von A. Falls A = {x1,x9,...} abzahlbar ist, dann schreiben wir héufig auch
einfach [y, z,...] := [4].

1.30 Definition. Ein abzdhlbares (endliches) Orthonormalsystem ist eine Teilmenge
{ex}i2, ({ex}ioy) von E, so dass (e;,e;) = d;; firalled,j € N (4,7 =1,2,...,n) gilt.

1.31 Proposition. Sei {e}32, ein abzihlbares (oder endliches) Orthonormalsystem in

E und sei P die Orthogonalprojektion auf [e1, eq,...]. Fir alle x € E gilt dann:
(a) Die Reihe Y oo |(x, ex)|? konvergiert in R, und die Reihe Y -, (x, ex) ey, konvergiert
mn E.
(b) Es gilt

o0
E $€k
k=

= Nz, ex)?
(c) Zzozl@, eryer = Pz

Beweis. Fir x € E definieren wir Pyx := (x, ex)ex. Fir alle 2 € E gilt dann
Plx = ((z,er)er, ex)er = (x, ex) (e, en)er = P,
das heifit, P ist eine Projektion auf [ex]. AuBerdem gilt fir alle z,y € F

(Pex,y) = ((z, ex)er, y)

= (z, ex) (ex, v)
= (z,(y, ex)ex)
= (7, Pry).

12
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Dies zeigt, dass P, symmetrisch ist. Wegen Proposition 1.25 muss Py also mit der Or-
thogonalprojektion auf [e;] tibereinstimmen.

Die Vektoren e, sind paarweise orthogonal. Also ist @, := >_;_, Py eine Projektion
auf [e1, es, ..., e,]. Weil alle P, symmetrisch sind, ist auch @, symmetrisch, das heifit,
orthogonal.

Sei x € E fest gewahlt. Wir haben dann Q,z = Y ,_,(z, ex)ey. Die Orthogonalitét
liefert

(1.15) Z|xek erk
k=

Es folgt, dass > [{z, ex)|? in R konvergiert. Wir erhalten, wiederum unter Ausnutzung
der Orthogonalitét:

2
= @nzll® < 1Qnzl® + I — Qu)=||* = [l

n

Z (x,erye

k=m+1

= 3l e

k=m+1

HQnm - meH2 =

Daher ist (@Q,x) eine Cauchyfolge in E, und sie konvergiert gegen ein Element aus
le1, €2, ... ], weil E vollstédndig ist. Dies zeigt (a). Der Grenziibergang n — oo in (1.15)
liefert (b).

(c) Wir definieren X := [e1, eg,...] und Qx := lim,_,, @, fiir x € E. Die Stetigkeit
der Verkniipfungen zeigt, dass @ linear ist. Wegen ||@Q,| = 1 fiir alle n haben wir
auflerdem fir alle z €

Q]| = Tim [|Qna]] < Tim [|Qy[[[[z]] = [l]-
n—oo n—oo

Es folgt Q € L(E).
Fir z € £ und m > n gilt

QanQZ = anv

nach Definition der @),,. Aus der Stetigkeit von @) folgt nach den Grenziibergdngen m —
oo und danach n — oo die Tatsache Q%*r = Qux, das heifit, Q ist eine Projektion mit
R(Q) € X. Wegen Q,e; = ey, fiir n > k ist klar, dass X C R(Q) gilt. Lemma 1.16 und
die Stetigkeit von @ zeigen, dass R((Q) abgeschlossen ist. Deshalb folgt X C R(Q), und
Q ist eine Projektion auf X = R(Q).

Seien x,y € E. Wir rechnen unter Zuhilfenahme der Symmetrie von Q,,:

(Qz,y) = lim (Qna,y) = lim (z, Qny) = (z,Qy).
Daher ist auch ) symmetrisch, also orthogonal, und daher @) = P. ]

1.32 Definition. Ein abzdhlbares (oder endliches) Orthonormalsystem {ey }res in E ist
eine Hilbertbasis falls

(1.16) r = Z(az‘, ex) ek fir alle z € E
keJ

gilt. Hierbei ist J eine abzahlbare (oder endliche) Indexmenge.

13
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1.33 Lemma. FEin abzihlbares (oder endliches) Orthonormalsystem {ex}res ist eine
Hilbertbasis genau dann, wenn E = [e1, e, ... ].

Beweis. Fir eine Hilbertbasis {ex} in E haben wir [e1,es,...] € E. Die umgekehrte
Inklusion folgt aus (1.16).

Wenn E = [ey, e, ...] gilt, dann sei P die Orthogonalprojektion auf [eq, ey, . ..]. Pro-
position 1.22(c) zeigt dann, dass P = [ gilt. Fir alle x € F folgt dann mit Propositi-
on 1.31(c) dass * = Pz = ), (z,ex)ep. O

1.34 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X liegt dicht in X
falls A = X. X heifit separabel falls X eine dicht liegende, abzéhlbare Teilmenge besitzt.

1.35 Lemma. Seien X,Y metrische Riume, A C X dicht in X, und f: X — Y eine
stetige Abbildung, so dass f(X) in'Y dicht liegt. Dann liegt f(A) dicht in'Y .

Beweis. Sei y € Y. Weil f(X) in Y dicht liegt, existiert eine Folge (x,) C X, so dass
f(zp) — yin Y. Weil A in X dicht liegt und f stetig ist, konnen wir fir alle n ein
a, € A finden, so dass d(f(x,), f(an)) < 1/n. Es folgt, dass

1
d(y, f(an)) < d(y, f(zn)) + d(f(2n), flan)) < dly, f(za)) + — =0
fir n — oo. O
1.36 Satz. Wenn E # {0} separabel ist, dann ezistiert eine abzihlbare Hilbertbasis.

Beweis. Wir nehmen dim £ = oo an; der Fall endlicher Dimension ist schon bekannt.
Sei {x}%2, dicht in E und sei n; der erste Index mit x,, # 0. Induktiv definieren
Wir ngy1, Wenn ng, na, . .., g schon gewahlt sind wie folgt: ng., sei der erste Index mit
Tppoy & [Tnys Tngs - - -, T, ). AuBerdem definieren wir yy := x,,. Dann ist {y,}32, eine
linear unabhangige Menge mit [z, xo,...] = [y1, Y2, . .. ], und daher gilt E = [y1,v2, .. .].

Weiter definieren wir z; := y; und ey := z1/||z1||. Induktiv definieren wir z;,; und
€kt+1, Wenn eq, e, ..., e schon bekannt sind wir folgt: 211 = yry1 — Zf:1<yk+1, €i)e;
(die Orthogonalprojektion von yxy1 auf [e1, eq, ..., ex]"). da {y,}32, linear unabhéingig
ist, folgt 241 # 0, und wir setzen exi1 := 2k41/||2k+1||- Es ist klar, dass wir mit {e;}32,
ein abzdhlbares Orthonormalsystem in E erhalten. Es ist auch klar, dass [eq,eq,...] =
[Y1,Y2,...] und daher E = [eq,eq,...] gelten. Wir schlieBen den Beweis mit Hilfe von
Lemma 1.33 ab. O

1.37 Lemma. Fir alle x € F gilt

2]l = sup{[{z, y)| | v € B1}.

Beweis. Es ist klar, dass sup{|(z,vy)| | y € B1} < ||z|. Andererseits gelten fur = # 0:

efl|zll € By und |[z]| = (2, z/|[z[)) < sup{[(z,y)| [y € Bi}. O
1.38 Proposition. Fir alle A € L(E) existiert genau ein A* € L(E) mit
(1.17) (Az,y) = (z, A™y) fir alle x,y € E.

Die Abbildung A — A* ist ein isometrischer Automorphismus von L(E).

14
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Beweis. Sei A € L(F) fest gewéhlt und sei I': E' — FE der isometrische Isomorphismus
aus Bemerkung 1.27. Wir definieren A: £ — E’ durch A(y)(x) := (Ax,y). Es ist klar,
dass A dann linear ist. Schliellich setzen wir A* := I'A und erhalten einen Operator A*
der (1.17) erfullt. Es ist leicht, zu zeigen, dass dies die einzig mogliche Wahl fiir A* ist.
Es folgt aus der Eindeutigkeit, dass A — A* eine lineare Abbildung ist.

Mit Hilfe des Lemma 1.37 erhalten wir

[ Al = sup{[|Az|| | x € Bi}
= sup{(Az,y) | z,y € B}
= sup{(z, A"y) | 2,y € By}
= sup{||[A"y|| | y € Bi}
= [l A7

Die Abbildung A — A* ist also isometrisch und daher auch injektiv. Und wegen A** = A
ist A — A* auch surjektiv. O

1.39 Definition. A* heifit der zu A adjungierte Operator oder auch die Adjungierte.

1.40 Proposition. Sei A € L(E). Dann gelten:

Beweis. Zuerst zeigen wir (R(A))* = N(A*). Aus Proposition 1.22(b) ergeben sich
folgende Aquivalenzen: z € (R(A))* & z € R(A)T & Vye E: (v, Ay) =0 & Wy e
E: (A*z,y) =0 & z e N(A*).

Die Identitit (R(A)) = N(A*)* folgt aus der ersten Aussage mit Hilfe von Proposi-

tion 1.22(d). Die anderen Identitaten folgen aus den ersten zwei wegen A** = A. O

1.41 Bemerkung. Falls A € £(F) ein abgeschlossenes Bild besitzt, dann zeigt Propo-
sition 1.40, dass die Gleichung
Ar =y

genau dann eine Losung besitzt, wenn y € N (A*)*1. Dies ist zum Beispiel der Fall fiir
alle y € E, wenn N (A*) = {0} gilt. Falls A injektiv und symmetrisch ist (das heift,
A* = A gilt), und falls auflerdem A ein abgeschlossenes Bild besitzt, dann ist A bijektiv.

1.3 Das Lemma von Baire mit Folgerungen

1.42 Definition. Eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist nirgendwo dicht falls ihr
Abschluss keinen inneren Punkt enthélt. Ein metrischer Raum gehdrt zur ersten (Bai-
reschen) Kategorie, falls er eine abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener und nirgends
dichter Teilmengen ist. Ein metrischer Raum gehdrt zur zweiten (Baireschen) Kategorie,
falls er nicht zur ersten Kategorie gehort.
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1.43 Satz (Lemma von Baire). Fin vollstandiger metrischer Raum X # & gehort zur
zweiten Kategorie: Falls A, C X abgeschlossene Teilmengen von X sind und falls

(1.18) X = G A,
n=1

dann ezistiert n € N, so dass int(A,) # .

Beweis. Fir einen Beweis durch Widerspruch nehmen wir die folgende Situation an:
Die Teilmengen A,, C X sind abgeschlossen, erfiillen (1.18) und es gilt int(A,) = @
fir alle n. Dann ist X\ A4, # @ offen und liegt in X dicht fir alle n € N. Wir wéhlen
x1 € X\A; und r; > 0, so dass B,, (1) C X\ A;. Dann wéhlen wir xo € U, (z1)\ A2 und
ro € (0,71/2], so dass B,,(z2) C U,,(z1)\Asz. Induktiv erhalten wir zwei Folgen (z,,) und
(rn), so dass fiir alle n € N gilt:

By (@nt1) € Upy (@n)\Ans1, o1 € (0,715/2].
Es folgt, dass
(1.19) T, € By, (r,) C X\A4,, fur alle n > m > 1.
Far n > m haben wir

1 m—1
d($m7$n> S T'm S (5) T1 — O fU.I“ m — OQ.

Daher ist (x,) eine Cauchyfolge, welche gegen ein z € X konvergiert. Fir alle m € N
zeigt (1.19), dass = ¢ A,, gilt. Es ist also = ¢ |J,~, A, im Widerspruch zu (1.18). [

Notation. Seien E ein Vektorraum tiber R, z € E, a € R\{0} und A,B C E. Wir
bezeichnen

r+A={z+y|yeA}
ad:={ay |y € A},
A+B:={y+z|ye A, z€ B}.

A heifit konvez falls gilt: (1 —t)x +ty € A fur alle z,y € Aund ¢ € [0,1].

1.44 Lemma. Sei E ein normierter Raum iber R und seien v € E, a € R\{0} und
A, B C E. Dann gelten:

(a) Wenn A offen ist, dann sind auch x + A und A+ B offen.
(b) Wenn A offen ist, dann ist auch aA offen.
(c) 2AC A+ A
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(d) Fir einen Vektorraum F und eine lineare Abbildung L: E — F ist L(A) konvez,
falls A konvex ist.

(e) Wenn A konvex ist, dann ist auch A konvex.
(f) Wenn A konvex ist, dann gilt 2A = A+ A.

1.45 Satz (von der offenen Abbildung). Seien E, F' Banachriume und sei L € L(E, F)
surjektiv. Dann ist L eine offene Abbildung, das heifit, L(U) ist offen in F fir alle
offenen Teilmengen U von E.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass r > ( existiert mit

(1.20) B.F C L(B.E).

Fir n € N setzen wir A, := L(B,F). Da L surjektiv ist, folgt

r()n
n=1

und Satz 1.43 zeigt, dass n existiert mit int(A,,) # @. Wegen A,, = noA; folgt aus
Lemma 1.44(b), dass auch

: . 1 1.
int(A;) = int (n_gAnO) = n—olnt(AnO) #*

und dass yo € F und r > 0 existieren, so dass Bo,(yo; F)) C A;. Es gibt demnach eine
Folge (z,) C B1FE, so dass Lz, — yp fiir n — oco. Weil —z,, € B F fir alle n gilt, ist
auch L(—x,) € Ay und —yy = lim,, o L(—z,) € A;. Es folgt

(121) BQTF = BQT(O, F) = —Yo + BQr(yO; F) g Al + Al.

Wegen Lemma 1.44(d) und (e) ist A; konvex. Mit Hilfe von Lemma 1.44(f) erhalten wir
wegen (1.21), dass Bo,F' C 2A; und dass daher (1.20) gilt.
Im zweiten Schritt zeigen wir fiir r aus (1.20), dass

(1.22) B,,F C L(B,E)
gilt. Sei y € B, oF gewdhlt. Dann zeigt (1.20), dass 2y € By, E existiert, so dass

|ly—Lz | < r/4gilt. Mit (1.20) erhalten wir wieder 2, € By, F, so dass ||y— Lz — Lz, <
r/8 gilt. Per Induktion konstruieren wir eine Folge (z,) C E, so dass gilt:

1 n n 1 n+1
(1.23) 20| < (5) , Hy—;sz Sr(§) .

Wir setzen nun z,, := ZZ:1 2. Dann folgt

n n k‘
1
MEYFTEDY (5) <1
k=1 k=1

17



LPDGL WiSe 2016/2017 1 Funktionalanalysis

Aulerdem gilt fir n > m:
k=m+1 k=m+1

Daher konvergiert x,, gegen ein x € By E. Unter Benutzung von (1.23) priift man leicht,
dass y = Lz € L(B,FE) gilt. Damit ist (1.22) gezeigt.

Im letzten Schritt nehmen wir an, dass U C FE offen ist. Fiir beliebiges y € L(U)
existiert x € U mit y = Lx. Weil U offen ist, existiert ¢ > 0 mit x4+ B;E C U. Aus (1.22)
folgt By, /o C L(B.E). Dann gilt y + By.joF € y + L(ByE) = L(x + B,.E) € L(U),
und y + By, » ist daher eine Umgebung von y, die in L(U) enthalten ist. Da y € L(U)
beliebig war, ist L(U) offen. O

1.46 Korollar (Satz von der stetigen Inversen). Fin stetiger bijektiver linearer Operator
zwischen zwei Banachrdumen ist ein Banachraum-Isomorphismus.

1.47 Korollar. Sei E ein Vektorraum mit zwei Normen |- ||y und |- |2, so dass die
normierten Riume Ey = (E,||-|1) und Ey := (E,|| - ||2) vollstindig sind. Falls C; > 0
existiert mit ||x||2 < Ci||z||y fir alle x € E, dann sind die zwei Normen dquivalent.

Beweis. Der Operator id: E; — FEs ist bijektiv und stetig. Nach Korollar 1.46 ist auch
id: Fy — Ej stetig, das heifit, es existiert Cy > 0, so dass [|z]|; < Cql|z]|o fir alle z € E
gilt. O]

1.48 Definition. Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Die Menge
{(z,f(z)) e X xY |z € X}

heifit dann der Graph von f.

1.49 Bemerkungen. Seien X,Y metrische Raume und f: X — Y eine Abbildung.

(a) Es sind dquivalent:
(i) Der Graph von f ist abgeschlossen in X x Y.
(i) Wenn z,, — 2 in X und f(z,) — y in Y, dann gilt y = f(x).

(b) Falls f stetig ist, dann ist der Graph von f abgeschlossen in X x Y.

1.50 Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F' Banachriume und sei L: E — F
ein linearer Operator mit abgeschlossenem Graphen. Dann ist L stetig.

Beweis. Wir Definieren eine zweite Norm in £
|z]l2 := [lzlle + || Lellp Yz € E.

Diese Norm heifit Graphennorm.
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Wir zeigen, dass Ey := (E, || - ||2) ein Banachraum ist. Sei dazu (z,,) eine Cauchyfolge
in Fy. Dann ist (z,) eine Cauchyfolge in £ und (Lz,) ist eine Cauchyfolge in F', wegen
der Definition von || -[[s. Weil E und F vollstandig sind, existieren z € E und y € F,
so dass x,, — x in ' und Lz, — y in F. Da der Graph von L abgeschlossen ist, folgt
aus der Bemerkungen 1.49(a) Lz = y und ||z, — x| — 0 fiir n — oo, das heifit, (x,)
konvergiert gegen x in FEs.

Wegen ||z||g < ||z||2 fir alle x € E, und weil E und E, vollstindig sind, liefert
Korollar 1.47 dass C' > 1 existiert mit ||z||2 < ||z||g fir alle z € E, das heiit, ||Lz||r <
(C' = 1)||z||g fir alle x € E. O

1.51 Satz (Satz von Hellinger-Toeplitz). Seien E ein Hilbertraum und A: E — E ein
symmetrischer linearer Operator. Dann ist A stetig.

Beweis. Wir nehmen z,, — x und Ax,, — y an. Fir alle z € E gilt dann (z, Az,) — (z,y)
und (z, Az,) = (Az,z,) — (Az,x) = (z, Az). Daraus folgt (z, Ax) = (z,y) fur alle
z € FE, das heifit, Az = y. Wegen Bemerkungen 1.49(a) ist der Graph von A also
abgeschlossen, und A ist stetig wegen Satz 1.50. O

1.52 Satz (Prinzip der gleichméfligen Beschrénktheit). Seien E ein Banachraum, F
ein normierter Raum, und sei (L;);e; eine Familie von Operatoren in L(E, F), so dass
sup,e ;|| Ljz|lp < oo fiir alle x € E. Dann gilt sup,ec ;|| Ll cer) < 0o, das heifit, die
Familie ist gleichmdfig beschrinkt in L(E, F).

Beweis. Wir definieren fur alle n € N

A, ={zeFE|VjeJ:|Ljz|r <n}= ﬂ{IGEl |Lx||r < n}.

jeJ

Weil alle L, stetig sind, ist A, abgeschlossen. Die Voraussetzung liefert

E:UAn.

neN

Aus Satz 1.43 folgt, dass ng existiert mit int A,,, # @. Wir kénnen also 2y € E und r > 0
finden, so dass xo + B, E C A, gilt. Es folgt

1L5ll e, my = supdl| Lyl | [lo]le < 1}
1
= —sup|[Lyzllr | llz]le < 7}

1
< ;sup{HLja:HF |z € —x0+ Any }

1
= —sup{[L;(z — @o)llr [ 2 € An, }

IN

1
. (sup{||Ljz||r | z € Ang} + || Lm0l )

2”0

Y
r

IN

und damit die Behauptung. O
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1.53 Satz (Banach-Steinhaus). Seien E, F Banachriume und sei (L) eine Folge von
Operatoren in L(E, F'). Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) (Lnz) konvergiert in F' fir alle xz € E,

(ii) || Lnllzee,p) ist beschrinkt und (Lnx) konvergiert fir alle x in einer dichten Teil-
menge von E.

Wenn (i) und (ii) erfallt sind, dann definieren wir den Operator Lx := lim,_, Lyx.
Es gelten dann L € L(E, F) und ||L||z(p,r) < Uminf, || Ln| 2z, r)-

Beweis. (i) = (ii): Wegen der punktweisen Konvergenz gilt sup,,cy|| Lnz|| < oo fiir alle
r € B. Aus Satz 1.52 folgt sup,,cy||Ln||c(p,F) < 00. Die letzte Aussage ist trivial.

(ii) = (i): Sei X ein dichte Teilmenge von E, so dass L, fiir alle z € X konvergiert.
Wir setzen C' := sup||L,|| und zeigen, dass L, (z) fir alle z € E konvergiert. Dafiir
halten wir x € E fest und betrachten eine Folge (z,,) C X mit x,, — z. Sei ¢ > 0. Es
existiert k mit ||z — x| < e/(3C), und es existiert ng mit || Ly, (zx) — Ly (zx)]| < /3 fur
alle m,n > ng. Dann folgt

[ Lin(2) = Lo(2)|| < [[Lin(2) = Lin(@i) | + | Lon(z) — La(z) || + ([ La(zk) — La(2)]|
<Cllz—x||+e/3+Cllx —ag]| < e

fir alle m,n > ng, das heifit, L, (z) ist eine Cauchyfolge in F' und konvergiert demnach.

Wir nehmen jetzt an, dass (i) und (ii) erfiillt sind und definieren Lz := lim,,_, o L, fiir
x € E. Aus der Stetigkeit der algebraischen Verkniipfungen folgt, dass L ein linearer Ope-
rator ist. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass lim,, o ||L,| =
liminf, || L,||. Es folgt, dass ||Lz| = lim, o/ Lnz| < lim, ool Lyn|| %], das heifit,
L€ L(E,F)und ||L|| < limy, o0l Ln]- O

1.4 Kompakte Operatoren

1.54 Bemerkungen. (a) In metrischen Radumen sind Kompaktheit und Folgenkom-
paktheit dquivalent.

(b) Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen und be-
schrankt.

1.55 Lemma. Sei E ein normierter Raum. Fualls B1E kompakt ist, dann gilt dim E <
00.

Beweis. Fir einen Beweis durch Widerspruch nehmen wir an, dass B; E kompakt ist
und dim F = oo gilt. Es reicht dann, eine Folge (x,,) C S; zu konstruieren, welche keine
konvergente Teilfolge besitzt.

Sei 1 € S;. Falls schon die Elemente x1,xo,..., 2, € S; konstruiert sind, dann de-
finieren wir F' := [z1, 29, ..., 2]. Wegen dim £ = oo existiert y € E\F. Wir schreiben
w = dist(y, F) = inf,cplly — z||. Sei (z,) C F, so dass ||y — z,|| — dist(y, F'). Dann
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gilt [|za]l < ly = zall + Iyl = p+ ||y|| fiir n — oo, das heiBt, (z,) ist beschrankt. Nach
Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge kénnen wir 2, — z € F annehmen, denn es gilt
dim F' < oo. Es folgt ||y — z|| = g > 0, und wir definieren x4, := (y — 2z)/u € S1. So
erhalten wir

ly — 2 — pael]  dist(y, F)
p T n

(1.24) |eper — xel] = =1 fur 0 € {1,2,...,k}
weil 2z + px, € F.

Mit (1.24) folgt, dass ||zx — z¢|| > 1 fir k # £. Dies zeigt, dass (z) keine Cauchyfolge
und daher auch keine konvergente Teilfolge enthélt. O

1.56 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heiit relativ
kompakt, wenn A kompakt ist.

1.57 Lemma. Seien X,Y metrische Riume und A C X.

(a) A ist relativ kompakt genau dann, wenn jede Folge in A eine Teilfolge besitzt, die
in X konvergiert.

(b) Seien A C X relativ kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist f(A) relativ kompakt.

1.58 Definition. Seien E, F' normierte Rdume. Ein linearer Operator K : E — F heifit
kompakt falls das Bild jeder in E beschriankten Menge unter K relativ kompakt in F ist.

1.59 Lemma. Seien E, ' Banachrdume und K: E — F linear.
(a) Falls K kompakt ist, dann ist K stetig.

(b) K ist genau dann kompakt, wenn (Kx,) fir jede beschrinkte Folge (z,) C E eine
in F' konvergente Teilfolge besitzt.

(c) Die Identitat in E ist genau dann kompakt, wenn E endlichdimensional ist.

(d) Die Komposition eines kompakten Operators mit einem stetigen Operator ist kom-
pakt.

(e) Die Menge der kompakten linearen Operatoren ist ein linearer Unterraum wvon

L(E, F).

Beweis. (a) K(ByE) ist nach Definition kompakt. Wegen Bemerkungen 1.54(b) ist
K (B FE) also beschrankt und somit K stetig.

(b) Sei K kompakt und sei (z,) eine beschréankte Folge in E. Dann ist (Kz,) relativ
kompakt in F'. Wegen Lemma 1.57 enthélt dann (K x,) eine in F' konvergente Teilfolge.
Seien umgekehrt A C E beschrankt und (y,) C K(A). Dann existiert (z,,) C A, so dass
Y, = Kz, fir alle n gilt. Da (z,,) beschrinkt ist, enthélt (y,) eine konvergente Teilfolge.
Dies gilt fir jede Folge in K (A), das heifit, K(A) ist relativ kompakt wegen Lemma 1.57.
Also ist K kompakt.
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(c) Falls E endliche Dimension hat, dann folgt aus Satz 1.5(a), dass By E kompakt
ist. Dies zeigt, dass idg ein kompakter Operator ist. Umgekehrt sei idg kompakt. Dann
folgt, dass By E kompakt ist. Wegen Lemma 1.55 ist F endlichdimensional.

(d) Sei G ein normierter Raum und sei K kompakt. Falls L € L(G, E) gilt, dann ist
K o L kompakt: das Bild L(A) einer beschrinkten Menge A C G ist beschrinkt, und
daher ist K(L(A)) relativ kompakt. Falls L € L£(F,G) dann ist Lo K kompakt: Das Bild
K (A) einer beschrankten Menge A C E ist relativ kompakt in F'. Da L stetig ist, zeigt
Lemma 1.57, dass L(K(A)) relativ kompakt ist in G.

(e) Seien K, Ky: E — F kompakt, und sei (x,) C E beschrinkt. Nach Ubergang
zu einer Teilfolge konnen wir wegen Abschnitt (b) annehmen, dass (Kjx,) und Ks(x,)
konvergieren. Es folgt, dass (K; + K3)(x,) = Kix, + Koz, konvergiert und dass daher
K, + K5 kompakt ist, wiederum wegen Abschnitt (b). Ganz &dhnlich kann man zeigen,
dass a K kompakt ist, wenn o € R und K : ' — F kompakt ist. O

1.60 Definition. Sei E ein Hilbertraum. Eine Folge (x,) C E konvergiert schwach
gegen x € F falls (r,,y) — (x,y) fir alle y € E. In diesem Fall heifit = der schwache
Grenzwert von (x,), und wir schreiben z, — x.

1.61 Bemerkung. Der Klarheit wegen sagen wir manchmal x,, konvergiert in der Norm
gegen z falls z, — x in E. Wir nennen die Folge dann normkonvergent.

1.62 Proposition. (a) Eine schwach konvergente Folge besitzt einen eindeutigen
schwachen Grenzwert.

(b) Jede normkonvergente Folge konvergiert auch schwach. In diesem Fall stimmen
der Grenzwert aus der Normkonvergenz und der schwache Grenzwert tiberein.

(c) Jeder stetige lineare Operator zwischen zwei Hilbertrdumen erhdlt die schwache
Konvergenz von Folgen, d.h., er ist schwach folgenstetig.

(d) Jede schwach konvergente Folge in einem Hilbertraum ist beschrinkt.

(e) Jede beschrinkte Folge in einem Hilbertraum enthdlt eine schwach konvergente
Teilfolge.

Beweis. Seien E und F Hilbertraume. (a): Seien z*, ** zwei schwache Grenzwerte einer
schwach konvergenten Folge (z,,) C E. Fir alle y € E gilt dann
(0" = 2™, y) = (",y) = (&™) = lim (20, 9) = (20, 9)) =0,

n—oo

das heif3t, z* = 2**.

(b): Es gelte z, — z* in E. Fiir alle y € E folgt dann lim,,_,«(z,,y) = (z*,y), wegen
der Stetigkeit des Skalarproduktes, also =, — z*.

(c): Seien L € L(E,F) und x,, — x* in E. Fir z € F definieren wir g, € E’ durch
g-(z) := (Lz, z). Wegen des Rieszschen Darstellungssatzes, Satz 1.26, existiert y € F
mit f,(z) = (z,y) = g.(x) = (Lz, 2) fir alle z € E. Es folgt

(Lxy, 2) = (xp,y) — (2%, y) = (Lz", 2).
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Da z € F beliebig war, zeigt dies Lx,, — Lx* in F'.

(d): Wir definieren f,, := (z,,-) € E’. Dann konvergiert f,(y) fir alle y € E. Nach
Satz 1.52 bleibt || f,|| also beschrénkt, und wegen Proposition 1.19(d) ist ||z,|| = ||f.l|
beschrankt.

(e): Zunéachst sei E separabel. Dann existiert eine Folge (y;) C FE, die in E dicht
liegt. Fir alle k& € N ist die Folge ((z,,,yx))n beschrankt in R. Fiir k¥ = 1 wihlen wir
eine Teilfolge (z}) von (z,) aus, so dass (zl,4;) in R konvergiert. Danach wihlen wir
eine Teilfolge (22) von (xl) aus, so dass (x2,ys) in R konvergiert. Induktiv erhalten wir
auf diese Weise fiir jedes k € N eine Teilfolge (z¥),, von (zF7'),, so dass (% ;) in R
konvergiert wenn n — oco. Dann ist auch die Diagonalfolge z, := z] fiir jedes £ € N
eine Teilfolge von (z%),, und (z,,y,) konvergiert in R wenn n — oo, fiir alle k € N.
Auflerdem ist (z,) beschrankt.

Wir definieren f,, € E’ durch f, := (z,,-). Dann gilt ||f.|| = ||zn]] < C mit einer
Konstante C' > 0, fur alle n € N. AuBlerdem konvergiert f,(yx) fiir alle & € N. Wegen
Satz 1.53 konvergiert f,(y) fir alle y € F gegen ein f € E’. Satz 1.26 liefert z € E, so
dass f = (z,-) gilt. Es folgt (z,,y) = fu(y) = f(y) = (z,y), furalley € E, d.h., 2, — z.

Falls E ein allgemeiner Hilbertraum ist, dann definieren wir F' := [zq,x9,...]|. Wie
im Beweis von Satz 1.36 konstruiert man eine abzahlbare Hilbertbasis fiir F'. In Aufga-
be 36(a) wurde gezeigt, dass F' dann separabel ist. Wegen des ersten Teils des gegenwér-
tigen Beweises existiert eine Teilfolge (z,) von (z,), die schwach in F' konvergiert. Sei P

die Orthogonalprojektion auf F'. Fiir alle y € E gilt dann

<Zn7y> = <Pznay> = <szy> - <27Py> = <PZ,3/> = <Z7y>
und daher z, — z. O

1.63 Beispiel. Falls {z,}2, ein abzdhlbares Orthonormalsystem in E ist, dann gilt
z, — 0: Sel y € E. Proposition 1.31(a) zeigt, dass die Reihe Y~ |(y,z,)|* in R kon-
vergiert. Daher gilt (y, z,) — 0. Weil y beliebig war, folgt x, — 0.

Andererseits gilt fiilr m # n

l2m — 2nll* = [[2m]* + llza]* = 2.

Daher kann (z,) keine Norm-Cauchyfolge, und somit auch keine normkonvergente Teil-
folge enthalten.

1.64 Proposition. Seien E,F Hilbertraume. Ein linearer Operator K: E — F st
genau dann kompakt, wenn (Kx,) fir jede schwach konvergente Folge (x,) in E im
urspriglichen Sinne in F konvergiert. In diesem Fall gilt Kx,, — Kz falls z, — x.

Beweis. Sei zunéchst K kompakt. Wenn x,, — x in E, dann nehmen wir fiir einen Beweis
durch Widerspruch an, dass Kz, # Kz gilt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen
wir annehmen, dass r» > 0 existiert mit

(1.25) |Kx, — Kzx|| >r fir alle n.
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Wegen Proposition 1.62(d) ist (z,) beschréankt. Die Kompaktheit von K und Lem-
ma 1.59(b) erlauben uns (nach Ubergang zu einer Teilfolge) anzunehmen, dass Kx,, — ¥,
und wegen Proposition 1.62(b) gilt Kz, — y. Nach Lemma 1.59(a) und Propositi-
on 1.62(c) gilt aber auch Kz, — Kz. Wegen der Eindeutigkeit der schwachen Grenz-
werte muss also y = Kz gelten und daher Kz, — Kz, im Widerspruch zu (1.25).

Sei umgekehrt (x,) eine beschrankte Folge in E. Wegen Proposition 1.62(e), und
nach Ubergang zu einer Teilfolge, kénnen wir annehmen, dass (z,,) schwach konvergiert.
Dann konvergiert (Kz,) wegen der Voraussetzung in der Norm in F. Daher besitzt
jede beschrinkte Folge in F eine Teilfolge, so dass (Kx,) in F' konvergiert. Wegen
Lemma 1.59(b) ist K also kompakt. O

1.65 Proposition. Seien E ein Hilbertraum und K € L(E) kompakt. Dann ist K*
kompakt.

Beweis. Sei x, — x in E. Wegen Proposition 1.62(c) gilt K*x, — K*z. Da K kompakt
ist, folgt aus Proposition 1.64 K K*x, — KK*x in . Wir erhalten

|K*z, — K*z|* = (K*z,, — K*z, K*z,, — K*x)
= (KK*z, — KK*x,z, — x)
< KK, — KK |n — 2
— 0,

weil ||z — z,|| wegen Proposition 1.62(d) beschrénkt bleibt. Die Behauptung folgt jetzt
aus Proposition 1.64. O

1.66 Lemma. Seien E ein Hilbertraum und K € L(E). Es gebe abgeschlossene Unter-
raume E, von E und Skalare \,, n € N, so dass gelten:

(1.26) A= inf|\,| > 0,
neN
(1.27) E\CECEC...
und
(1.28) (MI — K)(E,) CE, fir alle n > 2.

Dann ist K nicht kompakt.

Beweis. Weil F,, ein Hilbertraum ist, folgt £, = E, 1 @ EXP wobei L g, das ortho-

n—1-
gonale Komplement in F,, bedeutet. Wegen F,_; C FE,, ist klar, dass Ei e £ {0} gilt.
Wir koénnen z,, € Eif{‘ = E, N Ei | auswihlen mit ||z,| = 1, fir n > 2. Fir n > m
gilt dann
Kxy — Koy = (A — Kz — (A — K@ + AT — A\ny, -
—~—

-

EEnfl EEL,
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Mit ||z,|| = 1 folgt

K2y — Kz,||? = |0 — K)zn — (And — K) 2 + A ||? + | Anzn]|
> H)‘nInH2 > A2

fir alle m # n, m,n > 2, das heifit, (Kz,) enthilt keine Cauchyfolge. Da (z,) eine
beschrankte Folge ist, kann K nicht kompakt sein. O

1.67 Satz. Sei E ein Hilbertraum und sei K € L(E) kompakt. Dann gelten:

Beweis. (a) Fir alle z € N(I — K) haben wir Kz = x. Daher ist idyx-x) = K|n(—K)
kompakt. Aus Lemma 1.59(c) folgt nun die Behauptung.
(b) Wir zeigen, dass a > 0 existiert, so dass

(1.29) I = K)z| = afl«]

fiir alle x € N(I — K)* gilt. In diesem Fall liefert Satz 1.29(a), dass R(I — K) abge-
schlossen ist. Falls (1.29) nicht richtig ist, dann existiert eine Folge (x,) C SiN (I — K)*,
so dass ||[(I — K)z,|| — 0. Da K kompakt und (x,) beschrankt ist, kénnen wir nach
Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass Kz, — y in E. Es folgt, dass auch x,, — y
in F und |ly|]| = 1. Die Stetigkeit von K liefert Ky = y, das heifit, y € SIN (I — K). Weil
aber x,, € SIN(I — K)* gilt, haben wir ||z, — y|| = v/2 fiir alle n, ein Widerspruch.

(c) Dies folgt aus (b) und Proposition 1.40.

(d) Wir nehmen N (I —K) # {0} und R(I — K) = E an. Fir n € N definieren wir den
abgeschlossenen linearen Unterraum E,, := N ((I — K)"). Es ist klar, dass E,, C E,1
fiur alle n € N gilt. Nach Voraussetzung existiert x; € E1\{0}. Da I — K surjektiv ist,
existiert eine Folge (x,,), so dass (I — K)x,41 = x,, fur alle n € N gilt. Es folgt

(I — K)'xpy1 =11 #0 aber (I — K)"M'a,1 =0,

also z,41 € FE,1\F, und es gilt daher (1.27). Mit A, := 1 fiir alle n € N folgen auch
(1.26) und (1.28). Weil K kompakt ist, erhalten wir einen Widerspruch zu Lemma 1.66,
das heiit, R(I — K) = FE erzwingt N (I — K) = {0}.

Andererseits folgt aus N(I — K) = {0} und Proposition 1.40 R(I — K*) = N (I —
K)* = E. Wegen Proposition 1.65 gilt, was wir schon fiir K gezeigt haben, auch fiir K*.
Daher ist N'(I — K*) = {0} und schlielich, wieder mit Proposition 1.40, R(I — K) =
NI - K*)*=FE.
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(e) Zuerst zeigen wir
(1.30) dim (I — K) > dim R(I — K)*.

Fiir einen Widerspruch nehmen wir dim V(I — K) < dim R(I — K)* an. Dann existiert
A€ LIN(I-K),R(I—K)'), so dass A injektiv, aber nicht surjektiv ist. Wir erweitern
A zu einem Operator in L(E,R(I — K)*), indem wir Az = 0 fir z € N(I — K)*
setzen. Mit anderen Worten erweitern wir A zu AP, wobei P die Orthogonalprojektion
auf N'(I — K) ist. Da R(AP) = A(N (I — K)) endliche Dimension besitzt, sind AP und
K := K + AP wegen Lemma 1.59 kompakt. Sei z € N'(I — K). Es gilt dann

(I - K)r= APz € R(I — K)NR(I — K)* = {0},

das heiBt, + € N(I — K), Pr = 2 und daher Az = APz = 0. Weil A injektiv in
N(I — K) ist, haben wir z = 0. Es folgt N'(I — K) = {0}. Die Anwendung von (d)
auf den kompakten Operator K liefert R(I — K) = E. Andererseits gilt R(I — K) C
R(I-K)®R(A) C E wegen R(A) € R(I—K)*. Widerspruch! Damit ist (1.30) gezeigt.

Nochmalige Anwendung von Proposition 1.40 zusammen mit (1.30) liefert dim N (I —
K) > dimN(I — K*). Da K* wegen Proposition 1.65 kompakt ist, erhalten wir, mit
vertauschten Rollen von K = K** und K*, dass dim N (I — K*) > dim N (I — K) gilt,
also insgesamt

dim (I — K) = dim N'(I — K*) = dim(R(I — k)*). O

1.68 Korollar (Fredholm-Alternative). Seien E ein Hilbertraum und K € L(FE) kom-
pakt. Dann gilt genau eine der folgenden Alternativen:

(i) Fir alle y € E hat jede der Gleichungen
r— Kz =y, r—K'z=y
genau eine Lisung.
(ii) Die homogenen Gleichungen
x— Kzr=0, r—K'z=0

besitzen nichtriviale Losungen. In diesem Fall haben die Losungsriume der beiden
Gleichungen dieselbe endliche Dimension. Firy € E hat die Gleichung x— Kz =y
eine (nicht eindeutige) Losung genau dann, wenn (y,z) = 0 fir alle x gilt, die
x — K*x = 0 erfillen. Die Gleichung v — K*x = y hat eine (nicht eindeutige)
Lésung genau dann, wenn (y,z) = 0 fir alle x gilt, die v — Kx = 0 erfiillen.

1.69 Definition. Seien E ein Banachraum und L € L(FE). Die Menge

p(L) = {\ € R| A — L ist bijektiv}
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heiit die (reelle) Resolventenmenge von L. Wegen Korollar 1.46 ist (Al — L)™' stetig
fir alle A\ € p(L). Die Abbildung p(L) — L(E), A — (M — L)™', heiit die (reelle)
Resolvente von L. Die Menge
o(L) = R\p(L)
heiBt das (reelle) Spektrum von L. X € o(L) ist ein Eigenwert von L falls N(A—L) # {0}
gilt. In diesem Fall heifit N'(A] — L) der zum Eigenwert A\ gehorige Eigenraum von L, und
die Elemente von N'(AI — L)\{0} heifien die zum Eigenwert \ gehorigen Eigenvektoren
von L. Wir nennen die Menge

op(L) :={A € o(L) [N(AM = L) #{0}},
das Punktspektrum von L.

1.70 Proposition. Sei E ein Banachraum und L € L(E). Dann ist das Spektrum o (L)
kompakt und maxyeory|A| < ||L]].

Beweis. Sei A € R mit |A| > ||L|| gegeben. Dann gilt ||L/A]| < 1, und wegen Proposi-
tion 1.9 ist I — L/A invertierbar in £(F) und somit auch \I — L = A({ — L/)\). Dies
bedeutet aber A € p(L). Somit haben wir sup,e,(1)|Al < [|L]| gezeigt.

Wir zeigen, dass p(L) offen ist: Sei dazu \g € p(L). Wir setzen r := 1/|[(A\gI — L)7!|
und zeigen, dass U,(\g) C p(L). Sei also A € U,(\g) gegeben. Mit A := \g/ — L und
B := X\l — L folgt

I—BA™ =1~ (M —L)Y(\I—-L)"
I— (A= Xo) 4+ Xo — L)( Aol — L)
IT—(A=X)ol — L)t =1

= —(A=X) NI — L)}

und daher 1
7= BAT < A= 2ol ol = L) <75 =1

Aufgabe 34(a) liefert, dass B in L(F) invertierbar ist, das heiit, dass A € p(L) gilt. Also
folgt U,.(Ao) C p(L). Insgesamt ist also p(L) offen und o(L) abgeschlossen. O

1.71 Proposition. Sei E ein Hilbertraum und sei A € L(E) symmetrisch. Wir definie-
ren

m:= inf (Az, z) und M := sup (Azx,z).

z€S1E z€S1E
Dann gelten o(A) C [m, M] und m, M € o(A).
Beweis. Sei A > M. Es folgt
(A= Az, z) = Az||* = (Az,2) > (A = M) ||

fir alle x € E. Mit Satz 1.29(b) erhalten wir, dass Al — A bijektiv ist, also A € p(A).
Insgesamt folgt o(A) C (—o0, M].
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Wir zeigen M € o(A): Mit ((z,y)) := (Mx— Az, y) folgt, dass ((+,-)) eine positiv semi-
definite, symmetrische, bilineare Funktion ist, das heifit, dass unter anderem ((x,z)) > 0
fur alle x € E gilt. Wie im Beweis von Proposition 1.19(a) kann man zeigen, dass ((-,-))
das Analog der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erfiillt (im jenem Beweis wird nur die
positive Semidefinitheit verwendet). Eine Anwendung von Lemma 1.37 liefert

(M = A)z|| = sup [(Mz — Az, y)|
yeS1E

= sup |((z,y))]
yeSLE

(1.31) < ying(( 2))?((y, )"

= sup (Mz — Az, z)"*(My — Ay, y)"/?

yeS1E

< (Mz — Az, 2)Y?|MT — A||*/?

fir alle z € E. Sei (z,,) € S1F so gewdhlt, dass lim,, o (Az,, x,) = M gilt. Aus (1.31)
folgern wir, dass ||[(MI — A)z,|| — 0 gilt. Falls M € p(A) richtig wére, dann wiirde
= (MI — A"Y(MI — A)z,, — 0 folgen, ein Widerspruch. Daher muss M € o(A)
gelten.
Wenn wir A durch —A ersetzen, dann erhalten wir die Eigenschaften von m auf
dieselbe Art und Weise. O

1.72 Korollar. Sei E ein Hilbertraum und sei A € L(E) symmetrisch. Falls 0(A) = {0}
gilt, dann ist A = 0.

Beweis. Proposition 1.71 liefert (Ax,z) = 0 fir alle z € E. Fiir festes y € E folgt fiir
alle x € F, dass

2(Ay,x) = (A(z +y),x+y) — (Az,z) — (Ay,y) = 0,
das heifit, Ay = 0. O

1.73 Satz. Sei E ein Hilbertraum mit dim(FE) = oo und sei K € L(E) kompakt. Dann
gelten:

a) 0 € o(K);

(¢) a(K)\{0} C op(K);

(a)
(b) dimN(A — K) < oo fiir alle A € 0,(K)\{0};
)
(d) o(K)\{0} besteht aus in o(K) isolierten Punkten.

Beweis. (a) Falls 0 ¢ o(K), dann ist K in £(E) invertierbar und I = K K~ ist kompakt.
Dies kann jedoch wegen Lemma 1.59(c) und dim(E) = oo nicht richtig sein. Daher gilt
0€o(K).

(b) Dies ist eine Folgerung aus Satz 1.67(a).
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(c) Falls A € o(K)\{0} und X\ ¢ 0,(K), dann gilt N (A — K) = {0}. Wegen
Satz 1.67(d) gilt R(A] — K) = E, das heiit, A\I — K ist bijektiv. Es folgt A ¢ o(K),
Widerspruch!

(d) Sei (A\,) C o(K)\{0}, so dass \,, # A, fur alle m # n, und so, dass A, — A. Es
reicht zu zeigen, dass A = 0 gilt. Fiir einen Beweis durch Widerspruch nehmen wir \ # 0
an und verwenden Lemma 1.66. Es ist klar, dass (1.26) erfillt ist. Wir wihlen zu jedem

An einen zugehorigen Eigenvektor x,, von K und setzen F, := [z, T2, T3, ..., Zy).
Wir zeigen induktiv, dass {z1, z9, x3,...,2,} linear unabhéngig ist fiir jedes n: We-
gen x1 # 0 ist {z;} linear unabhéngig. Falls {x, 29, x3,...,2,} linear unabhéngig ist,

nehmen wir an, dass
n
(1.32) Tnp1 = Y T
k=1
mit Skalaren oy gilt. Es folgt einerseits
n
K1 = ANg1Tpgr = Z An+100Tk,
k=1

und andererseits

n
Kxn+1: E )\kakxk.
k=1

Dies liefert

Z(/\k — )\n—i-l)akxk =0.
k=1
Da die Vektoren xy,zs,...,x, linear unabhingig sind, folgt (\y — Ayy1)ay = 0 fiir
k= 1,2,...,n. Die paarweise Verschiedenheit der Folgeglieder \,, liefert oy = 0 fiir
alle k = 1,2,...,n. Dies widerspricht aber x, 1 # 0 und (1.32). Also kann (1.32) nicht
richtig sein, und {x1,xs, T3, ..., Tyy1} ist linear unabhéngig.
Es ist klar, dass (1.27) erfullt ist. Fir = € E, haben wir

n
Tr = E (6433
k=1

und daher
n n—1
()\n[ — K)I = Z()\n — )\k)aka:k = Z()\n — )\k)akxk ek, 4.
k=1 k=1

Es folgt die Eigenschaft (1.28). Da K kompakt ist, liefert Lemma 1.66 einen Widerspruch,
das heifit, A = 0 muss richtig sein. O]

1.74 Bemerkung. Aus Satz 1.73(c) folgt o(K)\{0} = 0,(K)\{0}. Zusammen mit
Proposition 1.70 zeigen die Abschnitte (a) und (d) von Satz 1.73, dass genau eine der
folgenden Moglichkeiten eintreten muss:
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(i) o(K) ist endlich;
(ii) o(K)\{0} besteht aus einer gegen 0 konvergierenden Folge.

1.75 Satz. Sei E ein separabler Hilbertraum und sei K € L(E) symmetrisch und kom-
pakt. Dann existiert eine abzdhlbare Hilbertbasis von E, die aus Figenvektoren von K
besteht.

Beweis. Wir schreiben \g := 0. Wegen Bemerkung 1.74 existiert eine (moglicherweise
endliche oder leere) Folge (\,;)neny € R\{0} von paarweise verschiedenen Eigenwerten
von A, so dass 0(A) = { Ao, A1, Ag,...}. Wie in Aufgabe 37 sieht man leicht, dass Ei-
genvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehéren, orthogonal sind. Wir setzen
E, :=N(\.I — K) fir n € Ny. Es gilt also

(1.33) E,lE, falls m # n.

Sei F:= @, cy, Bn. Wir zeigen, dass F' = E. Es ist klar, dass K(F) C F gilt.
Falls z in F* liegt, dann folgt fiir alle y € F, dass (y, Kz) = (Ky,z) = 0 gilt, also
K(FY) C F*. Der Operator K := K|p. ist ein kompakter symmetrischer Operator
im Hilbertraum F*. AuBerdem gilt o(K) = {0}: Falls K einen von Null verschiedenen
Eigenwert mit Eigenvektor # € F* besifie, dann wire x auch ein Eigenvektor von
K. Aber dies wiirde bedeuten, dass x € F, das heifit, z = 0. Widerspruch! Also gilt
o(K) = {0}. Korollar 1.72 liefert nun K = 0 und daher F+ C N(K) C F, das heift,
FL={0}. Alsogilt E=F@F-=F.

Nun bezeichne P die Orthogonalprojektion auf Ey. Falls S := {1, 29, x3,...} dicht
in E liegt, dann liegt { Pxq, Pxo, Pxs, ...} dicht in Ey: Fir x € Ej existiert eine Folge
(yn) € S, so dass y, — = in E. Weil P stetig ist, folgt Py, — Pz = x, und auerdem
(Py,) C P(S) C Ey. daher ist E, separabel. Wegen Satz 1.36 existiert eine abzéhlbare
Hilbertbasis fur Ey. Fir n > 1 wissen wir wegen Satz 1.73(b), dass dim F,, < oo und
dass eine endliche Hilbertbasis fiir F), existiert. Die Vereinigung dieser Hilbertbasen
der linearen Unterrdume E,, n € Ny, liefert eine abzahlbare Hilbertbasis von £ wegen
Lemma 1.33. O
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2 Sobolevraume

In diesem Kapitel sei 2 immer eine offene Teilmenge von RY. Fiir p € [1,00) und
u € LP(Q)) schreiben wir
||U||p = ||U||LP(Q),

wenn keine Unklarheit iiber €2 besteht.
Fir eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X und r > 0 setzen wir

Ur(A) :=U,(A; X) :={y € X |dist(y, A) <},
B,(A) = B.(A4; X) :={y € X | dist(y,A) <r},
Sr(A) =5, (A; X) :={y € X | dist(y, A) =r}.

2.1 Proposition. Sei v € C(QQ). Dann konvergiert die Glittung u® auf kompakten
Teilmengen von 0 gleichmdfig gegen u wenn € — 0.

Beweis. Sei K C Q kompakt. Wir wihlen gy > 0 so, dass B, (K) C Q gilt. Sei § > 0.
Da B.,(K) kompakt ist und u stetig, existiert 1 € (0, &¢], so dass

(2.1) Ve € (0,61]Va,y € Boy(K): (lx —y| <e = |u(z) —u(y)| <9).

Es folgt fiir € € (0,e1] und x € K, dass

ju () — u(z)] =

[t =vtatn uteh| < [ e = phuty) ~utoay < o
Be(x
weil B.(z) C B.,(K). Dies liefert ||u®—ul|o < d fir e € (0, 1] und daher die Behauptung.
[
2.2 Korollar. Fir p € [1,00) liegt C(Q2) dicht in LP(S).

Beweis. Zunéchst ist wegen Proposition 2.1 klar, dass C° in C, dicht liegt: Fir u € C,
konvergieren die trivialen Fortsetzungen von u® auf 2 gleichméflig in  gegen u. Die
Aussage folgt nun aus Lemma 1.35, weil C.(£2) in LP(Q2) dicht liegt (MaBtheorie!). [

2.3 Lemma. Sei K C Q kompakt. Dann existiert u € C°(Q2) mit u(x) = 1 fir alle
x € K und u(z) € [0,1] fiir alle x € Q.

Beweis. Da K kompakt ist, 0€)2 abgeschlossen und K N 00 = @, folgt ¢ :=
dist(K,09)/5 > 0. Wir setzen Kj := B.(K) und definieren v: 2 — R durch

(z) 0 dist(z, Kg) > ¢,
v(x) =
1 — dist(x, Ko)/e dist(z, Kg) < ¢
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Dann gilt wegen der Stetigkeit der Distanzfunktion v € C.(Q2), supp(v) = B.(Kp) =
By.(K), v(z) =1 fir € Ky und v(z) € [0, 1] fiir alle x € Q. Proposition 2.1 liefert fur
v® = p.*v, dass supp(v®) C B.(supp(v)) = Bs.(K), das heifit, v C C°(2.). AuBlerdem
folgt fir € K, dass B.(z) C K,. Die Eigenschaften von p. zeigen, dass v*(z) = 1. Da
pe > 0 erhalten wir

v¥(z) = /Qpe(x —y)v(y)dy € [0, 1].

Schliefllich definieren wir

) v(x) x € Qe
ul@) = {o r e O\, -

2.4 Satz (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Fine Funktion u € Li ()
erfiille

(2.2) / up =0 firalle p € C°(9).
Q

Dann ist u =0 in €.

Beweis. Zunéchst nehmen wir Q2] < co und u € L'(Q) an. Sei € > 0 vorgegeben. Wegen
Korollar 2.2 existiert u € C°(2), so dass ||u — ul|; < e. Wir setzen

Ky :={zx € Q|u(x) > e}, Ky :={x € Q|u(x) < —c}, K = K; UK.

Es folgt, dass die Mengen K, Ky kompakt sind und leeren Durchschnitt haben. Daher
gilt § := dist(K;, K3)/2 > 0. Wegen Lemma 2.3 existieren ¢; C C®(Us(K;)), so dass
wi(x) =1 fur alle z € K; und @;(z) C [0,1] fir alle x € Us(K;). Wir setzen ¢; trivial
nach Q fort und definieren ¢ := 1 — ps. Es folgt ¢ € CX(Q), p(x) =1 fir z € K,
p(x) = —1 fir z € Ky, und |||l < 1. Daher liefert (2.2)

ully < e+ [lull
:5+/ |u|+/|u|
O\K K
§€—|—€|Q|—|—/|u|
K

:s(1+|Q|)+/ up

K

:e(l—ir]Q])—l—/gugo—l—/g(ﬁ—u)gp—/mf(ﬂgo

<1410 +/us0+ i — allu @l +/ 1
Q O\K

§25(1+|Q|)+/ugp
Q

= 2e(1 4+ |92)).

32



LPDGL WiSe 2016/2017 2 Sobolevrdaume

Da e > 0 beliebig war, folgt ||u||; = 0, also u = 0 fast tiberall in Q.
Im allgemeinen Fall setzen wir

Q, = {z e Q|dist(z,00) > 1/n, |z| <n}, neN.

Dann ist €, fiir alle n € N offen, und Q,, C Q ist kompakt. AuBerdem gilt
Q=[]
neN

Der erste Schritt des Beweises, fir alle n € N auf u|g, angewandt, liefert u = 0 fast
iiberall in €. m

2.1 Schwache Differenzierbarkeit

Die bekannten Banachriume k-mal stetig differenzierbarer Funktionen BC*(Q) fiir
k € N sind keine Hilbertrdume. Wie wir im Kapitel iiber die Spektraltheorie kom-
pakter Operatoren gesehen haben, hat es viele Vorteile, in Hilbertrdumen (allgemeiner:
in reflexiven Rédumen) zu arbeiten. Fiir die Definition von Hilbertrdumen differenzier-
barer Funktionen bendtigen wir die im Folgenden beschriebene schwéchere Version von
Differenzierbarkeit.

Fiir Funktionen v € C'(Q2) und ¢ € C>(Q) liegt pu in CH(Q). Fir die triviale
Fortsetzung von @u auf RY gilt dann pu € CLRY). Fiir jedes i € {1,2,..., N} gilt
wegen des Hauptsatzes der Analysis (Integration beziiglich der i-ten Koordinate):

0= [ ot = /Q D (ou) = /Q (udhp + pOhu).

Hieraus gewinnen wir eine spezielle Form der partiellen Integration:

(2.3) /u&«p:—/&mp Vi=1,2,...,N.
Q Q

Iteration dieser Formel liefert fir v € C*(Q2) und einen Multiindex a der Ordnung
lafy < k:

(2.4) /Quao‘go— (—1)“'1/Qaau¢.

Im Folgenden verwenden wir (2.4) um schwache partielle Ableitungen von u zu defi-
nieren:

2.5 Definition. Seien u,v € L] _(©2) und « ein Multiindex. Dann ist v die schwache
partielle Ableitung zu « von w falls

(2.5) /Quﬁagoz (—1>lall/ﬂw Vi € C(Q).

In diesem Fall schreiben wir 0%u := v.
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Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, Satz 2.4, folgt sofort:

2.6 Lemma. Fulls eine schwache particlle Ableitung zu o von u € Li _(Q) existiert,

loc
dann ist 0®u in Li . eindeutig festgelegt.

2.7 Bemerkung. Falls u € C*(Q), dann liefert Lemma 2.6, dass jede schwache partielle
Ableitung bis zur Ordnung k mit der jeweiligen klassischen partiellen Ableitung fast
iiberall iibereinstimmt.

2.8 Bemerkung. Man kann zeigen, dass schwache Differenzierbarkeit, genau wie klas-
sische Differenzierbarkeit, eine lokale Eigenschaft ist: Falls u € L{ () und falls jedes

loc

x € Q eine offene Umgebung U, C 2 hat, so dass u|y, die schwache Ableitung 0;u be-
sitzt, dann existiert die schwache Ableitung 0;u in ganz €2 und stimmt mit den lokalen
schwachen Ableitungen tiberein.

Der Beweis benotigt den Begriff der Parakompaktheit und der glatten Partition der
Eins, die einer offenen Uberdeckung untergeordnet ist.

2.9 Proposition. Seien u,v € Li ().

(a) Sei a ein Multiindez, so dass 0*u und 0*v ezistieren, und seien A\, € R. Dann
gilt w:= Au+ pv € L (), es existiert 0w und es gilt:

0w = \0%u + po®v,
das heifst, 0% ist ein linearer Operator.

(b) Falls die schwachen Ableitungen von wu bis zu einer Ordnung k € N ezistieren,
dann gilt fir Multiindizes o, 8 mit |a|; + |81 < k, dass

0%(0°u) = 9°(0°u) = 9°*Fu.
(c) Falls w € C°(Q) und falls Ou existiert, dann existiert 0;(wu) = ud;w + woiu.

Beweis. (a) Dies folgt direkt aus Definition 2.5.
(b) Fiir p € C°(€2) haben wir

9*(0°p) = 0°(0%p) = 0"

Dann liefernDefinition 2.5 und Lemma 2.6 die Behauptung.
(c) Falls ¢ € C*(Q2), dann gilt

/Q(u&-w + woiu)p = /Qu(gpaiw — 0i(wp)) = — / wwd;p.

Q

Die Eindeutigkeit der schwachen partiellen Ableitung liefert die Behauptung. O]
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2.2 Grundlegende Eigenschaften der Sobolevraume

2.10 Definition. Seien p € [1,00] und k € Ny. Wir definieren denSobolevraum W*» ()
als den linearen Raum der Funktionen u € LP(S2), welche eine schwache partielle Ablei-
tung 0%u € LP(Q) fur alle Multiindizes o mit |«|; < k besitzen. Fir k& € Ny definieren
wir

H*(Q) == WH(Q).

2.11 Bemerkung. Die Definition impliziert W*P(Q) C W' (Q) falls [ < k, und
LP(Q)) = WOP(Q). Proposition 2.9(b) liefert 0%y € W (Q) falls u € W*P(Q) und
lal; < k — 1. Wegen Proposition 2.9(a) ist W*?(£2) ein Untervektorraum von LP(SQ).

Fiir u € WkP(Q) und 0 < n < k fithren wir die folgende Notation ein:

D"u :={0% | |a|; = n}

1/p
ID"ull, = ( 3 ||aau||p)

lali=n

ID"ulo = max{[|0%ul[oc | o] = 1}

2.12 Definition. Seien k € Ny und p € [1, 0o]. Fiir u € W*?(Q) definieren wir

1/p 1/p
ullwrr) == (ZHD”qu) = ( Z ||(‘)O‘u||g> falls p < oo

lafi <k
und i
lllvwsoe oy = max|[D"ulloo = max [|0%uoo-

Falls u,v € H*(Q), dann definieren wir

(U, V) ey = Z (0%u, 0“v)s.

o1 <k

Wie in Lebesgue-Raumen identifizieren wir Funktionen, die fast Uberall iibereinstimmen.
Dann ist || - |[y#r) eine Norm und (-, -)gr) ist ein Skalarprodukt, welches || - || g (o)
induziert. Also ist W*P(Q) ein normierter Raum und H*(€2) ein Innenproduktraum.

2.13 Lemma. Sei ) beschrankt. Dann gilt LP?(Q2) C LP*(Q) fir p1,pe € [1,00], pa > p1.
Auferdem ist die Injektion stetig.

Beweis. Falls p; < ps < oo, dann definieren wir g := ps/(p2 — p1), der zu ps/p; konju-
gierte Exponent. Die Holdersche Ungleichung liefert

p1/p2 .
g = from < ([10)(frr)™ = oriapuy

Fiir py = oo ist klar, dass ||Jull,, < |Q|Y"*||ul| gilt. O
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2.14 Lemma. FEs gelte u, — u in LP(Q) fir ein p € [1,00]. Dann folgt fiir alle q € [1, p]
und ¢ € Ce(Q), dass pu,, — pu in L1(S2).

Beweis. Sei U C Q) offen und beschrinkt, so dass supp(y¢) C U. Lemma 2.13 zeigt, dass
u, — w in LI(U). Falls ¢ < oo, dann folgt

lptn — @ullLoiq) = /U\un(x) — u(@)*|p(2)* dz < [l llun = ull @) = 0.

Falls ¢ = p = oo, dann folgt ||ou, — @u|ls < ||¢]oo||ttn — ullee — 0. O

2.15 Proposition. Fiir alle k € Ny und p € [1,00] ist W*P(Q) ein Banachraum, und
H*(Q) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Sei (u,) € WkP(Q) eine Cauchyfolge. Weil 0%u,, fiir alle Multiindizes o mit
la|i < k eine Cauchyfolge in LP(2) ist, existieren 1, so dass 0%u,, — i, in LP(§2), und
insbesondere existiert u € LP(Q2), so dass u, — u in LP(Q). Es reicht nun zu zeigen, dass
u € WEP(Q) und 9°u = 1, fiir alle Multiindizes o« mit |a|; < k gelten.

Seien p € C°(Q2) und |a|; < k. Lemma 2.14 zeigt, dass u,,0%¢ — u 0%p und ¢ 0%u,, —
o, in L'(Q). Es folgt, dass

/uaagp = lim U, 0%p = (—1)‘041 lim 0uy, @ = (_1)\041 / Unp.
Q Q

n—oo Q n—o0 QO

Da ¢ € C*(Q) beliebig war, liefern Definition 2.5 und Lemma 2.6, dass 0% = 1,
existiert. 0

2.16 Definition. Fiir p € [1,00) schreiben wir Wy*(Q) fiir den Abschluss von C>°(Q)
in W1?(Q). AuBerdem setzen wir

Hy () = Wy™(Q).
Dann ist W, (Q) ein Banachraum und H} () ist ein Hilbertraum.

2.17 Bemerkung. Man kann den Raum W,”(Q) ungefihr als den Unterraum der
Funktionen aus W'*(Q) verstehen, die “auf 92 verschwinden”.

2.18 Lemma. Seien p € [1,00) und Q beschrinkt. Dann gilt C1(Q) C Wy P(9).

Beweis. Sei u € C1(Q) fest gewihlt. Wir setzen u trivial nach RY fort, das heiit, u €
CH(RY). Fiir € > 0 sei u° die Gléttung von u. Falls € < dist(supp(u), 0Q) ist, dann gilt
supp(u®) C €. Da Q kompakt ist und d;u® = p. * (O;u), liefert Proposition 2.1

(2.6) u —u in C*(Q) wenn & — 0.

Fiir ausreichend kleine € erhalten wir u® € C2°(Q2). AuBerdem zeigt (2.6), dass u® — u
in H'(Q) wenn & — 0. Also muss u € H} () gelten. O
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2.19 Proposition. Seien Q beschrinkt, f € C1(R) so, dass f’ beschrinkt ist, p € [1,00)
undu € Wy P(Q). Dann gilt v = fou € W'"(Q) und die schwachen Ableitungen erfillen
O = (f ou)dsu fiir allei € {1,2,..., N}. Auferdem gilt fou € Wy *(Q) falls f(0) = 0.

Beweis. Sei M := supg|f’|. Wir wéhlen (u,) C C°(Q), so dass u,, — w in WHP(Q2). Aus
u, — u in LP(QY) folgt dann

I o= foulf = [ [Fun(a) = fu@)lPde < 207 [ (o) = ule)? da
— M =l 0,
das heif}t,
(2.7) fou,— fou  in LP(Q).
Sei nun i € {1,2,..., N} fest gewéhlt. Wir zeigen, dass
(2.8) (f" o up)Oiu, — (f' o u)dsu in LP(2).

Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass u, () — u(z), fast iiberall
Q. Die Stetigkeit von f’ liefert

|(f ouy, — f ou)du| — 0 fi. in Q.
AuBlerdem gilt
(' 0ty — f' 0 w)du| < 2M|Bu] € L().

Daher zeigt der Satz der dominierten Konvergenz von Lebesgue, dass
(2.9) |(f o up — f ou)dsull, — 0.

Des Weiteren wissen wir, dass d;u,, — 0;u in LP(€2). Wir rechnen:

1(f" © un)Osti, — (" 0 u)Osullp
< I(f" 0 un) Ot — (" 0 un)Osullp + [1(f” © wn)Osu — (f" 0 w)Osul|,
< MHazun - aiu“p + ”(f/ O Up — f/ © u)@‘“”p
— 0,

wegen (2.9). Nun folgt (2.8) mittels eines einfachen Widerspruchsarguments.

Weil (f" o u,,)0;u, die klassischen partiellen Ableitungen von f o u, sind, liefern (2.7)
und (2.8), dass f o u, eine Cauchyfolge in W1P(Q) ist. Diese Folge konvergiert gegen
die Funktion f ou, die daher die partiellen Ableitungen (f’ o u)0d;u besitzen muss. Falls
£(0) = 0 gilt, dann folgt f owu, € C(Q) C W,P(Q) fiir alle n, wegen Lemma 2.18. Dies
liefert fou € Wy 7(Q). O

Fiir eine reellwertige Funktion u setzen wir ™ := max{0,u} und u~ := max{0, —u},
sodass ut > 0und u = ut —u~ gelten.

37



LPDGL WiSe 2016/2017 2 Sobolevrdaume

2.20 Proposition. Seien Q beschrinkt, 1 < p < oo und u € Wy ?(Q). Dann gilt
lul, u* € WyP(Q). Die schwachen Ableitungen sind

. >
i () = Oiu, falls u(x) > 0, i () = 0, falls u(x) >0,
0, falls u(z) <0, —0;u, falls u(z) <0,
und
oiu, falls u(z) > 0,
Oilu|(z) = < —du, falls u(x) < 0,
0 falls u(x) = 0.

Beweis. Zuerst behandeln wir die Funktion u*. Fir ¢ > 0 definieren wir f.: R — R

durch
£(t) = {\/t2+€2 — g, t >0,

o t<0.
Wegen f.(t) = t?/(vVt2 + &2 +¢) fir t > 0 gilt f € C(R) und

¢
flit) = { Ve >0,
0 t <0.

Auflerdem gelten f(0) =0, |f'(¢)] < 1, |f(t)] < ¢ und f.(t) — max{t,0} wenn ¢ — 0,
fur alle t € R. Fiir ¢t > 0 haben wir f/(¢) — 1 wenn ¢ — 0.
Seii € {1,2,..., N} fest gewéahlt. Wir definieren

o;u, falls u(z) > 0,
v(x) =
0, falls u(z) < 0.

Auflerdem definieren wir
At :={z € Q| u(x) > 0}.
Fir alle x € A" gelten dann |f:(u(z)) — u(z)| < 2|u(z)| und lim._o fo(u(x)) — u(z).
Mit dem Satz der dominierten Konvergenz von Lebesgue folgt
Hfg ou— U+HLP(Q) = Hfs ou — U||Lp(A+) — 0 wenn € — 0.
Es gilt flou — 1 in AT. Nochmals mit dem Satz von Lebesgue erhalten wir

| (fLouw)0iu —v|lr) = ||(fiou—1)0iullLra+)y = 0 wenn € — 0.

Wegen Proposition 2.19 ist (f! o u)d;u die schwache partielle Ableitung von f. o u. Wir
haben also gezeigt, dass f.ou — u™ in WHP(Q) wenn & — 0, und dass d;u™ = v gilt. Da
£-(0) = 0 gilt fir € > 0, liefert Proposition 2.19 f. o u € Wy (Q) fiir alle e. Wir folgern
ut € WyP(Q).

Indem wir —u betrachten, erhalten wir das analoge Resultat fiir u~. Die restlichen
Behauptungen folgen dann aus |u| = u™ +u™. O
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2.3 Stetige Einbettungen

Fiir zwei normierte Raume F, F' soll £ — F' bedeuten, dass E C F' gilt und dass eine
Konstante C' > 0 existiert mit ||z||r < C||z|| g fir alle x € E. Mit anderen Worten ist
die Einbettung £ — F', x + x, ein beschrankter linearer Operator.

2.21 Definition. Sei p € [1, N). Wir definieren den Sobolevezponenten der Dimension
N zum Fxponenten p durch

«._ Np
p L N _ p
und bemerken, dass gilt:
1 1 1
2.10 —=—-—— und p*>p.
(2.10) p p N

2.22 Satz (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Sei p € [1,N). Dann ezistiert eine positive
Konstante C' = C(N,p), so dass

(2.11) I

p < C|Dulf,
fiir alle uw € CLRYN) gilt.

Beweis. Sei u € CH(RY) fest gewihlt. Zunichst nehmen wir p = 1 an.
Wir definieren v € C.(RY) durch v(x) := max,|9;u(x)|. Fir alle i = 1,2,..., N und
x € RY gilt dann

T
U({E) = / aﬂL(l’h oy .oy Li—1,Yis Lit1y - - - 7:)31\7) dyz
—0

und daher
o0
lu(z)| < / V(z1, T2, . L1, Yiy Tig1,s - - -, TN ) A

[ee]

Es folgt

N L

N
(2.12) lu(z)|7—1 < H(/ U($1,$2,...,xi_l,yi,xi+17...,.’I/'N)dyz‘)
1 —00

=

Wir integrieren (2.12) beztiglich z;. Mit Aufgabe 48 folgt dann

+00 N +oo N o0 ﬁ
[ i< [T van) " e

i=1

+o00 ﬁ “+o0o N +o00 ﬁ
(2.13) = (/ vdy1> / H(/ vdyi) dxy

=2

+00 ~ N +oo  pdoo Nt
< </ v dyl) H (/ / vda dyi) )
-0 i—2 —0o0 —0o0
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Auf dieselbe Art und Weise rechnen wir, indem wir (2.13) beztiglich x5 integrieren:

“+00 “+00 N
/ / |u| ¥=T da;y dag
+o0 +o00 ﬁ
< (/ / vdwzy dyz)
+o0 +0o0 +00 +00 1,1
X / (/ Udyl) (/ / vdz dyz> dxs
+oo  pFo0 oo ptoo 7,1
< </ / vdax dyg) (/ / vdyy dxg)
+oo  ptoo ptoo ﬁ
X H (/ / / vdxy day dyi) )
i=3 —o00 J—oo J—o0

Wenn wir nacheinander die Integrationen beziiglich x3, x4, ...,y durchfithren, erhalten
wir also

N +00 +o0 T =
(2.14) NL < H(/ / vdrydzg -+ - dy; - - - de) = (/ v> )
=1 RN

Dies liefert

e, < [ o< [ Dau\ Znaunl—nDunh

also die Behauptung fiir p = 1.

Nun nehmen wir 1 < p < oo an und wenden (2.14) auf die Funktion w := |u|” an,
wobei wir v > 1 spéter festlegen werden. Fiir die Funktion f(¢) := |¢t|7 gilt f'(t) = v[t|" ™2t
und daher d;w = v|u|""?ud;u und

(2.15) max|dpu| = lul" " max|dul.
Es folgt
&
([¥) ™ <o [ udiion
RN RN =

p—1

1
(2.16) < ,y( |ul o= 11)p) ! ( maX|8 u’p> '
RN RN =1

L
(y=Up p
< 7( [l ) IDull,.
]RN

N _ (v =Dp
N -1 p—1

Wir wéhlen v so, dass
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gilt, das heif3t,

p(N —1)
= > 1
Es folgt
YN (y=Dp _ , N-1 p-1 1
= =p und — = —.
N -1 p—1 N P p*
Dabher liefert (2.16)
[ullps < lIDullp. =

2.23 Korollar. Seien Q beschrinkt, p € [1,N) und q € [1,p*]. Dann existiert eine
positive Konstante C' = C(N,p,q,2), so dass

lully < C|[Dull,
fiir alle uw € WyP(Q) gilt. Daher haben wir Wy () < LI(Q).

Beweis. Sei u € W,"(Q) gegeben und sei (u,) € C>°(Q) gemif der Definition von
W, ?(Q) so gewdhlt, dass u, — u in W(2). Dann gelten ||u,, — u|, — 0 und ||Du, —
Dul|, = 0. Satz 2.22 liefert C}, = C1(N,p), so dass

|t — tnllpr < C1||Dtty, — Dyl

fiir alle m,n € N. Daher ist (u,) eine Cauchyfolge in LP"(Q2) die gegen ein v € LP" ()
konvergiert. Wegen p* > p zeigt Lemma 2.13, dass u,, — v in LP(Q)), das heifit, u = v €
LP"(Q). Nochmals mit Satz 2.22 folgt

[unllps < Crl|Dunlfp.
Nach dem Grenziibergang n — oo erhalten wir
[ullp» < Cr[[Dully.
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 2.13 fiir beliebiges ¢ € [1, p*]. O
2.24 Proposition (Poincaré-Ungleichung). Es ezistiert C' > 0, so dass
[ull2 < C[Dull2
fir alle u € H}(Q).

Beweis. Fall N > 3: Dies ist eine direkte Folgerung aus Korollar 2.23, weil 2 < N und
2 < 2% gelten.

Fall N = 2: Wir wéhlen ¢ € (1,2), so dass ¢* = 2¢/(2 — q) > 2 gilt. Aus Lemma 2.13
and Korollar 2.23 erhalten wir (mit wechselnden Konstanten C)

[ull2 < Cllu

¢ < C[[Dully < C[Dull,.
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Fall N = 1: Sei Q = (a,b). Zunichst nehmen wir « € C}(2) an. Dann gilt

und daher

o< [lulas

(2.17) lulloo < I/, fiir alle uw € CL(€Q).

fir alle z € Q. Es folgt

Nochmals mit Lemma 2.13 liefert dies
(2.18) lulls < Cllulleo < Cllu' |1 < C||1||2 fur alle u € C’CI(Q)

Fiir allgemeines v € H} (Q) existiert (u,) € C(2), so dass u, — v in H'(2). Dann gilt
also ||un|l2 = |lull2 und ||ul, |2 — ||u'|]2. Die Behauptung folgt nun aus (2.18). O

]

2.4 Der Satz von Rellich-Kondrakov

Fiir einen kompakten metrischen Raum X und a € (0,1] bezeichne C%%(X) den Ba-
nachraum der Holderstetigen Funktionen u: X — R mit der Norm

HUHCO"*(X) = ||ullos + [u]a,X-

2.25 Proposition. Seien a < b, Q0 := (a,b) C R und p € (1,0]. Fir alle u € Wy (Q)
existiert v € CO'VP(Q), so dass u = v in c.t.p. Dies induziert eine stetige Einbettung
Wy (Q) = CO=VP(Q). Auferdem ist die Injektion Wy P (Q) < LU(Q) kompakt fiir alle
q € [1,00].

Beweis. Wir setzen v 1= 1 — % falls p < oo und v = 1 falls p = oo. Sei u € C1(Q).
Zunichst nehmen wir p < oo an. Fiir z,y € Q, z < y, folgt, dass

Yy
§/ |u'| ds
([ 1ds) (/ |u|pds) ~ IDull Jo — "

[u],q < [IDullp.

() —u(y)] = | [ o(s)ds

Daher gilt

Fiir p = 0o und a < x < y < b erhalten wir, dass

u(z) —u(y)| < vl |z -yl
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und daher
[u];5 < [[Dul|o.

In beiden Féllen folgt aus Lemma 2.13 und (2.17), dass eine Konstante C' > 0 existiert
mit

(2.19) ullgon @y < Cllullwriry — fiir alle u € C2 ().

Fiir ein beliebiges u € W, 7(Q) existiert (u,) € C®(Q), so dass u,, — u in WHP(Q)
gilt. Wegen der stetigen Einbettung WP — LP(Q) folgt

(2.20) up, —>u in LP(Q).

Die Ungleichung (2.19) zeigt, dass (u,) eine Cauchyfolge in C%7(Q) ist. Es konvergiert
also u, — v in C%(Q) fiir ein v € C%7(Q). Weil

C(Q) — C(Q) — LP(Q)
gelten, folgt
Uy =V in LP(Q).

Daher liefert (2.20) v = v f.ii., d.h., u € C%'~1/?(Q) (wegen der iiblichen Identifikation
von f.ii. iibereinstimmenden Funktionen in Sobolevrédumen). Wir haben also WyP(Q) C
CO1=1/P(Q) gezeigt. Wenn wir beriicksichtigen, dass

[unllcon@y = llullcon@y — und flunllwio@) = [[ullwiz@)

gelten, dann folgt (2.19) fiir alle u € W,*(Q2), und daher ist diese Einbettung stetig.
Fiir v € (0,1] ist jede beschrinkte Teilmenge von C%V(Q) eine gleichgradig steti-

ge Funktionenfamilie. Daher liefert der Satz von Arzela-Ascoli, dass die Einbettung

C%(Q) — C(Q) kompakt ist. Damit ist auch die Komposition stetiger Einbettungen

WyP(Q) = C¥(Q) — C(Q)— LYQ)

kompakt

kompakt. [

Fir die allgemeine Dimension N € N liefert Korollar 2.23 eine stetige Einbettung
Wy (Q) — L), falls Q beschrénkt ist, p € [1, N) und ¢ € [1, p*]. Analog zu Proposi-
tion 2.25 interessiert uns ihre Kompaktheit.

2.26 Satz (Rellich-Kondrakov). Seien p € [1,N) und q € [1,p*). Dann ist die Einbet-
tung W, ?(Q) < LI(Q) kompakt.

Beweis. Im Folgenden stehe C' fiir wechselnde Konstanten, die jeweils weder von € noch
von n abhingen. Zunachst nehmen wir an, dass (u,) € C(2)

(221) ||un||W1p(Q) <C Vn € N
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erfiillt. Sei uf, € C°(RY) die e-Gléttung der trivialen Fortsetzung von u,, auf RY.
Wir wihlen eine beschrinkte offene Menge V' C RY mit Q C V. Es folgt

(2.22) Ve < &g := dist(Q,0V): supp(us) C V.
Wir zeigen, dass
(2.23) U, — Uy in LY(V) wenn € — 0, gleichmafig in n.

Fur festes x € V rechnen wir:

i) = wn) = | [ pele = p)unly) - un<x>>dy\

RN

[0 [ Tt pasay
Ue(0
[ 0w) [ 9ate = syl s
UE(O
[ nw) [ 1u - splasay
U:(0) 0
1
8/ pg(y)/ |Vu,(z — sy)|; ds dy.
Ue(0) 0
Integration dieser Ungleichung iiber V' liefert
1
Jli@ - w@lae e [ [ p) [ Vil - sl dsdyds
v v JU.(0) 0
1
26/ / ps(y)/|Vun(x—sy)|1dxdyds
<sHDun||1/ / y) dy ds

= [ Dunlls,

N

p=(y) (un(z — y) — un(x)) dy‘

Fe

IN

IN

IN

und daher wegen (2.21) und Lemma 2.13
(2.24) |luS, — un||1 < Ce, Vn € N Ve € (0,¢9).
Andererseits zeigt zunéchst Korollar 2.23, dass

44



LPDGL WiSe 2016/2017 2 Sobolevrdaume

Die Holder-Ungleichung liefert fir n € N, dass

@I < [ pa =l dy

p—1 1
z/Npe(x—y) 7 pe(x—y) P
R
1

<( [ ote-n dy)pz*l ([, pete =l ar)’

1
£

= (/RN pe( — ) |un(y)[” dy)p ,

und daher fiir alle € € (0,¢q), dass
f= [ @l s
RN

< / / pe( — ) un(y)”” dy da
]RN RN
< [ P [ oo y)dedy

= /:Zlun(y)

*

un(y)| dy

[,

R
p* dy

= ||lun|l}-
Zusammen mit (2.25) erhalten wir
(2.26) |u;, — up|lp» < C fir alle € € (0,e0), n € N.

Wegen 1/p* < 1/q <1 existiert 6 € (0, 1] mit

1 1
q p
Es folgt
1 P’ (1—0)q
— =1, >1 und 0q + =1
0q (1—10)q p*

Fiir beliebiges v € LP" (V) liefert die Holder-Ungleichung

(1-0)q

Oq ¥
_ * 0 1-6
T e N %( / |v|) (/ |v|P) — el G0
1% 1% RN RN

Eine Anwendung dieser Tatsache auf uS — u, liefert zusammen mit (2.24) und (2.26)

uy, — unllg < [Jus, — |91, — ;*—0 < Cef VYn € N, Ve € (0,¢)

und daher (2.23).
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Wir zeigen nun

fir alle e € (0,&9) ist die Folge (uf), beschréinkt und gleichgradig

(2.27) stetig.

Dazu wihlen wir feste ¢ € (0,¢9) und z € RY, und beachten, dass wegen (2.25) und
Lemma 2.13 gilt:

. C
@I = [ oo =)l dy < ol < 5 < oc

fur alle n € N. Hieraus folgt, dass ||ug |/« beschriankt bleibt wenn n — oco. Auflerdem
rechnen wir fir alle i =1,2,..., N:

. c
)] < [ 10w =)l )] dy < W0ip el < i <

fur alle n € N. Dies zeigt, dass ||DuS || beschrankt bleibt wenn n — oco. Diese Eigen-
schaften zeigen (2.27).

Mit Hilfe eines Diagonalprozesses und (2.27) gehen wir zu einer Teilfolge von (uy,)
iiber, so dass fir alle £ € N die Folge u/* in C (V) konvergiert. Wir zeigen, dass diese
Folge (u,) in L9(€2) konvergiert. Sei dazu § > 0. Dann existiert wegen (2.23) ein k € N,

so dass 1/k < g und ||u, —u! "l < 8/3 fiir alle n € N gelten. AuBerdem existiert wegen

(2.27) ng, so dass ||u}n/k - ui/qu < §/3 fir alle m,n > ny. Es folgt fir alle m,n > ny,
dass

et = tinlly < Mot — g llg + g™ = w/™llg + ll/* = wally < 6.

Dies zeigt, dass (u,,) eine Cauchyfolge in L(V') ist, das heift, (u,) konvergiert in L?(£2).

Um den Beweis abzuschlieBen, nehmen wir an, dass (u,,) € W, (Q) beschrénkt ist. Es
gibt Funktionen v, € C°(Q), so dass ||u, — v ||wir) < 1/n fir alle n € N. Dann bleibt
auch [|vy, [|w1s (o) beschréinkt wenn n — oo, und wegen dem vorher gezeigten konnen wir,
nach Ubergang zu einer Teilfolge, die Konvergenz v,, — u in L(€Q) annehmen, mit einer

Funktion u € L9(€2). Es folgt
[un = ullg < [ltn = vallg + [Jvn — ullg = 0. 0
2.27 Korollar. Die Einbettung H}(Q) < L?(Q) ist kompakt.

Beweis. Fall N > 3: Dies ist eine direkte Folgerung aus Satz 2.26.
Fall N = 2: Wir wihlen ¢ € (1,2). Es folgt ¢* = 2¢/(2 — q) > 2. Wegen Lemma 2.13
and Satz 2.26 erhalten wir Einbettungen

HYQ) = W (Q) — LYQ).

kompakt

Fall N = 1: Dieser Fall ist in Proposition 2.25 enthalten. O]
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3 Elliptische partielle Differentialgleichungen

In diesem Kapitel sei  C RY eine beschrinkte offene Menge.

3.1 Partielle Differentialoperatoren

Uns interessieren Losungen u(z) von Gleichungen der Form

{—Au(m) + c(z)u(z) = f(x), x €,

(3:1) u(z) =0, x € 0f),

wobei ¢, f € C(Q). Falls v € C?(Q) N C(Q) (3.1) erfiillt, dann folgt fiir belicbiges
v € C*(Q) aus dem Gauflschen Integrationssatz

/(Vu Vo + cu<p) = /(—Au + cu)y
Q Q
und daher

(3.2) /Q<Vu -V + cucp) = /Qfgo fir alle p € C°(Q).

Diesen Vorgang nennt man die Gleichung (3.1) mit ¢ testen. Gleichung (3.2) ergibt
aber auch Sinn, falls wir nur annehmen, dass u € L, (Q) schwache Ableitungen erster

Ordnung besitzt, dass ¢ € L=(Q2) liegt und dass f € L} () liegt. Die Funktion u kann
somit als schwache Losung von (3.1) aufgefasst werden, falls (3.2) gilt und falls sie in
geeigneter Form auf 0€) verschwindet. Dies liefert die Motivation, schwache Losungen
in den Réumen W,"(Q) zu suchen. Fiir die lineare Theorie reicht es aus, sich dabei
auf den Fall p = 2 zu beschrinken, d.h., schwache Lésungen in Hj(f2) zu suchen. Ist
f € L*Q) und ist u € H}(Q) eine schwache Lésung von (3.1), dann gilt (3.2) sogar fiir
alle p € H}(Q), weil C(Q) in H}(Q) dicht liegt. Der Einfachheit halber werden wir
(3.2) daher fiir diese grofiere Klasse von Funktionen ¢ fordern.

Bemerkung: Sei E ein normierter Raum und sei B: F x E — R bilinear. In Aufga-
be 33 wurde gezeigt, dass B genau dann stetig ist, wenn

IBllc2(er) == sup |Blz,y]|
z,yeS1E

endlich ausfillt. Mit £2(E, R) bezeichnen wir den Vektorraum der bilinearen Abbildun-
gen Ex E — Rmit || - || z2(gr) < 0o. Wie im Beweis von Proposition 1.7 kann man leicht
zeigen, dass || - || c2(g r) eine Norm in £2(E, R) ist, die diesen Raum zu einem Banachraum
macht.

Wir wollen nun allgemeinere Differentialoperatoren als in (3.1) betrachten und geben
daher die
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3.1 Definition. Seien a;;,b;,¢ € L>(Q) fir i,j € {1,2,3,..., N} gegeben. Wir De-
finieren einen (formalen) partiellen Differentialoperator in Divergenzform L durch den
Ausdruck

N N
i=1

ij=1

und die zu L gehorige Bilinearform B durch

(3.4) Blu,v] == /Q< i a;j0ud;v + ébi(@u)v + cuv).

ij=1

Fir f € L*(Q) heifit eine Funktion v € H () mit

(3.5) Blu,v] = (f,v)2 fiir alle v € Hy(9)

eine schwache Lésung der linearen partiellen Differentialgleichung mit Randwerten

{Lu = f, in Q,

3.6
(3.6) u =0, auf 0€2.

Da uns wegen der physikalischen Anwendungen urspriinglich klassisch differenzierbare
Losungen interessieren, geben wir eine parallele Definition fiir diesen Fall:

3.2 Definition. Seien a;;,d;,c € C(Q) firi,j € {1,2,3,..., N} gegeben. Wir Definieren
einen (formalen) partiellen Differentialoperator in nicht-Divergenzform L durch

N N
ij=1 i=1
Fiir f € C(Q) heiit eine Funktion v € C?(Q) N C(Q) mit
Lu = f, in €,
3.8
(3:8) { u =0, auf 0,

eine klassische Losung dieser linearen partiellen Differentialgleichung mit Randwerten.

3.3 Bemerkung. (a) Wir nennen die oben eingefithrten Differentialoperatoren for-
mal, da wir sie zunachst nicht als wohldefinierte lineare Operatoren zwischen kon-
kreten Funktionenrdumen auffassen, sondern nur als Differentialausdriicke.

(b) Falls a;; € C(Q) fir 4,5 € {1,2,3,..., N} gilt, dann korrespondieren die Ope-
ratoren in Divergenz- und nicht-Divergenzform vermoge d; = b; — Z;\le 0;a,;. In
diesem Fall kann man klassische Losungen finden, indem man zunéchst die Exi-
stenz schwacher Losungen beweist, und dann mit Hilfe einer Regularitatstheorie
zeigt, dass diese schon klassisch sind. Fiir die Existenztheorie konzentrieren wir
uns hier auf schwache Losungen, und fiir die qualitative Theorie auf klassische
Losungen.
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(c) Da man urspriinglich an klassischen Losungen u von (3.8) interessiert ist und da
fir diese 9;,0;u = 0;0;u gilt, folgt

N N N N i+ a
aijajaiu = aﬁaﬁju = ajiajaiu = — @-@'u,
2
1,j=1 1,j=1 1,j=1 3,j=1

mit symmetrischer Matrix ((%)) Man setzt darum in der Regel gleich vor-

aus, dass a;; = a;; gilt.

3.2 Der Satz von Lax-Milgram

Die Definition schwacher Losungen liefert sofort die Idee, schwache Losungen zu (3.6)
mittels einer Art Fréchet-Rieszschen Existenzsatzes zu erhalten, der fiir Bilinearformen
gilt, die allgemeiner sind als Skalarprodukte (insbesondere nicht-symmetrisch):

3.4 Satz (Lax-Milgram). Seien E ein Hilbertraum, B € L*(E,R) und o > 0 mit
(3.9) Blz,z] > a||z||% fir allex € E
gegeben. Dann existiert fir alle f € E' ein x € E, so dass

((f,y)) = Blzx,y] fiir alle y € E.

Auferdem ist die Abbildung f — x ein Banachraum-Isomorphismus E' — E.

Beweis. Weil B[z, | € E' fur alle x € E gilt, existiert wegen des Satzes von Fréchet-Riesz
(Satz 1.26) ein linearer Operator A in F mit

(3.10) Blz,y] = (Az,y) fur alle z,y € F.
Fir x € E haben wir
(3.11) |Az|* = (Az, Az) = Blz, Az] < || Bl c2ep |2 || Az,

d.h., A € L(FE). Also folgt aus (Azx,z) > af|x||? fiir alle z € E mit Satz 1.29(b), dass A
ein Banachraum-Isomorphismus ist.
Fir f € E’ liefert uns wiederum der Satz von Fréchet-Riesz z € E, so dass

(3.12) (f,y)) = (z,9) fir alle y € E.

Daher hat x := A~'z die gewiinschten Eigenschaften. O
3.5 Definition. Es gelte a;; = a;; fur alle 4,5 € {1,2,3,..., N}. Ein linearer partieller
Differentialoperator heiflt gleichmdf$ig elliptisch in €2, falls eine Konstante 6 > 0 mit

N
(3.13) Z aij(z)viv; > 0ol fiir alle z € Q, v € RY

3,j=1

existiert.
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3.6 Proposition. Seien L ein gleichmdfig elliptischer Operator in Divergenzform und
B die zugehérige Bilinearform wie in Definition 3.1. Dann gilt B € L*(H}(Q2),R) und
es gibt a« > 0 und v > 0, so dass

Blu, ) +1ulf = allldyq,  fir alle u e HY(®)
gilt.

Beweis. Wir rechnen fir u,v € H}(Q):

N
N
|Blu,v]] <) Nlaggllooll Oz 105012 + max |[bs|oo | Gstulla|[v]]2 + [l€lloo lull2][v]]2
i,j=1

< Cllull apyllvll a2 -

Daher gilt B € £2(H}(2),R).
Die Elliptizitit von L liefert fiir  wie in (3.13) und u € H} ()

oIDul} =6 [ |Vul
Q

N
S/Zaij&»uaju
QO

(3.14) i.j=1
N
= Blu,u] — / <Z bi(aiu)u—l—ch)
8 Ni=1
N
< Blu,ul + bl Dzl + el

Weil st < (s + t2)/2 fiir s,¢ > 0 gilt, haben wir fiir beliebiges & > 0

1
IDullafls = (V2 [Duls) (—=llull ) < Dl + -l

Ll
—||U
\V32e 2

Wir wahlen nun € > 0 so klein, dass

)

N
, < Z
5%1:&1}(”6%”00 =9

und daher .
N
max by |oo || Du|2|ullo < §HDUH§ + Cllull3

gelten. Dann folgt aus (3.14)

0

0
llellirg o) = S UDull3 + [lul3) < Blu, u] + Clluls,

die Behauptung. O
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3.7 Bemerkung. Wenn ¢ > 0 gilt, dann folgt aus (3.14) fir L = — ijzl 0;a;;0; + ¢,
dass
Blu,u] > 6|[Dulf3.

Die Poincaré-Ungleichung Proposition 2.24 liefert C' > 0, so dass ||ul|3 < C||Du||3, also
el ) < (€ +1)[[Dulf} gilt. Zusammen ergibt dies
0

7
Blu,u] = C—HHU”%(Q)
fiir alle w € H} (). In dieser Situation konnen wir also in der Aussage von Proposition 3.6
v = 0 wahlen.

3.8 Satz. Sei L ein elliptischer Operator in Divergenzform mit zugehoriger Bilinearform
B. Dann existiert v > 0 mit der folgenden Figenschaft: Falls pn > v, dann existiert zu
jedem h € H} () genau eine Funktion w € H}(Q) mit

(3.15) ((h,v)) = Blu,v] + p(u,v)s fiir alle v € Hy(Q).

Wir schreiben Ly, := L+ p und L;*h := u. Dann ist L;' € L(H5(Q), Hy(Q)) ein
Banachraum-Isomorphismus.

Insbesondere existiert fiir jede Funktion f € L*(Q) eine eindeutige schwache Lésung
von

L = n )
(3.16) {u—l—/m 1, in §,

u =0, auf 0S.

Beweis. Wir wahlen ~ fiir L wie in Proposition 3.6. Fiir beliebiges p > v definieren wir
die bilineare Funktion B, € L£?(H}(Q2),R) durch

B, [u,v] := Blu,v] + p(u, v)s.

Diese Bilinearform B, gehért zum elliptischen Operator in Divergenzform L, [u] := Lu+
pu, so wie in Definition 3.1. Wegen Proposition 3.6 existiert a > 0, so dass

Bylu,u] > allull g1 o) fiir alle u € HJ ().

Fiir h € H}(Q)' liefert nun Satz 3.4 ein u € H}(2) mit (3.15), und die Abbildung h > u
ist ein Banachraum-Isomorphismus.

Sei nun f € L?*(f2) beliebig. Wir definieren eine lineare Abbildung h: Hi(Q) — R
durch hfu] := (f,u)s. Es gilt dann fiir jedes u € Hy (), dass

|hfu]] = [(f, wel < fllallwlle < [1fll2llullm @),
d.h., h € H}(Q)" und
(3.17) 1Al gy < [ fl2-
Daher kénnen wir obiges Resultat auf 7 anwenden und erhalten v € H{(£2) mit
Blu,v] + plu,v)e = ((h,v)) = (f,v)2 fiir alle v € Hy(9),
d.h., eine schwache Losung von (3.16). O
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3.9 Beispiel. Fir L = —A + ¢ mit ¢ € L*(Q2) und ¢ > 0 liefert Bemerkung 3.7, dass

—Au+ cu = f, in €,
u =0, auf 02

fir alle f € L?(Q) eine eindeutige schwache Losung besitzt.

3.3 Fredholm- und Spektraltheorie von partiellen
Differentialoperatoren

Um die Theorie der schwachen Losbarkeit von elliptischen linearen partiellen Differenti-
algleichungen zu vertiefen, wollen wir die auftretenden formalen Differentialoperatoren
als echte lineare Operatoren zwischen konkreten Hilbertrdumen auffassen. Dazu schrei-
ben wir in diesem Unterkapitel £ := H}(Q2) und V := L*(Q). Weiterhin bezeichnen
(-,-yp und (-, )y die zugehorigen Skalarprodukte.

Seien in diesem Unterkapitel durchgéngig L ein (formaler) gleichméBig elliptischer
Operator in Divergenzform und B € £?(E,R) die zugehérige Bilinearform. Fiir 4 € R
definieren wir L, := L+ pu und die zu L, gehorige Bilinearform B, = B+ pu(-, )y, d.h.,
L = Ly und B = B,. Wir fassen den Operator L,, durch L,u := B),[u, -] als Element von
L(E,E') auf: Fir v € E und v € E' gilt |((Lyu,v))| = |Bu(u,v)| < [|Bulllull||v]l,
dh., L,u € E' und || Lyul| < [|B,l/||u|]. Dies wiederum liefert L, € L(E,E’) und
| Ll < ||B,||. Wahlen wir auflerdem v > 0 und « > 0 fiir B wie in Proposition 3.6 und
nehmen fiir alles Weitere immer p > « an, dann zeigt Satz 3.8, dass L, ein Banachraum-
[somorphismus ist.

Wir interessieren uns fiir schwache Losungen v € E der Gleichung

Lu=f, in €,
3.18
( ) { u =0, auf 0,
wobei f € V liegt. Mit obigen Bezeichnungen ist (3.18) zu folgendem Problem dquivalent:
L,u= f+ pu, in €2,
3.19 g
( ) { u =0, auf 0.

Es reicht also, fir die Auflosung von (3.18) lediglich (3.19) zu betrachten. Formal ist
u € E eine Losung von (3.19) genau dann, wenn

-1 —1
(3.20) w—pl;u="L_"f

gilt.

Um die Alternative von Fredholm (Korollar 1.68) auf (3.20) anwenden zu konnen,
miissen wir diese Gleichung mit Operatoren schreiben, die einen Hilbertraum zurtick in
sich abbilden. Mit n bezeichnen wir dazu die Einbettung von F in V. Es folgt fiir u € E:

lnully = flullz < lullmy) = lulle,
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d.h., [[n]lze,v) < 1. Wir definieren ©: V' — E’ durch

<<79U7U>> = <uanU>V'
Es folgt
(W, o)) < lullvlInvlly < flullvlvlle
und daher Ju € E' mit ||Ju|lp < ||ul|y. Dies wiederum liefert ¥ € L(V,E’) und
19| zev,ery < 1. Wir erhalten das Diagramm

(3.21) E-Lv-5LE

In dieser Situation spricht man allgemeiner auch von einem Gelfand- Tripel, wenn 1 und
¥ injektiv sind und dichtes Bild haben. Wir definieren nun den Greenschen Operator

G, € L(V) von L, durch
(3.22) Gp, = T]OL;l o .

Korollar 2.27 liefert die Kompaktheit von 7, das heifit, G, ist kompakt.
Wir kénnen (3.20) nun mit dem kompakten Operator K := uGp, € £(V) und dem
Element g := G, f € V folgendermafien als Operatorengleichung in V' schreiben:

(3.23) (I -Ku=g.

Fir die Anwendung der Alternative von Fredholm miissen wir nun zunéchst die Adjun-
gierte Gjiw von Gp, als den Greenschen Operator eines formalen Differentialoperators
ausdriicken konnen.

Wir erinnern uns an die formale Darstellung von L:

N N
(3.24) Lu=— Z 0;(a;;0;u) + Z b;Oiu + cu
ij=1 i=1
und daran, dass wir a;; = a;; voraussetzen.
3.10 Definition. Der formal zu L adjungierte Operator L* ist durch den Ausdruck
N N
(325) L'u:= — Z aj(aijﬁiu) — Z 8z(bzu) + cu,
ij=1 i=1
und die zugehorige Bilinearform B* € £?(E,R) durch

N

(326)  Blu,v] == Blv,u] = /Q ( S aydudyo + Zf;biu(aw) + cuv)

ij=1
gegeben. Fir f € V heifit eine Funktion v € £ mit

(3.27) B*u,v] = (f,v)y fiir alle v € Hy(9)
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eine schwache Losung der Gleichung

L'u=f, in €,
2
(3:28) { u =0, auf 002,

welche ihrerseits die zu (3.18) adjungierte Gleichung heifit.

Wie vorher definieren wir fir 4 € R den zu L, formal adjungierten Operator Lj, :=
L* + pu und durch B} := B* + u(-, -)v die zugehorige Bilinearform, d.h., L* = Lg und
B* = B;. Wir fassen den Operator Ly durch Lju := B}[u,-] als Element von L(E, E')
auf. Die vorher gewahlten Zahlen v und « bleiben im Sinne von Proposition 3.6 fiir B*
gultig, das heifdt, fir p > 7 ist auch L}, wie in Satz 3.8 ein Banachraum-Isomorphismus.
Daher konnen wir mit G = O(L:) "' € L(V) den zugehorigen kompakten Greenschen
Operator definieren.

3.11 Proposition. Die Greenschen Operatoren Gr,, und G, sind in L(V) zueinander
adjungiert, d.h., GEH =G

Beweis. Die Definition von L, und L; liefert
(3.29) Bu[L;, h,v] = ((h,v)) = B;[(L},)""h,v] fir alle h € E', v € E.

Fiir u,v € V rechnen wir:

(Gr,u,v)v = (v,Gr,u)y

= (v,nL, " Yu)y Definition von G,

= ((Jv, L;lﬁu» Definition von 9

_ * *\—1 -1

= B}, [(L,) v, L, Ju] (3.29)

= By[L, " Vu, (L))~ 0] Definition von B},

= ((Vu, (L})""0v)) (3.29)
= (u,n(L;,)” L9v)y Definition von v
= (u,Gryv)v Definition von G .

Damit ist der Beweis vollstandig. O

Fiir die Formulierung des néchsten Ergebnisses benotigen wir noch die Begriffe der
homogenen elliptischen Probleme

(3.30) Lu =0, in €2,

' u =0, auf 0f2.
und
(3.31) L*u =0, in €,

' u =0, auf 0f2.
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3.12 Satz (Fredholm-Alternative fir elliptische Differentialgleichungen). Es tritt genau
eine der folgenden Maoglichkeiten ein:

(i) Fir alle f € L*(Q) besitzt jede der Gleichungen (3.18) und (3.28) eine eindeutige
schwache Losung in H} ().

(ii) Die homogenen Gleichungen (3.30) und (3.31) besitzen nichttriviale schwache Lo-
sungen. In diesem Fall haben die Losungsraume dieser Gleichungen dieselbe end-
liche Dimension. Fiir f € L*(Q) hat die Gleichung (3.18) eine (nicht eindeutige)
schwache Losung genau dann, wenn (f,u)e = 0 fir jede schwache Lisung u von
(3.31) gilt. Die Gleichung (3.28) hat eine (nicht eindeutige) schwache Losung ge-
nau dann, wenn (f,u)s = 0 fir jede schwache Losung u von (3.30) gilt.

Beweis. Wir wahlen pp > v mit p > 0. Fir f € V ist u € E eine schwache Losung von
(3.18) genau dann, wenn B, [u,v] = (f + npu,nv)y = ((I[f + nuul,v)) fir alle v € £
gilt, das heiit, 9 f 4 pnu] = L,u. Dies ist genau dann der Fall, wenn Gy, [f + pnu] = nu
gilt, oder mit anderen Worten, wenn (I — K)[nu] = g gilt, wobei K := uGp, € L(V)
kompakt ist und g := G, f € V. Weil R(Gr,) € R(n) gilt und 7 injektiv ist, haben
wir:

n ist eine lineare Bijektion zwischen schwachen Losungen von (3.18)

(3.32) und Losungen v € V von (I — K)v = g.

Wegen Proposition 3.11 gilt
(3.33) K* = pGys,
und wir haben die analoge Aussage:

n ist eine lineare Bijektion zwischen schwachen Losungen von (3.28)

(3.34) und Losungen v € V von (I — K*)v = g.

Weil K kompakt ist, liefert Satz 1.67, dass die Kerne von I — K und I — K* dieselbe
endliche positive Dimension besitzen wenn (i) nicht gilt. Seien f € V und g = G, f.
Wegen der zweiten Fredholm-Alternative in Satz 1.67 gilt ¢ € R(I — K) genau dann,
wenn g € N'(I — K*)1V liegt, das heifit, genau dann, wenn fiir alle v € N'(I — K*)

0= M<g7U>V = <Kf7U>V = <f7 K*U>V = <f7U>V‘

Hier haben wir y > 0 verwendet. Wegen R(K™) = R(Gr:) C R(n) hat (3.18) also genau
dann eine schwache Losung, wenn (f,u)y = 0 fir jede schwache Lésung u von (3.28)
gilt. Der Rest folgt analog. O

3.13 Satz. Sei X die Menge derjenigen A € R, so dass

Lu = \u, i €,
(3.35)

u =0, auf 01,

eine schwache Losung in H}(Q)\{0} besitzt. Dann gelten:
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(a) X hat keinen Hdaufungspunkt. Daher ist X2 abzdhlbar. Falls X nicht endlich ist, dann
gilt X ={ A1, Aoy ... F mit Ay < XA < A3 <... und \, = o0 fiir n — oo.

(b) Falls A € R\X, dann hat

Lu — M= n
(3.36) { u—Au=f, in €,

u =0, auf OS2
eine eindeutige schwache Lisung fiir alle f € L*(2).

Die Menge ¥ heifst das Spektrum und ihre Elemente die Eigenwerte von L. Fir einen
Figenwert A heifst die Dimension des Lésungsraumes von (3.35) die geometrische Viel-
fachheit von A\, und die Elemente dieses Losungsraumes heiflen die zu A gehorigen Ei-
genvektoren (oder Eigenfunktionen) von L.

3.14 Bemerkung. Es ist tiblich, jeden Eigenwert A von L in der Folge (A,) so oft
aufzufithren, wie es der geometrischen Vielfachheit von A entspricht.

Beweis von Satz 3.13. Wir verwenden dieselbe Notation wie im Beweis von Satz 3.12.
Insbesondere nehmen wir wieder > 0 an.
(a) Falls A € ¥ und falls u # 0 eine schwache Losung von (3.35) ist, dann folgt

0 < alullf < Bpulu,u] = (A + @) (nu, nu)y = (A + p)ull.
Dies liefert
(3.37) A+pu>0 fir alle A € Y.

Wegen (3.32) ist n eine lineare Bijektion zwischen den schwachen Losungen u € E von
(3.35) und den Losungen v € V' von

(I - K= éKv,
0
bzw. von
14
) —I—-K)v=0.
(3.38) (/\ T ) v=20
Daher gilt
i
) — K )
(3.39) e a0}

Sei umgekehrt s € o(K)\{0}. Weil K kompakt ist, existiert ein Eigenvektor v € V\{0}
von K fiir den Eigenwert s. Wir setzen u := L;lﬁv und rechnen:

SHUH%/ = <KU,U>V - M<77L;119U7U>V = M<<19U7L;119U>>
= (L, u)) = pBylu, u) > pollullp >0
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Abbildung 3.1: Bijektion zwischen o(K)\{0} und X

und erhalten s > 0. Mit A := u(1 — s)/s folgt dann
i

S = .
A+

AuBerdem gilt A € 3, wegen der Aquivalenz von (3.38) mit (3.35). Das heifit, A ~—
/(A + p) ist eine Bijektion zwischen ¥ und o(K)\{0} mit Inverse s — pu(l — s)/s,
vgl. Abbildung 3.1. Es folgt

(3.40) = { @ ’ s € o(K)\{0} }

Falls die Menge o(K)\{0} unendlich ist, dann besteht sie aus einer Folge (s,) C (0, c0)
mit s, — 0. Wegen (3.40) besteht X also aus einer Folge A\, mit \,, — oc.
(b) Sei A € R\X. Der Beweis von Teil (a) zeigt, dass

(3.41) ﬁ € p(K)

liegt. Wegen (3.32) ist 7 eine lineare Bijektion zwischen den schwachen Losungen u € F
von (3.36) und den Losungen v € V' von

(I— K)o = %()\Kv +KP),

bzw.
W 1
3.42 —I—-K|v=——Kf.
342) <A 1 ) A et
Dabher liefert (3.41) die Behauptung. O
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3.15 Satz. In der Situation von Satz 3.13 gelten:

(a) Es ezistiert eine Konstante C' > 0, so dass
(3.43) [ull ) < Clllull2 +[1f1]2)
fiir alle f € L*(Q) und jede schwache Lisung u € H}(2) von (3.18) gilt.
(b) Fir A € R\X existiert eine Konstante C' > 0, so dass
(3.44) [ull 3 ) < CllfIl2
fiir alle f € L*(Q) und die eindeutige schwache Lisung u € HE()) von (3.36) gilt.

Beweis. Wir fahren mit derselben Notation wie im Beweis von Satz 3.12 fort und nehmen
wieder p > 0 an. AuBlerdem erinnern wir daran, dass ||7||zevy < 1 und |9 zve) <1
gelten.

(a) Seien f € V, und sei u € E eine schwache Losung von (3.18). Die Erorterungen
kurz vor (3.32) zeigen, dass u = L "9[f + pnu] und daher

lulle < Ly ez 19 v (llmully + 11 Fllv)

gilt. Die Behauptung folgt nun mit C':= ||L || z(zr,p) max{1, u}.
(b) Seien A € R\Y, f € V, und sei u eine schwache Losung von (3.36). Gleichung

(3.42) liefert
-1
W 1
(k) — K
" (Aw ) et

und daher

[nullv < Cllfllv
mit einer Konstante C' > 0, die weder von f noch von u abhéngt. Zusammen mit (a)
folgt die Behauptung. n

3.16 Satz. Seien a;j,c € L>®(Q) und L ein gleichmdfig elliptischer Operator mit Di-
vergenzform

N
Lu=— Z 0j(a;;0;u) + cu.
ij=1

Sei das Spektrum von L gegeben durch ¥ = {\1, Ay, A3, ...}, wobei die Figenwerte X\,
gemdfS ihrer geometrischen Vielfachheit aufgefihrt werden. Dann gelten:

(a) Es ezistiert eine Folge (¢,) zugehoriger Eigenfunktionen, welche eine Hilbertbasis
von L*(QY) bildet.
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(b) Es gelte ¢ > 0. Dann ist Ay > 0. Die zu L gehdrige Bilinearform B definiert ein
Skalarprodukt auf Hy(Q), und die induzierte Norm ||-||p ist 2u ||-|| g3 () dquivalent.
Die FEigenfunktionen v, := p,/v/ A, bilden eine Hilbertbasis von HE(Q) beziiglich
B. Es gilt

B
(3.45) A1 = min [u_,g])
weL2(\{0} ||ull3

und die Eigenfunktionen zu \; sind genau die u € L*(Q)\{0}, in denen das Mini-
mum in (3.45) angenommen wird.

Beweis. Wir fahren mit derselben Notation wie im Beweis von Satz 3.12 fort und nehmen
wieder v > 0 an.

(a): Da b; = 0 fur alle ¢ € {1,2,...,N} gelten L = L* und B = B*, d.h., B ist
symmetrisch. Es folgt, dass der Greensche Operator von L, symmetrisch ist: G7 =
Gr: = Gr,. Wegen (3.32) ist 1) eine lineare Bijektion zwischen den Eigenfunktionen von
L zum Eigenwert A\, und den Eigenfunktionen des symmetrischen kompakten Operators
K :=v(Gy, € L(V) zum Eigenwert v/(\,+v). Daher folgt die Behauptung aus Satz 1.75.

(b): Wegen Bemerkung 3.7 existiert C' > 0, so dass

(3.46) Blu,u] > Cl||ul|3 fir alle u € E,

das heiflt, B ist positiv definit und stellt ein Skalarprodukt auf E dar, mit induzierter
Norm || - || 5. Ungleichung (3.46) und die Stetigkeit von B (siehe Proposition 3.6) zeigen,
dass || - ||p und || - || g quivalent sind.
Fiir jedes n ist ¢, eine schwache Losung von (3.35) mit A, statt A. Daher ist ¢, € F
und es gilt
l@nllz = Blen, on] = Mallgnlli: = A fiir alle k € N,

und
Blen, ©m] = Anlpn, pm)v =0 fir alle n,m € N mit n # m.

Insbesondere gilt 0 < By, p1] = A1.

Mit der Definition 1, := ¢,/ A2 ist also (1) ein Orthonormalsystem in F beziiglich
B (siehe auch Aufgabe 37). Um zu zeigen, das dieses eine Hilbertbasis von E bildet, sei
u € [y, 1y, ...] 2 (orthogonales Komplement in E bzgl. B). Fiir alle n € N liefert dies

0 = Blpn, u] = A\p(pn, u)y Vk € N.

Da A, > 0 fir alle n und da (¢,,) eine Hilbertbasis von V' darstellt, muss also u = 0 gelten.

Wir erhalten [iy, 1o, .. ]E = E, und Lemma 1.33 zeigt, dass (¢,) eine B-Hilbertbasis
von F ist.
Sei nun u € S1V. Mit u, := (u, ¢,)y erhalten wir die Fourierdarstellung von u in V:

(3.47) u = Z,ungpn inV und 1= |lul? = Zui
n=1 n=1
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Mit v, := Blu, 1,] erhalten wir die Fourierdarstellung von u in E:

o
U= E Unp, in F.
n=1

Wegen der stetigen Einbettung £ — V konvergiert diese Reihe auch in V. Es folgt

) ) v,
Hn = <Z Vm¢ma 9071> = Z<Vm¢ma SDn>V = Vn<¢na 90n>V - W
m=1 |4 m=1 >\n
und daher
(3.48) |ull% = Blu,u] = Zl/ﬁ = Zui)\n fur alle u € S, V.
n=1 n=1

Um (3.45) zu zeigen, beachten wir, dass (3.48) und (3.47) fiir u wie oben

Blu,u] = iuikn > i#?ﬁ\l =\
n=1 n=1

implizieren, also inf ey oy Blv, v]/[|v]| > A1. Fiir jede Eigenfunktion u € SiV zu Ay gilt
Blu,u] = \;. Es folgt (3.45). Sei nun umgekehrt v € SV mit Blu,u] = \; gegeben, und
seien wieder p,, die Fourierkoeffizienten beziiglich der Hilbertbasis (¢,,) in V. Aus (3.47)
und (3.48) folgt dann

i/ﬁ)\l =X\ = Blu,u] = iuikn
n=1 n=1

und daher .

Z()‘n - )‘I)Ni = 0.

n=1
Weil A, > A\; gilt, erhalten wir u,, = 0 fir alle n mit A\, # A\; und somit v € E;. Damit
ist alles gezeigt. O

3.4 Eigenschaften schwacher und klassischer Losungen

Wir kehren zu allgemeinen Randwert-Problemen des Typs

Lu = f, in €,
3.49
( ) { u =0, auf 0,

zuriick. Hier interessiert uns nicht so sehr die Existenztheorie, als vielmehr die Eigen-
schaften existierender Losungen. Ein wichtiger Aspekt, den wir in diesem Rahmen nicht
behandeln konnen, ist die Regularitat schwacher Losungen von (3.49), wenn L in Di-
vergenzform ist. Wir zitieren nur ein entsprechendes Resultat, siehe zum Beispiel [2,
1]:
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3.17 Satz (ohne Beweis). Seien Q ein C?-Gebiet, v € (0,1], a;; € CY(Q) und by, ¢, f €
C%(Q). Sei L ein gleichmafig elliptischer Operator in Divergenzform und L gemdayfs
Bemerkung 3.3(b) der entsprechende Operator in nicht-Divergenzform. Dann liegt jede
schwache Losung u € HY(Q) von (3.49) in C%(Q) N C(Q) und ist eine klassische Lisung
von

Lu = n
(3.50) w=1 e
u =0, in 0S).

Da schwache Losungen unter den Bedingungen von Satz 3.17 auch klassische Losungen
sind, werden wir jetzt die Eigenschaften dieser Losungen behandeln. Sei also ab jetzt L
ein gleichméfig elliptischer Operator in nicht-Divergenzform mit Koeffizienten a;;, d;, ¢ €
C(Q):

N N

Lu = — Z a;;0;0;u + Z d;Ou + cu.

ij=1 i=1

3.18 Definition. Wie schon im Falle des Laplace-Operators nennen wir eine Funktion
u € C?*(Q) subharmonisch (superharmonisch) fir L falls Lu < 0 (Lu > 0) in Q gilt. Ist
u sowohl sub- als auch superharmonisch fir L, dann heiit u harmonisch fiir L.

3.19 Satz (Schwaches Maximumsprinzip). Sei u € C?(Q) N C(Q) subharmonisch (su-
perharmonisch) fir L.

(a) Falls ¢ =0, dann gilt

(3.51) max u = max u (min v« = min u).
Q B Q o)

(b) Falls ¢ >0, dann gilt

(3.52) max v < maxu’ (minu > min(—u")).
Q oQ Q Bl9)

(c) Falls ¢ > 0 und u harmonisch ist fir L, dann gilt

(3.53) max|u| = max]u|.
Q o0

Beweis. (a): Sei u subharmonisch. Wir miissen also

(3.54) max u = max u
Q o0
zeigen.

Zunéchst behandeln wir den Fall, wo Lu < 0 in ganz € gilt, und zeigen, dass v dann
kein lokales Maximum in 2 besitzt. Dies reicht aus, um (3.54) in diesem Fall zu zeigen.
Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass u in xg € € ein lokales Maximum
besitzt. Sei A € R¥*Y die Matrix mit den Eintragen a;;(zo). Da A symmetrisch und
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positiv definit ist (L ist ja elliptisch), existiert eine orthogonale Matrix @ € O(N), so
dass G = QAQT diagonal und positiv definit ist, also dass gi1, g22, ..., gyn > 0 gilt.
Seien ¢;; die Eintriage von Q, und sei H € RV*¥ die Hessesche Matrix von u in xo, mit
den Eintragen h;; := 0;0;u(zo). Weil z( ein lokales Maximum von u ist, ist H ist negativ
semidefinit, und dasselbe gilt fiir die symmetrische Matrix QHQ”. Insbesondere sind
ihre Diagonalelemente nicht positiv, das heifit,

(3.55) > qrihijar; <0 firalle k=1,2,..., N
ij=1

Die Identitit A = QTGQ liefert

am .170 E Qri9kklkj,

so dass aus ggr > 0 und (3.55)

N
Z az](J;O a au .730 Z kagkakj i
i,j=1 i,5,k=1
(3.56)
= ngk Z qrih ijdk;j
i,7=1
<0
folgt.

Auf der anderen Seite erfillt der kritische Punkt zy von u
(3.57) Oiu(zg) =0 fur allei =1,2,..., N.

Dabher liefern (3.56) und (3.57)

N
Z (20)0;0;u(zo) —I—Zd@umo) 0,

1=1

im Widerspruch zu Lu < 0 in €. In diesem Fall ist also (3.54) erfiillt.
Nun gelte lediglich Lu < 0. Wir wéhlen v > ||d;||o0/6, wobei 6 die Konstante aus der
Definition der Elliptizitat (Definition 3.5) bezeichne. Wir rechnen

(358) L™ = (—an(@) +1di(2)e™ < (=20 +ldy )™ < 0.

Fir alle ¢ > 0 liefert dies L(u + ce?') < 0 und daher, wegen des zuerst behandelten
Falles,

max u < max(u + ee?™) = max(u + ge?*1).
Q Q [2/9]
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Nun folgt (3.54) durch den Grenziibergang ¢ — 0.
Um den Fall einer superharmonischen Funktion zu behandeln, sei Lu > 0. Es folgt
L(—u) = —Lu < 0, und das obige Resultat fiir subharmonische Funktionen liefert

minu = —max(—u) = —max(—u) = minu.
Q Q By B

(b): Zuerst sei u subharmonisch, und wir definieren Q% := {z € Q | u(z) > 0}. Falls
ut =0 gilt, dann ist maxg u < maxgg u™ trivialerweise erfiillt. Nun nehmen wir u* # 0
an, das heifit, QT # @. Wir setzen

N N
i=1

1,7=1

Dann gilt
Lout =Lou < Lou+cu=Lu <0 in QF.

Anwendung von (a) auf v und den Operator Ly in Q7 liefert

max u = max U+ = Imax U+ = Inax U,+ S max u+.
Q Q o+ [2}9]

Q Q Q+ o+

In der letzten Ungleichung haben wir benutzt, dass u™ = 0 auf 9Q1 N Q gilt.
Wenn —u subharmonisch ist, dann erhalten wir

minu = —max(—u) > —max(—u)" = —maxu~ = min(—u").
Q Q o0 9 o0

(c): Sei ¢ > 0 und w harmonisch fir L. Aus (b) folgt dann

max|u| = max{max u, max(—u)}
Q Q

- -
<max{r%%xu : r%.%x(—u) }

= max{maxu*, maxu~}

o9 o9
= max|ul. O
o9

3.20 Lemma (Hopfsches Randpunktlemma). Seien U C RY eine offene Kugel, u €
CYHU)NC(U) subharmonisch fiir L und xq € OU so, dass u(z) < u(wg) fir alle x € U
gilt. Es existiere die dufere Normalenableitung 0,u(xo) im klassischen Sinne. Dann gilt
Oyu(xo) > 0 falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(

(ii)) ¢ >0 in U und u(xy) > 0,

—

(
i) c=01inU,

(ili) u(zg) = 0.

3.21 Bemerkung. Aus den Voraussetzungen von Lemma 3.20 folgt trivialerweise, dass
dyu(xg) > 0 gilt. Die Kernaussage liegt in der Positivitdit dieser Ableitung.
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Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir U = U, = U,(0) mit » > 0 an. Jede der
Bedingungen (i)—(iii) liefert
(3.59) c(x)u(zg) >0 fir alle z € U.
Wir Definieren fiir ein A > 0, welches wir spéter festlegen, die Funktion
v(x) = e Nl —gmA x € B,.

Mit | -| sei die Euklidische Norm in RY bezeichnet, und wir schreiben A = ((a;;));; und
d = (d;);. Die Bedingung (3.13) aus Definition 3.5 (Elliptizitat eines Operators) liefert

(L+c )v=— Z a;;0;0;v + Z d;0;v + ctv
= e_’\TiP Z aij(—4)\;l'i$j +2X6;5) — e el Z di22x; + (e M — oM7)
< (3_’\””|2(j46’)\2|x|2 + 22X tr A+ 2\|d| |z| + c+;.

Wir definieren die offene Kugelschale V' := U,.\ B, /2 und wéhlen \ so grof}, dass

(3.60) (L+c ) v<eP(—oN2? 42X trA+2Mdlr+c¢7) <0 firallez eV

gllZus u(x) < u(zg) fir z € U, folgt u(r) < u(xg) fir z € B,. AuBerdem gilt v(z) =0
fir x € S, = 0B,. Daher kénnen wir € > 0 so wahlen, dass

(3.61) u(r) —u(zg) +ev(z) <0 firallex € 0V =S,,US,

gilt. Mit (3.60) erhalten wir

(3.62) (L4 ¢ )(u—u(zg) +ev) < L(u—u(zg)) + (L + ¢ )ev < —cu(xg) <0 inV,

weil u subharmonisch ist, und wegen (3.59). Dies und (3.61) liefern wegen Satz 3.19,
dass u+ev —u(xg) < 0in V gilt. Wir halten fest, dass v = xo/r in x¢ gilt. Hieraus folgt

dyu(zg) = lim u(zo + tv) — u(zo) > lim —ev(xo + tv)
t=0- t t—0— n
d Zo —Ar?
=—e—| v(zo+tr)=—eVo(zg)  — =2Xere™™ >0. O
dt t=0 r

3.22 Satz (Starkes Maximumsprinzip). Seien Q ein beschrinktes Gebiet und u €
C2(Q)NC(Q) subharmonisch (superharmonisch) fiir L. Die Funktion u nehme in zy € Q
ihr Mazimum (Minimum) iber Q an. Dann ist u konstant, falls eine der folgenden Be-
dingungen erfuillt ist:

(i) c=0,
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(ii) ¢ >0 und u(zp) >0 (u(z9) <0),
(iii) u(z) = 0.

Beweis. Wir behandeln nur den superharmonischen Fall; der andere lésst sich auf diesen
zurtickfithren, indem man « durch —u ersetzt.
Wir nehmen an, dass eine der Bedingungen (i)—(iii) erfiillt ist, setzen M := maxgu

und
wi={reQ|ulx)= M}

Wegen der Annahmen gilt w # @. Auflerdem ist w relativ abgeschlossen in €2, weil u
stetig ist.

Weil ) zusammenhangend ist, reicht es also, zu zeigen dass w offen ist. Ist dies nicht
der Fall, dann existieren y* € w und eine Folge (y,) C Q\w, so dass y, — y*. Da w in Q
relativ abgeschlossen ist, gilt dist(y,,w) > 0 fiir jedes n. Andererseits gilt dist(y,,w) — 0
und dist(y,, 0Q) — dist(y*,0Q2) > 0. Wir wihlen ein festes n grof§ genug aus, so dass
r = dist(yn, w) < dist(y,,02) gilt. Dann folgt U := U,(y,) € Q\w und U Nw # &,
wiederum weil w in  relativ abgeschlossen ist. Wir kénnen also xq € 0U N w wéhlen.
Es folgt u(xg) = u(zy) = M, u(x) < u(xg) fir alle x € U, und eine der Bedingungen
(i)—(iii) von Lemma 3.20 ist erfiillt. Jenes Resultat zeigt also, dass Vu(zg) # 0 gilt, im
Widerspruch zur Annahme, dass zo € 2 ein Maximum von w ist. Daher muss w offen
sein. [

3.23 Satz. Seien Q ein beschrinktes C?-Gebiet und L ein gleichmdfig elliptischer Ope-
rator in Divergenzform, so dass in Definition 3.1 a;; € CY(Q), b; = 0 und ¢ € C*(Q)
fir ein v € (0,1] gelten. Seien die Eigenwerte \y < Ay < A3 < ... von L gemdf ihrer
geometrischen Vielfachheit aufgefiihrt. Gemafl Satz 3.17 konnen wir dann die zugehori-
gen Figenfunktionen als stetig annehmen. Dann gilt Ay < Ao, d.h., der zu A\; gehdrende
Figenraum Ey hat Dimension 1. Jede Eigenfunktion ¢ € E3\{0} ist entweder strikt
positiv oder strikt negativ in 2.

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir ¢ > 0 annehmen, indem wir statt L den Ope-
rator L —m betrachten, mit m := min ¢(2). Dieser besitzt die Eigenwerte

Al—mg)\g—mg)\g—mg

und hat dieselben zugehorigen Eigenfunktionen wie L.
Sei u € H}(2)\{0} eine Eigenfunktion zu \;. Wegen Satz 3.17 konnen wir annehmen,

dass u € C?*(Q) N C(Q) gilt, und dass u eine klassische Losung der Gleichung

Lu= A\, in €,
u =0, in 092,

ist, wobei L der zu L gehorende Operator in nicht-Divergenzform darstellt. Wir zeigen
zunéchst, dass u entweder positiv oder negativ ist.
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Wir nehmen v € $;V an. Es gilt umu~ = 0, so dass u™ und «~ in V orthogonal sind.
Proposition 2.20 zeigt, dass u* € E und (9;u™)(d;u~) = 0 gelten. Es folgt Blu™,u~] = 0.
Andererseits haben wir

(3.63) Blu™, u*] > A\ [lut|3
wegen Satz 3.16(b). Diese Tatsachen liefern
A = Blu,u] = Blu™, u¥] + Blu™,u™] = M|lut [} + Mllu”[)f = A,

das heifit, Blu™,u*] + Blu™,u~] = M|u||} + M|Ju”||?. Nochmals mit (3.63) folgt
Blu®, u*] = \i||Ju®||?,, das heifit, die u* sind Eigenfunktionen L zu \;, wiederum wegen
Satz 3.16(b). Es gilt dieselbe Regularititsaussage Satz 3.17 wie fiir u, also u* € C?*(Q) N
C(Q) und
Lu* = \ut > 0, in €2,
ut =0, in 0f€).

Damit ist ™ superharmonisch fiir Z, und das starke Maximumsprinzip Satz 3.22 liefert,
dass entweder v = 0 oder u™ > 0 in § gilt. Eine analoge Aussage trifft auf u~ zu. Da
u stetig ist und nicht identisch verschwindet, muss also entweder u > 0 oder u < 0 in €2
gelten.

Fiir die Dimensionsaussage zu E; seien uy, us € E1\{0}. Wieder nehmen wir an, dass
Uy, ug in 0 stetig sind. Wir haben eben gezeigt, dass weder u; noch us das Vorzeichen
wechseln. Insbesondere gilt

u17é0
Q

/UQ :a/ul,
Q Q
das heifit

(3.64) /Q(UQ —auy) =0.

Es gibt darum o € R mit

Da aber auch v := us — au; in E; liegt, wechselt v nicht das Vorzeichen. Demnach zeigt
(3.64), dass v = 0 sein muss, das heifit, u; und uy sind linear abhéngig. Insgesamt folgt
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