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Prologo

La meta de este curso es presentar una generalizacion de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias para tratar ecuaciones diferenciales parciales (EDPs)
parabdlicas semilineales. Un ejemplo concreto y sencillo es la ecuacién

deu(x,t) = Axu(x,t) + f(x,t,u(x,t)), xeNR, t>0,
0.1) u(x,t) =0, x €082, 1t >0,
u(x,0) = up(x), x € £2,

donde £2 € R¥ es una regién y ug: £2 — R una funcién dada. Se busca una
funcién u: 2 x [0, T] — R, suficientemente regular, tal que (0.1) es cierto.

Los métodos que aplicaremos son andlogas a la teoria de las ecuaciones
ordinarias en espacios de Banach. Si escribimos

u(@®)(x) =ulx,1) y  FEu@)(x) = flx.r,ulx,0)),

entonces podemos interpretar informalmente ¥ como una 6rbita en un espacio
adecuado X de funciones definidas en §2 que se anulan en 952,y F: [0, T] x
X — X como un mapeo. En esta notacion la ecuacién (0.1) se puede escribir en
abstracto como un problema de Cauchy en ecuaciones diferenciales ordinarias:

0.2) ;u(t) = Au(t) + F(t,u(t)), u(0) = uop.

La complicacién en esto es que la parte lineal del lado derecho (A en el ejemplo
(0.2)) no es una funcién continua en X .

Conviene repasar algo de la teorfa de ecuaciones ordinarias

0.3) u= f@t,u))), u(0) = uo,
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puesta en un espacio de Banach X. Un teorema de existencia y unicidad dice
que si f es continuo y Lipschitz continuo en su segundo argumento, entonces
(0.3) es soluble tnica y localmente.

Si X =R", J = (11,12) y A: J — R™" es continuo, el teorema de
existencia y unicidad implica que el conjunto de soluciones del problema lineal
no auténomo

(0.4) = A(t)u

es un subespacio de C!(J,R") de dimensién n. Para s € J sea U;(-,s) la
solucion de (0.4) con valor inicial e; (el i-ésimo vector de la base candnica de
R™) al tiempo s, es decir,

d

0.5) an (t,s) = A@)U;(t, ), Ui(s,s) = e;.

Formando lamatriz U := (Uy, U,, ..., Uy), eso se puede escribir concisamente
d

(0.6) EU(t,s) = A@)U(t,s), U(s,s) = Irn.

Entonces el problema de Cauchy lineal homogéneo
0.7) u= A(t)u, u(s) = ug

tiene la solucién u(¢) := U(t, s)uop.

Recordemos el método de variacion de parametros. Si b: J — R” es conti-
nuo, entonces el problema de Cauchy lineal no homogéneo

08) D) = AU +b@). ) = uo

tiene la solucién
t
(0.9) u(t) = U(t, s)ug —I—/ U(t, t)b(7) dr, teld.
S

El conocimiento del llamado operador de evolucion U(t, s) de la funcion A(t)
sirve para resolver problemas lineales no homogéneos.

Esta idea servird también para resolver ecuaciones parabdlicas semilineales
como en (0.2). Demostraremos la existencia de un operador de evolucién U(z, s)



para A, de modo que

deu(x,t) = Axu(x,t), x€e N, t>0,
(0.10) u(x,t) =0, x €082, 1t >0,
u(x,0) = ugp(x), X € £2,

tiene la solucién u(t) = U(¢, s)uo. Luego u es una solucién de (0.2) si y sélo
si

(0.11) u(t) = U, s)ug + /t U(t,7)F(t,u(r))dr, tel.

La familia de operadores U(t,s) € L(X) tiene buenas propiedades, asi que
se puede controlar mediante (0.11) el problema de que A no es un operador
continuo en X. Lo que falta que hacer para resolver (0.2) es resolver (0.11),
usando el teorema de punto fijo de Banach.

Los detalles necesarios para ese programa son varios. Hay que entender bien
las propiedades de los operadores de evolucién, y también es importante escoger
espacios adecuados X para que F esté bien definido. Finalmente, la solucién
de (0.11) inicialmente tiene muy poca regularidad. Hay que demostrar que en
realidad la regularidad es suficiente para entenderla como solucién clasica del
problema concreto (0.1).

Una vez que la existencia y ciertas propiedades de las soluciones de (0.2) en
X estan conocidas, demostraremos que ellas definen un sistema dindmico en
X, mas explicito, un semiflujo continuo. Como en la teoria de ecuaciones dife-
renciales ordinarias eso permite considerar estabilidad de equilibrios y 6rbitas
periddicas y construir variedades invariantes locales y globales relacionadas
con estos objetos. Las variedades globales invariantes estructuran el espacio
fase X. Su geometria permite demostrar la existencia de equilibrios y érbitas
periddicas, junto con 6rbitas de conexién entre ellos.
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Capitulo 1

Semigrupos de operadores lineales

En este capitulo nos basamos principalmente en los libros [7,11, 14, 16].

1.1 Introduccion

Notacion
Definimos N := {1,2,...}, Ng := N U {0}, Z* := Z\{0} y K* := K\{0}
para K = Q,R, C. Ademds, sean R* := (0,00), R™ := (—00,0) y ]R(jf =
R* U {0}.

Si P(A) es una propiedad de niimeros A € C entonces escribimos

[P(A)] :={A € C | P(A) se cumple}.

Ejemplo:
A>0]={1eC|A=>0}.

Si X, Y son espacios topoldgicos, entonces el conjunto de mapeos continuos
entre X y Y es denotado por C(X,7Y).
Para espacios métricos X, Y definimos parax € X y r > O:

Br(x:X)={ye X |dx(x,y) <r},
By(x:X):={y € X |dx(x,y) <r},
0B, (x; X)) :={ye X |dx(x,y)=r}.

Si no hay confusién, omitimos la X.
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Si X es un espacio lineal normado, escribimos
y similarmente B, X y 0B, X. Aqui también omitiremos la X si no hay confu-

sion.

Operadores lineales

Sean X, Y espacios normados sobre el campo K. Entonces £(X, Y) es el es-
pacio normado de los operadores lineales acotados entre X y Y. Escribimos
L(X) := L(X, X). Similarmente, /C(X, Y) y K(X) denotan espacios de ope-
radores lineales compactos. El espacio X’ := L(X,K) es el dual de X.

Si X € Y como conjuntos y silainclusiéni: X — Y (lacual es un operador
lineal) es acotada, entonces el encaje de X en Y es continuo y escribimos

X =Y.

Esto es el caso siy sélosi || x|y < C| x| x paratodo x € X, con una constante
C. Siademds X es denso en Y entonces escribimos

d
X =Y.
Para encajes compactos, o compactos y densos, escribimos
cd
XY y X Y.
Si X y Y son iguales como conjuntos pero con normas distintas, entonces
X=Y

si las normas son equivalentes.

Un operador lineal general A entre espacios normados X y Y esta dado por
su dominio D(A) € X y sus valores como mapeo lineal A: D(A) — Y. Aqui
D(A) siempre es un subespacio de X . El conjunto

grd:={(x,y) e XxY|xeD(A)), y= f(x)}

es la grifica de A. Un operador lineal A se llama cerrado si gr A es un subes-
pacio cerrado de X X Y, y densamente definido si D(A) es densoen X. Si Y
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es completo y A acotado como operador lineal entre D(A) y Y, entonces A
tiene una extensién lineal acotada tinica a D(A). Si ademds A es densamente
definido, entonces la extensién tnica de A estd en £(X, Y). Un operador lineal
es cerrado si y sélo si x, — xy Ax, — y implicaque x € D(A) y y = Ax.

Pongamos N (A) := {x € D(A) | Ax = 0} (niicleo de A)y R(A) := {Ax |
x € D(A)} (rango de A).

Llamamos a un subespacio Z de X invariante bajo 4 si A(Z N D(A)) C Z.
Sea X = X; & X>, la suma directa topoldgica de subespacios cerrados X1, X».
Si X1, X, son invariantes bajo A entonces decimos que esta descomposi-
cién reduce al operador A. Con las definiciones D(A4;) = X; N D(A) y
Aij: D(Aj) = Y, Ajx := Ax, escribimos A = A; @ A,. Si A esta cerrado o
acotado, estas propiedades se heredan a los operadores A;.

Sean X < Y espacios de Banach encajados y sea A un operador lineal
cerrado en Y. Definimos la X -realizacion Ay de A como sigue:

D(Ax) ={xe DA NX | Ax € X},
Axx := Ax paratodo x € D(Ay).

Entonces Ay es un operador cerrado.
En D(A) definimos la norma de la grdfica

Ixlpeay = llxlx + [ Ax]y-

Lema 1.1. Sean X, Y espacios de Banach 'y A un operador lineal entre X y Y.
Entonces son equivalentes:

(1) A es cerrado,

(i) D(A) es un espacio de Banach respecto a la norma de la grdfica.

Demostracion. (i)=(ii): Sea (x,) una sucesion de Cauchy en D(A). Eso im-
plica que (x,) es una sucesion de Cauchy en X y (Ax;) es una sucesion de
Cauchy en Y. Por completitud ambas sucesiones convergen. Particularmente
Xn — x paraun x € X. A cerrado y Ax, convergente implica que x € D(A)
y Axp — Ax.Enseguida, | x, — x| p4) — 0 cuando n — oo.

(ii)=(i): Sean x, — x en X y Ax, — y en Y sucesiones convergentes.
Entonces ambas sucesiones son de Cauchy en sus espacios respectivos, y en
seguida (x5) es de Cauchy en D(A). Por completitud existe z € D(A) tal que
Xn — z en D(A). Como D(A) — X es continuo, x, — zen X,y x = z.
Ademis, | x, — x||p4) — O, es decir, Ax, — Ax = yenY. O
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Si A es un operador lineal biyectivo D(4) — Y tal que A~ € L(Y, X),
entonces | X | D) = | Ax||y define una norma equivalente a || - || p(4):

(L) | x| peyy = Ixllpeay = 147 Axllx + [ Ax]ly
< (147 e + DlAxlly = (A ey + D x| 5y -

Complejificacion y teoria espectral

Teoria espectral estd puesta en espacios complejos, pero muchas ecuaciones
diferenciales estdn puestas en espacios reales. Por lo tanto, la aplicacion de la
teoria espectral a problemas reales requiere de la complejificacidn de espacios
reales. Sean X un espacio de Banach real y A un operador densamente definido
cerrado en X . Definimos el espacio de Banach complejo X¢ como sigue: Como
conjunto se pone X¢ := X x X. Un elemento (x, y) € X¢ también se denota
porz =x +1iy.Sizj =x; +1iy; yA = A1 +id2 con A; € R, entonces las
operaciones en X¢ estdn definidas por

z1 + 22 1= (x1 + x2) +i(y1 + y2)
Az := (A1x — Azy) +i(A1y + Azx).

La norma en X¢ se define por

|zllxc := max [cos(f)x + sen(0)y|x.
6€l0,27]

La complejificacién Ac de A se define por
D(Ac) :={z € Xc | x,y € D(A)}, Acz := Ax +iAy siz € D(Ag).

Si A es un operador lineal en un espacio de Banach complejo X, entonces
el conjunto resolvente p(A) de A consiste de todo A € C tal que Al — A es
una biyeccién de D(A) con X, y tal que R(A; A) := (Al — A)~! € L(X).El
mapeo p(A) — L(X), A — R(X; A) es la resolvente de A. El espectro o(A)
de A es el complemento del conjunto resolvente de A en C. Demostremos que
p(A) es abierto: sea A € p(A). Si

1

_A < -
=A< TR ]
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entonces I — (A — ) R(A; A) es invertible en £(X) por la serie de Neumann.
En seguida,

(nl —A) = @Al =AU — (A — p)R(A; 4))
es invertible en £(X) con inversa
R(u: A) = R(Q: A) Y (A = w)R(: A,
k=0
Se sigue que

IRQ:A) 1
2= u IRG: D]~ TRG: AT =[x — gl

12 R A = —

Eso demuestra que p(A) es abierto y o (A) cerrado.

En efecto, para cualquier subconjunto cerrado S de C existen un espacio de
Banach complejo X y un operador lineal A en X tal que S = o (A).

SiA € p(A) y x € D(A), entonces la definicién de la resolvente implica que

AR(A; A)x = (A—AIR(A; A)x + AR(A; A)x
= R(A; A)(A—AD)x + AR(A; A)x
= R(A; A)Ax — AR(A; A)x + AR(A; A)x
= R(A; A)Ax,

es decir,

(1.3) AR(A; A)x = R(A; A)Ax para todo x € D(A).

Sine Nyx e D(A"), entonces A"x € X y R(A; A)A"x € D(A). Usando
(1.3) sucesivamente se obtiene A" R(A; A)x € D(A), es decir, R(A; A)x €

D(A™*1). Hemos demostrado que

(1.4) R(A; A)(D(A™)) € D(A™*!)  paratodon € Ny.

Si A, u € p(A), entonces para todo x € X tenemos (escribiendo R(A) :=
R(2; A4))

R(A)x = RA) (I — A)R(p)x
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= RA)(A = A) + (uI — A) — (AT = A))R(p)x
= RA)AL = A)R(w)x + RA) (e = A)R(p)x
= R(u)x + (k= HRA)R(u)x.

Eso implica
(1.5) R(A;A) = R(u; A) = (L — V) RA; A)R(u; A),

la llamada ecuacion de la resolvente. Ella implica que

d . R(A;A) — R(p; A) 2
1. — R A) =1 =R\ 4
Lo GRxA) =l A — *:4)

para todo A € p(A). En otras palabras, R( - ; A) es holomorfa en p(A4).

Para A € L(X) se define la exponencial mediante

®

A ._ k

(1.7) e ._k§ R
=1

como para numeros complejos. Esta serie converge respecto a la norma en
L(X) porque ||A¥| < ||A||¥, y los tdltimos términos forman parte de la serie
exponencial en R, que sirve como dominante.

Lema 1.2. Sean A, B € L(X) operadores que conmutan, y sea
C = max{| A, | BII}-
Entonces

(1.8) le —eB| < e€)l4 - BJ.

Ademds, la funcion R — L(X), t — !4 es continuamente diferenciable,

con derivada Ae'd = e'4 4.

Demostracion. Parak € N, k > 2, AB = BA implica que

k—1
(1.9 A¥—BK = (A—B)) Ak17tBE
£=0
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En seguida,
k—1
14F — B¥| < 4= B Y Il4I* 4 B|* = kC* 1A - B
£=0
y luego

o0
le? — Bl <> :inAk — BX||
_k k!
=0

oo
1 -
< A= BI Y kC* T =S4 - B
k=1~

Sean s,t € R. Remplazando A portAy B por sA, (1.9) implica

e et 1 kk_lkleé
=y ()
k=1 (=0
1
= > Ak = et = ea
k=1
cuando s — 1. O

La integral de Bochner

Definicion 1.3. Sea A un subconjunto de un espacio normado E.
(a) Aesconvexosi(l —t)x +ty € Aparatodox,y € Ayt €[0,1].

(b) La envolvente convexa conv(A) es el conjunto de todas combinaciones

convexas
L

> pia;

i=1

en A,donde £ € N, Eiezl/u =1,u; >0ya; € A.

Nota 1.4. La envolvente convexa de A siempre es un conjunto convexo. Es la
interseccion de todos conjuntos convexos que contienen a A.
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Lema 1.5. Sea

Y4
(1.10) a:=) _ pa

i=1

una combinacion convexa de elementos a; € RY. Entonces a es una combina-
cion convexa de a lo mds N + 1 de los a;.

Demostracién. Supongamos que £ > N + 1y que se cumple (1.10). Por
induccién basta mostrar que a puede ser representada como una combinacién
convexa de nada mas £ — 1 de los elementos a;. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que p; > O parai = 1,2,...,£. El nicleo del mapeo lineal

l l
(X1,%x2,...,X0) > <inai,2xi>

i=1 i=1

de RY en RY x R tiene dimensién positiva, ya que £ > N + 1. Luego existe
(x1,Xx2,...,x¢) # 0 tal que Zf=1xia,~ =0y Zf=1xi = 0.Sear :=
méxf:1(|x,~ |/ii). Entonces r > 0. Sea ip tal que r = |x;,|/1i,. Definimos
s = sign(x;,)/r, asi que |sx;| < u; paratodoi y sx;, = [j,. Definimos
Vi = i —sx; > 0,asiquea = Ele vid; y Ef=1 v; = 1, es decir, a es una
combinacion convexa de los a; con los pesos v;. Observamos que v;, = 0y
luego que a es una combinacién convexa de a lo mds £ — 1 de los a;. O

Lema 1.6. Sean E un espacio normado, A € E, X C E finitoye > 0
tales que A € X + B.. Si &1 > ¢, entonces existe Y C E finito tal que
conv(4) €Y + By,.

Demostracion. Sea x € conv(A). Entonces existen £ € N, u; € [0,1] y
xi € Aparai = 1,2,...,/ tales que Zle wi=1lyx= Zle Wuix;i. Porla
hipétesis podemos agarrar y; € X tales que |x; — y;| < e parai = 1,2,...,4.
Se sigue que

L £
X = piyi+ Y pixi—yi) S conv(X) + Be.
i=1 i=1
Como esto se cumple para cualquier x € conv(A4), obtenemos

(1.11) conv(A4) C conv(X) + Be.
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Es claro que conv(X) es compacta porque X es finito. Existe un conjunto
finito Y C E tal que conv(X) C Y + B, —¢. Con (1.11) esto implica

conv(4) Cconv(X)+ B CY 4+ Bgy—¢ + B €Y + B,

O]

Proposicion 1.7. Sean E un espacio de Banachy A C E compacto. Entonces
conv(A) es compacta. Si dim E < oo, conv(A) es compacta.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como A es compacto, existe un conjunto finito
X C Etalque A € X + Bg/,. Porel Lema 1.6 existe Y C E finito tal que
conv(A) € Y + B.. Como ¢ era arbitrariamente chico se muestra ficilmente,
usando sucesiones, que conv(A) es compacta.

Si dim E < oo, el Lema 1.5 dice que todos elementos de conv(A4) son
combinaciones convexas de dim £ + 1 elementos de A. Esta informacién
permite demostrar facilmente que conv(A) es compacta. O

Recordemos algunos hechos que son consecuencias del teorema de Hahn-
Banach.

Lema 1.8. Sean E un espacio normado y xo € E. Entonces existe A € E' tal

que
(1.12) Axg = ||xo]| y [Ax| < x| paratodo x € E.
Demostracion. Sixg = 0tomamos A := 0. Si x¢ # 0 tomamos p(x) := ||x||,

M = {axo | « € R}y f(axg) := «afxo|. El teorema de Hahn-Banach
implica la existencia de una extensiéon A de f a E que cumple |Ax| < p(x)
paratodo x € E. O

Lema 1.9 (Véase [16, Theorem 3.4b)]). Sean A, B subconjuntos convexos de
un espacio normado E. Si A es compacto y B cerrado, entonces existen A € E’
v ¥1, Y2 € R tales que

(1.13) Re Ax < y; <y <Re Ay

paratodox € Ayy € B.

Decimos que el espacio dual E’ de un espacio lineal topoldgico E separa
puntos en E si para elementos distintos x,y € E existe A € E’ tal que
Ax # Ay.
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Lema 1.10. El dual de un espacio normado E separa puntos en E.

Demostracion. Six,y € E son distintos, aplicamos el Lema 1.9 con 4 := {x}
y B :={y}. O

Nota 1.11. El Lema 1.10 implica para un espacio normado E que si Ax =0
para todo A € E’, entonces x = 0.

Teorema 1.12 (Integral de Bochner). Sean E un espacio de Banach, a < by
f:la,b] = E continua. Entonces existe un 'y sélo un elemento y € E tal que

b
(1.14) Ay:/ Af(s)ds

para todo A € E’. Ese elemento y serd llamado la integral de f sobre [a, b]:

/ab f(s)ds := y.

Sia < b,

1P [
(1.15) b—a/ f(s)ds € conv( fa,b]).

Demostracion. Consideremos E como espacio vectorial real. Esto es posible
y suficiente ya que todo espacio vectorial complejo también es un espacio
vectorial real, y todo operador lineal complejo es lineal real.

Primero demostremos la unicidad. Sean entonces yi, y» dados con la propie-
dad (1.14). Eso implica A[y; — y2] = O paratodo A € E’. Como E’ separa
puntos de E, se tiene y; = 5.

Mostremos la existencia de y. Sia = b, escogemos y = 0.Sia =0y
b = 1, ponemos

K := conv(f]0,1]).

Por la continuidad de f y por la Proposicién 1.7 K es compacto.

Sea D = {A1, Ay, ..., Ay} € E’ un conjunto finito de funcionales lineales.
Denotemos

Kp :={y € K | (1.14) es cierto para todo A € D}
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y mostremos que Kp no es vacio. Definimos el mapeo Ae L(E,RY) por
Ax = (Arx, Agx, ..., Agx)

y g = A f. Como g es continua, g[0, 1] es compacto. La Proposicién 1.7
implica que L := conv(g[0, 1]) es un conjunto compacto. Definimos

1
Z :=/ gi(s)ds
0

yz:=(21,22,...,2¢) e RE.

Demostremos que
(1.16) zelL.

Supongamos por contradiccién que eso no fuera cierto. Como L es convexo y
compacto, el teorema de separacién de Hahn-Banach implicaria la existencia
de un mapeo lineal " : R¢ — R tal que I'x > I'z para todo x € L. Existirfan
coeficientes c; tales que I'x = Zle cix; paratodo x € Re, es decir,

L L
Zcigi(l) > ZCiZi

i=1 i=1
para todo ¢ € [0, 1]. Integrar esta desigualdad sobre [0, 1] implicaria
12 )2
ZC,‘Z,‘ > ZC,’Z,‘,
i=1 i=1

una contradiccion. Eso comprueba (1.16).
(1.16) implica la existenciade t; € [0,1]y u; >0, j = 1,2,...,m, con
Yk =1y

m
=Y pigt)).
j=1

Para

yi= Y 1 f(t;) € conv(£[0. 1])
j=1

obtenemos Zy = z, es decir, (1.14) se cumple para Ay, Ay, ..., Ay. Eso
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muestra que Kp no es vacio.

Consideramos la coleccién
D:={D C E’| D es finito}.

Como Kp, N Kp, = Kp,up, para D1, D, € D, lo antes mostrado implica
que

(1.17) toda interseccion finita de conjuntos Kp, D € D, es no vacia.

Notemos también que todo Kp es cerrado por la continuidad de los elementos

de E’. Si
() Kb
DeD

fuera vacia, la coleccion
{K\Kp | D € D}

seria una cubierta abierta de K. Por la compacidad de K existiria una subcu-
bierta finita de ella, en contradiccién con (1.17). Eso comprueba que podemos

escoger
S ﬂ Kp.,
DeD

asi que (1.14) se cumple para todo A € E’ y (1.15) se cumple.

En el caso general a < b, definimos

b 1
/ f(s)ds := (b—a)/ f(a+ (b —a)s)ds.
a 0

Es facil comprobar (1.14) se cumple para todo A € E’ y (1.15), usando el
teorema de transformacion de variable para la integral en R. O

Proposicion 1.13. Si E, F son espacios de Banach, A € L(E, F)y f: [a,b] —
E es continua, se cumplen

b b
/ f(s)ds 5/ | £(s)] ds.

(1.18) ‘
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b b
(1.19) A/ f(s)ds=/ Af(s)ds.

a

Demostracion. Ponemos y := | ab f(s)ds. Si y = 0, la primera desigualdad
es trivial. Sea entonces y # 0,y sea A € E’ el funcional dado por el Lema 1.8
para el elemento y. Se tiene que |Af(s)| < || f(s)| paratodo s € [a,b] y

b b
Iyl = Ay = / Af(s)ds < / 1)l ds.

La otra identidad es una consecuencia de (1.14) y del hecho que AA4 € E’
para todo A € F’. O

Continuidad fuerte

Si X, Y son espacios de Banach, el conjunto

Y =f{p:x>vi=]] Y
xeX

de los mapeos X — Y tiene la topologia natural del producto. Ella est4 definida
como la topologia menos fina tal que todas proyecciones px: YX — Y, ¢ >
@(x), son continuas. La topologia del producto tiene la siguiente propiedad:
Si A es un espacio topoldgico y si f: A — Y X es un mapeo, entonces f es
continuo si y sélo si pyx o f es continuo para todo x € X, equivalentemente, si
y s6lo si A — f(A)(x) es continuo para todo x € X. Esa es la razén porque
esta topologia en Y X se llama también la topologia de convergencia en puntos.

Como L(X,Y) € YX, podemos considerar el espacio L(X, Y) de los opera-
dores lineales acotados entre X y Y, con la topologia inducida de convergencia
en puntos. Un mapeo f: A — L (X, Y) es continuo en A¢ siy sélo si el mapeo
At f(A)x de AenY es continuo en Ao para todo x € X. Si eso es el caso,
entonces decimos que f es fuertemente continuo en Ag. Si f es fuertemente
continuo en todo A € A, entonces f es fuertemente continuo en A.

Sea A un espacio métricoy f: A — Lg(X,Y) continuo en un 19 € A.
Entonces

sup [l f(Mllcexyy < oo,
A€B:(ho)
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para algiin ¢ > 0. Para ver eso, supéngase por contradiccién que existiera una
sucesion A, — Ag tal que || f(An)llz(x,y) — oo. La continuidad fuerte en Ag
implica que f(A,)x es acotado en Y para todo x € X. Por el principio de la
acotacion uniforme se tiene que || f(A»)| £(x,y) €s acotado, una contradiccion.
Ese resultado muestra que f es localmente acotado en Ag. Particularmente, si
Aescompactoy f € C(A, Ls(X,Y)), entonces

sup || fF(M) ll zex,y) < oo,
AEA

es decir, f es acotado.
Proposicion 1.14. Sean A un espacio métricoy X, Y espacios de Banach.

(@) Sean f € C(A,Ls(X,Y))yu € C(A, X). Entonces el mapeo A +—
FMu(A) es un elemento de C(A,Y).

(b) Sean f: A — L(X,Y) un mapeoy Lo € A tales que | es localmente
acotado en Ao. Si X1 es un subespacio denso de X tal que

(1.20) lim f(A)x = f(o)x
A—>/1()

para todo x € X1, entonces | es fuertemente continuo en Ay.

Demostracion. (a): Fijamos A9 € Ay sea A, — Ao una sucesion convergente
en A. Entonces

ILf An)u(An) = f(Ao)u(Ro)ll
< If Q) lu(n) —uRo)ll + [1f (An)u(Ao) = f(Ro)u(Ao)|| — O

cuando n — oo por las hipétesis y porque f es localmente acotado en A.

(b): Sea A,, — A¢ convergente en A. Como f(4,) es acotado en L(X,Y),
existe C > 0 tal que || f(A,)], || f(Ao)|| < C para todo n. Sean x € X y
e > 0. Existe y € X; tal que | x — y|| < &/3C. Existe ng tal que || f(A)y —
f(Ao)y|| < e/3 paran > ng. En consecuencia

I/ (An)x — f(Ro)x|l
= QDX =y + 1 An)y = fFRoy I + [/ Qo) llx =yl <&

paran > ng. Eso demuestra que f(1,)x — f(A¢)x paratodo x € X. O
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Sea A un subconjunto abierto de un espacio de Banach Zy f: A —
L(X,Y) un mapeo. La funcién f es fuertemente diferenciable en zo € Z si
z — f(z)x es diferenciable en zo para todo x € X. En ese caso escribimos

(1.21) D f(zo)x := dd f(z)x.
z

20

Similarmente, si k € N entonces decimos que [ es k veces continua y fuer-
temente diferenciable en A si f(-)x es diferenciable continuamente k veces
en A para todo x € X. Denotemos por C¥(A, £(X,Y)) es espacio de todas
funciones A — L(X,Y) que son k veces fuertemente diferenciables en A.

Lema1.15. Sean f € CY(A, Ly(X,Y))yu € CY(A, X). Entonces f(-)u(-) €
Cl(AY)y

d
3/ @u@) =Df(@)u(z) + f(2)Du(z) € L(Z.Y).

1.2 Semigrupos fuertemente continuos y sus
generadores

Primero trataremos la generalizacién del problema lineal auténomo homogéneo
1 = Au, puesto en R”, al problema andlogo puesto en un espacio de Banach
complejo X. Aqui el operador lineal A puede ser no acotado, para permitir
operadores diferenciales como el Laplaciano. Como la solucién en el caso de
un operador acotado A es e’4u(0), buscamos una forma similar de representar
la solucién en el caso general. Hay que tomar en cuenta que en general no
es claro que deberia significar la expresién e/4 si A no es acotado. S6lo en
casos especiales hay una definicién directa de la funcién exponencial de ¢ A.
Por ejemplo, si X es un espacio de Hilbert y A un operador normal la teoria
espectral permite definir e’4 mediante el cdlculo funcional. En el caso general,
en vez de usar la representacion de la solucién como exponencial, se define la
nocién del semigrupo fuertemente continuo, que tiene las propiedades buscadas.

Definicion 1.16. Sean X un espacio de Banach y (Q(¢));>0 una familia de
operadores lineales acotados en X que satisface

() Q) =Ty Q(s+1)=Q(s)Q(r) paras,t = 0;

(ii) lim;—o+ Q(t)x = x paratodo x € X.
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Entonces Q es un semigrupo fuertemente continuo en X (Co-semigrupo).

Nota 1.17. El limite en (ii) estd entendido respecto a la norma en X . Efectiva-
mente Q es fuertemente continuo en 0.

Toda f: C — C continua que cumple la ecuacién funcional f(A + u) =
FQ) f(w)y f(0) = 1 tiene la representacién f(1) = e?*, donde a = f7(0).
Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 1.18. Si Q es un Cy-semigrupo en un espacio de Banach X, enton-
ces

(1.22) Ax 1= lim 2©X =%

e—>0 &£

define un operador lineal con dominio D(A) el conjunto de los x € X tal que
existe el limite en (1.22), respecto a la norma en X. Este operador A es el
generador infinitesimal de Q.

Veremos que en un sentido débil el semigrupo tiene la representacion Q(¢) =
exp(tA).

Teorema 1.19. Un Cy-semigrupo Q en un espacio de Banach X con generador
infinitesimal A tiene las siguientes propiedades:

(a) Existen constantes C > 1y y > 0 tales que

(1.23) Q@] < Ce.

(b) Q es fuertemente continuo en R(}L .
(¢) D(A) esdensoen X y A es cerrado.

(d) Para todo x € D(A) yt > 0 se tiene Q(t)x € D(A) y se cumple la
ecuacion diferencial

(1.24) %Q(Z)x =AQ(t)x = Q(t)Ax.
(e) Escribiendo

(1.25) Aei= (0@ ~ 1) € LX),
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se tiene que A;x — AXx para todo x € D(A) cuando ¢ — 0, y que

1.26 f)x = lim e'e
(1.26) Q(t)x Jm eex

para todo x € X. La convergencia en (1.26) es uniforme para t en
cualquier subconjunto compacto de RS‘ .

(f) SiA € C yRe A > v, entonces se cumple A € p(A) y

(1.27) A —A)"'x = /oo e MO (r)x dr.
0

Nota 1.20. Los limites en la derivada en (d) y en (e) se entienden respecto a la
norma en X . El inciso (f) implica que o (4) < [Re(1) < y].

Demostracion. (a): Como Q es fuertemente continuo en 0, las observaciones
de la seccion 1.1 implican que existen C,§ > 0 tales que ||Q(¢)| < C para
todo ¢ € [0, §]. Necesariamente se tiene C > [|Q(0)|| = ||I|| = 1. Sit € R,
pongamos n = [t/8]| + 1, asi que

(1.28) (n—1)8 <t <né.

Entonces || Q(¢/n)|| < C. Usando la ecuacién funcional de la Definicion 1.16(i)
y C > 1 se sigue que

0@ = Q/ny"]| < C" < C1H,

Basta escoger y tal que e? = C'/4. Como C > 1,y > 0.
(b): Si0 < s <t < T entonces el inciso (a) y la ecuacion funcional para Q
implican

10()x = Q(s)xll < 12 1Q¢ = s5)x — x| < C"T Q1 —5)x —x]| = 0

cuando |s — ¢| — 0. Esto comprueba continuidad fuerte por la derecha y por la
izquierda.

(c): El inciso (b) implica que ¢ — Q(¢)x es continuo como mapeo de R(J{
en X, paratodo x € X. Entonces se puede definir un operador M; por

1 t
M;x = t/ O(s)xds parat > 0,x € X.
0
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Se tiene por el inciso (a)

1 /! 1 /!
Ml < 5 [0l as < 1 [ cerxpas
t Jo tJo
1 ! t t
<- [ Ce"|x|ds =Ce"|x],
tJo
es decir,
(1.29) M, e L(X) y | M| < e para todo ¢ > 0.

Ademas se tiene para x € X y t > 0 por el teorema del valor intermedio que
existe s’ € (0,7) tal que

t
130 [Mox=x) = [ 10 —x]ds

=[0G )x — x| -0  cuandot — 0.

Afirmamos que
(1.31) AMix = A;Mcx paratodoe,t > 0, x € X.

Para demostrar esta afirmacion, notemos que para integrales sobre funciones
continuas en ]R(J{ se cumple la identidad

t+e t t+e e
(132) / - / - / - / .
e 0 t 0

El lado izquierdo aplicado al integrando Q(s)x da

t+e t t t
/E Q(s)xds—/0 Q(s)xds:/0 Q(8+s)xds—/0 Q(s)xds
t
= [©@@©-nowxas

t
= — 1 d
(0(e) 1) /0 0(s)x ds
=AM x.

La pentiltima igualdad es una consecuencia de la Proposicién 1.13. En la misma
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manera el lado derecho de (1.32) da tA;eM x. Eso comprueba (1.31).

Por (1.30) el lado derecho de (1.31) tiende a A;x cuando ¢ — 0. Las
definiciones de A, y D(A) implican que M;x € D(A). Otra vez usando
(1.30), obtenemos que D(A) es denso. Ademas,

(1.33) AM;x = A;x paratodo x € X, ¢t > 0.

Para demostrar que A es cerrado, sean (x,) € D(A), X, > Xy Axp — y
en X. Para cualquier z € X calculamos

1
AeM;z = E(Q(S)Mtz — M;z)
1 t
— - [ (e@0w: - 0w as
te Jo
1 t
134 — [ owre@z-2as
te 0
1 t
= / Q(s)Azzds
I Jo
== M[AEZ,
es decir, A, y M; conmutan. Como M;z € D(A), dejando ¢ — 0 se tiene que
AM;z = M; Az paratodo z € D(A).
Usando (1.33) eso implica
Arxp = AMx,, = M;Axy, paratodo? > 0, n € N.
Dejando n — oo llegamos a
(1.35) Arx = My y,

considerando que A; y M; son operadores acotados. Dejando t — 0 en (1.35),
por (1.30) el lado derecho converge a y, es decir, x € D(A), Ax =yy

(1.36) Aix = M Ax paratodo ¢t > 0.

Entonces A es cerrado.

(d): Es obvio que A, y Q(t) conmutan en X, parae > 0y ¢ > 0. Si
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x € D(A), dejando ¢ — O en
A Q(1)x = Q1) Aex
muestra que Q(¢)x € D(A), porque el lado derecho converge, y se tiene

(1.37) AQ(t)x = Q(t)Ax para todo x € D(A), t > 0.

Sea x € D(A). Calculemos la derivada por la derecha de Q(¢)x:

L + )¢~ 0()) = 4:0()x — AQ(0)x = (1) Ax

cuando ¢ — 0+, porque Q(t)x € D(A) y por (1.37). Falta ver que para
x € D(A) yt > 0 existe la derivada por la izquierda de Q(¢)x. Si ¢ € (0, 1),
entonces

1
— (0 —8)x - Q(1)x)
= 0t —&)(Aex — Ax) + Q(t —e)Ax — Q(1)Ax

cuando ¢ — 0+. Eso sigue porque | Q]| es acotada en [0, ¢], x € D(A) (esto
hace que el primer término tiende a cero) y por la continuidad fuerte de Q en «.
Entonces Q(t)x es diferenciable y se cumple (1.24).

(e): Primero establecimos una cota para |exp(tA.)|| que no depende de ¢
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para ¢ pequefio. Sean ¢t > 0y ¢ € (0, 1]. Usando (1.23) y y > 0 se sigue que

lexp(rAe) || =

ew (0@ - 1)

o cow)

o0

1 /n\*
ey (5) towol

k=0

1.38 ® 1/t k
(1.38) Sce_t/szkl<£‘eys)

k=0

— e—t/e

= Cexp <2(e”8 - 1)>

1
:Cexp(t <)/+28]/2+...>>

< Cexp(t(e’ —1)).

Fijamos x € D(A), ¢ € (0,1] y ¢t > 0. Definimos una funcién ¢: [0,7] —> X
por
@(s) :=exp((t —5)Ag) Q(5)x.

Porel Lema 1.2

d
(1.39) Setey = dy

paratodo y € X y s > 0. El inciso (d) —aplicado a Q(s)— y (1.39) implican
que ¢ es diferenciable y que

(1.40) ¢ (5) = exp((t — ) Ae) Q(s)(Ax — Aex).

Aqui hemos usado de nuevo que A, y Q(s) conmutan. Notemos ademads que ¢’
es continua por la continuidad fuerte de Q. El inciso (a) y la ecuacién (1.38) im-
plican que existe una constante K(z) > 0 que sélo depende de ¢ (continuamente)
tal que

(1.41) o' ()| < K(@)||Ax — Agex|| para todo s € [0, 7].

Demostremos el teorema fundamental del célculo para la funcién ¢: para
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todo A € X'y s € [0,1] se tiene

d
dew(S) = A¢'(s)
S

y entonces por la continuidad de ¢’

A(t) — p(0)) = Ap(t) — Ag(0) = /0 Ap/(s)ds = A /0 o/(s) ds.

Eso da
1
(1.42) 00 =00 = [ ¢
Usando que () = Q(t)x y ¢(0) = e’4ex, (1.42) y (1.41) implican

t
(1.43) [ Q(1)x —eex]| S/O le’ ()]l ds < tK (1) Ax — Agx||

paratodot > 0, x € D(A), ¢ € (0,1].

Dejando ¢ — 0+ obtenemos (1.26) para x € D(A).

Si T > 0 es fijo, el inciso (a) y (1.38) dicen que las normas de los operadores
acotados Q () y e*“¢ son uniformemente acotadas parat € [0, T]y ¢ € (0, 1],
por alguna constante C. Por la continuidad de K podemos suponer que ademads
|tK(t)] < C parat € [0,T]. Sean x € X y § > 0. Escogemos y € D(A) tal
que 2C||x — y|| < §/2. Existe g € (0, 1] tal que

CllAy — Aey| < 6/2
para todo ¢ € (0, g¢]. Se sigue de (1.43) para tal ¢ y cualquier ¢ € [0, T] que
10(0)x —eex]
< oWk =yl + (@) — o)yl + [l <[y — ]|

<2C|x =yl + K@)l Ay — Ayl

<.

Eso muestra que e’4¢x — Q(f)x cuando ¢ — 0, uniformemente para ¢ €
[0, T].
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(f): Parax € X y 0 < T1 < T3 se tiene por el inciso (a) y por Re A > y que

T2 o0
(1.44) / eMOo@xdt|| <C / e ReML) x| s
T1 Tl

< (y—Re V)T 0
< ReG )¢ I —

cuando 77 — oo. Eso demuestra que estd bien definido
— oo T
R(\)x := / eMO()xdt ;== lim / e M O(t)x dr.
0 T—o0 0

Para T1 = 0 y cualquier x € X (1.44) implica

IR < o 1

Entonces 75(/\) € L(X).

Por las definiciones de A, y fﬁ(k) setiene parae > 0y x € X

— l o0 o0

A:R(AM)x = . </0 e_MQ(t + &)x dt —/0 e_MQ(z)x dt>
= é (/:o e =D o ()x dr — /Ooo MO (t)x dt)
= % <e“ / ” e MO(t)xdr — / - eMO(1)x dz)

e 0

B e/\s -1 oo Yy e)ks & Yy
= /0 e Q(t)xdt—g/o e M O@)xdt
— AR(\)x — x

cuando ¢ — 0. Eso implica que R(M)x € D(A) y que

(1.45) (A — A)’Ii()t)x =X para todo x € X.

Por otro lado, si x € D(A) una aplicacion del inciso (d) da

R(M)Ax = / e O(r)Ax dt
0
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Atd
= M —0(@)xdt
| e o0

— / - (;(e—“Q(z)x) + Ae—“Q(t)x> dr
0

= —x + AR(A)x.

En la dltima igualdad aplicamos el teorema fundamental del cédlculo, cuya
validez ya hemos visto arriba. Llegamos a

(1.46) fl\é(k)(kl —A)x =x para todo x € D(A).

Como vimos antes, ﬁ(k)(X ) € D(A). Entonces (1.46) implica que ﬁ(k) X —>
D(A) es suprayectiva, y junto con (1.45) obtenemos que

R(A) = (A — A~ = R(; A).
Eso termina la demostracion del inciso (f). L]

Nota 1.21. La formula (1.27) se puede entender fécilmente si Q(¢) = e’ para
una € Ry A > a. Entoncesa — A < 0y por eso

0 0 a—A\ 0 A—a

La integral en (1.27) es la transformada de Laplace de Q(t)x.

Como el modelo de un semigrupo de operadores con generador infinitesimal
A es e’ interesa saber como uno puede representar un Co-semigrupo por su
generador infinitesimal. Demostremos y mencionemos algunos resultados al
respecto.

Teorema 1.22. Sea (Q(t))s>0 un Co-semigrupo en el espacio de Banach
X con generador infinitesimal A. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) D(4) = X,
(i) limg—o[Q(e) — Il =0,

(iii) A€ L(X)y Q(t) = e parat € RY.
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Demostracion. (i) implica (ii): Sea A, definido como en el Teorema 1.19(e).
El teorema de la acotacién uniforme da que || A;|| es acotada uniformemente
para & pequefio, porque lim,—o Agx existe para todo x € X. En seguida,
|Q(e) —I|| = ¢||Ae]l = O cuando ¢ — 0.

(ii) implica (iii): Recordemos la notacién
1 t
M;x = [/ O(s)xds paratodo x € X
0

de la demostracion del Teorema 1.19. Se cumple

I ]
[Mix — x| < / Q@) — I lx[lds = max [Q(s)— I [Ix]],
t Jo s€f0,]
es decir,
(1.47) |M;—1] —0 cuando t — 0,

por la hipétesis del inciso (ii). Fijemos ¢ > 0 tan chico que M; es invertible
en L(X) (por la serie de Neumann). Por (1.31) y (1.34) tenemos que M; A, =
A Mg y entonces

(1.48) Ae =M 1AM,  paratodo e > 0.

Para todo x € X (1.30) dice que limg—o M,x = x. En seguida, (1.48) y
M. 14, € L£(X) implican que Agx converge para todo x € X, es decir,
D(A) = X.Como A es cerrado, A € L(X). Usamos (1.36) y (1.47) y obtene-
mos que

|Ae — Al < IM;'A4;||IMc — I|| -0  cuando & — 0.

En seguida, ||A¢| < 2||A|| para ¢ suficientemente chico. El inciso (d) del
Teorema 1.19 implica que Ay Q(e) y luego A y A conmutan para ¢ > 0.
Estos hechos y el Lema 1.2 muestran que

le*4e — ' < exp(2]| Al 4s — Al = 0

cuando ¢ — 0. Por el inciso (e) del Teorema 1.19 obtenemos que

O(t)x = lim e'4ex = e!4x
e—0
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paratodo x € X.

Que (iii) implica (i) es trivial. L]

Teorema 1.23 (Hille-Yosida). Un operador cerrado y densamente definido A
en un espacio de Banach X es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
(Q(2))¢>0 con la propiedad || Q(t)|| < Ce?" con constantes C > 1y y > 0 si
v solo si se cumple

(149) A € p(A)
y [AI =A™ <CA—y)™ para todo A >y, m € N.

En ese caso sea
Yos(e; A) := A1 —gA)™! parae € (0,1/y)

la e-aproximacion de Yosida de A. Se tiene

(1.50) Yos(e; A) € L(X), para todo ¢ € (0,1/y),
(1.51) lim Yos(e; A)x = Ax, para todo x € D(A),
e—>0+
(1.52) 11'r(§1Jr exp(tYos(e; A))x = Q(t)x, para todox € X, t > 0.
E—>

Demostracion. Primero sea A el generador infinitesimal de (Q(¢));>0. Esco-
gemos C y y como en el Teorema 1.19. Por el Teorema 1.19(f) sabemos que
parad > y setiene A € p(A) y

(1.53) R A)x = — A) 'x = /oo e M O(t)x dt
0

para todo x € X. Afirmamos que

1 o0

(154) R(A; A)™x = (1)'/ M e MO (1)x dr
m — Jo

paratodo x € X, m € N.

Para demostrar esa afirmacién por induccién, sean 21 := RT x Rty

25 :={(u,v) € 21 |u <v}.
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Definimos el difeomorfismo @: £, — £21 por @(u,v) = (u,v — u). Se

cumple
1 0
Do ~
(u.v) (—1 1>
y entonces
(1.55) |detD®(u,v)| =1 para todo (u,v) € £2,.

Suponemos que (1.54) se cumple paraunm € N. Seanx € X y A € X'.
Como A > y, la funcién

(S,t) s e—l(s-i—t)AQ(s + l)Sm_l.X

es un elemento de L!(£2;), por la cota (1.23). Aplicamos (1.53), la transfor-
macién de variables de integracion (s,t) = @(u,v), (1.55) y el teorema de
Fubini:

AR A"y = A/Ooo e_)”Q(t)(mil)!/oOo s e O (s)x ds dr

1
= / s e A AQ (s 4 1)x d(s, 1)
1
= / ™ e M AQ (v)x d(u, v)
1 o0 v
= / e_’lvAQ(v)x/ w™ 1 du dv
(m—=1!Jo 0
1 o
=— Ve M AQ (v)x dv
m!
10 ©
=A— Ve O (v)x dv.
m: Jo

Como A € X' era arbitrario, obtenemos
1 o0
R(A; A" x = / Ve O (v)x dv.
m! 0

Junto con (1.53) (el caso m = 1) eso comprueba (1.54).
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Obtenemos de (1.54) que

C o0
[R(A; A < M/ M=t g = c(A — ),
A

haciendo m — 1 integraciones parciales y una integracion final.
Inversamente, sea A densamente definido tal que existen C,y con (1.49).
Ponemos S(g) := (I —eA)~ 'y g := 1/y. En seguida, (1.49) implica

(1.56) IS <CA—gy)™ para todo ¢ € (0, &9), m € N.
Ademds, tenemos
(1.57) (I —eA)S(e)x =x =S —eA)x,

donde la primera igualdad vale para x € X y la segunda para x € D(A).

La ecuacion (1.56) para m = 1 implica que ||S(¢)|| es acotada uniformemen-
te para ¢ € (0,80/2). Si x € D(A) entonces x — S(e)x = —&S(e)Ax — 0
cuando ¢ — 0, es decir, limg—o+ S(¢)x = x para todo x € D(A). Como
|S(e)|| queda acotado cuando € — 0y D(A) es denso, obtenemos

(1.58) m S(e)x =x para todo x € X.

Ii
e—>0+

Notemos que S(¢): X — D(A) y que (1.57) ademas implica que S(¢)Ax =
AS(e)x paratodo x € D(A). En seguida

lim Yos(e; A)x = lim AS(e)x = lim S(e)Ax = Ax
e—>0+ e—>0+ e—>0+

para x € D(A), es decir, se cumple (1.52). Tenemos por (1.57)
(1.59) AS(e) = %(S(e) —1) e L(X) para todo ¢ € (0, gg),
comprobando (1.50). Ademas, estd bien definido

T(t,e) == exp(tAS(e)) = exp(tYos(e; A)).
Afirmamos que

t
(1.60) [ T(e,0)]| < Cexp (1’/) para todo & € (0, &), ¢ > 0.
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Para demostrar eso usemos (1.59):

o (£)on(t50)

t
:
21 [t k
<o - )Zk,(g) ISter*|

IT (.0l =

Para demostrar la convergencia de 7'(¢, ¢)x cuando € — 0+, notemos prime-
ro que T(¢,8) ! = e *450) En consecuencia, para x € D(A)

%(T(t,e)T(t, §)7Ix) =T(t,e)T(t,8) 1 (S(e) — S(8)) Ax.

Después de una integracién de 0 a ¢ y la aplicacién de T'(¢,5) obtenemos
(usando que A4, S(¢), S(8), T(¢t,e) y T(¢,§) conmutan dos a dos)

t
T, e)x—T(,6)x = / Tu,e)T(t —u,8)(S(e)— S(6))Ax du.
0
Poniendo & := max{e, §} calculamos con (1.60) y (1.58):
t
T, e)x —T(,8)x| < / 1T (u,e)T(t —u,8)(S(e) — S(6))Ax| du
0

¢
= C2/0 exp (1 Zu5y> exp (Vl( > 1(S(e) — S(8))Ax|| du

—czrexp( )u(S(e) S(8) x|

-0 cuando &€ — 0.

Eso implica que existe el limite

(1.61) O@t)x = 11'_r)r6 T(t, e)x
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para todo x € D(A), y la convergencia es localmente uniforme en ¢. La
ecuacion (1.60) implica que ||T (¢, ¢)|| es acotada uniformemente para ¢ €
(0,e0/2) y t en intervalos acotados. Como D(A) es denso en X, el limite en
(1.61) existe pata todo x € X y la convergencia es localmente uniforme en ¢,
para x fijo.

La misma acotacién uniforme de T (¢, ¢) implica por la definicién de Q y
porque 7'(e, t) es un semigrupo que también Q es un semigrupo:

1Q(®)Q(s)x =Tt + 5.8)x]
=00 Q(s)x =T, e)T(s.e)x|
= 1Q@) =T, e)Q)x| + T )l Q(s)x = T(s,e)x]

-0 cuando ¢ — 0

T+ s,e)x —> Ot +s)x cuando ¢ — 0.

Como para todo x € X el mapeo t — Q(¢)x es un limite localmente uniforme
en ¢ de los mapeos continuos 7T'(z, £)x, también Q(¢)x depende de ¢ continua-
mente. Estos hechos comprueban que (Q(?));>0 forma un Cp-semigrupo en
X.

Sea 4 el generador infinitesimal de Q. Necesitamos demostrar que A=A
Sea x € D(A). Aplicando Teorema 1.19(d) al semigrupo T (¢, &) obtenemos

t
(1.62) O()x —x =1lm T(t,e)x —x = lim / T(s,e)S(e)Ax ds.
e—0 e—>0 Jo

La cota (1.60) y la convergencia (1.61), que son localmente uniformes en ¢,
implican que

IT(s.€)S(e)Ax — Q(s) Ax|
<TG, o)l [1S(e)Ax — Ax|| + [T (s, ) Ax — Q(s) Ax||

—0 cuando € — O,

uniformemente en [0, ¢]. En seguida, (1.62) implica que

t
Ot)x —x = / O(s)Axds = tM; Ax para todo x € D(A).
0
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Aqui M; esté definido como en la demostracién del Teorema 1.19. Definiendo
A x como en el Teorema 1.19, eso da

~ Ot)x —x

Ayx = — = M;Ax — Ax cuando t — 0.

Por lo tanto, x € D(;f) y Ax = Ax para todo x € D(A), es decir, A C A.

Mostremos que
(1.63) lO@)| < Ce* para todo ¢ > 0.

Sea x € X. Usando (1.60) y (1.61) se sigue que

t
Qx| = lim[T(z,e)x| < lim C exp (y >||x|| = Ce”’|x]l.
e—0 e—0 1 —e¢y

Tomar el supremo sobre todo x € X con ||x|| < 1 implica (1.63).

Sea A > y. La ecuacion (1.63), el Teorema 1.19 y la hipétesis del actual
teorema implican que A € p(A4) N p(A). Entonces

(A —A)(D(A)) = (\I — A)(D(A)) = X,

D(A) = (A —A)7(X) = D(A)

Corolario 1.24. En la situacion del Teorema 1.23 se cumple

(1.64) Aep(4d) vy (AT —A)™| < C(ReA—y)™™"
para todo A € C, Re A > y.

Demostracion. Sea A € C tal que Re A > y. Por el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue se tiene para todo x € X, usando (1.27):

iR(/\-A)x _ 4 /oo e M O(t)x dt
dr 7 —dA

_ ooi—kt _ oo_ —At
_/O d)Le Q(t)xdt_/0 te” " Q(t)x dr.
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Por induccién eso implica

n

1.65
(1.65) 7

o0
RL; A)x = (—1)" / e MO (t)x dt
0
paratodox € X, n € N,

Por otro lado la holomorfia de la resolvente en (1.6) implica

dn
dAr

R(A; A) = (=1)"n!R(A; A)" ! paratodon € N.

Comparando esto con (1.65) obtenemos

R(A; A)'x =

1 o0
(n—l)!/g " e MO (1)x dr

paratodo x € X, n € N.

En consecuencia

o0
|R(A: A)"x]|| < /0 e TReM | vl dr =

C
(n—1)! ®Rea—pyr I

O]

Ejemplo 1.25. Consideremos el operador 4 := A en L2(R") con dominio
(1.66) H*RYy:={uelLl, |D*uelL? k=012

Aqui D¥u denota el conjunto de las k-ésimas derivadas parciales débiles de u.
Entonces A es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo Q en LZ(RY)
cuyas 6rbitas son soluciones de (1.66). Para N = 1, ug € L2 y u(-,t) =
O (t)uo se tiene la representacion

00 _ 2
u(x,t) = \/%/_ exp (—W) uo(y)dy.

El espectro del generador A = A es (—o0, 0].

Ejemplo 1.26. Consideremos la ecuacién

(1.67) B%u(x,t) = Au(x,t).
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Primero hay que transformarla en un sistema de ecuaciones del orden uno en ¢,
como se hace para ecuaciones ordinarias. Escribimos

U= (gm,)
e

Ahora podemos escribir (1.67) como ;U = AU. Considerando A como
operador en el espacio de Hilbert H! x L2, con dominio H? x H!, se sigue
que A es el generador de un Cp-semigrupo cuyas orbitas son soluciones de
(1.67). El espectro de A es iR. Eso se ve asi heuristicamente:

A =1
Al —A= <—A u)

no es invertible continuamente si y sélo si la determinante

A2 — A
no es invertible continuamente, es decir, si y s6lo si 12 € 6(A) = Ry. Eso es
equivalente a que A € iR.

Ejemplo 1.27. Consideramos
(1.68) i0,u(x, 1) = Au(x,t).

Ahora se toma 4 := —iA. Resulta que A genera un Cy-semigrupo en L? cuyas
orbitas son soluciones de (1.68). En este caso el espectro de A4 es i]R(J)r .

Definicion 1.28. Un semigrupo (Q(¢));>o es uniformemente acotado si || Q (t)| <
C paratodot > 0, con C > 1. Un semigrupo uniformemente acotado es un
semigrupo de contracciones si C = 1 en la situacién anterior.

Corolario 1.29. Un operador A densamente definido en un espacio de Banach
X es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo (Q(t)):>o de contraccio-
nes si y solo si se cumple

1
(169 Aepd) vy M -4)7Y < 5 para todo A > 0.
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Demostracion. La necesidad de (1.69) es obvia por el Teorema 1.23. Inversa-
mente, sea cierta la ecuacién (1.69). Paratodo A > 0y m € N se tiene que

A€ p(Ad)y

IRG: A" < IR D™ = 2

Entonces el Teorema 1.23 implica que A es el generador infinitesimal de un
semigrupo (Q(z)) que cumple ||Q(?)|| < 1, es decir, de un semigrupo de
contracciones. O

Sea (Q(#))¢>0 un Co-semigrupo tal que ||Q(7)|| < Ce?’. Para cualquier

A € R también T'(r) := e* Q(t) es un Co-semigrupo. Como
T(e)x —x et —

_ 1Q(8)X+ O(e)x —x

& & &

— (A + A)x

cuando ¢ — 0 para todo x € D(A), Al + A es el generador infinitesimal de
T(t).Si A < —y,entonces T es uniformemente acotado.

Definicion 1.30. Para un semigrupo fuertemente continuo (Q(¢)) con genera-
dor infinitesimal A definimos el tipo exponencial

(1.70) w(A) :=w(Q) :=1inf{w e R |IC > 1Vt >0: |Q(t)| < Ce?’}.
Definimos la cota espectral ce(A) de A por

(1.71) ce(A) := sup{Re(A) | A € o(A)}.

Lema 1.31. En la situacion de la Definicion 1.30 se tiene ce(A) < w(A).

Demostracion. SeaA € C talqueRe A > w(A4) y escogemos y € (w(A),Re ).
Por la definicién de w(A) existe C > 1tal que || Q(¢)| < Ce?’ paratodot > 0.
Por el Corolario 1.24, A € p(A). Eso muestra que [Re A > w(A4)] € p(A) y lue-
go [ReA < w(A)] 2 a(A). La afirmacién es una consecuencia inmediata. []

Otra situacién donde podemos representar un semigrupo como la exponencial
de su generador es la de operadores normales. No la necesitaremos a lo largo
de este curso. Por lo tanto solamente anotaremos ese hecho sin demostracion.

Nota 1.32. Sea Q(¢) un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de
Hilbert H, y sea A su generador infinitesimal. Entonces Q(¢) es normal para
todot > 0 siy s6lo si A es normal. Para una demostracién de ese hecho



1.2 Semigrupos fuertemente continuos y sus generadores 35

véase [16, Teorema 13.38]. En ese caso se tiene la representacién Q(¢) = e4

usando el cédlculo funcional. Como ce(A) < oo por el Lema 1.31, la funcién
A > e es acotada en o (A). Eso es consistente con que Q(t) es un operador
acotado.

En el caso particular de que cada Q(¢) es un operador unitario, entonces
existe un operador autoadjunto L en H tal que A = iL. Esa es la representacion
de Stone de semigrupos unitarios.

Necesitaremos informacién respecto al dominio de potencias de generadores
infinitesimales.

Proposicion 1.33. Sea A el generador infinitesimal de un Co-semigrupo (Q(t))s>o0
en un espacio de Banach X. Entonces ﬂf;l D(A") es denso en X.

Demostracion. Parax € X y ¢ € C®(R™,C) (las funciones R — C que
son diferenciables infinitas veces y tienen soporte compacto en R ™) definimos

K(x,@) = /0 o($)0(s)xds € X.

Si & > 0 entonces

Loe - Dy =1 / o(5)(Q(s + £)x — O(s)x) ds
& & Jo

1

- / Lo(s — o) — 0()) 0(s)x ds
o ¢

—>—/0 ¢'(s)0(s)x ds

cuando ¢ — 0, porque la convergencia del integrando es uniforme en s € RS‘ .
Eso demuestra que «(x,¢) € D(A) y

o0
Acep) == [ 6106w ds = k(x.~g)
0
Como también ¢’ € CX(R™, C), por induccién obtenemos que «(x, ) €

D(A™) para todo n € N. Eso demuestra

(1.72) {k(x.0) | x € X. p € CRT.C)} € (] D(AM).

n=1
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SiNn=; D(A™) no fuera denso en X entonces existiria A € X'\{0} tal que
Nh=; D(A™) € N(A), por el teorema de Hahn-Banach. Se seguirfa por (1.72)
que

/00 e(s)AQ(s)xds = A /00 ¢(s)0(s)xds = Ax(x,0) =0
0 0

paratodo x € X y ¢ € CZ(R™,C). Por lo tanto, la funcién continua s
AQ(s)x serfa idénticamente cero en R™ para todo x € X. Por continuidad en
s =0, Ax = 0 paratodo x € X, es decir, A = 0, una contradiccién. OJ

1.3 Semigrupos diferenciables y analiticos

Recordemos que si Q es un Cp-semigrupo con generador infinitesimal A
entonces ¢ > Q(t)x es diferenciable en [0, c0) para todo x € D(A), por el
Teorema 1.19(d).

Definicion 1.34. Sea Q un Cyp-semigrupo en un espacio de Banach X. Si
t = Q(t)x es diferenciable en (0, 0o0) para todo x € X entonces Q se llama
diferenciable.

Nota 1.35. Si Q es un Cyp-semigrupo diferenciable con generador infinitesimal
Ay si ademds t — Q(t)x es diferenciable en 0 para todo x € X, entonces

existe
d O(e)x —x

— Hx = i
dt t=0 Q( )X 8—1)1‘(1)’1"1' &

para todo x € X, es decir, D(A) = X. Como A es cerrado, A es acotado.
Si A es un operador lineal, entonces denotemos
[e.e]
(1.73) D(A%®) := (] D(4™).
n=0

Teorema 1.36. Sea Q un Cy-semigrupo en un espacio de Banach X, con ge-
nerador infinitesimal A. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Q es diferenciable,

(i) Q)(X) € D(A) paratodot > 0.
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Si Q es diferenciable, entonces Q: (0, 00) — L(X) es diferenciable infinitas
veces y Q(t)(X) € D(A®®) para todot > 0. Ademds,

d n
(1.74) (dt> AKQ@) = A" Q@)  paratodot >0, n € N, k € Ny.

Demostracion. Primero supongamos (i). Seant > 0y x € X. Entonces existe

el limite
i QU +e)x—0@Wx . 0)0)x— Q()x
im = lim ,
e—>0+ & e—>0+ €

es decir, Q(t)x € D(A).
Inversamente, sea cierto (ii). Si¢t > 0y x € X, escogemos ¢ € (0,¢).
Entonces Q(t — e)x € D(A), y el Teorema 1.19(d) implica que

d d
- Q(s)x = — Q)0 —e)x = AQ(e) Ot —e)x = AQ(1)x.

ds s=t ds s=¢

En seguida, Q es diferenciable y
d
(1.75) EQ(I)X = AQ(t)x paratodo? > 0, x € X.

Para demostrar las propiedades restantes, sea Q diferenciable. Primero afir-
mamos que

(1.76) 0()(X) C D(A™) para todo ¢ > 0.

Ya demostramos que Q(¢)(X) € D(A). Si para algin n € N se sabe que
O()(X) € D(A"), entonces paratodo x € X

A"Q()x = Q(t/2) A" Q(t/2)x € D(4),

es decir, Q(t)(X) € D(A™*1). Por induccién obtenemos (1.76).

Six € X,t >0ye € (0,1), entonces por (1.76) Q(e)x € D(A*). Se
sigue que t > Q(t)x = Q(t — e)Q(e)x tiene derivada AQ(t)x = AQ(t —
£)0(e)x = Q(t — e)AQ(e)x. Ella es diferenciable otra vez, con derivada
Ot —e)A2Q(e)x = A2Q(t)x. Inductivamente se tiene que 7 — AX Q(1)x es
diferenciable infinitas veces en (0, 00) para todo k € Ny y que se cumple
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d n
(1.77) <dt> A 0t)x = A0 (0)x
paratodox € X, t >0, n € N, k € Nj.

Particularmente, todas estas funciones son continuas en (0, c0).

Luego afirmamos para n € Ny que
(1.78) A"Q(t) € L(X) para todo ¢t > 0.

El caso n = 0 es una consecuencia de la definicién de un Cp-semigrupo.
Sea (1.78) cierto para un n € Np. Consideremos sucesiones Xy — Xy
A" T1O(t)x; — y convergentes en X. Como A” Q(t) es acotado, A™ Q(t)xy
converge a A" Q(t)x en X. Como A es cerradoy A(A" Q(¢)xy) — y conver-
gente, y = A" T1Q(t)x. Eso demuestra que A”T1Q(t) es cerrado. La ecua-
cién (1.76) implica que D(A"T1Q(t)) = X, es decir, A”T1Q(¢) es acotado,
por el teorema de la grafica cerrada. Eso comprueba (1.78) por induccién.

Necesitamos demostrar que
(1.79) t — A" Q(t) es continuo en (0, c0)

respecto alanormaen £(X), paratodon € Ny. Fijamosn € Noy0 < 71 < 13.
Ya sabemos que A*T1Q(t) € L(X) paratodot > 0. Como ¢ — A"T1Q(t) es
un mapeo fuertemente continuo, M = Sup;¢(r, ,] |A*TLO(1)| < oo.

Parax € X yt1 <11 < tp < 12 se tiene, por la continuidad de s —
A"t Q(s)x en (0, 00) y por (1.77)

(1.80) A"Q(t2)x — A" Q(t)x = /tz A"TLO(s)x ds

15}

y entonces
14" Q(12)x — A" Q(1)x|| = M|x||(r2 — 11).

Esta ecuacién implica
14" Q(t2) — A" Q)| < M(12 — 11),

es decir, (1.79).

Finalmente hay que demostrar que ¢ — A" Q(¢) es diferenciable respecto a
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la norma en £(X). La ecuaci6n (1.80) implica paran € N que

A"0(1) =A”Q(t1)+/t A0 (s) ds

para 0 < t1 < t. Por la continuidad del integrando como mapeo [11, T2] —
L(X), esta expresion es diferenciable en ¢ y la derivada es A”t1Q(¢). Esto
comprueba (1.74). ]

Lema 1.37. Sea Q un Cy-semigrupo diferenciable en un espacio de Banach
X con generador infinitesimal A. Entonces

(181) Q®(r) := (;) o) = (AQ@) - <Q<;>)

para todon € N.

Demostracion. Para n = 1 esto esta incluido en las afirmaciones del Teore-
ma 1.36. Si (1.81) es cierto paraunn € N,y sit > s, entonces

o0 (s0(G)) - (1e(5)e(3))
n n n
-o(57) (1)) =ewnfae3))
n n n
Derivar por ¢ en ambos lados de esta igualdad implica

QU (1) = AQ(t —5) (AQG))n-

Remplazar s por nt/(n + 1) demuestra (1.81). O

Introducimos la siguiente notacién:
(1.82) Y(a):={z € C\{0} | |Arg(2)| < o}

para o € (0, w]. Aqui Arg es la rama principal del argumento, es decir, la rama
que toma valores en (—, 7). Entonces X («) es un sector abierto en C que
contiene a (0, 00). Ponemos ademas

(1.83) Y;y) =y + X(a)
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siy e C.

Definicion 1.38. Sean X un espacio de Banach complejo, 8 € (0, 7]y Q: X (B)U
{0} — L(X) un mapeo que cumple

(i) QO es analitico en X' (B),

i) QO)=1y
11'_1)110 O()x =x
2EX(B)

paratodo x € X,
(iii) Q(z1 + z2) = Q(z1)Q(z2) paratodo z1,z2 € X(B).
Entonces Q se llama un Cy-semigrupo analitico de operadores acotados.

Nota 1.39. La restricciéon de un Cp-semigrupo analitico a R(J{ es un Co-
semigrupo. Si un Cyp-semigrupo Q tiene una extension a un sector X'(8) U {0}
con B € (0, 7] que es analitica en X'(8) y tal que Q(z) — [ fuertemente
cuando z — 0 en X'(B), entonces esa extension es un Cp-semigrupo analitico,
por continuacion tnica de funciones analiticas. Diremos en ese caso que Q es
un Cyp-semigrupo analitico.

Proposicion 1.40. Sea A un operador lineal cerrado en un espacio de Banach

X. Entonces son equivalentes:

(i) Existeny € Ry M > 0 tales que

(1.84) Aepd) vy [R(A; A)| <
A — vl

para todo A € [Re u > y].

(ii) Existeny e R, @ € (w/2,w)y M > 0 tales que

M
A=yl
para todo A € X(«;y).

(1.85) Aep(d) vy [R(A; )| <

(iii) Existeny € R, a € (w/2,m)y M > 0 tales que
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(1.86) Aep(d) vy [R(A; A)| <

1+ |A|
para todo A € X(w;y).

Demostracion. (i) implica (ii): Si Re Ao > y entonces Ag € p(A4). Si ademas
A € C estal que

Ao =yl _ 1

A—Aol <
A =bol = o = 2RGe AT

entonces por la discusion en seccién 1.1 A € p(A), y (1.2) implica que

1 1
R A)| = = :
” | = RO DT == 20l oyl %~ Aol

T + ¢ 1
= — arctan { ——
*=3 oM

se sigue que X (a; ) C p(A).

(1.87)

En consecuencia, con

Sead =y —o0+it € Y(a;y) talque 6 > 0y v € R\{0}. Eso implica
que o < |t|/(2M). Con Ay := y + it la continuidad de la resolvente y (1.87)
implican que

14 510t

IR [ —y] < T < Q2L oy

w0 (r—am)
Junto con (1.84) eso implica que

1RO 4] < H2M
"l

paratodo A € X («; 7).

(i) implica (iii): Dado y, @ y M tal que se cumple (1.85) escogemos y’ > y
y definimos
e M(1 + 1A
re(y) 1A=Vl

Entonces se cumple (1.86) con M'y y' envezde M y y.
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(iii) implica (i): Suponiendo (1.86) definimos

M/ P MlA' - y|
= sup ———
reX(asy) 1+ Ml

Entonces se cumple (1.84) con M’ en vez de M. ]

Definicion 1.41. Un operador A lineal cerrado y densamente definido en un
espacio de Banach X es un operador sectorial si existen y € R, M > 0y
o € (/2, ) tales que

(1.88) Z(aiy) S p(4)

y
M

(1.89) IR(A; A)|| < 7 | paratodo A € X («; y).
-V

La conexién entre operadores sectoriales y semigrupos analiticos es la si-
guiente:

Teorema 1.42. Sea A un operador lineal en un espacio de Banach X . Entonces
son equivalentes:

(1) A es sectorial.

(i1) A es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo Q diferenciable que
cumple

(1.90) limsup||AQ(?) ||t < oo.
t—>0+

(iii) A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo analitico.
En ese caso, es decir, si A es sectorial, se tiene
(1.91) ce(A) = w(A).
Si ce(A) < 0 entonces

(1.92) fugllQ(I)ll <oo y  suptf|AQ(@)] < oo.

t>0
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Demostracion. (i) implica (ii): Seany € Ry« € (/2, ) tales que X(a; y) C
p(A),y sea M > 0 tal que se cumple (1.89).

Primero demostremos (ii) bajo la hipétesis que y < 0. Sean I'*: Rg‘ — C
dados por
I'*(s) = sete,

ysea I’ := I'" — ', entendido como una cadena de caminos de integracién
en C. Si

(1.93) | :={I'(s) | s € R},

entonces |I"| € p(A).

Sean § > 0yt > §. Tenemos cos« < 0y entonces

(1.94) el T R(IF (5); AT T ()] = [|e°¢ R(se™®; A)e®|
§scosa M
—_— e .79
dist(y, | T"[)

es decir, encontramos una dominante en L!(R™) que es independiente de ¢ €
[, 00). Una desigualdad andloga se obtiene para I" . Estos hechos demuestran
que existe

(1.95) U(t) := ﬁ /F e*R(; A)dA € L(X)

parat > 0y que la convergencia de la integral es absoluta y uniforme para ¢ en
intervalos de la forma [§, c0) con § > 0. En seguida, U: R™ — £(X) es un
mapeo continuo.

Andlogamente se trata la integral sobre el integrando de (1.95), derivado
respecto a ¢, y se obtiene:

1
(1.96) U'@t)= 2/ )LeMR(/\; A)dA para todo ¢ > 0.
1 Jr

El integrando tiene L!-dominante en [§, 0) para todo § > 0, independiente de ¢,
y entonces es cierta la igualdad en (1.96).

Demostremos que ||U(¢)] es acotada en R™. Parat > 1 las cotas en (1.94)
demuestran que ||U(#)]| es acotada en [1, 00).

Para tratar el caso t € (0, 1] definimos caminos Fti(s) = I'*(s) para
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se[l/t,oo)y
c . 1 iats
Iy(s):= ;e paras € [—1/t,1/t].
Entonces I'; := I';" + I'* — I',” es una cadena de caminos de integracién en
p(A). La suma A; de los caminos I' " (s) y ="~ (s) para s € [0, 1/t]y —TF
es un ciclo en p(A) con niimero de giro cero respecto a todos puntos en o (A4).
Ademas, Iy + A; = I'. En seguida,
1
(1.97) Ult) = — / e*R(A; A)dr  paratodo s > 0.
2mi Iy

Para cualquier n > 0 definimos

M(|A
Mi(n) := sup M < 00,
reZ (@) A=yl
asi que
M _
(1.98) 1RO AY| < M0 atodo A € S(a@).
Al +7

Calculamos para ¢ € (0, 1] usando (1.98)

E/Ooetscosa +M ds
1/t |7 (s) — vl

o . d o L d
E MI(O) etscosai — Ml(O)/ eucosal < 00,
1/t N 1 u

(1.99) H/ e R(A; A)dA
r;-

independientemente de ¢ € (0, 1]. Una cota andloga es cierta para I';”. La parte
restante de Iy la acotamos asi:

(1.100) H/ e R(A; A)dA
Iy

1/t ) )
= H/ exp(e ) R(IF(s); A)ice' " ds
—1/t

1/t o
< M (0)/ exp(cos(ats))at ds = M1(0) exp(cos(u)) du < oo,
—1/t

—o

independientemente de ¢t € (0, 1]. La informacién contenida en las ecua-
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ciones (1.97), (1.99) y (1.100) implica una cota uniforme para ||U(¢)|| para
t €(0,1].

Afirmamos que
o0
(1.101) R(A; A) = / e MU(t)dr  paratodo A > 0.
0

Primero notamos que la integral estd bien definida porque U : (0, 00) — L(X)
es una funcién continua y acotada. Con esta informacion los limites

1 [e’e}
lim [ e*U@)dr vy lim e MU®t)dt

s—0+ Jg —J1

existen por el mismo argumento que se usé en la demostracién del inciso (f).

Para A, n > 0 calculamos con (1.98)

/ ” / " Jexp((I (8) = DOR(T (); )T (s) ] de ds
0 0
:/ / ||exp((sei°‘—)L)Z)R(sei“;A)ei“Hdtds
0 0

o0 o 1
< Mi(n) / / exp((scosa — A)t)——dr ds
o Jo s+

*© -1
- Ml(n)/o (scosa —A)(s + 1) ds

< 00,

usando que cos < 0y que el dltimo integrando es acotado y decrece como
1/s2 en R*. Una cota analoga es cierta para I" . Eso dice que estd bien definida
la integral en (1.101) y nos permite intercambiar integraciones en lo siguiente:

o0 1 oo
/ e_“U(z)dz:—, / / WM R(u; A) dp dt
0

(1.102) = // WM R(u: A)dr dp
2711

= _— 71% - A)d
el B (s A)dp.
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Demostremos que
(1.103) / 7R(/,L,A) du = R(A; A) para todo A > 0.

Fijemos A > 0. Si r > A entonces definimos caminos A;t(s) := I'*(s) para
s €[0,7],y AS(s) := re'S paras € [—a,«]. Entonces A, 1= —AS + A7 + AS
es un ciclo con nimero de giro cero respecto a todos puntos en 0 (A4), y con
nimero de giro uno respecto a A, para todo r > A. El teorema de Cauchy dice
que

1 R(p; A)

1.104 — = R(A; A).
(1.104) ol MR ey (A: A)
Estimamos con (1.98) para r > 2A

‘ R(/L;A) H H/ R(re‘s A) s
re” ds
(rels

o

1
§M1(0)/ %ds§2M1(0) —ds =0
o |rers — A r

—o

cuando r — 00.

Entonces (1.104) implica

1 R(u; A
R(; A) = lim R(A; 4) = lim / WA
r—00 2mi J 4, (L —2A)

_ R(p;A) 1 [ R(u;A)
o) u—n T 2 — )

es decir, (1.103). Juntando (1.102) y (1.103) obtenemos (1.101).

Como ||U(t)|| es acotada en R™ independientemente de ¢, y como A > 0,
podemos derivar la integral en (1.101) respecto a A infinitas veces. En la misma
manera como en la demostracién del Corolario 1.24, pero ahora respecto a la
topologia de £(X) y usando la cota para || U(¢)||, obtenemos

IR A" = H

o0
( 1)'/ " leMU(r) dr
n—1): Jo

1 o0 1 -2 C
<C e M dr = — paratodon € N, A > 0.
(n—1)! AT
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El Teorema 1.23 ahora dice que A es el generador de un Cp-semigrupo Q que
cumple || Q(?)]| < C paratodo ¢ > 0. Por el Teorema 1.19(f) sabemos que

o0
(1.105)  R(A; A)x = / e Q(t)xdt  paratodo x € X, A > 0.
0
Sean x € X y x’ € X’ fijos. Entonces (1.101) y (1.105) implican que
o0
0= / e X' (U®t) — O(t))x dt para todo A > 0.
0

La integral es un mapeo analitico en A, debido a que Q y U son acotados.
Como la integral es cero para A € R™, el teorema de la continuacién tinica para
funciones holomorfas implica que la integral es cero para todo A € [Re u >
0]. La inyectividad de la transformacion de Laplace implica que x'(U(z) —
O(t))x = O paratodo x’ € X'y x € X. Entonces Q(t) = U(t) para todo
t>0.

Ya vimos que Q es diferenciable. La ecuacion (1.90) se sigue de (1.96) y del
Teorema 1.36, ademads usando (1.98):

(1.106) t|AQ®)| =¢t|Q' ()| =1t 1/ ke“R(x\;A)d)&H
2mi Jr

<M1(0)t /ooel‘SCosotdS: Ml(O)
o b 0 —IT COS i

para todo ¢ > 0. Eso termina la demostracién en el caso y < 0.

En el caso general, consideremos el operador A:=A- (1+y)I, que cumple

(a; 1) C p(A)

IRA; A = |[RA+1+y:4)| < para todo A € X(a;—1).

A+ 1]

Entonces A es sectorial y la primera parte de esta demostracion dice que Aes
el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo diferenciable Q que cumple

(1.107) limsup|| 0’ ()|t < oo
t—>0+
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y que ademads ||§(t)|| es acotada para t € R™. Entonces A es el generador del
Co-semigrupo Q(¢) := eIt (1), y este también es diferenciable y cumple

limsup|| Q' (1)1 < timsup((1 + V)OO + 10" @) )+t
10+ t—>0+

= limsup| Q' ()|t < oo.
t—>0+

Eso termina la demostracion de que (i) implica (ii).

Demostremos las propiedades (1.91) and (1.92). Por el Lema 1.31 sélo
falta demostrar w(A) < ce(A) para obtener (1.91). Sea ¢ > 0. Notamos que
necesariamente y > ce(A4). Como X (a;y) € p(A) y [ReA > ce(A4)] C p(A),
existe o’ € (7/2, ] tal que para y’ := ce(A) + ¢ se tiene X'(a’;y’) C p(A).
Mostremos que existe M’ > 0 tal que

/

(1.108) [R(A; A)| <
A=

paratodo A € X (o;y).

Si|A| = |y| + 1, entonces |A — y| > 1. Eso muestra que

i

A_
sip [RAAA—y]< sp MY
A= |y|+1 Aslyl+1 1A=V
AeX(a';y") AeX(a';y’)

< .

Por otro lado, la continuidad del mapeo A — R(A; A) implica que

sup  [[R(A; )| |4 —y'| < o0,
[Al=lyl+1
AeX(a’sy’)

Estos dos hechos prueban la existencia de M’ > 0 tal que (1.108) se cumple.

Definimos A := A — ' +e)ly @ el Co-semigrupo analitico que tiene A
como su generador. Mostramos arriba que || @(Z) || es acotada uniformemente
parat > 0. Entonces Q(z) = e(V/+8)t§(t) implica que w(A) < y' + ¢ =
ce(A) + 2e. Como ¢ era arbitrariamente chico, w(A4) < ce(4), y (1.91) es
cierto.

Para demostrar (1.92) supongamos que ce(4) < 0. Como arriba existen
a € (m/2,a],y’ € (ce(A),0) y M’ > 0 tales que X(a’;y’) € p(A) y (1.108)
se cumple. Por la discusién del caso de y negativo, particularmente por la
ecuacion (1.106), obtenemos (1.92).

(ii) implica (iii): Como Q es diferenciable el Lema 1.37 y la hipétesis
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implican que existe C > 1/e tal que para todo r > 0 existe ng(r) tal que

G =7

paratodon > ng(r), t € (0,r].

(1.109) 0™ (@)|| = HQC)

Ademads, existe rg > 0 tal que podemos tomar ng(r) = 1 parar € (0, rg]. Se

tiene
o0
’L = nt
n! = k!
Entonces (1.109) implica que
1 C "
(L110) — 0™ () —1)"| = (f|z—r|)
n!

paratodo n > ng(r), t € (0,r],

es decir, parat > 0y z € C tal que
Ce

converge absolutamente la serie

() (¢
00 = 0+ Sl

n=1

(z—0)".

En otras palabras, Q tiene para todo ¢ > 0 una extensi6n analitica a B;/(ce)(?).
La unidn de estas bolas forma el cono X' (B’) con B’ := arcsin 1/(Ce). Como en
el caso de funciones escalares se obtiene que Q tiene una y sélo una extension
holomorfa a X'(8’).

Tomemos B := arctan 1/(2Ce) < B’. Afirmamos que

(1.111) lim Q(z)x =x para todo x € X.
z—0
zeX(B)
Primero observamos que si z € X(B) cumple ¢ := Rez € (0, rp] entonces

|z —t] <t/(2Ce) y luego (1.110) implica que
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e
10 = 1201+ 3 18700,

n=1
0 Nk
<leoi+ 3 (5) =lemi+1
n=1

es decir, || Q(z)]| es acotada en X'(B) N By, (0). En seguida, es suficiente demos-
trar (1.111) para x € D(A).Six € D(A) yt = Re z entonces diferenciacién
en la serie que define Q(z) da

(n)
0'()x = Z iy

o (n )
Z QUDOAY et — (o)A

(n—1)!

Como ||Q(z)]| es acotada en X (8) N By, (0), obtenemos una constante M > 0
tal que
|Q'(z)x|| <M  paratodoz € X(B) N By, (0).

Con eso estimamos

19(z)x — Q()x]l =

/Z 0'(M)x dAH

Mt

H/ O (t+sz—t)x(z—t)ds|| < M|z —t] < — e

En la dltima desigualdad usamos la definicién de 8. Esto implica que

10(@)x — x| < [[Q(z)x — Q()x[| + [|Q()x — x|

Mt
< s +10@0x — x| >0

cuando z — 0 en X(B) para x € D(A), porque ademds t = Rez — Oy
porque Q es un Co-semigrupo.
Una aplicacion de la Nota 1.39 muestra que Q es un semigrupo analitico.

(iii) implica (i): Sea Q un Cy-semigrupo analitico en X' (8), con f €
(0,7/2). Como Q(z) — I fuertemente cuando z — 0 en X'(f), el mismo
argumento usado en la demostracién del Teorema 1.19(a) implica que existen
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C > 1y w > 0tales que
(1.112) 10(2)| < Ce®l?! para todo z € X (B).

La tnica diferencia es que aqui permitimos argumentos complejos.
Sea y > w, y escojamos § € (0, ) tal que

(1.113) w—ycosé <O0.

SiA € C cumple Re A > y entonces A € p(A) por el Teorema 1.19 y se cumple
o0
(1.114) R(A; A) :/ e M O(t) dr.
0
La integral estd bien definida porque Q: RT™ — L£(X) es continua y porque el
integrando es acotado por la funcion C exp((w—y)t), véase (1.112). Afirmamos

que existe M > 0 tal que

(1.115) [R(A; A)|| <

paratodo A € [Reu > y].
A=l
Sea primero A = ¢ + it cono > y y T > 0. Parar > 0 definimos caminos
Al(s) :=sy A2%(s) := se™ ¥ paras € [0,r],y AS(s) := re'* para s € [-6,0].
Se sigue que A2 + AS — Al es un ciclo en X(8) U {0}. Como Q es holomorfo
en X' (B) y acotado cerca de 0, eso implica que

(1.116) / e 0(z)dz + / e 0(2)dz = / e 0(z) dz.

A? AS Al
Nuevamente las integrales estdn bien definidas porque los integrandos son
funciones continuas y acotadas. Usamos (1.112), y > w > 0, tsens < 0 para
s € [-6,0] y cos(—8) = cos(§) para estimar la integral sobre A{:

0 . . .
H/ e 0(z)dz|| = H/ exp(—Are)Q(re”)ire” ds
A5 -

0
§Cr/ exp(r(w — o coss + Tsens))ds
-6

0
< Cr/ exp(r(w — y cosé))ds
§

= Créexp(r(w — y cosd))
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-0
cuando r — oo por (1.113). Como
w—0cosd—T1send <w—ycosé <0

por (1.113), (1.114) y (1.116) implican

IRG: A)] = '

lim / e 0(z)dz
r—>o0 A%

= H/oo e:>(p(—/\se:_i8)Q(se_i‘g)e_i‘S ds
0

o0
<C / exp(s(w — o cosd — T send))ds
0

. C
"~ ocosd+Tsend —w
M
< 0
A =yl
donde definimos
C it —

(1.117) M:= su o+t~ |

o>y,r>0 0C0S8 + Tsend —w’

para la existencia del limite cuando r — oo de la integral sobre A2 usamos que
el integrando es continuo y acotado por C exp((w — y)|z]|). Mostremos que el
supremo en (1.117) es finito: para A = ¢ + it con |A| < 1 obtenemos una cota
superior usando que

ocosd+1send —w > ycos§ —w > 0,

lo cual es una consecuencia de ¢ > y, cosd > 0,send > 0y de (1.113). Y
para A con |A| > 1 obtenemos una cota superior usando

T sen

> /02 + 12 min {cos&cos (% —8)} >0,

donde « es el angulo entre los vectores (o, 7) y (cos 8, sen §) en R2.

ocosd + tsend = <0> . <COSS> =vVo2+12cosa
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El caso de Im A < 0 se trata de manera andloga, usando los caminos A2 (s) :=
se' paras € [0,r] y AS(s) := re'S paras € [0,8]. Eso demuestra (1.115).
Junto con la Proposicién 1.40 (1.115) implica que A4 es sectorial. O

Para demostrar resultados sobre perturbacién de operadores sectoriales, nece-
sitaremos el siguiente

Lema 1.43. Sea A un operador lineal cerrado y densamente definido en un
espacio de Banach X .

(a) Si A es sectorial con constantes a € (n/2,7), y € Ry M > 0 tales que
X(asy) € p(A)y

|R(A; A)|| < para todo A € X(w;y),

M
1+ |A]

entonces |[AR(A; A)|cxy <1+ My |[R(A; Al cx.pay <1 +2M
para todo A € X(o;y).

(b) Si existe y € R tal que [Rep > y] € p(A) y [|[R(A: A)| 2(x,D(4)) €S
acotado para A € [Re u > y], entonces A es sectorial.

Demostracion. (a): Calculamos

AR Allzxy = (A =AL + AR Allzx)

M2 <l+M
L+ A~

STHIANRA; A)llgxy <1+

IRA: Al zcx,pcay = AR Al cxy + 1RA: A) |l 2ox)

<1+M+ <1+4+2M.
- L+ Al —
(b): Sea A € C tal que Re A > y. Se tiene
1
IR Al cx) = mll(“ — A+ ARMA A ool
1 1
= (1+ AR Dl oxy) < i (1+ IR Dllzx, peay) -

Por la Proposicién 1.40 eso implica que A es sectorial. O
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Teorema 1.44. Sea A un operador sectorial en un espacio de Banach X con
constantes « € (w/2,7m), y € Ry M > 0 tales que X (a;y) C p(A) y

IR(A; A)|| =

ara todo A € X (a;y).
Ty p (o)

Entonces se cumple: si L es un operador lineal en X con D(A) € D(L) y si
existena € [0,1/(3(1 + M))] y b > 0 tales que

(1.118) |Lx|| <al|lAx]| + b| x| para todo x € D(A)

entonces A + L es sectorial con X (a;y’) € p(A+ L)y

/

1+ A

(1.119) |R(A; A+ L)| < paratodo A € X(a;y").

Las constantes y' y M’ solamente dependen de o, y,b y M.

Demostracion. Sea A € X («;y) tal que |A| > 3bM . Entonces R(A; A)(X) C
D(A) implica por el Lema 1.43(a)

ILR(A: Al zxy < al AR A2y + DIRA: Al £x)
bM
1+ A

<a(l+ M)+ < %
Entonces I — LR(A; A) es invertible en £(X). La identidad

(M —(A+ L)) = —LR(A; A)(AI — A)
valeen D(A)ydaA e p(A+ L)y

IRA M 3M
(= [LRG: A ~ T+]2

=

IR(A; A+L)| = HR(A;A) > (LR(: A))"

n=0

para todo A € X(a;y) tal que |A| > 3bM. Escogiendo y’ > y tal que
X(a;y") € X(a:;y)\Bsppm (0) eso implica la afirmacion. O

Nota 1.45. En el Teorema 1.44, si L es un operador acotado entonces se cumple
(1.118) y A + L es sectorial.

Recordemos que un operador lineal L entre espacios normados X y Y se
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Ilama compacto si L(B1(0; X)) es compactoen Y.

Teorema 1.46. Sea A un operador sectorial en un espacio de Banach X y sea
L: D(A) — X lineal y compacto respecto a la norma de la grdfica de A en
D(A). Entonces A + L es sectorial.

Demostracion. Escogemos constantes oz, ¥ y M como en la Definicién 1.41.
Sea K := L(B1(0; D(A))). Entonces K es compacto en X. Para A € X («;y)
definimos f; : K — R por

() =R A)ylpcay-

Tenemos

|/2(1) = 22| = IR Dl zx, pap vy — y2llx

para todo y1, y2 € K. El Lema 1.43 dice que la familia ( f) es uniformemen-
te acotada y equicontinua, es decir, relativamente compacta en C(K) por el
teorema de Arzeld-Ascoli.

Si x € D(A), entonces

[ARA; A)x|x = [[R(A; A)Ax|lx

< IRA: Dllzeo lAxlx < [Ax]x — 0

A=yl

cuando A — oo en X (a;y). Por lo tanto, también |[R(A; A)x||p4) — O.
Como || R(A: A)|l£(x,p(4)) es uniformemente acotada en X(«; y) eso implica
por el teorema de Banach-Steinhaus que ||R(A; A)x|p4) — O para todo
x € X cuando A — oo in X («; p). Particularmente, f, — 0 en C(K) por la
compacidad relativa de la familia. En seguida existe A¢ > 0 tal que si [A| > A¢
y A € ¥(a;y) entonces tenemos para todo x € D(A)\{0}: Lx/|x|pca) € K

y

Lx
IR A)VLx by = HR(/\;A)
x1pcay

‘ %l
D(A)

Lx 1
5 () b < 1% lbes,
X1 pca)
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es decir, ||[R(A; A)L| z(p(ay) = % El operador
M —-(A4+L)=QAI—-A)(UT —-R(AH;A)L)

tiene inversa en L(X, D(A)):

[R(A; A+ L) ccx,p(ay
= ||(I = RA; A)L) "' R(A; A) | £(x.D(ay)
< (I = RA: L) zpeay | RA: Al 2cx,piay
< 2[R Dllcx, pay-

Escogemos Y’ > y tal que X(a:y’) € X(a:y)N[|u| > Ao]. La cota uniforme
para || R(A: A) | £(x,p(4)) implica que || R(A; A + L) z(x,p(4)) s acotado en
X(a;y’), es decir, A + L es sectorial por el Lema 1.43(b). O

Sea IC(X) el subespacio cerrado de £(X) de los operadores compactos.

Teorema 1.47. Sea A un operador sectorial en un espacio de Banach X tal que
R(Ag; A) es compacto para un Ao € p(A). Si Q es el Co-semigrupo analitico
que tiene A como generador infinitesimal entonces Q(t) € K(X) para todo
t > 0.

Demostracion. Sean o,y y M como en la Definicién 1.41. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que y < 0, porque multiplicacién de Q por
una funcién exponencial no influye la compacidad. Usando la identidad de la
resolvente (1.5) obtenemos para todo A € p(A) que

R(A: A) — R(Ao: A) = (Ao — M) R(1)R(A0)

es compacto, porque la composicién de un operador compacto con un operador
acotado es compacta. Eso demuestra que R(A; A) es compacto para todo A €
p(A).

Ponemos ' (s) := set® para s € R(')" y I' := 't — I'". Se tiene para
t>0

(1.120) 0(r) = ;m/FeMR()L;A)dA.
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Paratodor > 0
-
/ exp(tse'*)R(se'"; A)e'* ds € K(X)
0

porque el integrando es compacto para todo s € [0, 7], porque K(X) es un
subespacio cerrado de £(X) y por (1.15). Dejar r — oo y usar que K(X) es
cerrado da

o0
/ eMR(A; A)dA = / exp(tse'®)R(se'”; A)el® ds € K(X),
r+ 0

y una contencion analoga para la integral sobre I"'~. Enconsecuencia, (1.120)
implica la afirmacion. 0

1.4 EDPs elipticas con valores en la frontera

Aqui demostraremos que A se puede realizar como operador sectorial en varios
espacios de funciones sobre un conjunto acotado en RY y que eso implica la
existencia de la solucién de la ecuacion del calor.

Primero necesitamos un resultado técnico.

Definicion 1.48. Sea A un operador lineal cerrado en un espacio de Banach X .

Entonces el rango numérico de A es el conjunto

m(A4) := {{x', Ax) |
xe DA, |x|=1, x'eX, |X|x =1, (x,x) =1}.

Aqui usamos la notacién (x/, x) := x’(x).

Lema 1.49. Sea A un operador lineal cerrado y densamente definido en un
espacio de Banach X. Sea X el complemento de m(A) en C. Si Xq es una
componente conexa de X tal que Xo N p(A) # @ entonces Xy C p(A) y

(1.121) [R(A; A)| < para todo A € Xy.

dist(X, m(A))

Demostracion. Sea A € Xy N p(A). Si x € D(A) cumple ||x||x = 1, si
x" € X’ cumple ||x||x» = 1y si (x’,x) = 1 entonces

(1.122) 0 < dist(A,m(A4)) < |A—(x", Ax)| = [{x’, Ax—Ax)| < |[Ax—Ax]|.
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Por lo tanto
(1.123) |R(A; A)|| < 1/dist(A, rn(A)).

El conjunto p(A)N Xy es abierto en Yo porque p(A) es abierto. Demostremos
que p(A) N Xy es cerrado en Xy. Sea (A,) € p(A) N Xy convergente a un
A* € Y. Cuando n es suficientemente grande, |A* — A,,| < dist(A,,, n(4)),
porque dist(A,, m(A)) — dist(A*,rn(A4)) > 0. Entonces (1.123) implica que
[A* — An| < 1/||R(An; A)||. Por la discusién en la seccién 1.1 obtenemos
que A* € p(A) N Xy. Eso muestra que p(4) N Xy es cerrado en Xy. Por ser
Yo componente conexa de X, p(4) N Xy = Xy, es decir, Xy € p(A). La
ecuacién (1.121) ahora es una consecuencia de (1.123), una cota que vale para
todo A € Yo N p(A4) = Xy. O

Como en ecuaciones diferenciales muchas veces estamos interesados en solu-
ciones tomando valores reales exclusivamente, pero la teoria de Cp-semigrupos
esta formulada en espacios de Banach complejos, tenemos que analizar la rela-
cién entre un operador que actta sobre funciones reales y el Co-semigrupo que
genera su complejificacion.

Proposicion 1.50. Sea A un operador lineal en un espacio de Banach X real.
Si la complejificacion Ac de A es el generador de un Cy-semigrupo Q en X¢
entonces Q(t)(X) C X paratodot > 0.

Demostracion. Para todo ¢ > 0 el operador (I — ¢Ac) tiene X y iX co-
mo subespacios invariantes de Xc¢. En seguida, lo mismo se cumple para
Yos(e; Ac) = Ac (I —eAc) ™! si s es suficientemente chico. Como Yos(g; Ac) €
L(Xc),

oo

exp(tYos(e; Ac)) = Z %(ZYOS(& Ac))”

n=0 "'
y este operador tiene X y iX como subespacios invariantes, porque son subespa-
cios cerrados de X¢. Este hecho implica que los mismos subespacios también
son invariantes bajo Q, porque

o@)x = lir% exp(tYos(g; Ac))x para todo x € X¢.
E—>
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Este resultado nos permite escribir u(f) = Q(t)ug para la solucién de
(d/de)u(t) = Au(t), u(0) = ug en un espacio de Banach real.

Sea £2 € R" una regi6én acotada con frontera lisa. Para p > 1 denotemos
por L?(£2;K) el K-espacio de Lebesgue correspondiente al exponente p de
funciones Lebesgue medibles en §2 tomando valoresen K, K = Ro K =
C. Las normas correspondientes las denotamos por |u|,. Introducimos para
n € N ciertos espacios de Sobolev: WP (£2;K) es el K-espacio formado por
funciones u € L lloc (£2; K) que tienen derivadas parciales débiles hasta el orden
n que estan ademds en L% (£2;K). Con la norma

1/p

ullnp = | D [9%ul?

[l <n

WP (£2;K) es un espacio de Banach.
Para p = 2 denotemos el producto escalar en L2(£2;K) por

(u,v)s :z/gu(x)v(x)dx.

Lanorma || - ||,,2 estd generada por el producto escalar

(U, V)n2 = Z (0%u, 0"*v),.

[l1<n

Se acostumbra escribir en este caso H"(£2:K) := W"2(£2;K).
Resulta que WP (£2,C) = (W™P(2,R))c. Definimos W, 7 (2;K) co-
mo la cerradura de C2°(£2) en WP (22, K), y H} (2;K) := WOI’Z(.Q; K).
Consideramos el operador A := —A y sus realizaciones A,.x en L?(£2;K)
dadas por

D(Apk) = WHP(2;K) N Wy P(2:K),  Apxu := Au
para todo u € D(Ap.K).

Como A tiene coeficientes reales, (Ap;R)c = Ap;c. Por lo tanto, y por la
Proposicion 1.50, en lo que sigue suprimimos el indice K y consideramos
todo espacios de funciones como espacios complejos. Los Cp-semigrupos
para funciones reales son las restricciones de Cp-semigrupos complejos al
subespacio real. Normalmente también suprimimos el indice p en A,, porque
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estas realizaciones solamente difieren en los dominios.
Teorema 1.51. El operador — A, es sectorial en L*(£2).

Demostracion. Denotemos

X = L%(),
Y= {pla | ¢ € C*®RM)}

Z =gl | p € C®°RY), ¢lsg =0}.

Como £2 tiene frontera lisa se sabe que Y es denso en H?(£2) y que ¥ N
HO1 (£2) = Z. Como C2°(§2) € Z, Z es denso en HO1 (£2). Estos hechos
muestran que Z es denso en D(A3) respecto a lanorma || - ||2,2.

Para todo ¢, ¢ € Z se tiene

(. AY)2 = — /Q oAV dx = /ﬂ(2 Vo V¥ dx = (0. ¥)12 — (0. 9)2.

Aproximando u,v € D(A2) por funciones en Z respecto a la norma |- 2,2,
esta identidad implica:

(1.124) (u, Au)2=0 y  (u.(I +Av)2 = (u, )12
para todo u, v € D(A4>).

El teorema de Frechét-Riesz identifica X con su dual. Si u, v € X cumplen
|ul2 = |v]2 = (u,v)2 = 1, entonces u = v. Por lo tanto (1.124) implica que

m(A2) = {(u, Au)z | u € D(A2), Jul» = 1} € Ry

y luego que C\rn(A3) es conexo. Si f € X, entonces u — (u, f)> es una
funcién lineal acotada en HO1 (£2). Por el teorema de Frechét-Riesz existe un
y séloun v € HOI(.Q) tal que (u, f)2 = ((u,v))1,2 para todo u € HOI(.Q).
En otras palabras, v es solucidén débil de (I + A)v = f en £2,v = Oen
052. La teoria de regularidad para operadores elipticos de forma divergencia
dice que v € D(A3), es decir, por (1.124) y porque D(A3) es denso en X,
(I + A)v = f en el sentido explicitoy I + A: D(A3) — X es biyectivo.
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Ademas,
2 2
vz < lvllf2 = (v, 2 < |vl2| fl2

implica que (I + A)~! € £(X). Estos hechos demuestran que —1 € p(A).
Como C\rn(A) es conexoy —1 € (C\rn(A)) N p(A), el Lema 1.49 implica que
Y (a) € p(—A) para cualquier @ € (r/2, 7). Para A € [Re u > 0] tenemos

(1.125) dist(X, m(—A4)) > |A|.

Para A € [Re u < 0] tenemos

(1.126)  dist(A, m(—A)) > dist(A, Ry)
= |A]| cos(Arg(A) — /2) > |A| cos(x — 7 /2).

Como o € (m/2, ), las ecuaciones (1.125) y (1.126) dicen, junto con el
Lema 1.49, que existe M > 0 tal que

M
[ROA; =Dl ox) <

m paratodo A € X ().

Mis generalmente, trataremos los operadores Aj.

Teorema 1.52 (Cotas a priori; véase Teorema 9.14 en [12]). Para p € (1, 00)
existe C > 0 que solamente depende de p y 2 tal que

(1127) ullz,p = C(|Apulp + |ulp)
para todou € WP (2) N Wol’p(.Q).

Teorema 1.53. El operador —A), es sectorial en LP(2).

Demostracion. Primero demostraremos que la realizacién A, de A en L?(£2)
es un operador cerrado. Como |Apul, + |ul, < C’|lull2,p para todo u €
D(Ap), el Teorema 1.52 implica que son equivalentes las normas || - [|2,p ¥y
I -1Ipca,) en D(Ap). Como Wol’p(.Q) es un subespacio cerrado de W17 (£2)
y por la inyeccién continua W22 (§2) < W12 (£2), D(Ap) es un subespacio
cerrado de W27 (£2), es decir, es completo respecto a la norma || - [|2, ,. Por la
equivalencia de normas, D(Ap) es también completo respecto a la norma de la

grifica de Ap. El Lema 1.1 implica que A, es un operador cerrado.
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Seaq := p/(p — 1) el exponente conjugado a p. Denotemos por
(u,v) ;= / uv = (v, u), paratodou € L?(£2), v € LY(82),
Q

el emparejamiento entre L7 (§2) y su espacio dual L9(£2). Para cualquier u €
LP(£2) la funcién |u|? % estd en L9($2) y tiene norma |[u|P~2u|, = |u|f,’_1.
Si ademds |u[, = 1, entonces v := [u|?~2u cumple |v]; = 1y (u,v) = 1.
Demostremos que este v es el Unico elemento que tiene esas propiedades:
Sean vi,v2 € L9(S2) tales que |vilg = 1y (u,v;) = lparai = 1,2.
Supongamos por contradiccién que v; # v,. Entonces v* := (v; + v3)/2
cumple 1 = (u,v*) < |u|p|v*|4 = |v*|4. Por otro lado, la convexidad estricta
de L9(£2) implica que |[v*|; < 1, una contradiccion.

Usaremos el espacio Z definido en la demostracién del Teorema 1.51. Resulta
que Z es denso en D(Ap) respecto alanorma || - ||2,,, como en el caso p = 2.
Siu € D(Ap) entonces existe una sucesién (¢,) € Z tal que ¢, — u en

W?2:P(£2). Es facil ver que |¢,|? 29, — |u|P~2u en LI(£2). Se sigue para
todo n que

Uoon.lonl”27) = = [ (Aon)lonl? 2 s
— [ Von- Va7 e
Q
= / Vo - V(|¢n|p_2¢n)dx
Q
=(p- 1)/9|‘/)n|p_2v§0n'v‘pn dx
= (=1 [ Il V0 o
Q
> 0.
Dejando n — oo obtenemos
(1.128) (Apu, |u|P™2uw) >0 para todo u € D(Ap).

Seanu € D(Ap),yv € L9(£2) tales que |ul, =1, [v|g =1y (u,v) = 1.
Lo que demostramos antes implica que v = |u|?~2u. Entonces (Apu, v) > 0
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por (1.128). Eso demuestra que
(1.129) m(4p) € Ry

El Teorema 9.15 en [12] implica que [ + A, : D(Ap) — L?(£2) es biyectivo.
Como I + A, es cerrado, eso implica que —1 € C\rn(4p). Como en la
demostracion del Teorema 1.51 se sigue que A, es sectorial. O






Capitulo 2

El operador de evolucion

En este capitulo nos basamos principalmente en los libros [3, 8]

Con la teoria desarrollada en el Capitulo 1 demostramos la existencia de
soluciones
u € C([0.00), X) N C'((0. 00), D(4))

del problema de Cauchy # = —Au, u(0) = ug si —A es un operador sectorial.
Ahora trataremos problemas de Cauchy lineales no auténomos de la forma
abstracta

@.1) {”JrA(f)u = f(t), te(sT]

u(s) = uo
en un espacio de Banach X, donde s € [0,T),up € Xy f € C([s,T], X)

son el tiempo inicial, el valor inicial y la inhomogenidad. La meta es construir
soluciones por la férmula de la variacion de pardmetros

2.2) u() =U(t, s)ug + /t U(t,7) f(r)dz, tels,T],

y para ello tenemos que construir el operador de evolucién U(z, s) relacionado
con la familia de operadores (A(?)). Eso se efectuard mediante una forma de
ecuaciones integrales de Volterra que analizaremos en la siguiente seccion.
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2.1 Ecuaciones lineales de Volterra

Si T > 0 entonces usaremos la notacion

Ar :={(t,s) eR?> |0<s <t <T}
Ar ={(t,s) eR?*|0<s <1 <T}

Recordemos la definicién
o0
r(r):= / e *s"lds para todo r > 0.
0

Lema 2.1. Sean X un espacio de Banach,

Ar ={(t.t.5) eR}|0<s<t<t<T}
ya € C(Ar, X). Supéngase que existen co > 0y, B € (—o0, 1) tales que
(2.3) Jlat.t.9)|lx <colt — 1) %(x—s5)P  paratodo (t,7,s) € Ar.

Entonces

¢
v(t,s) :=/ a(t,t,s)dr
S
estd bien definida para (t,s) € AT. Se tiene que v € C(AT, X)y

2 ot = a0 (oD e

para todo (t,s) € Ar.

Sia + B < 1 entonces v tiene una extension continua a Ar, tal que v(t,t) = 0
sit €[0,T].

Demostracion. Calculamos para (¢, s) € Ar:

t t
/ la(t,©, )| dr < co/ (t—1) % —s)"Pdr

=\ (r—s\"? dr
— ot —5)1 ﬂ/ <Z_S> <t_s) —
S

1
= co(t —S)l‘“‘ﬂ/ (1—mn™ P dy
0
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rd—ald-p)

_ jl—a—p
Fa—a—p 79 '

En esto hemos usado la sustitucién n := (t — s)/(t — s) y una férmula bien
conocida entre la funcién I" y la llamada funcién “beta’:

_Irero)

= ara todo x, y > 0.
I'(x+y) P Y

1
B(x,y) :=/0 (1= tdy

Se sigue que v estd bien definida y que se cumple (2.4).

Para ¢ > 0 definimos el conjunto compacto
Ti={t,s) e Ar |t —5>¢}.

Fijamos § > 0y definimos para ¢ € (0,8/2] y (t,s) € A%

t—¢
ve(t,s) 1= / a(t,t,s)dr.
s+e
Como A‘; C A%f se tiene que s 4+ & < ¢ — ¢ en esta definicion. Si (¢, 5) € A‘; y
T E[s,s+¢]entoncest —7>t—s—e>8—¢cyluego(t —1) % < (§—e)~ .
Similarmente, (t —s) 8 < (§ —¢)~# para t € [t —¢, t]. Estos hechos implican
que

ve(t,s) —v(t, 9)llx
s+e
< co/ (t—1) % —s)"Pdr +co /t t—1) %t —s)"Pdr
N t—e

1 e 18 1 l—a(s _ B
§c0<1_ﬂ(8 &) “e +1—oz8 6—2e) ,

es decir, v, — v uniformemente en A‘ST cuando ¢ — 0.

Demostremos que v, es continua en A‘ST parae € (0,5/2] fijo. Sea ((ty, $n))n <
A‘ST tal que (t,, s,) — (t*,5*) cuando n — oo. Definimos g,,g: [0,T] —> X
por

a(ty, t,8n) Sisy +e<t<t,—¢
gn(7) 1= .
0 si no
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a(t*, t,s*) sis*+e<t<t*—¢
g(0) = )
si no.

Por la continuidad de a se tiene que g, — g en c.t.p. en [0, T']. Ademas,
lgn (Dl < coltn — 7)™ (x —50)# < coe™ P

parat € [s,+e¢, t,—¢]. Como g, (t) = Oparalosdemas ten [0, T], ||gn(7)| <
coe %P en todo [0, T]. Andlogamente se muestra que ||g(7)|| < coe™%e#
en todo [0, T']. Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

T
et ) — ve(t*, 55)]| < /0 lgn(2) — g(@)] dr — 0

cuando n — 00, es decir, v, es continua en A‘§~.

Por la convergencia uniforme de v, a v en A‘sT cuando ¢ — 0 se sigue que v
es continua en A‘;. Como § > 0 era arbitrario, v es continua en AT.

La tdltima afirmacién del actual lema se sigue de la cota (2.3). ]

Si X es un espacio de Banach entonces consideramos las ecuaciones lineales
de Volterra

t
(2.5) Vx e X: u(t,s)x =a(t,s)x + / u(t, )k (t, s)xdr
y

t
(2.6) VxeX: v(t,s)x = b(t,s)x +/ hy(t, T)v(z,s)xdr

para funciones incégnitas u, v € C(Ar, Ly(X)) y funciones dadas a, b, k1, hy €
C(Ar, Ly(X)).

Para buscar soluciones a estas ecuaciones definimos para « € [0, 1) el espacio
lineal

Q7 K(X;a)

= {u € C(AT,CS(X)) sup (¢ —s)“||u(t,s)||£(X) < oo}
t,s)eAr
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con la norma

(2.8) lullgx;a) = sup (2 —s)*[lu(z. s)].
(t,5)eAT

Lema 2.2. El espacio K(X; @) es completo.

Demostracion. Sea (u,) € &(X; o) una sucesién de Cauchy. Eso implica que

(29) Ve>03ngVm,n >ngV(t,s) € Ar Vx € X:

lm (£, 5)x —un(t,5)X|x < llum —unllgx:0) — ) “llxllx
<e(t—s)"%xx.

Entonces (1, (¢, s)x), es una sucesion de Cauchy en X para (¢,s) y x fijo.
Como X es completo, eso nos permite definir

u(t,s)x := lim uy,(t,s)x para todo (¢, s) € Ar, x € X.
n—oo
Dejando m — oo en (2.9) obtenemos

(2.10) Ve >03ngVn >ng V(t,s) € Ar Vx € X:
u(t, s)x —un(t, s)x|x <e(t—9)"*[xx.

En seguida, para todo x € X la sucesién u,(-,-)x de funciones continuas
A7 — X converge localmente uniformemente a u(-, -)x. Se sigue que u(-, -)x
es continua para todo x € X y luego u € C(Ar, L(X)). Multiplicando por
(t — 5)* y tomando los supremos en (2.10) respecto a x y luego a (¢,s) € Ar
obtenemos que u € K(X;a) vy u, — u en K(X;a). Eso demuestra que
K (X; «) es un espacio de Banach. O

Teorema 2.3. Sean o, 8 € [0,1), a,b € K(X;a) y k1,h1 € &KX pB). En-
tonces existen kerneles integrales resolventes k, h € K(X; B) tales que u y v,
dadas por

t
2.11) u(t,s)x = al(t,s)x —I—/ a(t, )k(z,s)xdr
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t
(2.12) v(t,s)x ;= b(t,s)x +/ h(t,t)b(z,s)xdt,

son las unicas soluciones de (2.5) y (2.6) en K(X; ).

Si a,ky € C(Ar,L(X)) entonces u € C(Ar,L(X)). Si a €
C(Ar, Ls(X)) entonces u € C(Ar,Ls(X)). Si a,k; € C(AT, L(X)) en-
tonces u € C(Ar, L(X)). Afirmaciones similares son ciertas para b,hy y
v.

Se tiene que

(2.13) Ikl x:): 1Rl x;p) < €

donde C solo depende de |k1||g(x:g), Ih1llgx:g), BY T,y C crece monéto-
namente en T'.

Demostracion. Nos restringimos al caso de (2.5), el otro siendo similar.
Ponemosy :=1—ayp:=1— 8, asiquey, p € (0, 1]. También ponemos
co = |lk1llg(x:p)- Parau € K(X;a), (t,5) € A7 y x € X fijos definimos

c(t,t,s) :=u(t, v)ki(z,s)x parra0 <s<t<t<T.

Entonces ¢ es continuo en T como mapeo tomando valores en X por la Proposi-
cién 1.14(a), y

le(t, 7. 9)lx < collullgixmyllxllx (¢ — )% (x —s)7P.

En seguida, el Lema 2.1 implica que

t
(Qu)(t, s)x :=/ u(t, 0)ky(z,s)xdr

estd bien definida y continua en (¢, s) € Ar. Ademas,

col’(y)I"(p)

QU 9)xhx =

lull &) llx llx (2 = $)P%.
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Entonces (Qu)(t,s) € L(X) y

col’(y) I (p)

(2.14) 1(Qu)(t.5)ll ccx) = T +p)

lullgxa) (=)

La continuidad de (¢, s) — (Qu)(¢, s)x paratodo x € X implica que Qu €
C(Ar, Ly(X)). Ademds, por (2.14) encontramos

col”(¥)I"(p)

TPullg(x:0)-
Ly +p) (X5)

[Qullg(x;e) <

Como Q: &(X;a) — K(X;«) es lineal, la ultima cota implica que Q €
L(K(X;a)).

La ecuacién (2.5) puede ser escrita

(2.15) (I—-—Qu=a

en &(X; «). Para invertir I — Q trataremos de demostrar que converge la serie
de Neumann de Q, aunque no necesariamente se cumple || Q| £(k(x:a)) < 1-

Sikm € C(AT, Ly(X)) ya esté definido y cumple

F m
(2.16) 1km (2, )1l cxy < (C(}(,f:z))

(eso es cierto para m = 1), entonces ponemos para x € X

(t—s)m!

t
2.17) kmy1(2,8)x :=/ ki (t, T)k1 (7, s)x dt.

La hipétesis de induccién y el Lema 2.1 (con sus propios @ :(= 1 —mp y
B:=1—p)nosdankp+1 € C(Ar, Ls(X)) y

co(col ()™ I'(mp)I(p) (1 — 5)m+Dp1
I'(mp) I'((m+1)p)

_ ol e)"™! et

= Tm+op" ™Y |

lkm+1. ) cxy <

es decir, (2.16) con m reemplazado por m + 1. Por induccién, para todom € N
definimos k,, € C(Ar, Li(X)) por (2.17), es decir, se cumple (2.16).
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Demostremos por induccién que para u € &(X;a) y x € X se cumple

(2.18) (O™u)(t,s)x = /t u(t, t)km(r, s)x dr.

Supongamos que (2.18) es cierto. Sean u € K(X: ), (1,5) € Ar,x € X y
x" € X’. Sea y la funcién indicadora del tridngulo

{no)eR?*|s<t<n<t}.
Como k; € K(X; B), (2.16) y el Lema 2.1 implican que
t t
/ / X Ot e (1. TV (2, 5)x] d de
N S ; ;
- / / (e, ko (1. 21 (2, 5)x] iy d
S T
t t
<C / / t —n) "% — )"z —s5) P dnde
A T

t
=C / (t =)™ %(r—s5)Pdr
S
= C(t —symoti—e—b

< 0.

Por el teorema de Tonelli, la funcidn continua

(1, 7) = x(n, X" u(t, Nkm(n, 1)k (z, 5)x

es una funcién integrable en (s, ) X (s, ¢). Entonces el teorema de Fubini implica
que

X (O™ ) (e, 5)x = /t x' Q™u(t, v)k1(z, s)x dr
= /t /t x/u(t,n)km(n,t)kl(r,s)x dndr
t t
- / / X1 D)X u . ko (1. T (7. 9)x d e

t t
= / / x (. ) x"ut, nkm(n, k1 (z, s)x dr dy
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r rn
= / / x'u(t, Nkm(n, 1)k1(z,s)x dr dn
N N

x/ /t u(t,n) </n km(n, D)k1(z,5) d‘[> xdn

t
= x' / w(t, ks (7, 8)x .
S

Como x’ € X’ era arbitrario, (2.18) es cierto.

Para estimar || Q™ || £(g (x;¢)) Usamos (2.18), (2.16) y el Lema 2.1 (con sus
propiosa :=1—yy B :=1—mp):

(2.19)  [(Q™u)(t.s)x]lx
_ (ol'(e)™ I'(y)I"(mp)
I'(mp)  I'(y +mp)

(t = )" lullgx;ollxlx-
Recordemos la Formula de Stirling para I":

2.20 1 () =
(2.20) rggo mrr—l/ze—r -

Param grande y r := y 4 mp se tiene

rr) - 1
2 2eT — 2

y luego por (2.19)

I'(y + mp)
2L TN
= V2 (y + mp)ytmpe=1/2g=y—mp '
. , 1
Se sigue que imym— oo | O || X x:a) = 0¥ luego 0™ | g xiayy < (1/2)™
para m grande. En consecuencia, I — Q tiene inversa en L(K(X;a)) y ella
tiene la representacion

10"l g (X:e)) <

.21 I-0)7'=> o”
m=0
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con convergencia en L(K(X; a)).

Tratamos de representar (/ — Q) ! con un kernel integral. Sean ¢ > 0y
(t,5) € A%. Se tiene por (2.16)

(col"(p))™
I"(mp)

Eso demuestra para x € X que converge la serie

T(m—l)p(t _s)—ﬂ < (col"(p))™ -

k 9
lkem (2, ) cx) < = TI'(mp)

(2.22) k(t.9)x = km(t.5)x

m=1

en X, uniformemente para (¢, s) € A%, que k(-,-)x es continua en A%y
(2.23) lk(t,5)]| < C1(r —s5)7P

para (¢,s) € A%, donde

(C()F(,O)) (m—l)p
Z I (mp) '

Dejando ¢ — 0 obtenemos que k € C(Ar, L£(X)) y que se cumple (2.23)
para todo (¢, s5) € A7. Eso muestra que

(2.24) keRX:B) y  lklga:p = Cr.

Seana € K(X;«), (1,5) € A7, x € X y x' € X’'. Calculamos como cuando
obtuvimos (2.19): Lema 2.1:

Z / |x'a(t, T)km(z,s)x|dt < C Z F?/ziciréiz)m( —5)"Pe

S)—o( i F()/)(C()F(p))m T7me

C(t —
=ce I'(y +mp)

m=1

< 00,

por los argumentos aplicados arriba. El Teorema 1.38 de [15] permite inter-
cambiar integracién y sumacién en el siguiente cdlculo, donde también usamos
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(2.18), 2.21) y (2.22):

(-0 'a)t.9)x =xa(t.s) + Y x'(Q™a)(t.9)x

m=1

00t
= x'a(t,s) + Z / x'a(t, v)km(z,s)x dr
m=1"%
t oo
= x'a(t,s) + / x'a(t, 1) Z km (T, s)x dt
S m=1

t
=xa(t,s) + x// a(t, t)k(z,s)x dr.
S

Como x’ € X’ era arbitrario, obtenemos la representacién (2.11).

Sia, ki € C(Ar, £(X)), entonces usando (2.24) y el Lema 2.1 se sigue que
t
(2.25) u(t,s):=alt,s)+ / a(t, v)k(z,s)dr
N

estd bien definiday it € C (A7, L(X)). Por las definiciones de u y Ui tenemos
u(t,s)x = ii(t,s)x paratodo (t,s) € Ay y x € X, es decir, @i y u coinciden.
Eso demuestra la afirmacién de que u € C(Ar, L(X)) sia € C(Ar, L(X)).

Sia € C(Ar, Li(X)) entonces a € K(X;0). Como f < 1, el Lema 2.1
implica que el mapeo

(t,s) — /ta(t, )k(z,s)xdr

tiene extension continua a Ar, para todo x € X. Por (2.11) también u(-, -)x
tiene extension continua para todo x € X, es decir, u € C(Ar, L(X)). La

afirmacién paraa € C(Ar, £(X)) se sigue combinando estas argumentaciones.
O

2.2 Existencia del operador de evolucion

Nota 2.4. Si X es un subconjunto de un espacio normado, ¥ un espacio de
Banach y o € (0, 1], entonces f: X — Y es Hélder continuo con exponente
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o si
| f(x1) = f(x2) “

lx1 — x2]|%

[flo := sup
X1#£x2
Enel casode o = 1 decimos que f es Lipschitz continuo. El espacio C%% (X, Y)
de las funciones acotadas y Holder continuas entre X y Y con la norma

IS Ml == Sggllf(X)ll + [fla

es un espacio de Banach. Para o < 1 se acostumbra escribir C¥(X,Y) en vez
de C0@ (X,Y). Para o = 1, es decir, para funciones Lipschitz continuas eso
no se suele hacer porque causaria confusion con el espacio de las funciones
continuamente diferenciables.

d . . L
Sean X; — X espacios de Banach con inyeccién densa. Denotemos sus nor-
mas por || - |1y || - [[o. Fijamos T" > 0y consideramos una familia (A(2));e[0,7]
de operadores lineales cerrados en X que satisfacen

(Al) D(A(t)) = Xy paratodot € [0, T].

(A2) Paratodo ¢ € [0, T] se cumple [Re u > 0] € p(—A(?)). Existe M > 0,
independiente de ¢ € [0, T], tal que

IR(A;—A(@))]lo < paratodo (A,7) € [Reu > 0] x [0, T].

M
1+ |A]
(A3) Existe p € (0, 1) tal que

A e CP([0,T], L(X1. Xo)).

Nota 2.5. (a) En las demostraciones del Teorema 1.42 y de la Proposi-
cién 1.40 vimos que existen C > 0y «a € (;r/2, 7) tales que

IRG: =AW = {75

paratodo (A,f) € X () x [0, T].

Esto implica que —A(¢) es un operador sectorial para todo ¢ € [0, T'], uni-
formemente en ¢. Ademas, ce(—A(?)) < 0. Ademds, como 0 € p(A(?))
para todo ¢ € [0, T], la norma de la grafica de A(z) es equivalente a la
norma ||A(t)-]|o, véase la Equacion (1.1).
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(b) El mapeo que manda un isomorfismo de X; en X a su inversa es analiti-
co. En seguida

(2.26) A7l e C¥%(Xo, X1).

Si

(2.27) Ci:= sup [[AD|cxy,x0)
t€[0,T]

y

(2.28) Cz2:= sup A7 Ol zxo,x1)-

t€l0,T]

entonces paratodo x € X1yt € [0, T] se tiene

|A@)x]lo < Cillx|1

Ixlly = 147 () A@)x |1 < C2llA@)x o

En seguida, las normas || - || y [|A(?)-]|o son equivalentes en X, inde-
pendientemente de .

Definicion 2.6. Un operador de evolucion para la familia (A(¢)) es un mapeo
U: At — L(Xo)

que tiene las siguientes propiedades:

(UD) U € C(Ar, L(X0)) N C(AT, L(X1)) N C(AT, L(Xo, X1)).

(U2) U(t,t) =Ix, yU(t,1)U(tr,5) = U(t,s) paratodo0 < s <7 <t < T.

(U3) El mapeo (¢, s) — A(t)U(t,s) estdaen C(Ar, L(Xo))y

(2.29) sup  (t =) AU, )| £(xo) < 0.
(t,)€Ar

(U4) U(-,s) € CY((s, T], L(Xp)) paratodo s € [0,T),y

0 U(t,s) = —A@)U(t,s) paratodot € (s, T].
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U(t,") € C1([0,1), Ls(X1, Xo)) paratodo t € (0,T],y

U@, s)x =U(t,s)A(s)x paratodo s € [0,7), x € X;.

Proposicion 2.7. Si —A es un operador sectorial tal que ce(—A) < 0, entonces
el mapeo constante t — A satisface las condiciones (A1)—(A3). Sea Q el Cp-
semigrupo analitico generado por —A, y sea U el operador de evolucion
generado por A. Entonces U(t,s) = Q(t —s) paratodot > s > Q.

Demostracion. (Ul): Como Q es un Cyp-semigrupo, Q € C(RJ,ES(XO)).
Como Q es diferenciable (Teorema 1.36 y Teorema 1.42(ii)), la Equacién (1.74)
implica que AQ € C(R*, L(Xp)). Para x € Xoy t, — t* en RT obtenemos
con la Nota 2.5(a) que

[(Q(ta) — Q(t™)x[l1 < CIIA(Q(tn) — O (t™))x]lo
< CA(Q(tn) = QN £xo) X Tlo

es decir,

1(Q(tn) — Q™) lcxo,x1) = CNAQ(tn) — QN 2(xe) — O

cuando n — oo. Eso muestra que Q € C(R™, £(Xy, X1)). Falta demostrar
que Q € C(R+,£S(X1)). Paraellosean x € X1y t, — t*en R(J)“. Como
arriba tenemos que

1(Q(tn) — Qt™))xll1 = CAQ(ta) — Q(™))xlo
= Cll(Q(ta) = Q(t™)) Ax[o — 0

cuando n — oo, yaque Q € C(RY, Ls(Xo)). Como x € X, era arbitrario,
eso muestra la afirmacion.

(U2): Trivial por las propiedades de Q.

(U3): Es una consecuencia del Teorema 1.36 y del Teorema 1.42(ii).

(U4): Una consecuencia de la diferenciabilidad de Q es que Q € C1(RT, £(Xj)).
Ademads, para s > 0 fijo el Teorema 1.36 implica que dQ(t — s)/dt =
—AQ(t —s) parat > s. Esto muestra las primeras dos afirmaciones.

Sean ahora x € X; y ¢t > 0 fijos. Se sigue que la derivada del mapeo
s> Q@ —s)xes AQ(t —s)x = Q(t —s)Ax para s € [0,7). Ademais,
el mapeo s +— Q(t — s)Ax es continuo de [0,7) en Xo. Esto muestra las
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afirmaciones faltantes. O

Nota 2.8. La propiedad (U3) y la Nota 2.5(b) implican que
(2.30) MU ) cxo,x,) < Ct— s)~1 para todo (z,5) € Ar.

Aqui la constante C solamente depende de las constantes C1 y C, de la No-
ta 2.5(b) y del valor del supremo en (2.29).

Definicion 2.9. Una solucion de (2.1) es una funcion
ue C(s,T], Xo) N CL((s, T], Xo)

tal que u(¢) € Xy paratodo ¢ € (s, T]y tal que se cumple (2.1).

Proposicion 2.10. Si U es un operador de evolucion para (A(t)) y u una
solucion de (2.1), entonces

2.31) ueC((s,T], X1)

vy vale la representacion de u por la formula de variacion de pardmetros
t
232)  u(t) =U(t,s)ug + / U, t) f(r)dr paratodot € [s,T].
N

Demostracion. Supongamos que t, — t* en (s, T]. Como u + Au = f, el
mapeo Au es continuo de (s, 7] en Xo. Usamos esto, (A3) y la Nota 2.5(b) para
calcular

lu(tn) —u(@) i = ClAW)u(tn) — Altn)u™) o
< C ([l AGtn)ultn) — AC™)u)llo + [ AGE ) u ™) — Alta)u(t™)llo)

—0

cuando n — o0o. Eso demuestra (2.31).

Sean s < v <t < T.Mostremos que

(2.33) ddTU(t, Du(r) = U(t, 1) A()u(z) + U, t)i(o).
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Escogemos una sucesién (i) € R tal que &, — 0. Se tiene que

_ Ult,t+h,) = U(t, 1)

2.34 By :
(2.34) n I

— U(t,71)A(7)
en Ls(X1, Xo) cuando n — oo por (U4). Por el principio de acotacién uniforme
B, es una sucesion acotada. Es facil ver que luego u(t + h,) — u(z) en Xy
implica que

U, t 4 hp) = U@ 0))u(t + hn)

(2.35) ) — U(t, 1) A(7)u(r)

en Xo cuando n — oo. Por otro lado

(2.36) vt h}’l’) —*O® v i)

en X; cuandon — ooyaqueu € Cl((s,T], Xo) y U(t,7) € L(Xo, X1).
Juntando (2.35) y (2.36) obtenemos (2.33).
Ahora obtenemos de (2.33) que
d .
d—U(t, Du(r) = U, 1) A(0)u(r) + U, t)u(r)
T

=U(t. 1) (),

asi que

u@) — U@, s)u(s) = U@, Hu(t) — U, s)u(s) = /l ddrU(t’ Tu(r)dr

= /t U(t,7) f(r)dr.

Esta ecuacién comprueba (2.32). ]

La proposicién anterior muestra que la Definicidén 2.6 es suficiente para
representar soluciones de (2.1). Falta ver la existencia del operador de evolucién
y que (2.32) define una solucién de (2.1).

Teorema 2.11. Existe un y solo un operador de evolucion U para la familia

(A(@)).

Idea de la demostracion. Si s € [0, T) entonces escribimos Qg para el Cyp-



2.2 Existencia del operador de evolucién 81

semigrupo generado por el operador sectorial —A(s), y Vs(t, 1) := Qs(t — 1),
el operador de evolucion de la familia constante ¢ +— A(s) de operadores
sectoriales segtin la Proposicién 2.7. Si U es un operador de evolucién para la
familia (A(¢)), para todo x € X el mapeo

= U, t)Vs(z,s)x

estaen C([s, T], Xo) N C((s, T], Xo). Esto es una consecuencia de la validez
de (Ul), (U4) para U y V. Véase también la demostraciéon de la Proposi-
cion 2.10 para la diferenciabilidad de ese mapeo. Se tiene

(2.37) ddTU(t, T)Vs(t,5)x = U(t, 1) (A(x) — A(s)) Vs(T.5)x

paratodo0 <s <t <t <T x € Xp.

Con la definicion
ki(t.5) 1= —(A(1) = A©)) Vi(t.5)

obtenemos que k1 € C(Ar, L(Xy)). Estimamos para (¢, s) € A, usando (A3)
y la Nota 2.8:

Ik1(. )l zxo) < NA@) — A |l 2xy,x0) Vs (€ ) | £(x0,x1)
<C(t—s)L.

En seguida, k1 € &(Xo;1—p)conl—p < 1.

Podemos escribir mediante una integracién de (2.37):

t
(2.38) Ul(t,s)x = Vs(t,s)x +/ U(t,t)ki(z,s)xdt
N
para todo (¢,5) € Ar, x € Xo.

Como V5 € &(Xop;0), el Teorema 2.3 implica que esta ecuacion tiene a lo mas
una solucién en K(Xo; 0), es decir, U es el inico operador de evolucién de A.

Inversamente, el Teorema 2.3 implica la existencia de una solucién U de
(2.38) en K(X;0) N C(Ar, L(Xp)). La demostracién de que esa solucién
es un operador de evolucion de la familia (A(?)); es muy larga, y por ello
la saltamos. Una demostracion detallada se encuentra, por ejemplo, en [14,
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Theorem 5.6.1]. O

Ejemplos 2.12. (a) Sea —A sectorial y k € C([0, T], RS‘ ) continuo. Enton-
ces la familia dada por A(¢) := k(t) A tiene el operador de evolucion

t
(2.39) U(t,s) :=exp (—/ A(T) dr) .

(b) Si A € C([0,T], L(Xp)), y si existe un operador de evolucién para
(A(t)), entonces

iU(‘L’, $)x = —A(t)U(z, s)x
dr

y luego

t
U(t,s)x = x —/ A(T)U(t, s)x dt
S
para todo (¢,s) € Ar, x € Xp.

El Teorema 2.3 implica que en este caso (U1)—(U4) se cumplen en la
topologia uniforme de £(Xo).

La férmula (2.39) no valdria en este caso porque los exponenciales no
conmutarian.

Teorema 2.13. Si f € C*([s, T], Xo), X = Xo, entonces (2.1) tiene una y
solo un solucion.

Idea de la demostracion. Uno define la funcién u por la férmula de variacién
de parametros (2.32) y luego demostrar que u suficientemente regular y una
solucién de (2.1). Informalmente es ficil ver que u es una solucién una vez
demostrada la regularidad. Pero ella requiere de mucho trabajo, similarmente
como la demostracion de las propiedades de operadores de evolucion, asi que
no la damos aqui. En este texto solo nos preocuparemos con soluciones dadas
en la forma (2.32). ]
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2.3 Interpolacion de espacios

En problemas no lineales resulta ser necesario considerar situaciones abstractas
atn mds complicadas. En problemas de Cauchy abstractos del tipo

(2.40) {i‘ + Au = f(u), te(s,T],

u(s) = uo,

donde —A € L(X1, Xp) es sectorial en Xo como en la Nota 2.8, las aplicaciones
demandan considerar no linealidades f: Z — X para un espacio de Banach

Z que cumple X; ;d> Z S Xo. Obtendremos los espacios Z mediante
interpolacién entre los espacios X1 y Xp.

Si u es una solucién de (2.40) en un cierto sentido y si U es el operador de
evolucién de A4, entonces u cumple

(2.41) u(t) = U(t, s)ug + /t Ut,t) f(u(r)) dr, tels, T].

Buscar soluciones serd equivalente a buscar soluciones de (2.41) mediante un
teorema de punto fijo. En esto necesitaremos conocimiento del comportamiento
de U como mapeo entre los espacios Xg, X1 y también Z.

Para espacios de Banach X, Y denotaremos por Liso(X, Y') los isomorfismos

entre X y Y. Una pareja E = (Ey, E1) de espacios de Banach con E; £> Eg
es una B-pareja. Denotaremos la coleccién de los espacios de Banach sobre
un campo K por By, y la coleccién de las B-parejas por B,. Un morfismo de
B-parejas T: E — F esunmapeo T € L(Eq, Fo) NL(E1, F1). Un morfismo
T: E — F esunisomorfismo si T € Liso(Eq, Fo). Denotaremos por L(E, F)
y por Liso(E, F) las colecciones de morfismos y isomorfismos entre E y F.
Escribimos L(E) := L(E,E) y Lixo(E) := Lio(E, E).

Un espacio de Banach X con E; < X < FEj es un espacio intermedio
de E. Aqui, la segunda inyeccion es densa automaticamente, pero la primera
inyeccion no necesariamente lo es. Una pareja (X, Y') de espacios de Banach
es una I -pareja para la pareja (E, F) de B-parejas si se cumplen

(i) X es un espacio intermedio para E y Y es un espacio intermedio para F.
(i) SiT € L(E, F),entonces T € L(X,Y).

Definicion 2.14. Un método de interpolacion es un mapeo §: B, — B tal
que para toda pareja (E, F) de B-parejas el par (F(E), F(F)) es una I -pareja
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para (E, F). Un método de interpolacién & es de exponente 6 € (0, 1) si existe
una constante ¢ (&) > 0 tal que

@42 Tl gz @) ma) < C@IT I EEy i I T2z, F)
paratodo E,F € B,y T € L(E, F).

Si c(F) = 1 es posible entonces § es exacto.

Nota 2.15. Si uno entiende B; como categorias, uno pide que & sea un funtor
covariante entre 35 y B con la propiedad adicional de generar /-parejas. En la
notacion de arriba §(7) = T.

Proposicion 2.16. Sean & un método de interpolacion y E, F B-parejas.
Entonces se cumplen:

(a) Si Eg = E, entonces %(f) = Ey.

(b) Si E — F, entonces F(E) — F(F). Particularmente, si E = F,
entonces F(E) = F(F).

(¢) SiT € Lixo(E, F), entonces T € Liso(F(E), F(F)).

Demostracion. (a): Como Eg = E1 < &(E) < E, la afirmacién es cierta.
(b): Seai: E <> F.Entonces i es inyectiva en Eg, asi que i : F(E) —

&(F). ya que F(E) < Eo. -
©:T € LFE),FF)y T e LF(F), F(E)) implican la afirmacién.
O

Proposicion 2.17. Sea & un método de interpolacion de exponente 6. Entonces
existe una constante ¢ (§) tal que

@43)  lxlg@) < E@ xS 1%, paratodoE € Byyx € Er.

Demostracion. Sea F = (K,K), y definimos Ky := &(F) y Eg := F(E).
Fijamos x € E; y definimos T € L(F, E) por T A := Ax. Se sigue que

(2.44) 1Tk, E0) = lIxllE, — parac =0.1.6.
Ademds, Ky = K por la Proposicién 2.16(a). Entonces existe ¢(F) > 0 tal que

(2.45) Ak, < C(F)A| para todo A € K.
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En consecuencia, (2.44) y (2.45) implican

IxlEe = 1Tl 2k, E6)

B [Ax E,
= sup
reK\{o}  |Al
A

rek\{o} MK,
= CIT 2y, Ep)
< e@e@ITIEE e TNk £
= ¢Fe@ Ix B 11,

O]

En lo que sigue usaremos una notacién mas sencilla. Si para todo 6 estd dada
un método exacto &g de interpolacion de exponente 6, entonces ponemos

Eg 1= (Eo. E1)g := &9 (E)

I-llo = Il £-

Definicion 2.18. Para todo 6 € (0, 1) sea (-,-)g un método exacto de inter-
polacién. La familia ((-,+)g)ge(o,1) €S una familia admisible de métodos de
interpolacion si se cumplen:

d d
(FA1) E; <> Eg, <> Ep, <> Eosi0 <0, <6 < 1.

(FA2) Si E| — Ej es compacto, entonces los encajes anteriores son compac-
tos.

(FA3) Si0 <60y <6, <1,ve (0,1)yf := (1 —v)f; + v, entonces
(Eg,, Eg,)v = Ep.

Nota 2.19. (FA3) se llama la propiedad de reiteracion, por razones obvias. Con
las notaciones de (FA3) y con la Proposicién 2.17 se sigue que

6r—6 6—01
(246) |xllg < (8,61, 62)[1x]lg, " Ixllp, = (6,01, 62) |l g> " [lx[l 62" -
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En esta situacién uno también habla de una escala de espacios de Banach
(Eo)oefo,1]-

El método real

Aqui permitimos K = C,R. Para una B-pareja E definimos el K-funcional
K(-, s E): RY x Eg — R{ por

K(t,x:E) = inf{|lx = yllo + Iyl | y € Ex}.

Se sigue que K (-, x; E) es creciente y concavo en ¢ para todo x € Ey, es decir,
medible. Si 6 € (0,1) y p € [1, 00), entonces definimos

o0 . d 1/p
(2.47) Ixlle,p := (/0 (z‘eK(t,x;E))ptt>

x]l6,00 := supt_GK(t,x;F).
t>0
Para p € [1, co] ponemos

865 (E) = (Eo. En),p = {x € Eo | |xllg,p < oo}.

Sif € (0,1)y p €[l,00], entonces (Eop, E1)g,, €s un espacio de Banach con
lanorma |- [lg,, ¥ %]E’ pesun método exacto de interpolacién de exponente 6.
Si p € [1, 00), entonces ((-,-)g, p)oe(0,1) €S una familia admisible.

Existen encajes entre los espacios intermedios de diferentes exponentes 6 y
p:sil < p < g < oo, entonces

(Eo. E1)g,p — (Eo0, E1)6.4-
Si0< By <6 <lyl<p,qg < o0o,entonces
(Eo. E1)g,,p = (Eo. E1)gy,q-

Este método de interpolacién es extremal en el siguiente sentido: Si g es
un método de interpolacién de exponente 6, entonces

(2.48) (Eo. E1)g,1 — o(E) = (Eo, E1)g,c0-
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Heuristicamente se puede entender esa construccién como sigue: sea C > 0
tal que || x]jo < C||x||1 paratodo x € E1.Sit > C y y € E1 entonces

Ixllo =< llx = yllo + lI¥llo = lIxllo < llx = yllo + /¥l

asi que K(¢, x; E) = ||x||o. Por lo tanto, la convergencia de la integral en (2.47)
solamente depende del comportamiento de K para ¢ chico. Parat = 0 se tiene
que K(0, x; E) = dist(x, X1) = 0, porque X es denso en Xy. Asi se ve como
entra la relacion entre x y X. Lo mayor que es 6, lo “mads cerca” debe de estar
x a X para pertenecer a Eg.

Para demostraciones de estos hechos véase [5].

El método complejo

Sea ahora K = C. Ponemos S := [Re X € (0,1)], So := iRy S1 := 1 + So.
Entonces 95 = So U S;1. Si E € B, entonces denotamos por A(E) el espacio
de funciones acotadas y continuas f: S — E| tales que f es holomorfo en S,
F(S;) € E; parai = 0,1,

Jim I fM)llo =0y lim [l fA)]1 = 0.
AES() AeSl

Con la norma
1/ 4y = méX{ sup || f (Ao, sup ||f(l)||1}
AES)H AES]

A(E) es un espacio de Banach.

Ponemos
&6 (E) := [Eo. Exlg == {f(0) | [ € A(E)}.
Si 6 € (0, 1), entonces [Eg, E1]g es un espacio de Banach con la norma
Ixllg := inf{ll /| s | | € AE), x = f(6)},

y %g es un método exacto de interpolacion de exponente 6. Ademads, ([-, ]g)ae(0,1)
es una familia admisible.
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Si K = R, entonces definimos

[Eo. E1]g := [(Eo)c. (E1)cle N Eo.

Asi se obtiene una familia admisible para espacios reales.

Para demostraciones de estos hechos véase [5].

El método continuo

Aqui permitimos K = R, C. La familia ((-,-)g,00)g no es admisible. La tnica
propiedad que falla es la densidad del encaje E1 < (Eo, E1)g,00- Denotemos
para 6 € (0,1)

——(E0.E1)6.00
(2.49) (Eo E1)) oo 1= By 0 EV0ee,

es decir, el cierre de Eq en (Eo, E1)g,00- En seguida, (-, -)g oo €S UNn méto-
do exacto de interpolacién de exponente 6, y la familia ((, -)2 00)0€(0,1) €8
admisible.

Sea A un operador cerrado en Eg con D(A) = E; y tal que —A es el
generador de un Cp-semigrupo Q(¢) en Eg. Fijamos y > 0 como exponente en
la cota exponencial del Teorema 1.23. Definimos espacios normados Yg(A4) y
Zg(A) por

Yo(A) :={x € E¢ | lim /\0||R()L;—A)x||1 = 0},
A—00

11y, 4y := sup AP R(A; —A)x|1
A=y

Zg(A) :={x € Eg | tl_i)r(r)1+t_0||Q(t)x —x|lo = 0},

Xl zocay == lIxollo + sup =0 Q(1)x — x[lo.
t€(0,1]

Entonces Yy(A) y Zy(A) son espacios de Banach y se cumple
(2.50) (Eo. EN§ o0 = Yo(A) = Zg(A).

Para estos hechos se pueden consultar [7] y [10].



2.4 El operador de evolucion en espacios de interpolacion 89

La comparacién entre los tres métodos de interpolacion es la siguiente: sean
O<a<bO<p<l y 1 <p<oo.

entonces se cumple

d d
(2.51) (Eo. E1)g,p = (Eo. EN)g oo = (Eo. E1),1

d d d
— [Eo. E1]p = (Eo, E1)g,oo — (Eo, E1)a,p-

2.4 El operador de evolucion en espacios de
interpolacion

Sea ((~,*)g)9e(0,1) una familia admisible de métodos de interpolacién y sea
(X0, X1) una B-pareja. Para o € (0, 1) ponemos Xy := (Xo, X1)e. Deno-
temos por | - [l la norma en Xq y por | - ||, 1a norma en £(Xy, Xg). Para
cualquier 0 < o < § < 1 tenemos

(2.52) X5 <S X,

Sea (A(t));e[o,7] una familia de operadores cumpliendo (A1)—(A3) y sea U
el operador de evolucion relacionado. La propiedad (U1) dice que U(t, s) €
L(Xo, X1) para (¢, s) € Ar. Junto con (2.52) obtenemos

(253)  Ult,s) € L(Xa.Xg)  paratodoa,f €[0,1], (t,5) € Ar.

Por la propiedad (FA2) este operador es compacto si X1 < X es compacto y

si (o, B) # (0, 1).

Ponemos

(2.54) A:=méx{ sup || U, $)|lo,0, sup U, )11,
(t,S)GAT (t,S)GAT

wpwwwwm}

t,9)edr

Este niimero es finito por la propiedad (Ul), por la discusién antes de la
Proposicién 1.14 y por la Nota 2.8.
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Lema 2.20. (a) Paratodo a € [0, 1] se cumple U € C(Ar, Ls(Xy)).

(b) Para0 <o < B <l existe C = C(a, B, A) tal que |U(t,5)|lgo <C
para todo (t,s) € Ar.

() Para0 < a < B < 1 existe C = C(a, B, A) tal que |U(t,5)|a,p <
C(t — $)* P para todo (t,s) € Ar.

Demostracion. (b): Como (-, ), es de exponente «, eso implica que

sup|U llaa < suplUllo o IU 1, < A,
Ar Ar
y la inyeccion continua de Xg en Xy implica la afirmacion.

(a): Por la propiedad (U1), para todo x € X; el mapeo U(-,-)x es continuo
de A7 en X y luego también en X,. Por el inciso (b), la densidad de X en
X y la Proposicién 1.14(b) U(:, -)x es continuo como mapeo en X para todo
x € Xg.

(c): Fijamos (¢, 5) € Ar. Considerando (Eg, Eq) 1= (Xo, Xo)y (Fo, F1) :=
(X0, X1) y usando (U1) obtenemos para cualquier y € (0, 1) por la definicién
de A que

(2.55) U 9)llo.y < U, 9)lgo 1UC I, < Al —5)77.

Consideramos particularmente y := (8 —«)/(1—a). Se tiene (1 —a)y +o =
B,y la propiedad (FA3) de reiteracién implica que

(2.56) (Xy, X1)a = Xp.
Usando (Eg, E1) := (X0, X1) y (Fo, F1) := (Xy, X1) vemos con (2.55) que

10, ), = U )| £(Eq, Fo)
< NU@E ) By r) IV N e, Fry
< U@ )Mo N0 I
< At —s5)*7 P, O

Lema 2.21. Sean X un espacio de Banach, T > 0y f € C([0,T], X) N
CY((0,T], X) tal que f' tiene extension continua g a [0, T|. Entonces f €
([0, 71, X) y f'(0) = g(0).
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Demostracion. Sean 0 < § < &. El teorema fundamental del calculo dice que

£(6) — £(8) — g(0)e = /5 (f'(2) — g(0)) dr — g(0)3
- /3 (g(2) — g(0)) dr — g(0)6.

Dejando § — 0 en esta igualdad implica

£(e) = £(0) — g(0)e = / (g(1) - g(0)) dr.
0
es decir,

/() = f(0) —g(0)e]| = sup [lg(z) —g(0)]|le =0(e)  cuandoe — O,

t€[0,¢]

por la continuidad de g. O

Consideremos ahora la regularidad de la solucién del problema de Cauchy
lineal homogéneo

(2.57) 2(s) = o,

{u+A(t)u =0, t€(s.T).
que estd dada por U(z, s)up:
Lema 2.22. Sea s € [0, T') dado. Entonces se cumplen:

(@) Paraa € [0, 1] se tiene que U(-,5) € C([s, T], Ls(Xy)).

(b) Si0<a < B <1entonces U(-,s) € Cﬂ_“([s, T],L(Xg, Xa)), donde
usamos la convencion C179 := C%!, La norma

(2.58) NUC, ) et (15, 71,00x5.Xa))
solamente depende de C1 en (2.27), A y de o, .
(c) Setiene que U(-,s) € C1([s, T], Ls(X1, Xo)).

Demostracion. (a): Es una consecuencia directa del Lema 2.20(a).
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(b): Consideremos primero el casoa = 0y € (0, 1]. La propiedad (U4)
dice que U(-,s) € C'((s,T], L(Xo)) y 01U(t,s) = —A(t)U(t, s) para todo
te(s,T].Seans <r <t <T.Se tiene que

1810, 9)|g.0 = AU, 5)g.0 < 1A |1,01U 5]l g1
< CU@, Mg 1llUr$)lpp < Ct —r)P7L.

En la pentltima desigualdad usamos (A3), y en la dltima el Lema 2.20. La cons-
tante solamente depende de A y de C; en (2.27). Si ¢ > 0 es suficientemente
chicoy x € Xg entonces

t
U@, s)x —U(r + &,5)x]|lo = ‘ / 01 U(z, s)x dt
r

+e

0

t
5/)“%WﬁﬂMpMWM
r+e

t
=¢ [ @-nf s
r+e

< C@—r)Plxllg.

Dejando ¢ — 0 eso implica
|UG.$)x = Ur.s)xllo < Ct = )P lIx]|g

y luego
(2.59) U, s) =U(r.s)|g,o < C(t — r)P paratodot,r € [s, T1.

Eso demuestra (b) en el caso o = 0.

Trataremos el caso « > 0. Denotando (Ey, E1) := (Xg, Xg) y (Fo, F1) :=
(X0, Xg) la propiedad (FA3) de reiteracién implica que (Fo, Fi)q/p = Xa.
Por lo tanto,

B—a 3
(2.60) ILlga < ILI%S ILIS 5, paratodo L € £(Xp).

En seguida, (2.59) y el Lema 2.20(a) nos permiten estimar

1U@.5) = U(r, )l g«
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B—o a

< UG.5) = UG s)llgh 1UG.s) = UG.s)lf 5 < Clt —r[F =2

(¢): Sea x € X;. Las propiedades (Ul) y (U4) dicen que U(-,s)x €
CY((s,T), Xo) N C([s,T], X1),y 01U(t,s)x = —A(t)U(t, s)x. Por (A3)

W U(,s)x = —ACU(, s)x € C([s, T], Xo).
Entonces el Lema 2.21 aplica la afirmacion. O

Corolario 2.23. Sean B € [0,1], (s,uo) € [0,T) x Xg y u la solucion del
problema de Cauchy homogéneo (2.57). Entonces

ueCY(s,T], Xo) NCP~([s,T], Xo)  paratodo a € [0, B].
Siug € X1 entoncesu € C1([s, T, Xo).

Por la propiedad (A2) y la Proposicién 1.40 se tiene ce(—A(¢)) < O para
todot € [0, T].

Lema 2.24. Sean A(t) = A constante, € (0,—ce(—A)) y sea Q el Cy-
semigrupo analitico generado por —A.

(a) Si0 <o <pB <1, entonces

(2.61) supe” [ Q1) ]| g, < 00
>0

(b) Si0<a < B <1, entonces

(2.62) supe? 1P 0(1) ]l q.p < 00.
t>0

Demostracion. (a): Sea primero ¢ > 1. Se sigue que

2.63) [2Dpe = Cl2M)0.e
< CI2MoelQ = Dloo = CIIOM) e < Ce™®".

Parat € [0, 1] tenemos que

(2.64) 1QWIg,a = CIO(N)lesers
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y esta cantidad es acotada por el Lema 2.20(b). La ecuaciones (2.63) y (2.64)
implican la afirmacién.

(b): Primero consideramos el caso « = 0y B = 1. Escogemos o’ €
(w,—ce(—A)). Parat > 1 tenemos

[1Q(lo,1 = 112(MQA( = Do, = 12D lo,1 IO — Dllo,o

<0(M)]o,1e™®" ¢V < cem@!71,

donde C solamente depende de w’, w y ||Q(1)]o,1. La Nota 2.8 dice que
sup;efo, 11 £ 119 () ]lo,1 < oo. Estos dos hechos demuestran (2.62) en el caso
a=0yp=1.

El caso general se sigue similarmente como en la demostracion del Le-
ma 2.20(c) usando interpolacion. O]

Lema 2.25. Sean s € [0,T)y J := [s, T]. Definimos para g € C(J, Xo) y
teld:

t
H(g)() :=/ U(t,t)g(7)dr.
(a) Si0 <« < B <1 entonces

H € L(C(J, Xo), CP%(J, Xu)) .

(b) Si0 < y <1 entonces

H e L(CY(J, Xp),C(J, X1)) .

En ambos casos, si A(t) = A es constante, entonces las normas de H estdn
acotadas independientemente de |J | := T —s.

Demostracion. En la demostracion supongamos que A(¢) = A es constante y
luego que U(¢,s) = Q(t —s), donde Q es el Cyp-semigrupo analitico generado
por —A. La demostracién en el caso general es similar, pero las constantes
pueden depender de 7' — s. Nada mads la demostracion del inciso (b) se vuelve
considerablemente mas dificil. Escogemos w € (0, —ce(—A)).

(a): Ponemos y := B —«a, asique 0 < y < 1 — . Entonces el Lema 2.24
implica que

1U, D)lloe < Ce @ (1 — 7)™
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parat < t,de modo que parat € J:

/t U(t,7)g(t)dt

t
< Cliglo / (1 — 1) %00 g
o S

t—s
_ -0 _ —wT

o

< C||g||oo/ T % YT dr
0

< C|lgllcos

donde C solamente depende de A y . Aqui usamos la notacién ||g|leo :=
sup;e s [1g(2)lo-

Para demostrar la continuidad es suficiente considerar el caso o < B, asi que
y > 0. Por el Lema 2.24 la constante A en (2.54) no depende nide s nide 7.
Entonces el Lema 2.22 implica para t € [s, T'] que

(2.66) U(,7) € CY([r, T], L(Xg, Xa))
con norma acotada por una constante independiente de ¢, s y 7.

Seas <r <t <T.Porel Lema 2.24 (b) y la ecuacién (2.66) obtenemos
parat € [s,71):

U@ 7) = U Dloe < 1UEr) = Ul N)lpgalU lo,p
<Ct—r)(r—1)yBe@r,

En seguida,
r r
/ |U@t,T) — U(r, 7)|loe dT < C(t — )Y / (r—7) Be @Dy
S S

(o,]

<C(t —r)y/ tPe T dr
0

<C@t-r)

como antes. Ademas,

t t
/ U, 7)]oedt < C/ (t—1)%dt=C(t —r)'™®
r r
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por el Lema 2.20. En consecuencia

I1H (g)(t) — H(g) ()l =

= Clglloo (¢ =)+t =r)'7%) .
Para|t —r| < lesoyy < | —« implican
I1H (g)(1) — H(g)(N)lla =2CIglloolt —r]”

y para |t — r| > 1 tenemos, usando (2.65),

I1H(g)(®) — H(g)(M)lle = 2[1H(8)lloo
<2[H(®llclt = r|" = 2C|1gllcclt —r[”.

Aqui usamos la notacion || H(g)| oo := sup;es||H(g)(t)|le. Esto comprueba
la afirmacién.

b) Supongamos que A(¢) = A es constante. Se tiene que

t
(2.67) H(g)(f)=/ Ut 1)(g(r) — g())dt + (1 = U(t.5)) A~ g(1)

porque
d
LU DAT () = Ut 02(0) .
T
El mapéo A~ 1g: J — Xy es continuoy U(-,s): J — L(X1) es fuertemente

continuo. Entonces el segundo término en el lado derecho de (2.67) es continuo
como mapeo de J en X.

Ponemos K := T —s,a(t,7) := U(t,7)(g(r) — g(¢t)) parat,t € J con
T <t,yb(t,t):=a(+s,t+s)para(t,t) € Ax.Entonces b € C(Ag, X1)
y

(2.68) 16(t, D)1 < Cligler.xe — )

para (¢, 7) € Ag, por el Lema 2.24(b). La constante C no depende de T — s.

Definimos

v(t) == /Ot b(t,t)dr

r t
/ Ut,r) — U@, 1)g(r)dr +/ U(t,7)g(r)dr

o
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parat € [0, K]. Entonces el Lema 2.1 con su propio (& := 1 —y y 8 := 0) nos
proporciona v € C([0, K], X1). Luego

/ta(t,r)dt =v(t—ys)

es continuo de J en X;. Esto comprueba que H(g) € C(J, X1).
Finalmente, (2.67) y el Lema 2.24 implican que

t
\H )OI < / UG Dot lg(2) — g0)llo dr
S
+ (141U 111 ) 147 o1 g @ lo
t
< Clglleru.xo < / (t — 17100 gr 4 1)
SOO
< Cligllcr.x0) (/ Ve dr + 1)
0
<CWlglcru.xo) -
Con esto termina la demostracion. OJ

Corolario 2.26. Sean s € [0,T) y J := [s,T]. Definimos para x € Xy,
geC(J,Xg)ytelJ:

t
K(x,g)(t) :=U(t,s)x +/ Ut,t)g(r)dr paratodot € J.
N
(@) Si0 <« < B <1, entonces

K € L(Xg x C(J, Xo), CP~(J, Xy)) .

(b) Si0 < y <1 entonces

K € L(X1 x CY(J, X), C(J, X1)) .

En ambos casos, si A(t) = A es constante, entonces las normas de K estdn
acotadas independientemente de |J | := T —s.

Demostracion. Las afirmaciones son una consecuencia de los Lemas 2.22, 2.24,
and 2.25. O
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Proposicion 2.27. Siy € (0,1]y f € CY([s,T], Xo), entonces la solucion
u(-;s,x) del problema de Cauchy lineal no homogéneo

(2.69) {” + A(u = f(), te(s.T]

u(s) =x

cumple para cualquier a € [0, 1]

u(-; -, x) € C(Ar, Xq).
Si ademds x € Xy entonces

u(-:-.x) € C(Ar, Xo).
Demostracion. Recordemos la formula
(2.70) u(t;s,x) =U(t,s)x + /t U(t,7) f(r)dr.

s

El primer término en la derecha de (2.70) cumple

u(-, -)x € C(Ar, Xo)
por la propiedad (U1), y cumple

U(-. -)x € C(Ar. Xo)

para x € Xy por el Lema 2.20(a). Entonces basta encargarse del segundo
término de la derecha de (2.70), es decir, del mapeo

t
(2.71) (t,s) |—>/ Ut,7) f(r)dz.

Sea x € Xy fijo. Primero tratamos el caso donde « € [0, 1). Tenemos

U@ D) f@lle < 1UE Dol flloo = Ct =)™

porque f([0, T]) es compacto en Xg. Aplica el Lema 2.1 y dice que el mapeo
en (2.71) estien C(AT, Xg).

El caso o = 1 s6lo lo demostramos para A(f) = A constante. Véase [14,



2.4 El operador de evolucion en espacios de interpolacion 99

Theorem 5.7.1] para el caso general. Escribimos

(2.72) /t U,t)f(r)de
t
- / Ut 0)(g(x) — g(0) dt + (1 — U(t.5) A~ g (1),

como en (2.67). El segundo término en el lado derecho de (2.72) estd en
C(Ar, X1) por la propiedad (Ul). La cota (2.68) y el Lema 2.1 implican
que el primer término en la derecha de (2.72) también estd en C(Ar, X1), es
decir, el mapeo de (2.71) estien C(Ar, X1). O






Capitulo 3

Ecuaciones abstractas semilineales

En este capitulo nos basamos principalmente en el libro [8]. Seguimos usando
la notacidn establecida en la seccién 2.4.
Para o € [0, 1) consideramos el problema de Cauchy semilineal

G.1) {u tADu= 7). te( T
M(S) = X
donde (s,x) € [0,T) x Xqy f:[0,T] x Xo — Xo es continuo.

Definicién 3.1. Sea J un subintervalo de [s, T'] que contiene s, y sea J :=
J\{s}. Una solucion cldsica (local) de (3.1) en J esun mapeo u € C(J, Xy) N
CY(J,Xo) tal que u(t) € Xy paratodot € J,u(s) = x yu(t) + A@t)u(r) =
f(t,u(t)) paratodot € J.

Si u es una solucidn cldsica en J entonces ponemos g(t) = f(z,u(t)).
Entonces g € C(J, Xp) y u es solucion del problema lineal no homogéneo

(3.2) {’5‘ + AU =g@), tel,
u(s) = x.

En seguida u cumple la identidad

(3.3) u(t) = U(t, s)x + / t U(t, ) f(z,u(t)) dr.

Definicion 3.2. Una solucion clemente de (3.1) en J esun mapeou € C(J, Xy)
que cumple (3.3) parat € J.
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En ambos casos de soluciones clasicas y soluciones clementes u# decimos
que u es maximal si no existe extension de u a una solucién en un subintervalo
estrictamente mayor a J. Si J = [s, T'] entonces u es global.

Lema 3.3. Sean0 <t) <ty <t3 <T yseau: [t1,t3] > Xq una aplicacion.
Entonces son equivalentes:

(i) u es solucion clemente de (3.1) en [t1,t3] con (s, x) = (t1,u(ty)).

(ii) u es solucion clemente de (3.1) en [t1,t2] con (s,x) = (t1,u(ty)) y en
72, 23] con (s, x) = (12, u(12)).

Demostracion. (i) implica (ii): Es obvio que u es solucién clemente en [¢1, 5]
para (s,x) = (t1,u(t1)). Sit € [t2, t3], entonces

t

u(t) = UG )u(y) + / UG, 1)g(x) de

151

1%}
= U(t, t1)u(tr) +/

5]

t
U(t,t)g(t)dr—i—/ U(t,t)g(r)dr

15}

15
(3.4) = U ) U, 1)) + U 1) / Ults. 1)g(x) dr
n

+ /lt U(t,t)g(r)dr

2
t

— Ut + [ U0z
%)
es decir, u es solucién clemente en [, £3] con (s, x) = (¢2, u(t2)).
(i) implica (i): Por ser solucion clemente en los subintervalos [t1, 2] y
[t2, t3], u es continuo. Si ¢ € [t1, 1] entonces

t
(35) u(t) = Ule.u(n) + [ Ut ogo)dr

51
porque u es solucion clemente de (3.1) en [¢1, #2] con (s, x) = (¢1,u(t1)). Si
t € [t2, t3] entonces u(t) es igual a la dltima linea de (3.4) porque u es solucion
clemente en [3, #3] con (s, x) = (¢2, u(t2)). Ahora (3.5) para este ¢ se obtiene
leyendo (3.4) al revés. Eso demuestra la afirmacion. ]
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Supongamos la siguiente condicién para la funcioén f: [0, T] x Xo — Xo:

Existe v € (0, 1] tal que para todo R > 0 existe C = C(R) >0

con

® 1) — £ 0)llo < CQlt — I + x — ¥]la)

paratodot,s € [0,T]y x,y € BrXq.

Particularmente, esta condicién implica que f € C([0,T] x X4, Xo). Uno
podria decir que f es Holder continuo de exponente v en su primer argumento
y Lipschitz continuo en su segundo argumento, uniformemente en conjuntos
acotados de X .

Proposicion 3.4. Si (F) se cumple, entonces toda solucion clemente u de (3.1)
es una solucion cldsica.

Demostracion. Sean (s, x) € [0, T)x Xy y sea u una solucién clemente de (3.1)
en J. Pongamos g(¢) := f(¢t,u(t)) parat € J, asi que g € C(J, Xp). Para
r € (s,sup J) denotemos J, := J N [r,T]y ur := u(r). Por el Lema 2.20(c)
y el Lema 2.25(a) tenemos u, € Xg paratodo 8 € [0, 1).

Sit € J,, entonces

t
u() =UE, r)u, +/ U(t,7)g(r)dr

por el Lema 3.3. Por lo tanto, u € C B-e(y x «) para todo subintervalo cerrado
I de J; que contiene a r, por el Corolario 2.26(a). Fijando un subintervalo
cerrado I de J, que contiene a r obtenemos por la condicién (F) que g €
CY(1, Xo) paraun y € (0, 1]. En seguida, el Teorema 2.13 dice que u es una
solucién cldsica en I, es decir, u € C1(I, Xo) y u(t) € X paratodor € I.
Como r era arbitrario, ¥ es una solucién clasica de (3.1) en J. ]

3.1 Existencia y dependencia continua

En esta seccién demostramos la existencia de soluciones clementes de (3.1).
El procedimiento es una extension de la demostracién del teorema de Picard-
Lindelof.

Empecemos con la existencia local.
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Lema 3.5. Para todo R > 0 existe un niimero T1 = T1(«, R) > 0 tal que para

todo (s,x) € [0,T) x BgrXg el problema (3.1) tiene una y sélo una solucion

clemente en J := [s, min{s + Ty, T'}].

Demostracion. Sean R > 0y (s,x) € [0,T) x BgrX,. Para cualquier u €

C([s,T], Xq) yt € [s, T] definimos

Gu)(@) :=U(t,s)x + /t U, ) f(z,u(z))dr.

Por el Lema 2.20(a) y el Corolario 2.26 G: C([s,s + T1], Xo) — C([s,s +
T1], Xy) paratodo T € (0, T — s]. Demostraremos que para un 7 adecuado

G es una contraccion en un espacio métrico completo.
Como ||U(t, 5)||a,« €s acotado en Ar, existe C; = C;(«) tal que

U, s)x — x|lo < C1]|X]|e para todo (¢, s) € Ar.

Ponemos C :=CiR+ 1y

C3:=  sup sup ||/, v)]lo/(1—a).
veEXy t€[0,T]
lvlle<C2+R

Por el Lema 2.20(c) existe C4 > 0 tal que
MU, ) 0g < Caxt—s5)* para todo (z,5) € Ar.
Escogemos T7 € (0, T — s] tal que
C3C4T < 1

y definimos
M = C([s,s + Th), Bc, (x; Xg))-

En consecuencia, u € M implica parat € [s,s + T1] que ||u(®)|lo < C2 + R

y entonces por el Lema 2.20(c) que

t
1G) (1) = xllee < U, 5)x = X|ex +/ 1V Dlloallf(z. u(@)]odr

< CiR + C3C4T 7 < Cs.

Entonces G: M — M.
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Siu,v e Myt €|s,s + Ti], entonces la condicién (F) implica que

t
IG)(t) — G)()|le < / U Dol f(z.u(r)) = f(z,v(r))llodr
< Cllu—vlless+m1x) T %

Podemos escoger 77 € (0, T — s] mas chico todavia tal que ademas G es una
contraccion en M. Como M es un subconjunto cerrado del espacio de Banach
C([s,s + T1], Xo), M es métrico completo. El teorema de punto fijo de Banach
nos otorga un y sélo un punto fijo de G en M, es decir, una solucién clemente
de (3.1) en [s, s + T1]. Este hecho es cierto para 77 > 0 tan chico como sea.
Si v es otra solucion clemente de (3.1) en un intervalo I, debe de coincidir
conuen I NJ[s,s + T1]. Eso demuestra la unicidad. O

Teorema 3.6. Para todo (s, x) € [0, T) x Xy el problema (3.1) tiene una y sélo
una solucion clemente maximal u(-;s,x) € C(J(s,x), Xy), donde J(s, x) es
el intervalo maximal de existencia. El niimero t* (s, x) := sup J(s, x) es el
tiempo positivo de escape de u(-;s, x). Se cumple precisamente una de las
siguientes alternativas:

G) J(s,x) =[s,T], es decir, u(-;s, x) es una solucion global.

(i) J(s,x) = [s,tT(s,x)) y |lu(t;s,x)||la = oo cuandot — t(s,x) en
J(s, x).

Demostracion. Sea (s,x) € [0, T) x Xy dado. El conjunto J de todos subin-
tervalos de [s, 7] que contienen a s y donde existe una solucion clemente u
de (3.1) no es vacio por el Lema 3.5, y es totalmente ordenado por inclusién.
Sean Ji,J; € J y u; solucionesen J;,i = 1,2.Sea I := [s,a] C J1 N J3.
Como u;(]) es acotado en X, parai = 1,2 el Lema 3.5 nos da 77 > O tal
que para todo t9 € I existen soluciones clementes tnicas de (3.1) con datos
iniciales (to, u; (t9)) en [to, min{tg + T1,a}]. Como u1(s) = u(s) se sigue
inductivamente con un nimero finito de iteraciones que ¥ = u3 en I . Dejando
a — supJy N Jy sesigue que u; = up en J; N Js.
Definimos
J(s,x):= U J
JeJg

yu(-;s,x): J(s,x) = X por u(t;s,x) := uy(t)sit € J yuyesuna
solucién en J. El mapeo u(-; s, t) estd bien definido por lo que acabamos de
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demostrar. Sit € J(s, x) entonces existe J € J talquet € J.Como u(-;s, x)
es una solucion clemente en J,

u(t;s,x) =U(t,s)x + /t Ut,t) f(z,u(z;s, x))dr.

Eso demuestra que u( - ; s, x) es una solucién clemente en J (s, x). Es obvio que
J(s, x) es el intervalo maximal donde existe una solucién clemente, es decir,
u(-;s,x) es maximal.

Para demostrar la alternativa, supongamos que J(s,x) # [s, T]. Primero
hay que demostrar que J (s, x) = [s,7 (s, x)). El caso t (s, x) = T ya estd
resuelto porque J (s, x) # [s, T]. Entonces podemos suponer que ¢+ (s, x) < T.
Supongamos por contradiccién que J (s, x) = [s,¢ 7 (s, x)] contT(s,x) < T.
En seguida, el Lema 3.5, aplicado al tiempo inicial # T (s, x), nos da una solucién
clemente u; en un intervalo [t T (s, x), 2" (s, x) + ] paraun & > 0. El Lema 3.3
dice que la extension de u(-;s,x) a [s,17 (s, x) + &] por u; es una solucién
clemente, en contradiccidn con la maximalidad de J (s, x).

Para demostrar la segunda afirmacién de (ii) supongamos por contradic-
cién que existen R > 0y una sucesion creciente (¢,) € J(s,x) tales que
th = tT(s,x) y |[u(ty;s,x)|l¢ < R cuandon — oo. Con Ty del Lema 3.5
obtenemos que [t,,t, + T1] € J(s, x) paratodo n € N, una contradiccién. Eso
demuestra que 1im,_, ,+ (5 x)— [l (75 5, X) [l = 00. O

Lema 3.7 (El Lema de Gronwall). Sean J :=[0,T], 8 € [0,1)yw € C(J,R)
tales que

t
(3.6) w(t) < Co+ Cy / (t — t)_ﬂw(r) dr paratodot € J.
0

Entonces
3.7) w(t) < Co(1+ Cy) paratodot € J,
donde

= (CrA=p)"  wa-p
3.8 Cy = T .
G 2= 2 Byl — )

Demostracion. Recordemos la definicion de los espacios K(X; y), dada en
(2.7). Ponemos Z := C(J,R) y hi(t,s) := C1(t — s)_ﬁ para (¢,s) € Ar, asi
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que 1 € K(R; B). Definimos Q € L(Z) por
t
Q0= [ I ouwdr,
0
véase el Lema 2.1. Definimos por induccién

t
Bma1(t, ) :=/ (. ©)h1(z, 5) dr,
S

como en la demostracion del Teorema 2.3, y ponemos

[e.e]
h(t,s) = Z hm(t,s) para todo (¢, s) € Ar.

m=1

Resultaque 1 € K(R; B) y

00 ( _
(3.9) I7)lg®:p) < Z 1(;((11 _"/83)))) Tm=1)(1-B)

Como en la demostracién del Teorema 2.3 tenemos que
t
(O™u)(t) = / hm (¢, T)u(t)dr para todom € N,

0

0(Q) ={0}y
o0
(3.10) I-0)7'=> o”
m=0

con convergencia en £(Z). Ademas,

GAD) (I —0) @) = u(@) + /Ot h(t, Du(r)dr paratodot € J.

Sea
={ueZ|Vtel: ul) >0}

el cono positivo en Z, un subconjunto cerrado. Como Q(PZ) C PZ, la
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convergencia de la serie en (3.10) implica que
(3.12) I-0)"Y(Pz)cPz.

Reescribimos (3.6): Definimos b € Z por b(t) := Cy. Entonces (3.6) es
w < b+ Qw o, equivalentemente, b — (I — Q)w > 0. Por (3.12) se sigue que
(I -=0)'b—w=>0,esdecir, w < (I — Q)" 'b. Usando (3.11) eso da

t t
w(t) < Co (1 +/0 h(t, ) d‘L’> < Co (1 + ||h||g(R;ﬂ)/0 (t —‘E)_ﬂ d‘[) = Co(14+C),

es decir, (3.7). ]

Lema 3.8. Supongamos que se cumple (F). Sean 0 < a < f < 1y p > 0.
Entonces existe una constante C que solo depende de o, B, py T con la
siguiente propiedad: Sityg € (0,T], s € [0,20) y si u(-;s,x),u(-;s,y) son
soluciones clementes de (3.1) en X, y si ademds

sup [lu(z;s,x)lla.  sup [Ju(@:s. y)la < p.
t€ls,to] t€[s,to]

entonces
flu(t:s, x) —u(t:s, y)llg < C(t — S)"‘_’3 Ix — ya paratodot € (s,1g)].

Demostracion. Pongamos v(t) := u(s +1;s,x)—u(s+1¢;s,y) parat € J :=
[0, to — s]. Entonces

(3.13) supllv(®)[la =< 2p.
teJ

Es suficiente demostrar que
(3.14) lv@)lg < Ct*Pllx —y|le  paratodot € J

con una constante C adecuada.

Si T € [s, tp] entonces

ILf (2 u(zss, x)) = f(z.uz:s, y)lo < Cllu(z:s, x) —u(w:s, y) e

y C sélo depende de « y p. Esto es una consecuencia de (F). Paratodo t € J
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estimamos

(315 Jv@)llp

s+t
= HU(S +1,8)(x—y)+ / U(s + ¢, r)(f(t,u(f;s,x)) — f(r,u(z;s, y))) dr

B

S+t
= UG +1.9)apllx = ylle +C / 1UGs + 1, D) lo,pllu(zss, x) —u(z:s, y)lladr
N

t
< C = yla+ € [ 0= 0P (@) de
0
Considerando el caso f = « en esta desigualdad el Lema 3.7 nos da para
w(t) := [[v(1)lle que
(3.16) w() =lv@)]la < Cllx —y|la(l + C>) paratodot € J,

y C» s6lo depende de p, o, By to. Usamos la monotonia de la constante C, en
f9, que es una consecuencia de su definicién en (3.8), para hacer que C, sea
independiente de f¢, reemplazando ¢y por T en (3.8).

Reinsertamos (3.16) en (3.15) y obtenemos

t
@)l < CroFx — ylla + C/o (6 — )Pl — ylladr

<Ct* P 4+ 1P x —yla < C*Px =yl

es decir, (3.14). L]

Recordemos que J(s, x) es el intervalo maximal de existencia de la solucién
u(-;8,x)ytt(s,x) = sup J(s, x).

Teorema 3.9. Sea s € [0, T) fijo. Denotemos

(3.17) D:={t,x)e[s.T)x Xy |t € J(s,x)}
y
(3.18) D = D\({s} x Xq).

Entonces lo siguiente es cierto:

(@) D es abiertoen[s, T] x Xq.
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(b) tT(s,-): Xo — (0, T] es un mapeo semicontinuo por debajo.
(c) El mapeo

D — Xy

(3.19)
(t,x) = u(t;s,x)

es continuo en (t, x) y localmente Lipschitz continuo en x.
(d) Paratodo B € [0, 1) el mapeo

f)—)Xﬂ

(3.20)
(t,x) —> u(t;s,x)

es continuo en (t, x) y localmente Lipschitz continuo en x.

Demostracion. (b): Escribimos t+(-) := t*(s,-) y fijamos x* € X,. Sea
t* < t*(x*). Necesitamos encontrar ¢ > 0 tal que

(3.21) t* <tt(x) para todo x € B.(x*; Xg).

Sean p > 0, A 1= u([s,t*];s,x*) y Ay 1= {x € Xq | disty, (x, A) < p}.
Entonces A es compacto y luego A, acotado. Por el Lema 3.8 existe C > 1 tal
que

(3.22) fu(@:s. x) —u(t:s, y)lla < Cllx = ylla

cuando u([s,7];5,x) € A,y u([s,t];s,y) € A,. Ponemos ¢ := p/(2C)
y demostremos que se cumple (3.21). Si no es cierto, entonces existe x €
Bo(x*; Xy) tal que t* > t7(x). Como t* < tT(x*) < T, el Teorema 3.6
implica que ||lu(z; s, x)|l¢ — oo cuando 7 — ¢ T (x). Observamos que x € A,
porque ¢ < p/2,yquet — u(t;s, x) es continuo en Xg. Existe t, € (0,7 (x))
tal que u(t2;s,x) € 0A, y u([0,22):5,x) € A,. Por (3.22) obtenemos

p = dist(u(tz;s,x), A) < lu(tz;s, x)—u(tz; s, x")||e < Cllx—x%|la < p/2,

una contradiccién.

(a): Sea (t*,x*) € D. Escogemos #; € (t*,¢T(x*)). Por el inciso (b) existe
e > 0tal que tT(x) > t; para todo x € Bg(x*;Xy). Entonces [s,#1) x
Bc(x*; Xy) es una vecindad de (™, x*) en [s, T') x Xy contenida en D.
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(¢): Sea (f,x*) € D. Escogemos t* € (f,tT(x*)), fijamos p > 0y defini-
mos C > 1y e > 0 como en el inciso (b) tal que se cumple (3.22). Notemos
que 1(x) > t* y u([s,t*];s,x) € A, para todo x € Bg(x*; Xy), por un
argumento de contradiccién similar. En consecuencia, (3.22) se cumple para
todo (7, x), (t,y) € [s,1*] x Bg(x*; X4), una vecindad de (7, x*) en D. Eso
demuestra la continuidad local Lipschitz en x.

Sity, =ty x, — x™ entonces eso implica para n grande:

0 (tns s, xn) —u(t; s, x*)|a
< u(tn:s, xn) — ultn; s, x")||a + |utn;s, x*) —u@;s, x*)|q
< Cllxp —x o + Ju(tn; s, x™) —u(t;s, x*) ||

—0

cuando n — oo, por (3.22) y por la continuidad de u(-; s, x*). Eso demuestra
la continuidad.

(d): Basta demostrar el caso donde 8 € (a, 1). Si (7,x*) € D entonces
usamos la misma notacién como en el inciso (c¢), y obtenemos por el Lema 3.8
una constante C; tal que

(3.23) (s, x) —u(t;s, g < Ci(t = )% Plx = yla

para todo (7, x), (t, y) € (s,t*] x Bs(x*; Xo), una vecindad de (7, x*) en D.
La afirmacién se sigue como en el inciso (c). ]

3.2 Soluciones globales, problemas autéonomos y
compacidad

Proposicion 3.10. Sea u(-;s, x) una solucion clemente de (3.1) tal que existe
C1 > 0con

(B24) | ft, ult;s,x)))o < CA4+|lut;s, x)|la) paratodot € J(s,x).

Entonces J(s,x) = [s, T], es decir, u es una solucion global.

Demostracion. Ponemos w(t) := |lu(s +t;5,x)|l¢ parat € [0,7 (s, x) — 5).
Para todo T’ € (s, (s, x)) se tiene que w € C([0, T’ — 5], R). Fijemos tal 7"
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y denotemos

Cs;:= sup ||U(@t,s8)x]a <00
(t,s)eAr
y
Cai= sup UG 9)oalt —5)? < oo.
(t,5)edr

Por (3.3) tenemos la estimacion
w(t) = |lu + s;5,x)|a

t
<C3+C / NU(s +¢t,5 + 0)lo,a(l + [[u(s + 755, %)) dt
0
t t
<Csz;+ CC4/ (t—7) %dr + CC4/ (t—1) %w(r)dr
0 0
t
<Co+Cy / (t—1) %w(r)dr
0

paratodo t € [0,T" — 5], donde Cy := C3 + CC4T'7¥/(1 +a) y Cy :=
CCy4. El Lema 3.7 dice que w(t) < Co(1 + C;) paratodot € [0,T" — s] o,
equivalentemente, ||u(z; s, x)|l¢ < Co(1 + C2) paratodo t € [s, T']. Como Cy
y C2 no dependen de 7", eso implica que ||u(-;s, x)|« es acotado en J(s, x).
Concluimos con el Teorema 3.6. O

Nota 3.11. Un caso particular de la Proposicion 3.10 surge si existe C; > 0 tal
que
(325 N f(.wllo = Ci(1 + |lulle)  paratodo (z,u) € [0,T] x Xq.

En este caso todas soluciones clementes de (3.1) son globales.

Proposicion 3.12. Sea s € [0,T) y sea D definido como en (3.17). Entonces
u(-;s,x) € C((s,t*(s,x)), X1) para todo x € Xq.

Supongamos que T' € (s, T]yV C Xo cumplen [s, T') x V C D. También
supongamos que existe €1 € [0, T — s) tal que

(3.26) Co := sup lu(z;s, x)|lo < oo.
(t,x)€[s+e1,T)xV
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Entonces para todo ey € (¢1, T’ — s) se tiene

3.27) sup lu(t;s, x)||1 < 0.
(t,x)€[s+e2,T)xV

Si A(t) = A es constante y si f cumple (F) para s,t € RZ, entonces el
supremo en (3.27) no depende de s, T' nide T.

Demostracion. Fijamos g5 € (¢1, T —s)y Ty € (s + &2, T'). También fijamos
e € (e1,82) y B € (o, 1). La condicién (F) implica que

(3.28) C = sup I f(t, u(t;s,x))]o < oo.
(t,x)€[s+e1,T)xV

Notemos que C; no depende de s, x, T1 ni de T’, s6lo de Cy y los datos de f.
Para J1 :=[s +¢1,T]y ¢ € C(J1, Xo) definimos Hy¢ por

t

ah¢xo:=b/ Ut 1)o(0) de.

s+e&1

Entonces Hy € L(C(J1, Xo),C(J1,Xp)).Si¢ € C([s+e1, T1], Xo) entonces

war={¢@ t€ls+enTi]
- e t e[y, T]

define un elemento en C(J7, Xo). Como Hy¢ y H1{ coinciden en Jq, se tiene
parat € [s + &1, T1]:

I(H19)D)llg = (Hi9)®)llg = I Hill llell-

Resulta que la norma de la restriccién de Hy a [s + €1, T1] esta acotada por la
norma de H;.

Sea x € V. Ponemos y := u(s + €1;s,x) y definimos g € C([s,T’), Xo)
por g(t) := f(t,u(t;s,x)), asi que

(3.29) sup  [lg(@®)llo = Cy.
t€ls+e1,T’)

Obtenemos para ¢ € [s + €1, T1] por el Lema 3.3 que

t

u(t;s,x) =u(t;s+e1,y) =U(,s +¢€1)y +/ Ui, t) f(r,u(t;s + e1,y))dr

s+é&1
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t

=U(t,s +e1)y + / Ut,t) f(r,u(t;s,x))de

s+é&1

=U(t,s +e1)y + (Hi18)(1)
y entonces por el Lema 2.25(a) que

lu@;s,x)g < U@ s + e)lla,pllylle + CilHil
< CoCle. B)(t =5 —£1)* P + C1 | Hy |
< CoCl(a, B)(e —e1)* P + 1| Hy|
= C2
para todo ¢t € [s + &, T1]. La constante C, no depende de s, x, T1 ni de T".

Sea z := u(s + ¢;s, x). El Corolario 2.26(a) implica que u(-;s + &,z) €
CP=([s + &, T1], Xo) y que

Cs = lu(-;s + & 2) | coo((s+e.Ti].X0)

no depende de s, x, T nide T".
Como £ es localmente Lipschitz continuo en su segundo argumento se sigue

que g € CH*([s + &, T1], Xo) para u := min{v, B — .}, y que

Ca == |lgllcr(is+e,11,%0)
no depende de s, x, Ty nide T7.Si Jo :=[s + &, T]y ¢ € C(J2, Xo) entonces
definimos H» por
t
(H0)0) = [ UG D@

s+e

Entonces Hy € L(C*(J2, Xo), C(J2, X1)), por el Lema 2.25(b). Como antes
se sigue que
ut;s,x) =U(t,s + &)z + (Hyg)(¢)

paratodo ¢t € [s + &, T1]. Por la propiedad (U1) eso implica que u(-;s, x) €
C((s+e&Ti].X1)y

(3.30) lu(t; s, x) 1 < CoC(a)(e2 —&)* ™! + Cul| Ha|

no depende de s, x, T1 nide T’. Dejando Ty — T’ comprueba que u(-;s, x) €
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C((s +&,T"), X1) ylacota para ||u(t; s, x)||; parat € [s + &2, T’), indepen-
dientemente de x. En el caso particular V' = {x} dejamos ¢ — 0 y obtenemos
que u(-;s,x) € C((s, T, X1).

Si A(t) = Ay (F) es cierto para todo s, ¢ > 0, entonces las constantes Cy, C5
y C3 también son independientes de 7', por el Lema 2.25 y el Corolario 2.26. Cy4
no es independiente de T por el cambio de exponente de Holder. Pero tenemos
paraty,ty € [e, T1] que

lg(t1) —g(t2)llo < C(|t1 — t2]” + [lu(tis s, x) —u(ta:s, x)|la)
< C(jt1 — ta|” + C3|t; — 12F7).

Usando esta desigualdad en la dltima estimacion de la demostracion del Le-
ma 2.25 obtenemos que la cota en (3.30) no depende de T'. O

Tratamos ahora el caso particular donde A(z) = Ay f(¢t,u) = f(u), es
decir, el problema auténomo

(331) {u—l—Au—f(u), t>s,
u(s) = x.
En este caso el tiempo positivo de escape ¢ (s, x) puede ser oo, y el intervalo
maximal de existencia siempre es abierto en la derecha, es decir, J(x) =
[s,t% (s, x)) siempre se cumple. La razén es que cualquier solucién clemente
de (3.31) en un intervalo [s, 7] puede ser extendida a la derecha con el dato
inicial u(T'; s, x). En problemas auténomos por definicién una solucién es
global sitt (s, x) = co.
Ponemos

Ao :={(t,9) [0<s <1} y A:={Cs)]0=s<1}.
Si Q es el Cy-semigrupo analitico generado por —A, entonces U(t, s) = Q(t —

s) = U(t — s,0) para (t,5) € Aoo. Ponemos v(¢) := u(t + s;s,x) para
t € J(s,x) —s. Se sigue que

v(t) =u(s +t;8,x) =U(s +t,5)x + /Ht U(s+t,7) fu(r;s,x))dr

= U(t,0)x+/t Uis+t,s+1)f(u(s+t;s,x))dr
0
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t
= U(t,0)x + / U, ) f(v(r))dr.
0
Por unicidad de soluciones clementes obtenemos v(¢) = u(¢; 0, x), es decir,
(3.32) u(t +s;5,x) =u(t;0,x) paratodot € J(s,x) —s.

Entonces (3.31) es equivalente con

(333) { U+ Au = f(u), t >0,

u(0) = x.
Para omitir el pardmetro s escribiremos J(x) := J(0,x); 1T (x) :=t7(0,x) y
o(t,x) :=u(t;0,x).
También ponemos
D :={(t.x) e ]R(')Ir X Xg |t € J(X)}.

Se demuestra precisamente como en el Teorema 3.9 que D es abierto en R(T X
Xo, que 1T X — (0, 00] es semicontinuo por debajo y que ¢: D — X, es
continuo. Ademds se tiene por el Lema 3.3 para s, > Qtalesquet + 5 € J(x)
que

o, o(s,x)) = u(t;0,u(s;0,x)) = u(s+z;s,u(s;0,x)) = u(s+¢;0,x) = p(s+t, x),

es decir, ¢ — @(¢,-) es una representacion local del semigrupo (RaL ,+) en
el espacio C(D, Xy) respecto a la composicion. Se tiene también ¢(0, x) =
u(0;0,x) = x paratodo x € Xg.

Definicion 3.13. Con las propiedades antes mencionados ¢ es el semiflujo
continuo generado por (3.33) en Xy .

El Teorema 3.9 dice ademasque ¢: D — Xy y @: DX g son localmente
Lipschitz continuos en x. Si escribimos

Di:={x€Xq |t €J(x)}. Doo:=[]Ds

t>0

y ¢! := ¢(t,-), entonces en particular ¢’ : D; — X es localmente Lipschitz
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continuo, y ¢': Dy — X p €s localmente Lipschitz continuo si # > 0. El mapeo
¢! es el tiempo-t-mapeo.
Definimos parat > 0y V C X,

o' (V)i={xeDi | ¢ (x) eV},

ort):=Je'(vnD)).
t>0

o-():=Je ",

>0

o) :=0T(WV)uo (V).

Los conjuntos OF (V), O~ (V) y O(V) son la semiérbita positiva, 1a semiorbita
negativa y la orbita de V, respectivamente.

Consideremos ahora el caso donde X1 <= X¢ es compacto. Se habla también
del caso de resolvente compacta, porque R(A; A) € L(Xo, X1), considerado
como operador en Xg, es compacto para todo A € p(A4). Recordemos que un
conjunto es relativamente compacto si su cerradura es compacta.

Proposicién 3.14. Si A tiene resolvente compacta y si OV (V) es acotada
en Xy para un subconjunto V.C Xg, entonces V. C Doy y OT(0'(V))
es relativamente compacta para todo t > 0. Si ademds V' es relativamente
compacto en X, entonces O (V') es relativamente compacta.

Demostracién. Sean OF (V) acotado en X, y ¢t > 0. Se sigue que V € Dy
por el Teorema 3.6. Por la Proposicién 3.12 O (¢’ (V)) es acotado en X;. La
propiedad (FA2) implica que el encaje de X; en X, es compacto. En seguida,
O (¢*(V)) es relativamente compacta en Xj.

Sea ademds V relativamente compacto en Xy y sea (x,) € O (V). Entonces
existen (y,) € V yt, > Otales que x, = ¢(ty, y»).Sity, — 0cuandon — oo,
entonces pasamos a una subsucesion tal que y, — y* en Xy. Eso es posible
porque V es relativamente compacto. Por la continuidad de ¢ se sigue que
Xn = @(tn, yn) = @(0,y*) = y* en X, es decir, (x,) converge. Sit, 4 0
entonces podemos suponer, después de pasar a una subsucesion, que existe
e > 0tal que ¢, > ¢ paratodo n € N. En seguida, x, = ¢(t, — &, (s, y)) €
OT(¢%(V)) y (x,,) tiene una subsucesién convergente en X, por la primera
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parte. En ambos casos encontramos una subsucesion convergente, es decir, es
cierta la afirmacion. O

Un conjunto V' C X, es positivamente invariante si O (V) C V. Definimos

para x € X,
ox) = ) 0 X))
teJ(x)

el conjunto w-limite de x. Una solucion entera de (3.33) es un mapeo u: R —
X tal que para todo 79 € R se tiene u(zo + t) = ¢(¢, u(fp)). En particular, u
satisface la ecuacion # + Au = f(u). Una solucién entera u de (3.33) pasa
por x € Xy siexiste t € R tal que u(t) = x.

Teorema 3.15. Si O (x) es relativamente compacta, entonces w(x) # @y
w(x) es compacto, conexo y positivamente invariante. Se tiene que w(x) C Do,
y para todo yy € w(x) existe una solucion entera u de (3.33) que pasa por yy.
Ademds

(3.34) dist(¢’ (x), w(x)) = 0 cuando t — oo.

Demostracion. Por compacidad relativa de O (x) tenemos ¢ (x) = oo. Para
t > 0 los conjuntos V; := O (¢!(x)) son invariantes positivamente, no son
vacios y forman una cadena respecto a inclusion. Sea (f,) una sucesion creciente
tal que 1, — oo cuando n — oo, y sean x, € V;, . Como (x,) € Ot(x)y
ese conjunto es compacto, x, — x* después de pasar a una subsucesion. Para
cualquier # > 0 existe ng tal que #, >t sin > ng. En seguida, x, € V; para
todo n > ny, es decir, x* € V;. Como ¢ > 0 era arbitrario, x* € w(x) y w(x)
no es vacio. Como interseccion de conjuntos cerrados, también w(x) es cerrado,
y es compacto por ser subconjunto cerrado del conjunto compacto O+ (x).

Supongamos por contradiccién que (3.34) no fuera cierto. Entonces existiria
una sucesion t, — ooy € > 0 tales que

(3.35) dist(¢™ (x), w(x)) > e.

Por el mismo argumento como antes existiria x* € w(x) tal que ¢’ (x) — x*
cuando n — o0, contradiciendo (3.35). Eso demuestra (3.34).

Supongamos que w(x) no fuera conexo. Entonces w(x) = w; U w, para
conjuntos cerrados (es decir, compactos), ajenos y no vacios w; y wz. Como
dist(w1, w2) > 0, existen vecindades U; abiertas y ajenas de w;, i = 1,2. Como
U1 U U; es una vecindad de w(x) y por (3.34) existe ¢ tal que V; C Uy U Us.
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Como w; # @ parai = 1,2, V; NU; # & parai = 1,2. Entonces los
conjuntos V; N Uy y V; N U, forman una particién de V; de subconjuntos
ajenos, no vacios y relativamente abiertos. Eso es una contradiccién con que V;
es conexo, siendo la imagen de [¢, o0) bajo la aplicacion continua ¢(-, x). Se
sigue que w(x) es conexo.

Demostremos que

(3.36) Ot (w(x)) S V; para todo ¢t > 0.

Si no fuera cierto, entonces existirian t > 0, x* € w(x) y t* > 0 tales que
(t*,x*) € Dy ¢! (x*) ¢ V;. Como w(x) C V, existe una sucesion (x,) € V;
tal que x, — x*. Por continuidad se sigue que ¢(t*, x,) — @(t*,x*) ¢ V;.
Por otro lado, ¢(t*, x,) € V; por invariancia positiva de V;. Esa contradiccién
comprueba (3.36). Como V; es compacto, se sigue que w(x) € Do y que

Ot (@) € (Vi = o).

t>0

es decir, w(x) es positivamente invariante.

Sean yg € w(x) y t, — oo tales que ¢(t,, x) — yo. Por compacidad de Vo
existe una subsucesion (t,) tal que ¢(t,, —1, x) — y1 € w(x). Inductivamente
escogemos subsucesiones (f,,) de (f,_,) y Yk € w(x) tales que ¢(ty, —
k,x) — yx, parak € N. Entonces la sucesién diagonal ), := t,, cumple que

(3.37) ot —k,x) = yk cuando n — oo, para todo k € Ny.
Sean k, £ € Ny tales que 0 < k < {. Entonces
_ i r_ _ _ r
Ye = Hm o(t, —k,x) = lm o(€—k, ¢, —{,x))
= o —k, lim o1, —£.x)) = p(t — k. yp).
En seguida

et +4L,y0) =t + k.ol —k,yp) =@ +k,yr)

para todo t € R, k,£ € N tales que —¢t < k < {. Eso nos permite definir
u: R — X, por

u) = +k,yr) sit+k>0, keN.
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Por el Lema 3.3 u es una solucion entera de (3.33), y u(R) € w(x) porque
w(x) es positivamente invariante. Como u(0) = ¢(0, y9) = yo, U pasa por
Yo. O

3.3 Un ejemplo autéonomo

Sea N € N ysea 2 € R¥ una regién acotada con frontera lisa. Consideramos
un mapeo f: £2 x R — R tal que f(-, u) es Borel medible paratodou € Ry
tal que existen p € [1,00) y C > 0 tales que

(3.38) [f(x,u)] < CA + |ul?) paratodo x € 2, u € R

y
(3.39)

| fCe,u)— f(x,v)| < ClulP T v P Y u—v| paratodo x € £2, u,v € R.

Nota 3.16. Se dice que una funcién g: £2 x R — R es Caratheodory si es
medible en el primer argumento y continua en el segundo argumento. En ese
caso se sigue que el mapeo £2 — R dado por x — g(x, u(x)) es Borel medible
siempre cuando u es Borel medible.

Trataremos el problema parabdlico semilineal

8tu(x’t)_Axu(x’t)=f(x’u(x’t))’ XGQ’ t>oa
(3.40) u(x,t) =0, x €082, t >0,
u(x,0) = up(x), x € £2.

Una funcién continua u: £ x J(ug) — R que es diferenciable continuamente
ent > 0, diferenciable continuamente dos veces en x € £2 y que cumple (3.40)
en el sentido concreto es una solucion cldsica de (3.40).

Para considerar (3.40) en la forma abstracta (3.33) necesitamos entender
como el operador de Nemyckii (operador de superposicion) f , definido para
funciones u: £2 — R por

(3.41) fa)(x) = f(x,ux)),

se puede interpretar como operador no lineal entre espacios adecuados de
funciones 2 — R.
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Proposicion 3.17. Bajo la condicion (3.39) se tiene para cualquier ¢ > 1 que
fiLPA(2) - LU(82) y

(3.42)

|f)—f@)lg < CQulb + b Dlu—vlpg  paratodou,v € LP1(R2),
es decir, f es Lipschitz continuo en conjuntos acotados.

Demostracion. Primero notemos que para nimeros a, b € R(J{ yr > 0 se tiene
(3.43) (@ +b)" < (2max{a,b})” =2"max{a",b"} <2"(a" +b")

y

(3.44) a” +b" <2max{a”,b"} = 2max{a,b} <2(a +b)".

Seau € LP4(£2). Entonces por (3.43) y (3.44) se tiene

|f(u)|Z:/9|f(u(X))|qu
SC/ (1 + u(0)]?)? dx
2
= C/ (1 + u(x)|P?) dx
22

= C(12| + ulpd
es decir, f(u) € LY(2) y | f))lg = C(1 + [ulpq).

Sean u,v € LP9(£2). Calculamos con (3.43), (3.44) y la desigualdad de
Holder:

|f) - fw)lg =/Qlf(x,u(x))—f(x,v(x))lqu
< p—1 p—Wayp,, _ .14
_C/(2(|u| =+ |v] ) u —v|?dx

EC/|u|(p_1)q|u—v|qu+/|v|(p_1)q|u—v|qu
2 2

< C(jul$p™D9 4 [v|P=D) |y — |9,

< C(ul&™V + L) u —v]d,,.
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Eso comprueba (3.42). ]

Si consideramos el operador A := — A realizado en un espacio adecuado de
funciones, que toma en consideracion la condicién de Dirichlet en la frontera,
con la notacién introducida el problema (3.40) se escribe de manera abstracta
como sigue:

(3.45)

w4+ Au= f(u), >0,
u(0) = up.

Para ¢ > 1 definimos Eg o := LY(R2)y Eg1 = W29(2) N Wol’q(.Q).
Como en la seccién 1.4 sea A4 la realizacién de —A en E4 o con dominio Ey 1.
Con la familia admisible ([-,]g)g de interpolacién compleja definimos para
o c (0, 1)2 Eq’a = [Eq’(), Eq.l]oz-

Para presentar explicitamente los espacios interpolados E, o sea F la trans-
formacion de Fourier:

u(€) == (Fu)(§) = (271;1\’/2/]1{1\7 e ¥y (x) dx cuando u € L' (RM).

Siu € L4RY) con ¢ > 1 entonces sea &1 := F(u) el funcional lineal en
Cx (R definido por
(n,p) = / u@ dx.
RN

Similarmente se representa la inversa de la transformacién de Fourier por

1

Flw = oo

/ e* ¥y (x) dx cuando 7 € L' (RY).
RN
Estas definiciones se detallan mediante la teoria de distribuciones.

Definimos para s € Ry g > 1 los espacios de potencial Bessel (también
llamados espacios generalizados de Lebesgue o espacios de Liouville)

WSIRN) = {u e LIRY) | F7H((1 + |x|?)*/2Fu) e LLRV)).

Para s € Ny esa definicion es consistente con la definicion usual de los espacios
de Sobolev. Nétese que la notacion W*4 no es estandardizada; en algunos
libros se usan los simbolos 154 o H*:4. Los espacios relacionados en la regién
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£2 estén definidos como restricciones de funciones en los espacios en RV :
WS4(2) :={u € LI1(2) | v € W RN): u = v|p).
La representacion de espacios de Sobolev interpolados entonces es

{u e W2*4(2) |ulye = 0} sil/(2q) <a =<1

3.46) Egq =
( ) q, {Wza,q(g) si0<a< 1/(2Q)

Aqui la restriccién de funciones a 052 necesita una definicion cuidadosa porque
052 tiene medida cero en RY . Eso se consigue mediante extensién y aproxima-
cidn en la teoria de espacios de Sobolev.

Para y € R denotemos

+._ )7 siy >0,
o, siy <0.

Usamos la convencién que y/0 := oo si y > 0. Recordemos ciertas inyecciones
de los espacios de potencial de Bessel en nuestro caso particular de una regién
lisa y acotada:

Nota 3.18. (a) Seans >0y 1 < g < r. Entonces
(3.47)

N
Witsd () < WhHT(£2) paratodos >0, r < 4

(N —gs)t’

(b) Sin € Nygn > N entonces
(3.48)
wktna () S ckr(2) para todo k € No, y € (0,min{l,n—N/q}).

Teorema 3.19. Sean p > 1, q > 1 ya € [0, 1) tales que

N

Supongase que (3.39) es cierto. Entonces (3.45) genera un semiflujo ¢ de
soluciones en Eg o para cualquier q' > q. En esto el tiempo de escape no
depende de q'. Siug € Eg o yu(t) := @(t,up), entonces

(3.50) u € C(J(uo). Eqe) N C1(J (u0). LY (22)) N C(J (uo), W>7' (2)).
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Si ademds f es Holder continuo en conjuntos acotados, entonces se tiene que
(3.51) u € C(J (o), C(£2)) N C1(J (o). Co(£2))

v la funcion u(x,t) := u(t)(x) es una solucion cldsica de (3.40) para tiempos
POSitivos.

Idea de la demostracion. Consideramos primero Xo := Eg o0y X1 := Eg 1,
asf que Xy := Ey . Laecuacion (3.49), la Nota 3.18(a) con g = q.,s =2a,
t =0y r = pq’,larepresentacion (3.46) y la Proposicién 3.17 implican para
cualquier ¢’ > ¢ que

Xo = Egrg > LP4 <5 19 — B = X,

y que este mapeo es Lipschitz continuo en conjuntos acotados. Entonces la
discusion en la seccién 3.2 implican la existencia del semiflujo en £y o con la
propiedad (3.50).

Seaug € Eg,q. Ponemos u(r) := ¢’ (ug). Siqg < ¢’ < gN/(N —2¢(1 —
)™, entonces tenemos un diagrama conmutativo de encajes:

Egy —— Ega

]

Eq,l — Eq,a

Eso implica que
u € C(J (uo). Eq,1) € C(J (o). Eq'.a) € C(J (o). Eq.a)

y que u es una solucién en Ey o. Por (3.52) y por la unicidad, las soluciones en
Eg . Y Eq,« coinciden. En seguida, J(u¢) es independiente de ¢’, y escribimos
J := J(up). Considerando el problema parabdlico en E; o, se sigue que
ueCWJ, E4.1). No es dificil demostrar que uno puede alcanzar cualquier
¢’ > ¢ en un ndmero finito de iteraciones de este proceso.
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Suponiendo ahora que ¢’ > N, tenemos encajes

Cl7(2)

]

Eq/’ﬂ e 3 Eq/,1/2

por la Nota 3.18(b), para algunos 8 € (1/2,1) y y € (0, 1]. Ademas, se cumple
que

Egjs e LP(2) 5 L9(2) = Egro.

Entonces existe el semiflujo parabélico en E, 1/,. Para tiempos positivos,
u(t) € Eg4 1. Entonces la férmula de la variacién de pardmetros y el Coro-
lario 2.26(a) implican que u: J — Eyp — C LY (2) es Holder continuo.
La funcién h(t,x) := f(x,u(x,t)) es Holder continua en (¢, x) para ¢ en
subintervalos compactos de J, y u es solucién abstracta de la ecuacion lineal
no homogénea

dru(x,t) — Axu(x,t) = h(t, x), xeR, t>0,
(3.54) u(x,t) =0, x €082, 1t >0,
u(x,0) = ug(x), x € £2.

La teoria de existencia para ecuaciones lineales dice que existe una y s6lo una
solucién cldsica v de (3.54). Por (3.53) v también es una solucién abstracta
en E,/ 1/,. Por la unicidad, v = v para tiempos positivos, es decir, u es una
solucién clésica.

La demostracién arriba no es exacta porque no conocemos encajes de los
espacios Eg/ o si 2q’a = 1, véase (3.46). Hay que modificar los pasos iterativos
de tal manera que uno evite esa situacion. O

Nota 3.20. Uno puede extender el rango admisible del exponente p en (3.39)
considerando escalas de extrapolacion-interpolacién de espacios. Por ejemplo,
se puede demostrar que existe el semiflujo parabdlico en HO1 (2)sip < (N +
2)/(N —2), un caso que no estd cubierto por lo anterior si N > 3. Para detalles
véase [1].

Para el proximo resultado ponemos Xg := Ez o = L?(2) yX1:=FE1 =
H?(2) N H, (£2), asi que X1/, = Hg (£2). En Xo usamos el producto escalar
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usual de L2(£2) y lo denotamos por (-, ). La norma inducida es ||-||o. En X1/2
usamos el producto escalar

(u,0)1/2 :=/ VuVu
2

y la norma inducida

wmﬂ:i/wm?
2

Para u, v € X; integracién por partes implica que
(3.55) (U, )12 = (Au,v)g = (u, Av), .
Proposicion 3.21 (Continuacién tnica). Sean ty € R, t; € (t9,00] yu €

C([to. 1), X1) N CY((to.t1), Xo) tales que u(t) # 0 paratodot € [to, t1). Sea
h € L?(to, t1) tal que

e (t) + Au@) o < h@)[[u()ll1/2
paratodot € (to,11). Definimos I': X/, \ {0} — R por

i3,

I'(u):=

lull

Entonces para todo t € [tg, t1) se cumple que

(3.56) F@(t) < Tulto))e? s
y
(3.57) lu(®)]lo = Cillu(to)|oe~ 20

con constantes
1 2
Cy = 2L

3 L2
Ca = T u(to))e? e

Demostracion. Primero notemos que para v € X; la Ecuacién (3.55) implica
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que
A
r =40
vl

Definimos y(¢) := I'(u(t)) parat € [to,11) y g(t) := u(t) + Au(t) para
t € (to,t1). Recordemos que (3.55) muestra que A es simétrico. La identidad

(Au(t 4 ), u(t + 5))o — (Au(t), u(t))o
= (A +5) +u(®). u(t +5) —u(®))

muestra que ¢ — (Au(t),u(t)), es diferenciable con
d .
77 Au@).u(®))o = 2 (Au().11 (1))
parat € (fg,1). Se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que
1 4 . 2 . .
5”““07/ = [ullp (Au, 1) — (u,1)o (Au, u)g

= ull? (Au, g — Au)g + (u, Au — g)o (Au, u),
= —|ullZ) Au — g/2]13 + (u, Au — g/2)3

Lo 2 1 2
+ Z”u“o”g“o 1 (v, 8)o

IA

2 Iulglels

1
2 Il el o2

A

y luego
1
7(1) < WOy (0)

parat € (tg,¢1). Eso demuestra (3.56) después de dividir entre y y integrar de
foat.

Ahora calculamos con (3.56):

— (M,L.l)o — (M,g—AM)O
[[F; [a[F;
(u, 8o
=Y
[

L logllulle = + L togljul2
— log|lullo = =— log|lu
dr CElMllo =5y 08litlo
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—Zy —Z}K2
=27 72
3 Lz, 1,2
> ——y(to)e?" "2 — —h~.
= —5v(to)e 3
Aqui también hay que integrar de #p a ¢ para mostrar (3.57). O

Corolario 3.22 (Unicidad hacia atrds). En la situacion del sea ¢ el semiflujo
en Eq . Entonces @' es inyectivo para todo t > 0.

Demostracion. Usamos la misma notacién como en la Proposicién 3.21. Como
0 = idg, ¢ es inyectivo. Supongamos por contradiccién que existen
to > 0y ug # vo en Dy, tales que ¢’ (up) = ¢ (vo). Podemos suponer que
to es el primer tiempo donde pasa esto, por la continudad de ¢. Sean u y v las
Orbitas principiando en ug y vo. Moviendo el tiempo hacia adelante un monto

pequefio podemos suponer que
u,v € C([0, 0], X1) N C([0, t0], C(£2)) N C ([0, 0], Xo).

Esto es una consecuencia de la regularidad que demostramos en el Teorema 3.19.
Como u y v son acotados en C(£2), existe una constante C > 0 tal que

g(0) = fu() — f (@)

satisface
lg@llo < Cllu(®) —v(®)ll1/2

para todo ¢ € [0, #]. Esto es una consecuencia de la Proposicién 3.17. Si
definimos w(¢) := u(t) — v(¢), entonces w es una solucién de la ecuacién
abstracta

w4+ Aw =g

en Xo. Eso implica que ||w + Awllo < C|lu(t) — v(t)|l1/2. Ahora (3.57) de la
Proposicion 3.21 implica que w(top) # 0, una contradiccion. O

Para enunciar un resultado sobre la comparacién de 6rbitas, necesitamos mas
notacion. Si dos funciones medibles u, v: 2 — R cumplen u(x) > v(x) para
casi todo x € §2, entonces escribimos ¥ > v. La notacién u > v significa que
u > vyu # venel sentido de funciones medibles. Siu € C1(2)y x € 082,
entonces denotamos por d,,u(x) la derivada parcial de u en x en la direccién de
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la normal extrior a 2. Esta nocidn esta bien definida porque £2 tiene frontera
lisa y asf cualquier funcién en C1(£2) tiene una sola extensién continuamente
diferenciable a una vecindad de £2. Si u,v € C!(£2) son tales que u > v y
dyu(x) < dyv(x) para todo x € 92, entonces escribimos u > v.

El cono positivo PX de un espacio de funciones reales medibles en £2 es
el conjunto de funciones u € X que cumplen ¥ > 0. Si X es un espacio
de Banach, entonces denotemos por Pp X el interior de PX. En los espacios
de Banach que estamos considerando aqui, convergencia de una sucesién de
funciones implica convergencia en casi todo punto para una subsucesion. Por
este hecho el cono positivo PX siempre es un subconjunto cerrado de X. En
general puede pasar que Po X = @. Esto es cierto, por ejemplo, si X = L9(£2)
para algiin ¢ > 1. Pero es muy ficil ver que PoC ! (2) # @. El significado de
considerar la relacién u > v es que esta relacion es estable bajo perturbaciones
en C1(02).

Tenemos las siguientes relaciones si X es un espacio de funciones medibles
en2ysiu,velX:

u>vsu—vePX;
u>v & u—vePX\{0};
u>veuveCl(Q), u—vePyCH(R).

Teorema 3.23. En la situacion del Teorema 3.19 consideramos el caso de a <
1/2. Sean u_(l), u% € Eju (ales que u(l) > u%. Pongamos J = J(u(l)) N J(u%) y
definimos u' (t) := @(t,up) parat € J, i = 1,2. Entonces

(3.58) ul(t) > u?(t)  paratodot € J\{O}.

Demostracion. Fijemos t > 0. Como C°(§2) es denso en Ey o, existen suce-
siones v, € C2°($2) tales que v}, — ul en E,4 4 cuando n — oo. Definimos
1= max{v},v2} y w2 := min{v}, v2}. Se sigue que w} > w? para todo
n. El mapeo u + u™ := max{u, 0} es continuo de E, o en E, o. Esto es una
consecuencia de que @ < 1/2, véase [17]. Se sigue que

w

1 2 1 2 2 1 2 1
w, = v, + (v, — vn)+ — ug + (ug —u0)+ = Uy

y similarmente que w2 — u% en E4 4 cuandon — 0o, i = 1,2. Las funciones
wj}, son Lipschitz continuas en §2, asf que el principio del maximo clésico para
ecuaciones parabélicas implica que ¢*/2(w') > ¢'/%(w?) para todo n. Por la
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continuidad de ¢ obtenemos
¢ p) = lim "% (wy) = lim "2 (wy) = "> ).
n—>oo n—>oo

Tenemos que ¢*/2(ul), '/2(u3) € C1(2). Ademis, p'/2(u') # ¢'/?u?)
por el Corolario 3.22. Otra aplicacién del principio del médximo cldsico implica
que ¢’ (ul) > ¢! (u?). O

3.4 Dependencia diferenciable y en parametros

Para obtener resultados cualitativos sobre ecuaciones parabdlicas semilineales,
una herramienta es la consideracion de la linearizacién del flujo en una vecindad
de un equilibrio. Por ejemplo, esto nos lleva a resultados sobre estabilidad y
inestabilidad, lo cual aporta a completar la imdgen del comportamiento global
del sistema dindmico. Otra herramienta es considerar ecuaciones que dependen
de pardmetros y observar como cambia el sistema dindmico bajo cambios de
los pardmetros.

Preparamos este andlisis con una extension del teorema de punto fijo de
Banach que da informacién sobre la dependencia del punto fijo inico obtenido
respecto a cambios a los pardmetros del problema.

Sean E, F espacios de Banach, U € E' y A C F subconjuntos abiertos, y
G: U x A — U un mapeo. Decimos que G es una contraccion uniforme en U
si existe k € (0, 1) tal que

IG(x,2) = G(y. V] =klx =yl

paratodo x,y € U y A € A. Por el teorema de punto fijo de Banach existe una
funcién y: A — U tal que y(A) es el tinico punto fijo del mapeo G(-, 1). En
otras palabras,

(3.59) Gy, A) =y)

paratodo A € A.

Proposicion 3.24. Sea G una contraccion uniforme en U. Ademds supongamos
que existe k € Ng tal que G € CK(U x A, E). Entonces y € C*(A,TU). Si
k > 1, entonces el operador lineal Dy (L) € L(F, E) cumple la ecuacion de
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operadores

(3.60) D1G(y(4), A)Dy(4) + D2G(y(1),4) = Dy(}).

Demostracion. Recordemos algunos detalles de la demostracion del teorema de

punto fijo de Banach. Fijemos xq € U. Para A € A definimos inductivamente
una sucesion (x,’})n por x(} =X0y x,’}H = G(x,’}, A). Entonces x,)lL - yd)

cuando n — 00y se tiene

(3.61) ly() = xp|l <

A
17 = xol|

—K

A

para todo n € N. Notamos que A — x;;

por la continuidad de G.

es una funcién continua para todo n,

Sea ahora ¢ € A. Mostremos que y es continua en Aq. Para ello sea ¢ > 0.
Existe n € N tan grande que

n

K A &
L (o)t - 1><f.
(21 —xoll +1) =

A

- existe r > 0 tal que

Por la continuidad de A > x7 y A > x

A
Ixf = xoll < [lx1° — xol| + 1

A A £
”xn _xnoll S 5

paratodo A € B;(A¢). Para estos elementos A obtenemos por (3.61) que

A

lyR) —yQo)ll < ly(A) — x|l + lx} — xxof + x}o — y(Ro) |

n

K A A A_ A
= 7 (It = xoll + 1o = xol ) + I} — x|
K" 2 e
< 2| x7% —x +1>+—
= —— (2Ix* = ol 5
<e.

Como ¢ > 0y Ao € A eran arbitrarios, eso muestra la continuidad de y.

Consideremos ahora el caso k = 1. Usaremos la continuidad de y antes
demostrada. Si y es diferenciable entonces la regla de la cadena, aplicada para
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derivar (3.59) respecto a A, implica la ecuacion (3.60), o, escrita de otra manera,
(3.62) M(2)Dy(X) = D2G(y(A), A)

donde definimos M(A) := I — D1G(y(A),A) € L(E). Para resolver (3.62)
respecto a la derivada esperada Dy (1) necesitamos invertir al operador M (1).
Sean A € A fijoy ¢ > 0. Como G es diferenciable, existe » > 0 tal que para
todo & € B, E se cumple

[G(x + h,A) = G(x,4) =D1G(x, Mh|| < e|h|
y luego
ID1G(x, VA < |G(x +h,A) = G(x, V)| + ¢l|2]] < (k + &)]|A]|.

Tomando el supremo de ||D1G(x, A)k|/ |k sobre todo i € By E resulta que
[D1G(x,4)|| <« + e. Dejando & — 0 obtenemos

(3.63) ID1G(x, M)l =< «.

En seguida M(A) es invertible en L(E) por la serie de Neumann y se cumple

(3.64) MO <
1—«

Definimos ahora
T(A) := M(A)™'D2G(y(A), 4),
asique T € C(A, L(F, E)). Falta mostrar que

(3.65) YA +m) —y@A)=TR)n = o(nl)

cuando n — 0, para A € A fijo. Eso demostraria que y es diferenciable y que
Dy =T.

Por (3.59) y por la diferenciabilidad de G obtenemos

(3.66) M(M)[y(A+n) —yQA)]
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=y(A+n)—yA)-Di1G(y(A).H[y(A +n) —y(A)]
=GyA+n.A+n)—G({y@A),A) =DiG(y(A). )[y(A +n) —y(A)]
=D2G(y(A). )+ G(y(A) + y(A + ) —y(A). A + 1) = G(y(4).4)
—D1G(y(A), My(A +n) —y(A)] =D2G(y(A), A)n
=D2G(y(A). Hn+o(llyA +n) —yQ)[ + 0l
cuando n — 0. Aqui usamos que y(A + 1) — y(A) cuando n — 0.

Sea ¢ > 0 tan chico que ¢/(1 — k) < 1/2. Existe r > 0 tal que para todo
n € B, F, después de aplicar M(1)~! a (3.66) y usando (3.64), se cumple:

ly(A +n) —yQ)l

1 1
= 1 IP2G @) Il + Sy 4+ m) =y DI+ il

En seguida,

2
ly @+ ) =y = 17— ID2G (). Dl + lInll = OInl)
cuando n — 0. Esto junto con (3.66) y la definicion de T'(1) implica que

MQ)[y(A +n) —yQ) =THD)nl = o(nl),

asi que (3.65) se cumple después de aplicar M(1)~! en ambos lados. Eso
termina la demostracién del caso k = 1.

Para k > 2 apliquemos un argumento de induccién. Si el resultado es
cierto para k — 1,sea G € C kU x A, E). Por la hipétesis de induccién
y € Ck~1(A, E), asi que también M € C¥~1(A, L(E)). La representacién

Dy(A) = M(A)"'D2G(y (1), 1),

implica que Dy € Ck=1(A, E), es decir, y € C¥(A, E). 0

Suponiendo una familia de operadores A: [0, T] — L(X1, Xo) con las pro-
piedades (A1)—(A3) y denotando por U su operador de evolucién trabajaremos
en la situacién de problemas abstractos de la forma

(3.67) {’5‘ + A@u = f(t,u,}), te(sT]

u(s) = x.
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Aqui tomamos (s, x) € [0, T) x Xq. Supongamos que « € [0, 1), que A es un
subconjunto abierto de un espacio de Banachy que f: [0, T] X Xo X A — Xp
es continuo y cumple la siguiente condicién:

Existe v € (0, 1] tal que paratodo R > Oexiste C = C(R) >0
con

(FP) 1/ @ x.2) = f(s,y. Mllo = Cr = s[" + [lx = ylla)

paratodo,s € [0,T], x,y € BRXq y A € A. Existe k € Ny
tal que f(z,-,-) € C*¥(Xy x A, Xp) paratodo ¢ € [0, T1.

Los resultados de la seccién 3.1 implican para un triple (s, x, 1) la existencia
de una solucién maximal u(-;s,x,A): J(s,x,A) — Xg, con el intervalo de
existencia J (s, x, A). Denotemos por ¢t (s, x, 1) := sup J(s, x, A) el tiempo
de escape de u(-;s,x,1).

Proposicion 3.25. Supongamos (FP). Para x € Xo, u € C([s,T], Xo), A € A
vt € [s, T] definimos

K(x,u,A)(@):=U(t,s)x + /t U, t) f(r,u(r), L) dr.

N

Entonces

K € CK(Xy x C([s, T], Xa) x A, C([s, T, Xa)).

Sik > 1, entonces tenemos para cualquier (xg, ug, Lo) € XoxC([s, T], Xo)X
A las siguientes formulas para las derivadas parciales:

(3.68) (D1 K(x0,up,X0)x)(t) = U(t,s)x x € Xy, t €ls, T],

t
(3.69) (DzK(Xo,uo,lo)M)(l)=/ U(t, ©)D2 f (7, uo(7), Ao)u(r) dr

ueC(s,T),Xy), t €ls,T],
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t
(3.70) (D3K(Xo,uo,lo)k)(f)=/ U(t,7)D3 f(z,uo(7), Ao)A dT

Ae A, telsT]

Lema 3.26. Sean E, F espacios de Banach, a < b y k € Ny. Consideramos
un subconjunto abierto V. C E y una funcion h: V. — C([a,b], F). Para
t € [a,b]y§ > 0definimos el intervalo (posiblemente degenerado) I1(t,§) :=
[a,b] N [t,t + 8]y la funcion

heg: V — C(I(t.8), F)
X = h(X)|1¢.5)-

Si existe § > 0 tal que para todo t € [a, b] la restriccion h; g es de clase Ck,
entonces h es de clase C*.

Demostracion. Podemos suponer que (b —a)/§ € N, tomando § més chico
si sea necesario. Esto es posible ya que C(Jy, F) — C(Jz, F) mediante
restriccion para intervalos J, € Jq. Ponemos tg = a <t <--- <t, = b con
ti —ti—y =6 parai = 1,2,...,n. Entonces h;, | 5 € Ck(V, C([ti-1, 4], F))
parai = 1,2,...,n. Enel espacio

X :=C(Jto, 1], F) x C(Jt1,t2], F) x -+ - x C([th=1,1tn], F)
usamos la norma
ler . = mix [l 0.0

Se sigue que el mapeo
®:C(la,b],F)—> X
Pu > (Ulio,n)s Ul 0]+ -5 Ulitu—1,0)

es un isomorfismo lineal entre los espacios de Banach C([a, b], F)y X. Tene-
mos el diagrama conmutativo O

Introduciremos ahora las nociones necesarias para analizar las propiedades
del sistema dindmico con un pardmetro. Denotemos para s € [0, T') fijo

D:={(t,x, ) e[s,T)x Xog x A |t € J(s,x,A)}.
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Para cualquier ¢ € [s, T'] ponemos
Dy ={(x,A) e Xgx At eJ(s, x, )}

Lo que nos interesa es la regularidad del mapeo (¢, x,A) — u(¢;s,x,1) de D
en X, y del mapeo ¢ (s,+,-): Xq x A — (0, T].
Empecemos con la versién continua de la dependencia en parametros:

Lema 3.27. Seantg € [s,T], R > 0y & C Dy, un subconjunto no vacio tales
que

(3.71) lle(t; s, x, M) || < R para todo (x,A) € £, t € [s,1tg].

Entonces el mapeo (x,A) — u(-;s,x,A) es continuo de € en C([s, to], Xo).

Demostracion. Fijamos sg € [s, fo] y ponemos
Eso = {(u(so;s,x,A),A) | (x,A) € &Y.

Para (x, ) € &, y u € C([so, to], Xo) definimos

t
Gy oa,s50)(@) :=Ul(t,50)x + / U(t,7) f(z,u(r),A)de
50
para todo ¢ € [sg, fp]. Por (3.71) se tiene que ||x|| < R para todo (x,A) €
Eso- Repitiendo los argumentos de la demostracion del Lema 3.5 obtenemos
constantes C», T1 > 0 que solamente dependen de R, « y las caracteristicas de
f tales que, poniendo 57 := min{sg + 71, to}, para el conjunto

M= C([509 S1]9§C2X0l)

el mapeo G  , s una contraccion en M, uniformemente en (x, 1) € &s,. Sus
puntos fijos son las soluciones clementes u(-; s, x, A) de la ecuacién (3.67). La
Proposicién 3.25 implica que Gy s, (1) depende continuamente de (x, A, u),
asi que por la Proposicién 3.24 el mapeo (x, 1) — u(-;so,x,A) de &, en M
es continuo. De esto se sigue directamente que el mapeo (x, L) — u(¢; 9, x, A)
es continuo de &, en X, para cualquier ¢ € [so, 51].

Mostremos que

el mapeo (x,A) — u(-;s,x,A4) es continuo de £ = & en

G720, 51]. Xa).
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Si so = s entonces ya terminamos. Si s > § entonces sea n := LSOT:SJ. Para
k =0,1,2,...,n mostremos inductivamente que

el mapeo (x,A) — u(-;s,x,A) es continuo de & en

(3.73) C([s + kTy,min{s + (k + )Ty, t0}], Xe).

El caso k = 0 estd contenido en lo de arriba, poniendo s¢ := s. Sea entonces
(3.73) cierto para un k — 1, donde k < n. Por hipétesis el mapeo (x, 1) —
u(-;s,x,A)escontinuode & en C([s + (k—1)T1,s +kT1], Xo). Eso implica
que el mapeo (x,A) = (u(s + kTy:s,x,A),A) es continuo de & en Eg kT, .
Lo de arriba (remplazando so por s +k 77) dice que el mapeo (x, A) — u(-;s+
kTi,x,A) es continuo de E 4,7, en C([s + kT, min{s + (k +1)T1,t0}], Xq).
La composicién de estos dos dltimos mapeos es continua de & en C([s +
kTy,min{s + (k + 1)T1,t0}], Xo), y tiene la forma (x,A) — u(-;s,x,1)
por el Lema 3.3. Eso demuestra (3.73) parak = 0,1,2,...,n. Como s¢ €
[s + nTy, min{s + (n + 1)T1,1o}], el mapeo (x,A) — (u(so;s,x,A),A) es
continuo de & en &, por la ecuacién (3.73). Como antes la composicion
de este mapeo con el mapeo continuo de &, en C([so, s1], X¢), dado por
(x,A) = u(-;sg,x,A), es un mapeo continuo de & en C([sg, s1], Xy) de la
forma (x, A) = u(-;s,x, A). Esto demuestra (3.72).

Como s¢ € [s, to] era arbitrario y como 77 no depende de s¢, el Lema 3.26
implica la afirmacién. O

Lema 3.28. Paratodo s € [0, T) se satisface:
(@) Desabiertoen|s, T) x Xq X A;
(b) tT(s,+,): Xo X A — (s, T] es inferiormente semicontinuo;

(¢) para todo (7,X,1) existen ¢ > 0y R > O tales que (,x,A) € Dy
u(z;s,x,A)|la < R secumpleparatodot € [s,7]y (x,A) € Be(X; Xo) %
Bg(A; A).

Teorema 3.29. Supongamos la condicion (FP). Entonces el mapeo (x, 1) +—
u(t;s, x,A) es k veces continuamente diferenciable de D; en Xq para todo
t €[s,T). Sik > 1, ponemos para cualquier ty € [s,T)y (x,A) € Dy,:

v(t) := 0xu(t;s, x,A) y w(t) ;= o u(t;s, x,A).

Entonces las funciones v: [s,tg] = L(Xg, Xo) y w: [s,t0] = L(F, Xq)
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satisfacen las ecuaciones integrales

(3.74) v(t) =U(t,s) + /t U(t,t)Da f(t,u(t;s,x,A), M)v(r)de

y

(3.75) w() = /t U(t,t)Ds f(t,u(z; s, x,A), Mw(r)dr
+ /t U(t,t)Ds f(t,u(t;s, x, 1), A)dr.

Demostracién. Sea (,%, 1) € D fijo. Por el Lema 3.28 existen &, R > 0 tales
que (f,x,A) € Dy |lu(t;s,x,A)|l¢ < R se cumple para todo t € [s,7]y
(x,A) € Be(x; Xy) x B, ()_&; A). Desde este punto la demostracion es analoga
ala del Lema 3.27, aprovechando de las férmulas (3.60) y (3.68)—(3.70) para
las derivadas de operadores integrales. O

Para el caso de una ecuacién auténoma como en (3.33) formulamos, usando
la notacién de alld (sin dependencia de un pardmetro):

Corolario 3.30. Supongamos (FP) con k = 1, donde f no depende de ni de t
ni de A. Entonces los mapeos ¢: D — Xq y @: D — Xg son continuamente
diferenciables en el segundo argumento para todo B € («,1). Siug € Xoq y
u = @(-,ug) en J(ug), entonces v(t) := Dg! (ug)vg es la solucion clemente
del problema lineal

(3.76)

{1’)+Av = f'(uyv, >0,

v(0) = vy.

Formulemos condiciones suficientes para aplicar estos resultados al ejemplo
concreto de la seccién 3.3. Sea N € N y sea £2 € R una regién acotada con
frontera lisa. Consideramos un mapeo Caratheodory f: £2 x R — R que es
continuamente diferenciable en el segundo argumento para casi todo x € £2 tal
que existen p € [1,00) y C > 0 tales que

(3.77) 10y f(x,u)| < C( + |u|P~™h) paratodo x € £2, u € R.

Estas condiciones implican que f induce, para cualquier ¢ > 1, un operador
de superposicién continuamente diferenciable f: LP4(2) — L4(£2) con
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derivada dada por

D f (u)[v](x) = 8u f (x, u(x))v(x).

Sean p,q y @ como en el Teorema 3.19 y sea ¢ es el semiflujo parabdlico
inducido por el problema

diu — Axu = f(x,u), xeNR, t>0,
(3.78) u(x,t) =0, x €082, 1t >0,
u(x,0) = ugp(x), x e

en el espacio Egy. Siug € E4 o y u eslasolucién de (3.78) para t € J(uo),
entonces v(z) := D¢’ (1g)vg es la solucién cldsica del problema lineal

;v — Axv = 9y f(x,u)v, x € 82, t € J(up),

(3.79) v(x,t) =0, x €082, t € J(up),
v(x,0) = vo(x), x € 8.
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