R NALIONAL AUTONOMA 7
%

5321) %M

s

) »
M, >
WU!M ;_POR M'”uwuu |
=) >|Y)
(l ; 4 ﬂ/}/u/}
o j i Py
V. 10&\,,\(%‘ 3

a

Posgrado de la UNAM
Maestria en ciencias matemaéaticas

Curso Basico de Analisis

Analisis Complejo |

Nils Ackermann

2015-1






Indice general

1. Ndameros y funciones complejos
1.1. El campo complejo . . . . . . . .
1.2. Funciones holomorfas . . . . . . . . . . . ... ... ...
1.3. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann . . . . . . . ... .. ... ... ...
1.4. Convergencia uniforme y series de potencias . . . . . . . .. ... .. ..
1.5. Funciones elementales . . . . . . . . . ... oL,

2. Integracién compleja
2.1. Caminos de integracion . . . . . . . . . ...
2.2. Antiderivadas . . . . . ...

2.3. Intercambio de limites . . . . . . . . .. L

3. Funciones holomorfas
3.1. El teorema de Cauchy en conjuntos convexos . . . . . . . . .. ... ...
3.2. Las formulas de Cauchy . . . . .. .. ... . oo
3.3. Desarrollo en series de potencias . . . . . . . .. ... ...
3.4. Desigualdades de Cauchy . . . . . . . ... ... ...
3.5. La Propiedad del Promedio . . . . .. ... ... ... ... .......
3.6. Funciones enteras y polinomios . . . . . . ... ... ... ... ... ..
3.7. Funciones realmente analiticas . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ..
3.8. Funciones armoénicas . . . . . . . ... L
3.9. Extension por reflexion . . . . . ..o

4. EIl teorema de Cauchy global
4.1. El ntimero de giros . . . . . . ...
4.2. El teorema y las férmulas de Cauchy globales . . . . . . ... ... ...
4.3. Aplicaciones del nimero de giros . . . . . .. ...

5. Las inversas de las funciones elementales
5.1. Ellogaritmo . . . . . . . .. .
5.2. Potencias . . . . . . . . . e
5.3. Las funciones arco . . . . . . . . . . e

6. Singularidades aisladas
6.1. Funciones holomorfas en anillos . . . . . . . ... ... ... .......
6.2. Singularidades aisladas . . . . . . . .. ...
6.3. Funciones meromorfas y la esfera de Riemann . . . . . .. .. ... ...

ot

15
17

21
21
27
32

35
35
39
41
46
49
51
54
26
62

67
67
70
74

81
81
85
38



6.4. El teorema de los residuos . . . . . . . ... .. ... ...

6.5. Aplicaciones del teorema de los residuos en el analisis real

6.6. Consecuencias teodricas del teorema de los residuos . . . . .

7. Transformaciones conformes

7.1. Transformaciones conformes . . . . . . . . . ... .. ...
7.2. Transformaciones de Mébius . . . . . . . . . . . ... ...
7.3. Automorfismos del disco unitario . . .. .. ... ... ..
7.4. Geometria no Euclidiana . . . . . . . . .. ... ... ...
7.5. Familias normales de funciones holomorfas . . . . . . . ..
7.6. El teorema de equivalencia conforme de Riemann . . . . .

8. Aproximacion racional e interpolacion

8.1. El teorema de Runge . . . . . ... ... ... ... ....
8.2. El teorema de Mittag-Leffler . . . . . . . . ... ... ...
8.3. El teorema de productos infinitos de Weierstral . . . . . .

9. Aplicaciones de aproximacion e interpolacion

9.1. Desarrollos clasicos . . . . . .. .. ... . oL
9.2. Funciones Elipticas . . . . . . . .. .. ... ... ... ..

10.Familias normales meromorfas y aplicaciones

10.1. El teorema de Marty . . . . . . . . ... ... ... ...
10.2. Los teoremas de Montel y Picard . . . . . . ... ... ..
10.3. Iteraciéon de funciones racionales . . . . . . . . . . . . ...

Indice general



1 Ndmeros y funciones complejos

1.1. El campo complejo

Consideramos el espacio vectorial real R? con la multiplicacién definida segin la férmula
(a1,b1) - (a2, b2) = (aras — biba, a1by + azhy).

Con estas operaciones y el elemento neutro (1,0) de la multiplicacién obtenemos un
campo algebraicamente completo, el campo complejo C. El conjunto R x {0} es un
subcuerpo de C, isomorfo al cuerpo R, y C es la completacion algebraica de R. Si a € R
escribimos a en vez de (a,0), asi que R C C mediante esta identificacién.

Escribimos i := (0,1) € C, y para a,b € R:

(a,b) = (a,0)+ (0,b) =a+bi=a+1ib.
Se tiene que
i =(0,1)-(0,1) = (—=1,0) = —1.

Siz,y € Ry z:=ux+1iy entonces llamamos a x la parte real y a y la parte imaginaria
de z, escribiendo
r = Rez, y =1Imz.

Los operadores Re y Im son proyecciones realmente lineales de R? ~ C en R. Como es

usual escribimos 1/z := 27! si z # 0. En ese caso se tiene

1 T 7]

= —i :
z  wrtyr x4y

Mostremos otra diferencia algebraica fundamental entre R y C.
1.1.1 Definicién. Un campo F' esta ordenado si existe un orden total < tal que
(1) a+c<b+csia<b
(m) 0<absi0<ay0<b.
Los nimeros reales forman un campo ordenado con su orden natural.
1.1.2 Proposiciéon. No eziste orden en C que vuelva C en un campo ordenado.

Demostracion. En un campo ordenado los cuadrados son no negativos: si a > 0, entonces
a*=a-a>0.Si —a >0 entonces a* = (—a) - (—a) > 0.

Si C fuera ordenado entonces 1 = 12 > 0 y luego 0 = 1 —1 > —1 = i® > 0, una
contradiccion. O]

2



6 1 Ntumeros y funciones complejos

Consideremos la conjugacion en C, la biyeccion C — C dada por
z=x 41y —z:=x—1y.

Geométricamente se trata de la reflexion en el eje Rx {0}. La definicién de las operaciones
en C implican para wz € C, z =z + iy, z,y € R:

w+z=w+ z, Z= %, (2) = 2, 2z =17+

1 1
Rez:a(z—i—é), ImZ:E(z—E).

Particularmente, z = z implica z € R.
Recordemos que para a € R el valor absoluto de a esta definido por

a a>0
la ==
—a a < 0.

En C no podemos definir un valor absoluto (una norma) en esta forma por la falta de
un orden compatible. Se usa la norma Euclidiana, pero escrita como el valor absoluto:

|z| == Vz2z = /2?2 + 92

Este valor absoluto es consistente con el valor absoluto del subcampo R. Se tiene
—|z] <Rez < |7 —|z] <Imz < |z|.
A parte de las propiedades de una norma el valor absoluto en C cumple

Esto se ve como sigue:

Si z # 0 esto implica

Recordemos la representacion polar en R%: si z = o + iy # 0 con z,y € R, entonces
existe ¢ € R tal que
z = |z|(cos ¢ +isen ).

Bajo la condicién ¢ € (—m,7] solamente existe un ¢ con esa propiedad. En ese caso
escribimos ¢ = Arg z, asi que Arg: C — (—m, 7|. Aqui

C := C\{0}.
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La funcién Arg es la rama principal del argumento.
La representacion polar permite una interpretacion geométrica de la multiplicacion de
complejos w = |w|(cosp +iseny) y z = |z|(cost +isen)):

wz = |w| |z|(cos ¢ + isen p)(cos ) +isen))
= [w] [2|(cos(p + ) +isen(p + ¢))

significa que los valores absolutos estan multiplicados y que los argumentos estan suma-
dos. Nota que los valores de la funciéon Arg no necesariamente estan sumados, ya que
podria pasar que p+1 ¢ (—7, 7] ain si ¢, € (—m, 7. La funcién z — wz es la rotacién
por el angulo ¢ y la extensién por |w|. Si |w| = 1 entonces multiplicacién por w es nada
mas una rotacion.

Usaremos el valor absoluto en C para definir la métrica d(w, z) = |w — z|. Esta métrica
y su topologia generada coinciden con la de R?. Denotaremos para 2o € Cy r > 0

D,(z) ={2€C||z—2| <r} disco abierto
Do(z) :=={2€C ||z —z| <1} disco cerrado
Sr(z0) ={2€C||z—2|=r} esfera.

Ademaés, denotamos por .
D,(20) := Dy(20)\{20}

el disco abierto pinchado y por
D := D4(0)

el disco unitario. Si en las definiciones de arriba z; = 0, muchas veces suprimimos el
centro del disco de la notacion.

El conjunto {z € C | Rez > 0} es el semiplano derecho, y el conjunto {z € C | Im z >
0} es el semiplano superior.

Si U C C es abierto, la notacion M CC U significa que M es compacto y que M C U.

SiM CCy f,g: M — C, entonces definimos funciones f + g, fg, f v | f| aplicando
las operaciones respectivas en cada punto de M. La visualizacion de funciones tomando
valores complejos no es facil. Uno puede acercarse al comportamiento de una funcién
compleja f dibujando conjuntos de constancia para Re f, Im f y |f].

Para considerar continuidad de funciones nos basamos en la métrica natural definida
en C. Ya sabemos que las operaciones del espacio vectorial R? son continuas. Mostremos
que la multiplicacién en C es una funcién continua C x C — C: sean (a,), (b,) C C
sucesiones convergentes, con a, — a y b, — b. Entonces

|ay,b, — ab| < |ay,| |b, — b] + || |a, —a] — 0,

es decir, a,b, — ab. Esto muestra la continuidad de la multiplicacién. En consecuencia,
sumas, productos, y composiciones de funciones continuas son continuas. Inversas son
continuas en puntos que no son ceros. Eso implica que también Re, Im, el valor absoluto
y la conjugada de una funciéon continua son continuas.
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1.1.3 Definicién. Un camino en M C C (o una trayectoria) es una funcién continua
v: [a,b] = M, donde a < b son ntimeros reales. y(a) es el origen o punto inicial y y(b) el
destino o punto final de . Decimos que 7y es un camino de y(a) a v(b) o que v conecta

a y(a) con v(b).

1.1.4 Definicién. Un espacio métrico X es conexo si X y @ son los tinicos subconjuntos
de X que son abiertos y cerrados al mismo tiempo. X es arcoconezo si para todo z,y € X
existe un camino en X de z a y. A C X es (arco)conexo si es (arco)conexo en si mismo,
respecto a la topologia inducida por X.

Una region en C es un subconjunto abierto, no vacio y conexo de C. Como C es
localmente arcoconexo, un subconjunto abierto de C es conexo si y sélo si es arcoconexo.

1.2. Funciones holomorfas

Para definir la diferenciabilidad compleja de funciones complejas de una variable comple-
ja nos basamos en la definiciéon de diferenciabilidad de funciones reales de una variable
real. Asi establecemos desde el inicio el cdlculo complejo, que es formalmente mas sencillo
que el calculo de funciones entre regiones de R?. Si f es una funcién real definida en un
intervalo I, su diferenciabilidad en un punto zy € I es equivalente a la existencia de una
funcion A: I — R, el cociente diferencial en xg, que es continua en xy y cumple

f(z) = f(xo) + (z — z0)A(x) para todo x € 1.

En ese caso A(xg) = f'(z¢) es la derivada de f en xy. La misma definicién funciona para
nimeros complejos sin cambio:

1.2.1 Definiciéon. Sean U C C abierto, f: U — C una funciéon y zy € U. La funciéon f
es (complejamente) diferenciable en zy si existe una funcion A: U — C que es continua
en zg y que cumple

f(z) = f(20) + (2 — 20)A(2) para todo z € U.

En ese caso escribimos

Y
5(20) = f'(20) == A(z)

y llamamos a f'(zo) la derivada de f en z.

La funcién A estd bien definida en U\{zo} en todo caso y se llama el cociente diferencial
en zp. f es complejamente diferenciable en zy si y sélo si

existe.
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1.2.2 Definicién. Si f: U — C es diferenciable en todo punto z del subconjunto abierto
U de C, entonces f es holomorfa. Una funcién f es holomorfa en zj si lo es en una vecindad
abierta de zy. Una funcion holomorfa en C se llama entera.

1.2.3 Ejemplo. (a) Un funcién constante es entera, con derivada 0:
f(z) = f(20) +0- (2 = 20).
(b) La funcién f(z) := z es entera, con derivada 1:

z=2p+1-(z— 2).

(¢) La funcién f(z) := z no es diferenciable en ningtin punto: si f fuera diferenciable
en zg = xo + iyg, tendriamos

lm f(z +iyo) — f(zo +iyo)

- : =1
e—zo  (x +iyo) — (xo + 1yo)

m f(zo +1y) — f(xo +iyo)

= -1
y=yo (2o +1y) — (2o + iyo)

?

en contradiccién con la existencia de

Lo £ = 1)
2—20 zZ— 2

El dltimo ejemplo muestra que es muy facil encontrar una funcién sencilla (jcontinual)
que no es diferenciable en ningiin punto, algo que es muy dificil de construir en el analisis
de una variable real. Este hecho es una indicacion de que la clase de funciones holomorfas
es pequena, o, en otras palabras, que la propiedad de holomorfia impone una gran rigidez
en las funciones.

Como la definicién de diferenciabilidad es la misma que en el analisis real, los hechos
siguientes se muestran en la misma manera:

1.2.4 Proposicién. Una funcion que es complejamente diferenciable en un punto tam-
bién es continua alli.

1.2.5 Proposicion. Sean U C C abierto y f,g: U — C diferenciable en zy € U.
Entonces

(a) f+g es diferenciable en 2 y (f +9) (20) = ['(20) + ¢'(z0).
(b) fg es diferenciable en 7 y (fg)'(z0) = F'(20)g(z0) + F(20)g'(0).

(c) Si f(z0) # 0 entonces 1/f estd bien definido en una vecindad de zy y diferenciable

en 2y, con la derivada
N, (=)
(5) =
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1.2.6 Proposicion. Sean U,V C C abiertos, f: U — V diferenciable en un zy € U y
g: V. — C diferenciable en wy := f(zo). Entonces go [ es diferenciable en zy y

(90 f)(20) = g'(wo) f' (20)-
1.2.7 Definicién. Una funcién f: U — V', donde u, V' C C son abiertos, es biholomorfa
si es biyectiva y si f v f~! son holomorfas.

1.2.8 Proposiciéon. La funcion f: U — V es biholomorfa si y solo si f es biyectiva y
holomorfa, f~' es continua, y f'(z) # 0 para toda z € U. En ese caso

—1y/ _ 1

Estas reglas de diferenciacion implican

para w = f(z).

1.2.9 Proposicién. Polinomios en z, p(z) = Y. _,a,z", forman funciones enteras; se

cumple
n
v—1
:E va,z" .
v=1

Funciones racionales en z son holomorfas en su dominio, y sus derivadas son funciones
racionales.

1.3. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann

En esta seccién comparamos la diferenciabilidad compleja con la diferenciabilidad real
bajo la identificacién C ~ R2.

Sea U C C un conjunto abierto. Una funcién real g: U — R se llama realmente
diferenciable en zy = xg + iyy € U si existen funciones reales A; y Ay en U, continuas
en zp, tales que

(1.3.1)  g(2) = g(z0) +
Los valores Aq(zo) y

(x —20)A1(2) + (y — yo)Aa2(2) para todo z =z + iy € U.
Bafs
(i) i= ) = alan)s gy(a0) i= 5 0) = D).

Una funciéon compleja f = g+ ih: U — C es realmente diferenciable si g y h lo son,
segun el cdlculo real. Usando (1.3.1) y su equivalente para h esa diferenciabilidad real se
puede expresar como sigue:

o) son las derivadas parciales de g en z, respecto a z y y:

1.3.1 Definicién. Una funcién f: U — C es realmente diferenciable en zy € U si existen
funciones Ay, Ay: U — C que son continuas en zy y cumplen

(1.3.2) f(2) = f(20) + (x — 20)A1(2) + (y — yo)Aa(2) para todo z € U.

Los valores A1(zg) v Aa(zo) son las derivadas parciales de f respecto a x y y:

fulin) i= 50 0) = alan)s fy(a) i= () = Do)
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Para ver la equivalencia de las dos definiciones de diferenciabilidad real, sea f = g+ih
con funciones reales g, h. Sean primero g y h realmente diferenciable:

9(z) = g(z0) + (x — 29) A1 (2) + (y — o) B1(2)
h(z) = h(z) + (2 — 20) A2(2) + (y — yo) Ba(2),
y las A;, B; son funciones reales, continuas en zy. Se sigue que
f(2) = f(z0) + (z = 20)(A1(2) +1i42(2)) + (y — y0) (B1(2) + iBa(2)).
Inversamente, sea f realmente diferenciable en el sentido de la Definicion 1.3.1. Esto
implica
Re f(z) = Re f(20) + (z — xo) Re A1(2) + (y — yo) Re Ag(2)
Im f(z) = Im f(20) + (z — o) Im Ay (2) + (y — yo) Im Ay (2),

es decir, Re f y Im f son realmente diferenciables.
Estas consideraciones muestran que

fx:gx“‘lhx, fy:gy—l—ihy

y luego que o -
f:n = fzu fy = fy~
Ademas,
(cf)e = cfa, (Cf>y = cfy,
(fif2)e = fiofo+ fifom, (fif2)y = fiyfe + fifoy

En otras palabras, las derivadas parciales son operadores reales (ya que conmutan con
la conjugacion); son C-lineal y cumplen la regla de Leibniz.

Similarmente caracterizamos la diferenciabilidad real de una funciéon compleja de una
variable real: sean I un intervalo y to € I. Una funcién f: I — C es realmente diferen-
ciable en tg si existe una funcién A: I — C que es continua en t; y que cumple

f(t) = f(to) + (t — to) A(?).
En ese caso af
f(to) 1= S t0) i= Alto)

es la derivada de f en ty. Nuevamente la diferenciabilidad de f = g + ih es equivalente
a la diferenciabilidad de g y h, con

=g +il,
y d/dt es un operador real C-lineal que cumple la regla de Leibniz. La regla de la cadena

también vale en la siguiente forma: Si I y J son intervalosy ¢p: J — Iy f: I — C son
diferenciables, entonces f o ¢ es diferenciable y

(f o p)(t) = f'((t)¢(t).

Tratamos de liberarnos de las coordenadas reales en la Definicion 1.3.1:
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1.3.2 Proposicion. Una funcion f: U — C es realmente diferenciable en zog € U si y
solo si existen funciones Ay, Ay: U — C que son continuas en zy y tales que

(1.3.3) f(z) = f(z0) + (2 — 20)A1(2) + (2 — Z9) Aa(2) para todo z € U.

En ese caso

(1.3.4) Ar(z0) = 5 (falz0) ~ 1y(20))
Yy
(1.3.5) Ax(z0) = 5(fal20) +ify(20)),

asi que Ay y As estdn definidas de manera unica por f.

Demostracion. Sea f realmente diferenciable en 2y, es decir, existe una descomposicién

(1.3.6) f(2) = f(20) + (x — 20)A1(2) + (y — o) Aa(2).
Usando

($—x0):%(2—20+2—20), y—yoz—%(z—zo—i—i-éo)
obtenemos

F(2) = Fz0) + (2 = 20) 5 (A1(2) — ia(2)) + (2 %) 5(Au(2) + ifdo(),

es decir, (1.3.3).
Inversamente, sea cierta la representacion (1.3.3). La descomposicion

z—z0=7— 20 +i(y — y), Z—zy=x— 20— 1(y — vo)
implica
f(z) = f(z0) + (& — 20)(A1(2) + A2(2)) + (y — 10)i(A1(z) — As(2)),
es decir, (1.3.2). O

1.3.3 Definicién. Los valores A;(2g) y A2(20) de la Proposicién 1.3.2 se llaman derivadas
de Wirtinger de f en zy y son denotadas por

of of

f:(20) = 5=(20) = Ar(20) vy fiz0) = 33

92 (Z()) = AQ(Z()).

Se tiene

(137) fo=glfe=if) ¥ fo= gl Hify)
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1.3.4 Teorema. Para una funcion f: U — C y zg € U son equivalentes:
(1) f es complejamente diferenciable en zy;

(1) f es realmente diferenciable en zy y se cumple

af

53 (20) = 0.

Demostracion. Sea f complejamente diferenciable en zj, es decir,
f(2)=f(z0) +(z—2)A()+(2—%)-0 VzeU,

donde A es continua en 2. Asi f cumple (1.3.3), es decir, es realmente diferenciable en
2o con fz(z9) = 0.

Sea ahora f realmente diferenciable en zy con f3(z9) = 0. Existen funciones A;: U — C
que son continuas en z; y cumplen

f(2) = f(20) + (2 — 20)A1(2) + (Z — Z0) A2(2) para todo z € U.

Por hipétesis tenemos que As(zp) = 0. Definimos

A(z) = {Ag(z)i—jg, 2 F o,

0, z = 2.

Como |Z — Z|/|z — 20| = 1y As(20) = 0, A es continua en z. Poniendo A := A + A,
obtenemos que A es continua en zy y cumple

f(2) = f(z0) + (2 — 20)A(2) para todo z € U.
Eso muestra que f es complejamente diferenciable en zg. O

1.3.5 Nota. Si f es complejamente diferenciable en zy entonces

) = 9L ) = 5 (G0~ 152

Mostramos arriba que las funciones complejamente diferenciables son las funciones
realmente diferenciables que satisfacen la ecuacion diferencial f; = %(fa: +if,) = 0. Si
f = u+1iv con funciones reales u, v, esto equivale a u, — v, +i(v, + u,) = 0. Separando
las partes reales y imaginarias en esta ecuacion, obtenemos el siguiente sistema real de
ecuaciones diferenciales, las llamadas Fcuaciones de Cauchy-Riemann:

(1.3.8)

Las funciones holomorfas son precisamente las funciones realmente diferenciables que
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
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Considerando una funcién holomorfa f como una funcién entre regiones de R?, es
decir, f(z,y) = (u(x,y),v(x,y)), la derivada de f tiene la representacién

(1.3.9) Df = (“” “y) .

Vy Uy

La ecuacion (1.3.8) implica que det(D f) = u,v,—u v, = ui—l—ui > 0.SiDf # 0, entonces
Df es una rotacién-extension: con o 1= \/u2 +u2 > 0y ¢ := sgn(—u,) arc cos(u,/a) se
tiene

(1.3.10) Df =a <COW sen 90) .

seny  cos

1.3.6 Teorema. Si G es una region en C y f: U — C es holomorfa con derivada
(compleja) idénticamente cero, entonces [ es constante.

Demostracion. Sea f = wu + iv con funciones reales wu,v. Las hipdtesis implican que
f. = f: =0 en G. Por (1.3.7) eso implica que f, = f, = 0 en G. Tomando las partes
reales y imaginarias obtenemos que u, = u, = v, = v, = 0 en G. Por los teoremas del
analisis real, u y v son constantes. O]

Notemos las reglas para calcular con las derivadas parciales y de Wirtinger para funcio-
nes f, g realmente diferenciables (una respectivamente dos veces) y una funcién compleja
 de una variable real t. Todas las reglas son consecuencias de las definiciones.

o 0

(a) 5, Y 95 son operadores C-lineales que cumplen la regla de Leibniz;
2 z

of (91N _of (07,
) 5, = (a_) Y 95 T (a)

(c) Si f es una funcién real, entonces % = a—Jj :
0z 0z

of

0 _
(d) == =0si f es holomorfa, = = 0 si f es holomorfa;
0z 0z

0z 0z 0z 0z
(e)&—1,£—0,£—0,£—17
OPf 1 [(0°F 0%
(1) azaz—z(@w—w)
(&) 5<90f):@ﬁ+%5_f a(gof)zﬁa_f+@3_f.
& 75, owdz 0w o: 0z owdz 0w oz
d(foyp) Ofdp Ofdp
(h) dt _azdt+8zdt'

)
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1.4. Convergencia uniforme y series de potencias

Formulamos algunas nociones y algunos hechos sobre sucesiones y series infinitas de
numeros complejos. Todas las demostraciones son idénticas a las dadas en el andlisis
real.

Una serie infinita Y .- a, converge (al nimero complejo a) si la sucesién de las

. n 1. (e.)

sumas parciales (D) _a,) converge (a a). En ese caso escribimos ) " a, = a. Una
serie > 02 s a, se llama absolutamente convergente si > - |a,| converge. Convergencia
v=0 "V g =01V g . g
absoluta implica convergencia. En el caso de una serie absolutamente convergente la
convergencia y el limite no dependen del orden de la sumacion. La convergencia absoluta
se analiza con las mismas herramientas como en el analisis real, por ejemplo con los
criterios del cociente y de la raiz.

Consideremos ahora sucesiones y series de funciones. Si (f,), es una sucesién de fun-
ciones complejas definidas en M C C y si f: M — C, entonces lim,_,, f, = f significa
que lim, _,, f,(z) = f(2) para todo z € M. En ese caso decimos que (f,) converge a f
puntualmente.

1.4.1 Definicién. Una sucesién (f,) de funciones complejas en M converge uniforme-
mente a una funciéon f si para todo ¢ > 0 existe 1y € N tal que

1f,(2) = f(2)| <e  Wv>upyVze M.

Si U C C es abierto, (f,) converge localmente uniformemente en U si todo zy € U tiene
una vecindad V'(zp) en U tal que (f,) converge uniformemente en V'(zp).

Como en el andlisis real se demuestra

1.4.2 Teorema. Si U C C es abierto y si (f,) es una sucesion de funciones continuas
en U que converge localmente uniformemente en U, entonces su limite es una funcion
continua.

La convergencia de series de funciones con dominio M C C se trata similarmente
mediante la sucesion de las sumas parciales. El criterio de Cauchy para la convergencia
uniforme de una serie de funciones es lo siguiente: >’ f, converge uniformemente en
M si y solo si para cada € > 0 existe un vq tal que

> h(z)

. o0 . o0 s .
La serie ), f, converge absolutamente si ) >~ | f,| converge. Como en el andlisis real
se demuestra el

<e Ym>n>vyyVz e M.

o . . . o0 .
1.4.3 Teorema. Sean )~ f, una serie de funciones f,: M — C y > " a, una serie
convergente de numeros no negativos. Si

£, (2)] <a, VYveNyVze M

entonces y .- f, converge en M absoluta y uniformemente.
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Una serie de potencias en z es una serie infinita de la forma

Z a,(z — z)".

v=0
Los nimeros a, son complejos, v zo se llama el punto de desarrollo. Nos interesan el
conjunto M de los puntos z donde converge la serie y las propiedades de la funcién
limite en M.

1.4.4 Ejemplo. La serie geométrica » - 2 tiene las sumas parciales
= v 171Z++17 z # 17

IR e

— n—+1, z=1.

+

Si |z| < 1 entonces lim,,_,o, 2" = 0, es decir,

=0

<

. v .7 z oo v
Si |z| > 1, 2” no forma una sucesiéon que converge a cero, asi que »_ 2" no converge.
El conjunto de convergencia de > 7, 2" es es disco Dy := D;(0), y su funcién limite
es holomorfa en D;.

En general sélo podemos asegurar lo siguiente:

1.4.5 Teorema. Una serie de potencias
P(z):= Z a,(z — zo)"”
v=0

o0 bien converge absoluta y localmente uniformemente en C o bien existe r € [0, 00) tal que
P(z) converge absoluta y localmente uniformemente en D,(zy) y diverge en C\D,(z).

El niimero r se llama el radio de convergencia de P. Si P converge en todo C ponemos
r:= 00. Si r = 0 decimos que P no converge en ningin lado (aunque si converge en zp).
Sir € (0,00) entonces D,(zy) se llama el disco de convergencia de P. No hay resultados
generales respecto a convergencia de P en los puntos de la esfera S,.(z), cualquier cosa
puede pasar alli.

Antes de demostrar el Teorema 1.4.5, damos el

1.4.6 Lema. Sea z; # zy un punto, en el que la sucesion a,(z1 — 29)" queda acotada.
Entonces P converge absoluta y localmente uniformemente en D)., _.((20).

Demostracion. Es suficiente mostrar la convergencia absoluta y uniforme en D, (z) para
cualquier r € (0, |21 — z0|). Fijando tal r y M > 0 tal que |a,(z1 — 20)"| < M para todo
n € Ny obtenemos para z € D, (z)
n r n
<M{——]) .
B (|21 - 2’0|>

Como 7 < |21 — 2/, el criterio de la mayorante y la convergencia de la serie geométrica
implica el enunciado. [

n’ Z— 20

|an(z = 20)"| = [an(21 = 20)

21 — 20
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Demostracion del Teorema 1.4.5. Sea r dado por la Formula de Cauchy-Hadamard:

1
lim sup,, .. {/[an]

Aqui definimos 1/0 := 400y 1/00 := 0.

Primero supongamos que 7 > 0. Si 0 < r; < r entonces limsup,,_, . V/|a,| = 1/r <
1/ry implica la desigualdad |a,| < 1/r} para casi todo n € N. La sucesion (a,r}) es
acotada y por el Lema 1.4.6 P converge absoluta y localmente uniformemente en D, (zo).
Como 7, € (0,7) era arbitrario, lo mismo es cierto en D,.(zp).

Ahora supongamos que 0 < r < c0. Si |z — z9| > r, es decir, 1/]z — 2| < 1/r =
lim sup,,_, ., V/|an|, entonces existe un nimero infinito de indices n tal que 1/|z — zp|" <
|a,,|. Eso implica que la sucesién a,(z — 29)™ no converge a cero y la serie P no converge
en z. [

(1.4.1) =

Notamos que la funciéon limite de una serie de potencias en el disco de convergencia
es continua, por el Teorema 1.4.2.

1.5. Funciones elementales

Trataremos aqui la exponencial y las funciones trigonométricas, y hiperbdlicas. Como
n ' . .
vn! — oo cuando n — o0, la serie de potencias

1 v
exp(z) == Z rE

converge en todo C. Su limite exp(z) es la exponencial. Se define e := exp(1) y se suele
escribir e® en vez de exp(z). Para z,w € C fijos tenemos por la convergencia absoluta

© 0, —u m <>o1
v=0 p= v=0 p= v= v=

es decir, se cumple la ecuacién funcional
(1.5.1) e’ =" Vz,w e C.

La exponencial es una funcién entera: usando (1.5.1) y la continuidad de la funcién limite
de una serie de potencias obtenemos

+h z h &
. eFmr—e et —1 ,
lim ———— =¢* lim =e° lim hf’ L= e
h—0 h h—0 h h—0 v!

v=1

es decir,

(1.5.2) (e*)'=¢ VzeC.
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Definimos las funciones trigonométricas

0o 1)
sen z 1= Z Lz%“

—~ (2v +1)!
y
R = <_1)V 2v
CoS z 1= Z @) z.
v=0
Igual que la exponencial, estas series convergen en todo C. Usando i> = —1 estas defini-
ciones implican
(1.5.3) cosz +isen z = e Vz e C.
Como cos(—z) = cos z y sen(—z) = — sen z, reemplazando z por —z (1.5.3) da

cosz —isenz =e %,

asi que se cumplen las Formulas de Fuler

iz —iz _l iz —iz
(e +e ), seDZ—Qi(e e )

DO | —

(1.5.4) cos z =

Como exp es entera con derivada dada en (1.5.2), las reglas de diferenciacién compleja
implican que
(sen z) = cos z, (cos z) = —sen 2.

Las féormulas de adicién

cos(w + z) = cosw cos z — sen w sen z

sen(w + z) = senw cos z + cos w sen z

son una consecuencia sencilla de (1.5.1) y (1.5.4).
Estudiemos la exponencial en més detalle, basandonos en (1.5.3). Para z = = + iy con
x,y € R obtenemos

(1.5.7) e = eV = e”"(cosy + iseny)
como representaciéon polar de e®. Esto implica las relaciones
(1.5.8) le?| = efte?, arg(e®) = Im z,

donde “arg” significa un argumento de e*, no el valor de la rama principal del argumento.
En particular la funcion
t e =cost+isent
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es un epimorfismo del grupo aditivo de R en el grupo multiplicativo S; de los ntimeros
complejos del valor absoluto 1. Similarmente, (1.5.1) implica que

(1.5.9) C—C, zm¢

es un homomorfismo del grupo aditivo de € en el grupo multiplicativo C. Este también
es suprayectivo: si w € C tomamos x := log|w| (el logaritmo natural)y y cualquier
argumento de w y ponemos z := z + iy. Entonces (1.5.8) dice que e = w.

La Ecuacién (1.5.7) ademds implica que *™ = 1, asi que "™ = e*(e = e?
para todo k € Z y z € C. En otras palabras, la exponencial tiene el periodo 2xi. Si
e®! = e*, poniendo z := z; — 23 = = + iy obtenemos 1 = e* = e”(cosy + iseny), asi que
x =0, cosy=1yseny = 0. Por las propiedades de las funciones trigonométricas reales
esto implica que y € 27iZ. Eso muestra que 27ik con k € Z son los tnicos periodos de
exp, o, en otras palabras, que 27miZ es el nicleo del homomorfismo dado en (1.5.9). Una

consecuencia es que para cada a € R la restriccion de la exponencial a la tira horizontal

27ri)k

{zeCla<Imz<a+2r}

es una biyeccién con C.

Por las férmulas (1.5.4) podemos analizar las extensiones de las funciones geométricas
a C. Encontremos primero todos los ceros: si sen z = 0 entonces e** = 1, asi que por lo
de arriba z € nZ. El seno complejo no tiene mas ceros que los ya conocidos en R. Como

(1.5.10) sen (z + g) = senzcosg + coszseng = Cosz

lo mismo es cierto para el coseno. Investiguemos la periodicidad. Por la periodicidad
de exp y por (1.5.4) el coseno y el seno tienen los periodos 2wk con k € Z. Cualquier
periodo w € C del seno cumpliria senw = sen 0 = 0, es decir, w € 7Z. Como km sélo es
un periodo para k par, k € 2nZ. Los elementos de 27Z son los tnicos periodos de del
seno. Por (1.5.10) lo mismo es cierto para el coseno. Por otro lado, las formulas de Euler
implican, para x,y € R, las representaciones

cos(z + iy) = cosx coshy — isen z senhy

sen(x + iy) = senz coshy + icos z senh y,

asi que cos y sen no son acotados en ninguna tira vertical {z € C | a < Rez < b}.
Extendamos también la tangente y la cotangente a niimeros complejos, en la siguiente
manera:

sen z T
tan z ;= para z ¢ — + 7Z,
cos 2 2
cos 2
cot z := para z ¢ mZ.
sen z

Usando la exponencial obtenemos

_1e2iz_1 _‘e2iz_|_1
tan z = Im, tan z = 1e2iz 1
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Las derivadas complejas son

(tan z) = =1+ tan® 2, (cot z) = = —(1 + cot® 2).

cos? z sen? z

La tangente y cotangente tienen precisamente kZ como conjunto de periodos.
La extension de las funciones hiperbdlicas a funciones enteras en C es muy natural,
usando las formulas conocidas del analisis real:

_ 1 _
senhz::—(ez—e Z), coshz::—(ez—l—e Z).
2 2
Las férmulas de Euler implican las relaciones
1 : :
senh z = —seniz, cosh z = cosiz,
i
sen z = —senhiz, cos z = coshiz.

1

Ellas muestran que en el plano complejo las funciones trigonométricas y las hiperbélicas
coinciden médulo una rotacién y multiplicacién con una constante. Por ejemplo, el coseno
real es la restriccion del coseno complejo a R, y el coseno hiperbdlico es la restriccion del
coseno complejo a iR.



2 Integracion compleja

La teoria de funciones holomorfas esta intimamente ligada a la existencia de antiderivadas
y por eso a la integracién a lo largo de caminos. Varios teoremas fundamentales del
analisis complejo son resultados sobre estos integrales. En esta secciéon introducimos la
nocion de la integral de una funciéon compleja continua a lo largo de un camino de
integracion y coleccionamos las herramientas técnicas para trabajar con ese integral
complejo.

2.1. Caminos de integracion

Sea I := [a,b] C R un intervalo compacto. Una funcién f: I — C se llama continua a
trozos si existe una particion a =ty < t; < --- < t, = b de I tal que la restriccién de
f acada (tg_1,1x) es continua y tiene una extension continua a [t_1, tx]. Similarmente,
llamamos a f continuamente diferenciable a trozos si f es continua y si existe una
particion como arriba tal que f es continuamente diferenciable en cada [t;_1,1x]. Eso
significa, en particular, que las derivadas unilaterales existen en cada t;, k =0,1,...,n;
no obstante, no necesariamente coinciden en los t, para k = 1,2,...,n — 1. Definimos la
integral de una funciéon f compleja y continua a trozos por

(2.1.1) /If:: /abf:/abf(t)dt = /abRef(t)dt+i/abImf(t)dt.

Aqui se entiende que la integral es la suma de integrales de Riemann en un ntimero finito
de subintervalos compactos, donde la restricciéon de f es continua después de cambiar
a lo més dos puntos (en la frontera). La integral es un operador real y C-lineal: para
funciones f, f1, fo: I — C continuas a trozos y niimeros ¢y, cs € C se tiene

/I(clf1+02f2):cl/lf1+02/lf2 y /Ifzﬁ.

El Teorema Fundamental de Céalculo también es valido en esta situacion: si f: I — C es
continua y si F': I — C es diferenciable con F' = f, entonces

(2.1.2) / f=F®) - Fla).

Estos hechos se comprueban facilmente considerando las partes reales y imaginarias por
separado. Similarmente, existe una regla de sustitucion: sea ¢: [a,b] — R diferenciable a
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trozos, y sea g: p[a, b] — C continua a trozos tal que gop es continua a trozos. Entonces
gy (gop)y tienen antiderivadas, asi que

b ) o (b)
/ (gop)yp' = / g.
a w(a)

2.1.1 Lema. Sea f: [a,b] — C continua a trozos. Entonces

/abf] é/ab\f!-

Demostracion. Para s € R se cumple que

. b b .
e’ / f= / e’ f
y luego que

2.1 re (e [1) = [retn < [l = [l

Si ff f = 0 no hay nada que demostrar. Si fff # 0 entonces ponemos s := — Arg fab f.

Se sigue que
b ' b b
elS / f — els / f / f

es decir, la primera integral es un valor real. Junto con (2.1.3) esto prueba la afirmacion.
O

efis —

Y

2.1.2 Definicién. Un camino de integraciéon en U C C es un camino 7: [a,b] — U
continuamente diferenciable a trozos.

Si 7 es continuamente diferenciable en [a,b] y 7/(t) # 0 para todo t € [a, b], entonces
decimos que 7y es suave. Si y(a) = v(b) entonces v es un camino de integracién cerrado
(o un lazo). Si vy es cerrado e inyectivo en [a,b) entonces decimos que 7 es simplemente
cerrado. El rango v[a,b] también se llama la traza, y escribimos trvy := 7[a,b]. Si un
subconjunto M de C es la traza de un camino v, decimos que 7y parametriza a M.
Muchas veces denotaremos a un camino y a su traza por el mismo simbolo.

2.1.3 Ejemplo. (a) sea zp € C y r > 0. La funcién
ke [0,27] = C, t+> 2z + re

es continuamente diferenciable: #'(t) = irel’. Es un camino suave y simplemente
cerrado con traza S,(zp). Denotaremos a este camino por k(r, zp) y lo llamaremos
el circulo positivamente orientado.

(b) Para 2,2z € C la funcién ~: [0,1] — C, y(¢) := (1 — t)2z¢ + tz1, parametriza el
segmento [2g, z1] entre zg y 2.
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(¢) Més generalmente: si zg, z1, . . ., 2, € C estdn dados, definimos un camino de inte-
gracién v: [0,n] — C por

v(#) = (k+1—1)z + (t — k)21 sitelk k+1].

la traza de 7 es una cadena de segmentos, y escribiremos v = [zg, 21, .. ., 2,). En
el caso particular de un tridngulo A con los vértices zg, 21 y 22 (es decir, A es la
envolvente convexa de {2, 21, 22}), [20, 21, 22, 20| €s una parametrizacion de OA.

Introduzcamos los procesos de pegar y cortar caminos de integracion. Sean 7, : [a, b] —
Cy 7v: [e,d] = C caminos de integracién tales que 71(b) = 72(c). El camino pegado
Y2 [a, b4+ d—c] — C de v y 72 esta dado por

{%(t) t € [a,b]

(Mm72)(t) == Yt +c—b) telbbt+d—cl.

es obvio que 7172 también es un camino de integracion. Por induccion se define el pe-
gado ¥z ..., de un nimero finito de caminos 7, con la propiedad que coinciden el
punto final de 7, con el punto inicial de 441, para k = 1,2,...,n — 1. Decimos en
este caso que los 71,72, ...,7, son pegables. Nuevamente, si todos los caminos 7y, son
caminos de integracion, también 7,7, ...7, es un camino de integracion. Por ejemplo,
[ag, a, ..., a,) = |ag, a1][ar, as] ... lan_1,an].

Si~: [a,b] — C es un camino de integracién y a =ty < t; < --- < t,, = b una particién
de [a, b], entonces la restriccion i := 7|, ] €5 un camino de integracién. Los 7, son
los caminos parciales de v y 7 esté dividido en los caminos parciales ;. Obviamente 7 es
pegado de los 7 en esa situacion. Si los 7, son suaves, entonces decimos que vy es suave
a trozos.

Para un camino 7: [a,b] — C definimos el camino inverso v ': [a,b] — C por
v~ () := v(a+b—t). Intuitivamente v~ recorre la traza de 7 en la direccién inversa, in-
tercambiando punto inicial y punto final. Por ejemplo, el camino inverso de x := k(r, 29)
es K1(r, 20) := K(r, 20)71, el circulo negativamente orientado. Por la periodicidad de la
exponencial se tiene que k~!(t) = 29 + re~* para t € [0, 27].

El sentido del recorrido de la traza de un camino lo denotaremos por una flecha.
Invertir la direccion del camino inverso la flecha.

Un camino de integracion v: [a,b] — C es rectificable, con la longitud

(2.1.4) Liy) = / .

Este hecho se mostro en el andlisis real para caminos rectificables en R™.

2.1.4 Definicién. Sean 7: [a,b] — C un camino de integracién y f: try — C una
funcién continua. Definimos la integral de f a lo largo de vy (o sobre «y) por

(215) [r=[r0a= | o= [ rmn o
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En esta definiciéon el integrando es continuo a trozos ya que f es continua y - conti-
nuamente diferenciable a trozos, asi que la integral estd bien definida segin (2.1.1).

2.1.5 Ejemplo. (a) Sea zy € C. Integramos la funcién f(z) := 1/(z — zo) a lo largo
de k(r, 2p):

d 2w 1 )
(2.1.6) / c / —ire' dt = 2mi.
K(ryz0) % — 20 o re

Notemos que el resultado no depende del radio 7.

Muchas veces escribiremos

/ f 0 / f en vez de / f
|z—z0|=r 0Dy (20) k(r,20)

(b) Sea ~: [a,b] — R dado por 7(¢) := t. Entonces

A feyas= [ Cfwa

es decir, las notaciones de (2.1.1) y de (2.1.5) son compatibles.

fi-

(d) Sea v: [0,7] — C dado por y(t) := €™ es decir, un medio circulo superior de
—1al. Como |z| =1 en trvy obtenemos

L|z|dz:/0”v/:v<w>—v<o>:2.

Por otro lado, la integral de la misma funcién a lo largo del segmento [—1, 1] da

1
/ |z\dz:/ t|dt = 1.
[~1,1] -1

Este ejemplo muestra que en general los integrales a lo largo de caminos no sélo
dependen de los puntos iniciales y finales.

(c) Sitr+ es un solo punto, entonces

ya que v = 0.

Hablemos de las propiedades de la integral sobre un camino . Es obvio que es C-lineal,

es decir, que
/(le1+02f2)201/f1+02/f2
v g g

si c1, co € C. Esta valida la desigualdad estandar:
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2.1.6 Teorema. Sean v un camino de integracion y f una funcion continua en tr-y.
Entonces

&/f‘§117ﬁn$df@ﬂ-
~ zetry

Demostracion. Sea [a,b] el dominio de «. Por el Lema 2.1.1 y con M := maX,ctr|f(2)]

obtenemos
/Wf’ = /ab(fov)v’

Para los siguientes resultados necesitamos que detallar transformaciones de parame-
tros.

b b
< [t < [ 1] =wre). s

2.1.7 Definicién. Sean [, J intervalos compactos. Una transformacion de pardmetros
de J en I es una funcion ¢: J — I que es suprayectivo, continuamente diferenciable en
trozos, y tal que ¢'(¢) > 0. En los puntos donde ¢’ no es continua esto significa que las
derivadas unilaterales son positivas.

Si ¢, 1) son transformaciones de pardmetros, entonces también p o1 y ¢! lo son. Si
~v: I — C es un camino de integracion y ¢: J — I una transformacion de parametros,
entonces también 7y o ¢ es un camino de integracion. Ese camino esta obtenido de v por
una reparametrizacion. Los puntos iniciales y finales y la traza de un camino no cambia
bajo una reparametrizaciéon. Lo mismo es cierto para una integral sobre un camino:

2.1.8 Teorema. Sean 7y, y 72 caminos de integracion en C, donde vo es una reparame-
trizacion de v1. Entonces se cumple para toda f: try; — C continua que

[=1

Demostracion. Los dominios de v, y 72 sean [a,b] v [c,d], v sea 5 = 71 0 ¢ con una
transformacién de pardmetros ¢: [c,d] — [a, b]. Le regla de substitucién implica que

/f@w:/fm@mwm
:/fmmmmw@w@®
:/fm@wmwm

— L 2 £(2)d. O

2.1.9 Teorema. Sea v un camino de integracién y v~ el camino inverso. Entonces se
cumple para toda f: trvy — C continua que

[t
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Demostracion. Sea [a,b] el dominio de v y v~!. Como v7'(t) = y(a + b — t), se tiene
(v1'(t) = = (a+b—1t). Con la sustituciéon s = a + b — t obtenemos

Llf——lﬂmm+b—mvw+w% - [ -~ [1 o

2.1.10 Teorema. Sean 7y,%s,...,V, caminos de integracion que son pegables y ~v el
pegado. Entonces se cumple para toda f: trv — C continua que

/Vf_/71f+/v2f+~-+/%f-

Demostracion. Mostremos el caso de dos caminos pegados. El caso general se sigue por
induccion.

Sean 7,72 caminos de integracién con dominios [a,b] y [¢,d]. Con la sustitucién s =
¢+t — b calculamos

/m /f% )71()dt+/b+d Cf(w( +t—b)h(c+t—Db)dt

/f% )n(t dt+/f72 )75(s) ds
=/71f+/72f. =

Sera til generalizar méas atn el concepto de pegado de caminos, permitiendo que no
coinciden puntos finales de unos con puntos iniciales de otros. Ademads, permitiremos que
un camino se recorre un numero entero de veces, es decir, con una multiplicidad n € Z.

2.1.11 Definicién. Una cadena de caminos en U C C es un mapeo [' del conjunto de
todos los caminos de integracion en U en Z que toma un valor distinto a cero s6lo en un
numero finito de caminos.

El conjunto de cadenas en U forma, mediante sumaciéon de los mapeos I', un grupo
abeliano, el grupo libre sobre los caminos de integracién en U. Identifiquemos a un
camino 7 con la cadena que toma el valor 1 en ~ y el valor cero en los demas caminos y
denotemos esta cadena fundamental también por v. Con esta notaciéon, cada cadena I"
es una combinacién lineal de cadenas fundamentales ~;:

k
L= n;,
j=1

donde n; € Z. Cadenas se suman puntualmente: si 71, ..., 74 son caminos de integracion,
entonces con
Lii=m—2%+3yn  y  ai=2%—7+5
obtenemos
I+ Ty =9+ 273+ 5.
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La traza de I' = Z?Zl n;7y; estda definida por

trl' = U try;,
n;#0
y la longitud de I" es
k
L) := ) [l L()-
j=1

Para una funcién continua f: trI' — C definimos

/Ffizgnj/wf-

Las propiedades de integrales sobre caminos se extienden a integrales sobre cadenas: fr f
es C-lineal en f; la desigualdad estandar tiene la forma

(2.1.7)

th’élﬂﬂnﬁﬂf@ﬂ

zetr T

Ademés se tiene

[ =[]
Ii+I 'y Iy
si f: tr(I'y + I'2) — C es continua.

2.2. Antiderivadas

En esta seccion extendemos el teorema fundamental del calculo para funciones complejas
en intervalos a funciones complejas en caminos de integracion.

2.2.1 Definicién. Sean U C C abiertoy f: U — C una funciéon. Una funcién F': U — C
se llama antiderivada de f si F' es holomorfa y F' = f. Decimos que f tiene antiderivadas
locales en U si para cada zg € U existe una vecindad abierta V' C U de zq tal que f|y
tiene una antiderivada.

La existencia de una antiderivada tiene una consecuencia importante para los integrales
sobre caminos:

2.2.2 Teorema. Sea f: U — C una funcion continua que posee una antiderivada F'.
Entonces para cada camino de integracion de zy a z, en U se tiene

Af—FQD—F%)
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Demostracion. Sea [a, b el dominio de v y sea a =ty <t; < --- < t, = b una particién
tal que v := Y|j, 4, €s continuamente diferenciable para k = 1,2,...,n. Mostremos
primero que

(2.2.1) (Fov) = (F o) para todo k=1,2,...,n.

Fijamos k y t* € [t;_1,tx] y calculamos:

(Foy)(t) = Im LW =FOE))

t—t* t—t*
te[tk_l,tk]
L FOW) = FO() () — o)
el 10 =) t—t*
g FOZFOE) g, 20=00)
2 (t*) z —y(t*) te[i,::tl,tk} —
= F'(y(t")'(t7)
Esto muestra (2.2.1).
Calculemos la integral:
b
/f = / F(v (@) (t) dt por la Definicién 2.1.4
¥ a
n th
= Z/ Fve(),.(t) de por el Teorema 2.1.10
k=1 tk—1
n th
=3 [ Fetonta porque f = F
k=1 tk—1

— Z/k (F o) (t)dt por (2.2.1)
k=17 th—1

=D (F(y(te) = F(3(te-1))) por (2.1.2)
= F(z1) — F(20).

La Ecuacién (2.1.2) (el teorema fundamental del cdlculo en un intervalo) se pudo usar
ya que v, v luego (F o ~)" es una funcién continua para todo k. m

2.2.3 Corolario. Sea f: U — C una funcion continua que posee una antiderivada.

Entonc@s
/
Y

para todo lazo v en U.
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2.2.4 Ejemplo. (a) Sea n € Ny. Entonces f(z) := 2" tiene la antiderivada F'(z) :=
2" /(n+ 1) en C. En consecuencia, si v es un camino de integracién de zp a z1,
se cumple

n 1 n n
/yz dz = - 1(Z1+1 — 0.

Un polinomio >, axz" tiene la antiderivada Y, ap2"™/(k + 1).

(b) Sea n € N, n > 2. Entonces f(z) := 27" tiene la antiderivada 2="*'/(—n + 1) en
C\{0}. Esto es una consecuencia de la Proposicién 1.2.5(c) y del ejemplo (a). En
consecuencia

dz

n
’YZ

(2.2.2) =0 sin=2,3,... ysi~yesun lazo en C\{0}.

(c) Por el Ejemplo 2.1.5(a) y el Corolario 2.2.3 la funcién 1/z no tiene una antiderivada

en C\{0}, ya que
/ dz = 27i # 0.
lz|=1 %

(d) En el Ejemplo 2.1.5(d) mostramos que la integral de |z| si depende del camino.
Entonces |z| no posee una antiderivada en C.

Como en el andlisis real, existe la inversién del tltimo teorema:

2.2.5 Teorema. Sea f continua en la region G. Para cada lazo v en G sea fvf = 0.
Entonces f tiene una antiderivada en G.

Antes de demostrar este Teorema mostramos un resultado general sobre la existencia
de caminos de integracion.

2.2.6 Lema. Sean G C C una region y zy,z1 € G. Entonces existe un camino de
integracion de zy a z;.

Demostracion. Sean k: [a,b] — G un camino de zy a 2z; (jG es arcoconexo!) y U =
{U,,Us,...,U,} una cubierta finita de trx por discos abiertos Uy tales que U, C G.
Definimos ¢ := a. Sea k; tal que zy € Uy, . Definimos M := {t € [a, ] | x(t) € Uy, }. Como
K(to) = 20 € Uy, to € M. Ademés, M es un subconjunto compacto de [a,b], es decir,
est4 bien definido #; := max M. Se sigue que [k(to), k(t1)] € Uy, € G. Sit; = b, entonces
terminamos. Si t; < b, entonces k(t) ¢ Uy, para t € [t1,b]. Reemplazamos a ty por ¢; y
a zo por k(t;) y repetimos el proceso. Con un ntimero finito de repeticiones (ya que U
es finito) obtenemos, inductivamente, una particién a = tg < t; < --- < t, = b tal que
[k(tg—1), k(tx)] C G para k = 1,2,...,n. Entonces [2g, k(t1), £(t2), ..., k(tn—1),21] € G
es el camino de integracién buscado. O
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Demostracion del Teorema 2.2.5. Sea z* € G un punto fijo. Si z € GG, entonces escogemos
un camino de integracion v, de z* a z en GG, usando el Lema 2.2.6. Si o es otro camino
de integracién de z* a z en G, entonces 0~ y ~, son pegables y 0717, es un lazo. La

hipdtesis implica que
T
o1y, o Yz

F(z) = / K

ya que la integral no depende del camino de integracién v, de z* a z en G.
Mostremos que F' es una antiderivada de f. Sean zy € G y

Entonces estda bien definido

A(z) = M, z € G\{2},

zZ— 20

el cociente diferencial de F' en 2. Tenemos que mostrar que A(z) — f(zo) cuando z — 2.
Sea r > 0 tal que D,(z) C G. Si z € D,(2) entonces [29,2] C Gy 7 := 7,20, 2|7, " es
un lazo en GG. La hipdtesis implica que

o= fr=f )
F(Z)—F(Zo)z/%f—/vzof

= f

[ZO ,Z}

B /ol J((L=1t)zo + t2)(2 — 20) dt,

En seguida,

es decir, 1
A(z) = / FU(L—1t)z +tz)dt si z € D, ().
0

Entonces, para z € D,(z) se cumple

A2 = o)l = | [ (1= 020 +42) = Fleo))

< tem[zol}li]|f((1 —t)20 +tz) — f(20)]

—0

cuando z — zg. Esta convergencia es una consecuencia de la continuidad uniforme de f
en D,(z). O
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En conjuntos convexos una condiciéon menos estricta es suficiente para la existencia de
una antiderivada:

2.2.7 Teorema. Sea G una region convexa y f: G — C continua. Para cada tridngulo
A en G sea fBAf = (0. Entonces [ tiene una antiderivada en G.

Demostracion. Sea z* € G un punto fijo. Para z € G ponemos v, := [2%, z], asi que
v. € G por la convexidad de G. Definimos

F(z) = / K

Siz, zg € G, el triangulo A con los vértices z*, 2y, z esta contenido en G por la convexidad
de G. Para el lazo OA = ~,,[20, 2]7; ! la hip6tesis implica que

Y KA A N

La demostracion desde este punto es la misma como en el caso del Teorema 2.2.5. [

Como cada punto en un abierto U tiene una vecindad abierta convexa en U (por
ejemplo, un disco suficientemente chico), vale el

2.2.8 Corolario. Sean U C C abierto y f: U — C continua. Para cada tridngulo A en
U sea faA f =0. Entonces f tiene antiderivadas locales en U.

Los resultados anteriores también podrian ser demostrados usando resultados del ana-
lisis real. Expresemos primero la integral compleja sobre un camino mediante la integral
real sobre un camino definida en el andlisis real. Sean v = g+ih un camino de integracion
en C ~R? y f = u + iv una funcién continua en tr~y, con u, v funciones reales. Se sigue

ane
[1=[wonr
b

:/ (wovy+ivoy) (g +ih')

a

(2.2.3) - /ab((u 0y)g — (voy)h') + i/ab((v 0v)g + (uov)h')
L)) LG ()
-[(8) = [0

Sean F' = U + iV una funcién holomorfa en un subconjunto abierto G C C, con
funciones reales U y V. Por (1.3.7)

1 1
(2.2.4) F' = 5(Fm —iF,)) = §(Uw +V,-iU, - VW,)) =U, —iU, =V, +iV,,
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vaque U, =V, y U, = —V,.
Si f = u+iv := F’ es continua, entonces U es continuamente diferenciable con

gradiente
U\ [ u
(i) - ()

por (2.2.4). Similarmente, V' es continuamente diferenciable con gradiente

= (1)~ ()
Vy u
por (2.2.4). Junto con (2.2.3) esto implica por resultados del andlisis real que f7 =0
para todo lazo v en G.
Sea inversamente G una region en Cy f = u + iv: G — C continua, tal que fW f=0

para todo lazo 7 en G. Tomando parte real y imaginaria en (2.2.3) eso implica que los
campos vectoriales

(2.2.5) X = (_“U> y Y= (Z)

en R? tienen integral cero sobre todo lazo 7 en G. Por un resultado del analisis real,
X y Y son los gradientes de funciones realmente diferenciables U y V' en G. Definimos
F :=U+1iV y obtenemos U, = u =V, y U, = —v = —V,, es decir, I es holomorfa.
Ademas, f = F’ por la ecuacién (2.2.4), es decir, f tiene una antiderivada.

Mostremos que una funcién holomorfa f en un conjunto abierto U tiene antiderivadas
locales si f’ es continua. Consideremos nuevamente los campos vectoriales X y Y en R2.
En ese caso u, = —v, y v, = u, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann. En consecuencia,
en cada disco D C U los campos X y Y son gradientes, por los resultados del analisis
real. En seguida, como antes f tiene una antiderivada en D. Similarmente, una funcién
holomorfa f en una regién convexa G con derivada continua tiene una antiderivada en
G, y las integrales de f sobre lazos en GG se anulan.

2.3. Intercambio de limites

Necesitaremos considerar méas en adelante la dependencia de integrales de parametros.
Esta se analiza mediante la nocion de continuidad uniforme. Similarmente, convergencia
uniforme de sucesiones y series de funciones implica que uno puede intercambiar integra-
cién y limitacion. La seccidon actual contiene estos resultados y algunos otros similares.

2.3.1 Teorema. Sean v un camino de integracion y (fi) una sucesion de funciones que
son continuas en try, y que convergen uniformemente alli a una funcion f. Entonces

i [ 5= [ 5
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Demostracion. La convergencia uniforme en tr-~y se expresa por

lim maéx|fx(z) — f(2)] = 0.

k—o0 zE€try

/fk /f fol <

cuando k£ — oo. O

En seguida,

L) méx|fi(z) = f(2)] = 0

zetry

2.3.2 Corolario. Sean U C C abierto y Y fr una serie de funciones continuas en U
que converge localmente uniformemente en U. Si~ es un camino de integracion en U,

entonces
o0
[>h=%
7 k=0 k=0 "
2.3.3 Teorema. La serie de potencias P(z) := Y ;o apz" tenga el radio de con-

vergencia R > 0. Entonces P es una funcion holomorfa en Dg(zy) con derivada
/ _ 0 k-1

Pl(z) = ) 5oy karz"

Demostracién. Primero mostremos que Q(z) := Y oo, kayz""' tiene el radio de con-

vergencia R: sea (|ag,|) la subsucesién maximal positiva de (|ag|). Se sigue de R > 0
que

(2.3.1) = lim sup|ay,|"/* < oo,
L—00
Denotando x, := |keay,|'/* > 0 obtenemos limsup, .. 7, = = y luego
lim sup|k,ay, |1/ (e~ — 1im sup exp ( 10g’kéake|)
00 (00 ke —1

, ko
= lim sup exp logx, | = .
{—00 k -1

Aqui usamos que exp y log son funciones continuas y crecientes en (0,00). El calculo
sigue siendo correcto en el caso x = 0. Esto muestra que los radios de convergencia de
las dos series coinciden.

Sea v un lazo en Dg(z). Para k € N la funcién k(z — 2)*! tiene la antiderivada (z —
29)". El Corolario 2.2.3 implica que [ k(2 — 20)"~' dz = 0, asi que por el Corolario 2.3.2

se sigue que
/Q = Zak/k(z — )"t =0.
Y k=1 Y

Como 7 era un lazo arbitrario en Dg(zp), el Teorema 2.2.5 dice que @ tiene una antide-
rivada en Dg(z). Segin la demostracién del Teorema 2.2.5 una antiderivada esta dada

por
/ Q= Zak/ z—zok1dz—2akz—zo)k:P(z)—ao.
[20,2] k=1 [z0,2]

Eso muestra que P es una funcién holomorfa con derlvada Q. O
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2.3.4 Teorema. Sean v un camino de integracion en C, M un espacio métrico local-
mente compacto y f: try x M — C una funcion continua.

(a) La funcion F: M — C dada por

Fuwzjf@wﬂc

es continua.

(b) Sean M C C abierto y tenga f una derivada parcial g—;({,x) que es continua en
try x M, entonces F' tiene una derivada parcial continua:

oF [ of

(¢) Sean M C C abierto y f((,-) complejamente diferenciable para todo ¢ € tr~y fijo,
con derivada continua f,(,z) en try x M. Entonces F es holomorfa en M, con
derivada

F@:/mea.

Demostracion. Los incisos (a) y (b) son consecuencias inmediatas de teoremas del andli-
sis real (dependencia de integrales de pardmetros), aplicadas a la parte real e imaginaria
de los integrales.

En el caso del inciso (c), el inciso (b) implica que

ﬂ@—/ﬁm@« v E@—/ﬁ&@%-

Como f; =0, también F; = 0, es decir, F' es holomorfa. O

El siguiente Teorema es una consecuencia del teorema de Fubini, aplicado a las partes
reales e imaginarias de los integrales sobre los dominios de los caminos:

2.3.5 Teorema. Sean o y 5 dos caminos de integracion y f: tra x tr § — C continua.

Entonces /Oé(/ﬁf(z,w) dw) dz_/ﬁ</a F(z,w) dz> dw.
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En este capitulo veremos que holomorfia es un concepto fundamentalmente diferente a
diferenciabilidad real. Por ejemplo, mostraremos aqui que una funcién holomorfa au-
tomaticamente es complejamente diferenciable infinitas veces, y que en cada punto del
dominio de la funcién existe un desarrollo en una serie de potencias centrada en el.

3.1. El teorema de Cauchy en conjuntos convexos

El siguiente resultado forma la base de todo el desarrollo siguiente. En comparacién con
lo que vimos al final de la seccion 2.2 la gran diferencia es que ya no falta suponer que
la derivada de una funcién holomorfa sea continua. Ultimamente la continuidad de la
derivada compleja saldrd como consecuencia de los teoremas. Este es el punto donde el
analisis complejo se muestra muy diferente al analisis real.

3.1.1 Teorema (Goursat). Sea A un tridngulo cerrado en C. Si f es una funcion
holomorfa en una vecindad de A, entonces

f=o.

0A

Demostracion. Sean U C C abierto, A C U y f holomorfa en U. Partimos A en cuatro
tridngulos Al ... A} juntando los centros de los lados. Consideremos los lazos OAY,
recorriendo la frontera en el sentido positivo. Si [21, 25] es una conexién de dos centros,
entonces [21, 29 es parte de un lazo AL, v [29, 1] es parte de otro lazo OAY. Formando

4
;/mf,

se anulan los integrales sobre tal parte [z1, z2]. En consecuencia,

’ /aaff '

Escogemos de los cuatro triangulos el que realiza el maximo de arriba, y lo llamamos
A;. Eso da

4

Z

k=

< 4max
k

<o
A

1

(074N
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Aplicamos la misma construccién a A; y obtenemos un nuevo triangulo A con

fu =41

por inducciéon obtenemos una sucesion de tridngulos

A=AgDA; DAyD...

con las propiedades

(3.1.1) /aAf‘SZL" /cmnf'
y
(3.1.2) L(OA,) = %L(@Anl) — ... =27"L(JA).

Como todos los A,, son compactos existe un punto zy € A tal que

() An = {z}

n€eNg

Usemos la diferenciabilidad compleja de f en z, para estimar la integral |, oA, f. Existe
una funcién continua A con A(zp) = 0 tal que

F(2) = F(20) + (2 — 2)(f(z0) + A(z))  para todo 2 € U.

La funcién lineal f(z9) + (2 — 20)f'(20) tiene una antiderivada, asi que

/8A (f(20) + (2 — 20) f"(20)) = 0.

por consiguiente,
[l
A,

En la tdltima desigualdad usamos el hecho obvio que |z — zy| < L(9A,) para todo
z, 29 € A,. Combinamos este resultado con (3.1.1) y (3.1.2) y obtenemos

< L(0A,) ZrélaéAX (Iz = 20| [A(2)])

n

/a |- )AE)d:

< (L(0A.)* mix |A:)]

(3.1.3)

/ f‘ < 4"(L(0A,))* max |A(2)| < (L(OA))? méx |A(2)].

A 2€0A, z€0A,

Para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que |A(z)| < ¢ para todo z € Ds(2p). Eso es una
consecuencia de la continuidad de A y de A(z) = 0. Existe ng tal que A,, C Ds(zo) para
todo n > ng. Entonces

max |A(z)| < e para todo n > ny.
z€EOA,
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Estos hechos muestran que

max |A(z)] = 0
z€EOAR

cuando n — oo, y la cota (3.1.3) implica la afirmacién. O

Mostremos una extension 1util del Teorema de Goursat que permite tratar funciones
que son holomorfas excepto en un punto.

3.1.2 Teorema. Sea A un tridngulo cerrado en C y zy un punto en A. Si f es una
funcion holomorfa en una vecindad de /A, con la posible excepcion de zy, y si f es
continua en zy, entonces
f=0.
A
Demostracion. (a): Mostremos primero el caso donde zy es un vértice de A. Tomamos
un punto z; en un lado de A que es adyacente a zy. Partimos A en tres triangulos Ay,
As v As, como dibujado en la Figura 3.1. Aqui sea el lado de A; enfrente de z, paralelo

Ay

20 21

Figura 3.1: Para la demostracion del Teorema 3.1.2.

al lado de A enfrente de zy. Por el Teorema 3.1.1 tenemos

/8A2f: 8A3f207

/8Af N 0A f

Eso muestra que la integral en la derecha de la tltima ecuacion es independiente de z;.
Por otro lado, como f es acotado en A, la desigualdad

asi que

[ 1] < peanmise)
EYN ze

implica que

lfm f=0.

2120 6A1
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20

Figura 3.2: Para la demostracion del Teorema 3.1.2.

Esto comprueba la afirmacion en este caso.

(b): Sea ahora zp un punto en un lado de A. Partimos A en dos tridngulos, como se
muestra en la Figura 3.2. Por los resultados del inciso (a) tenemos

/c’)Af:/c'9A1f+ GAQfZO'

(c): Si zp esté en el interior de A, entonces partimos A en dos tridngulos, como se
muestra en la Figura 3.3. Por los resultados del inciso (b) tenemos

Ay A,

Figura 3.3: Para la demostracion del Teorema 3.1.2.

/6Af:/8A1f+ 8A2f:O. -

Los teoremas Teorema 3.1.2 y Teorema 2.2.7 implican el siguiente resultado:

3.1.3 Teorema. Sean G C C un conjunto abierto y convexo y f: G — C una funcion

continua que es holomorfa en G, posiblemente excepto a un punto. Entonces f tiene una
antiderivada en G.

Si G no es convexo, obtenemos que f al menos tiene antiderivadas locales, por el
Corolario 2.2.8.

El Teorema 3.1.3 y el Corolario 2.2.3 implican el
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3.1.4 Teorema (Teorema de la integral de Cauchy para convexos). Sean G C C un
conjunto abierto y convexo y f: G — C una funcion continua que es holomorfa, posible-
mente excepto en un punto. Entonces se cumple para todo lazo v en G que

/yf_o.

3.2. Las formulas de Cauchy

3.2.1 Teorema (Férmula de Cauchy). Sean G C C abierto y f: G — C una funcidn
holomorfa. Sea ademds D := D,(zy) CC G un disco abierto. Entonces para cada z € D
se cumple

(3.2.1) f(z) = i/ 1) 4¢

2w Jop C— 2

Demostracion. Existe € > 0 tal que D CC U = D,i.(z) C G. Sea z € D fijo.
Consideremos en U la funcién

(©) — f(z)
(—z

f
g9(¢) =
f( (=z

Como f es complejamente diferenciable en U, g es una funcién continua. Ademads, g es
holomorfa en U\{z}. Por el Teorema 3.1.4 obtenemos

o= [ s@ac- [ A= 1B g - aD%dC—f(Z)/aDCTlZdC-
Por ello es suficiente demostrar
(3.2.2) / L ¢ = 2ri.
op C — 2

Para z € D escribimos

1
h(z) ':/aDC—de'

Por el Teorema 2.3.4(c) la funcién h es holomorfa en D, con derivada

, B 1
we= (S

Como el integrando de la ultima integral tiene una antiderivada (véase el Ejem-
plo 2.2.4(b)), K’ =0 en D. Por el Teorema 1.3.6 h es constante, y

h(z) = h(zy) = / !

8DC—20

d¢ = 2mi

es una consecuencia de (2.1.6). O



40 3 Funciones holomorfas

En la férmula (3.2.1) el integrando es continuamente diferenciable respecto a z. El
Teorema 2.3.4(c) permite intercambiar diferenciacion y integracion, asi que para z € D
obtenemos

(3.2.3) £(2) = % /w % ac.

El integrando nuevamente es holomorfo en z. Ademés, una representacion andloga vale
en cualquier punto z € G. En consecuencia, también f’ es una funcién holomorfa, y
podemos calcular su derivada mediante la formula (3.2.3), aplicada a f’. Eso implica el

3.2.2 Teorema. Cada funcion holomorfa es complejamente diferenciable infinitas veces.
Cualquiera de sus derivadas es una funcion holomorfa.

Derivando (3.2.1) n veces, obtenemos una férmula para la n-ésima derivada:
3.2.3 Teorema. Sean U C C abierto, f: U — C holomorfa y D CC U un disco.

Entonces para cada z € D yn € N se cumple

(3.2.4) f(z) = o /{m % dc.

2

La existencia de antiderivadas locales de una funciéon f implica por el Teorema 3.2.2
que f es holomorfa, ya que cada una de sus antiderivadas locales en una vecindad de un
punto es una funcién holomorfa. Esta observacién nos da algunos criterios de holomorfia:

3.2.4 Teorema (Morera). Sean U C C abierto y f: U — C una funcion continua tal

que
-

para todo tridngulo A C U. Entonces [ es una funcion holomorfa.

Demostracion. El Corolario 2.2.8 implica la existencia de antiderivadas locales para f.
La afirmacién es una consecuencia de la observacion de arriba. [

3.2.5 Teorema. Sean U C C abierto y f: U — C continua. Si existe un conjunto
discreto M C U tal que f es holomorfa en U\M, entonces f es holomorfa en todo U.

Demostracion. Sean zp € My D,(z) C U tal que D,(z9) N M = {z}. Por el Teore-
ma 3.1.3 f tiene una antiderivada en D, (z), es decir, es holomorfa en D,.(z). O

En el teorema anterior la condicién de continuidad puede ser debilitada. Formulamos
un resultado para nada mas un punto:

3.2.6 Teorema (de levantamiento de Riemann). Sea zy un punto en el conjunto abierto
U CCysea f: U\{z0} — C holomorfa. Si f es acotada en D,(zy) para un r > 0,
entonces existe una extension holomorfa de f a todo U.
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Demostracion. Ponemos

F() = {(()z — 20)f(2) z € U\{z}

zZ = 2.

La funcién F' es holomorfa en en U\{z}. Como f es acotada cerca de zy, F' es continua
en zg. Por el Teorema 3.2.5 F' es complejamente diferenciable en z,. Por consiguiente
existe una funcién A: U — C que es holomorfa en U\{2} y continua en zy, y que cumple

F(z) = (2 — 20)A(2) para todo z € U.

En U\{z} tenemos A = f por la construccién de F'. Nuevamente por el Teorema 3.2.5
también A es holomorfa en todo U, es decir, A es la extension de f que buscdbamos. [

3.3. Desarrollo en series de potencias

A parte de ser infinitas veces complejamente diferenciable, mostraremos aqui que una
funcién holomorfa tiene la propiedad de ser desarrollable en una serie de potencias en
cada punto. Esto significa para una funciéon f: U — C que para cada zy € U existen una

serie de potencias
o0

Z ag(z — zo)'C

k=0
con centro de desarrollo zy y radio de convergencia » > 0 y una vecindad abierta V' C
D, (z) NU tal que

o0

flz) = Z ap(z — z)" para todo z € V.

k=0
Por el Teorema 2.3.3 f es holomorfa en V' en ese caso.

3.3.1 Teorema. Sean U C C abierto y f: U — C holomorfa. Entonces [ es desarro-
llable en cada zog € U en una serie de potencias

(3.3.1) flz) = Zak(z — z)k.

Los coeficientes aj, son unicamente determinados por la formula

f(k)(zo)
ko
es decir, la serie es la Serie de Taylor de f en zy. Ella converge al menos en el disco

mas grande Dg(zo) que es un subconjunto de U. Sir € (0, R), entonces también vale la
representacion
1 f©)

"= % k(r,z0) (C - ZO)]H_I

(3.3.2) ap =

dc.
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Demostracion. Fijamos zy € U y consideramos el disco mas grande Dg(zp) que es un
subconjunto de U. Si U = C, ese disco es todo C. Ademés, sea r € (0, R) fijo, y sea
K= Kk(r, z0). Para |z — 29| < r tenemos por la férmula de Cauchy

(3.3.3)

" 2mi L — 2

Desarrollamos el Kernel de Cauchy 1/({—z) en una serie de potencias de (z—zg)/(¢—2o):

)
1 1 Z Z—ZO
g_z 1 — &% — 2 _Zok-l—l

(3.3.4) F(z) = % /(i %(z - zo)k) ac.

Para z fijo la serie

ol
||M8
(e}
—
S PN
N
ol
QN
= N
o
El
+
=

converge uniformemente en ( € k, ya que

z— 2o < |z — zo|
¢— 2

y por el Teorema 1.4.3. Como f es acotada en k, también la serie en el integrando de
(3.3.4) converge uniformemente en ¢ € k, asi que podemos intercambiar sumacién e
integracion por el Corolario 2.3.2. En consecuencia,

(3.3.5) f@):i(%/ﬁdg) (z — 2)F Zak 2= 20)F,

donde definimos
wm b [ O
Mo ) (¢ = z)ktT

El Teorema 3.2.3 implica la representacién (3.3.2), asi que los coeficientes ax son inde-
pendientes de . Como r € (0, R) era arbitrario, la serie en (3.3.5) converge localmente
uniformemente en Dg(zp).

Los coeficientes con la propiedad (3.3.1) son unicos, ya que derivacién de la serie da
la férmula (3.3.2). O

<1

r

En general no es cierto que la R del teorema anterior sea el radio de convergencia de la
serie de Taylor P. Puede pasar, si D es el disco de convergencia de P, que f no coincide
en todo U N D con P.
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3.3.2 Teorema. Sea

P(z) = Zak(z — z)F

una serie de potencias con disco de convergencia Dg(zy). Entonces P puede ser desarro-
llada en cada punto zy € Dg(zo) en una serie de potencias

Q(z) = bi(z — 2)".

El radio de convergencia de la nueva serie es al menos R — |z; — zo|.
Demostracion. Como P define una funciéon holomorfa, aplica el Teorema 3.3.1. O

3.3.3 Teorema. Si > ay(z — 20)* es una serie de potencias con funcién limite f y si
D es su disco de convergencia, entonces no existen una vecindad abierta U de D y una
extension holomorfa f de f a U.

Demostracion. Argumentamos por contradiccion. Si f fuera una extensién holomorfa de
f a U, entonces f tendria un desarrollo en una serie de potencias en z, que converge
en un disco D’ O D. Pero los coeficientes de las dos series tendrian que coincidir, por
(3.3.2), igual que sus radios de convergencia. jContradiccién! O

El ejemplo

1 o0
2\k
2 Z(—x )
1+ —
muestra que la afirmacién del Teorema 3.3.3 no es cierta en el anélisis real.

Un resumen de los resultados sobre funciones holomorfas es el siguiente

3.3.4 Teorema. Sean U C C abierto y f: U — C una funcion. Entonces son equiva-
lentes:

(1) f es holomorfa;

(1) f tiene antiderivadas locales;
(111) f es realmente diferenciable y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann;
(1tv) f tiene un desarrollo en una serie de potencias en cada zy € U.

Usemos los desarrollos en series de potencias como herramienta para analizar en mas
detalle las funciones holomorfas.

3.3.5 Definicién. Una funcion holomorfa f tiene un cero del orden n en z; si satisface
fzo)=f(z0) = =f"P(z)=0 v  [f"(x)#0

f asume el valor w del orden n en zy o tiene un punto w del orden n en zg si f —w tiene
un cero del orden n en z;.
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En vez de orden también se dice multiplicidad. Un cero del orden 0 no es un cero. El
orden oo también es posible. La funcion 2™ tiene un cero del orden n en 0.

3.3.6 Proposicion. Los siguientes incisos son equivalentes:
(1) f tiene un cero del orden n en zy;
(11) el desarrollo de Taylor en zy tiene la forma

f2) = ar(z — 2", an 7 0;

k=n
(111) existe una funcion holomorfa g en una vecindad abierta U de zy tal que

(3.3.6) g(z0) #0 Y f(z)=g(2)(z — z)" para todo z € U.

La equivalencia de los incisos (I1) y (111) se sigue considerando las series de Taylor de

fygen z.
La funcién f = 0 tiene un cero del orden co en cualquier punto zy € C. Lo siguiente

muestra que esa propiedad caracteriza a la funcion nula:

3.3.7 Teorema (Identidad). Sean G C C una region y f: G — C holomorfa. Entonces
son equivalentes:

(1) f=0;
(11) f tiene un cero del orden oo en G;
(111) existe un subconjunto no discreto N C G tal que f(z) =0 para todo z € N.

Un conjunto M C G es discreto si todo zy € G tiene una vecindad abierta U en G tal
que U N M es finito.

Demostracion. (1) implica (111): Es trivial.
(11) implica (11): Existe zg € Gy una sucesién (z;) € N tal que 2z, — 20 y 20 # 20
para todo ¢. Mostremos que f tiene un cero del orden oo en z;. Notemos primero que

F(20) = lim f(z) = 0.
{—00
Para la serie de Taylor

f(2) =) ar(z— z)"

de f en 2y eso implica que ag = 0. Por induccién, supongamos que ya hemos demostrado
que ap = a; = - -+ = a,—1 = 0. Dividimos (para ¢ suficientemente grande)

o0

0=f(z) =) ar(z — 2)*

k=n
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entre (z; — z9)" y obtenemos
(3.3.7) 0=a,+ (20 — 20)9(20),

con la funcién holomorfa

o0

g(z) == Z ap(z — z)F L

k=n+1

Como en la demostracion del Teorema 2.3.3 se muestra que el radio de convergencia de
g es igual al de la serie de Taylor de f. Dejando ¢ — oo en (3.3.7) da 0 = a,. Esto
concluye la demostracion de (11).

(11) implica (1): Supongamos que f tenga un cero del orden oo en zy € G. Conside-
ramos el conjunto

M:={zeG|fP(()=0, k€ Ny}.

Como

M= (V{zeG| ) =0}

keNy

y las funciones f*) son continuas, M es relativamente cerrado en G. Ademas, z, € M.
Por otro lado, si z; € M, entonces en la serie de Taylor

o0

f(2) =) ar(z—=2)"

k=0

de f en z; cumple que a = 0 para todo k € Ny, y entonces que f = 0 en una vecindad
de z1, por el Teorema 3.3.1. Pero esto implica que esa vecindad esta contenida en M, y
hemos mostrado que M es abierto. Como G es conexo, M = G y luego f =0en G. 0O

Una forma alternativa del teorema anterior es la siguiente:

3.3.8 Teorema. Sean G C C wuna region y f,g: G — C holomorfas. Entonces son
equivalentes:

() f=y;
(11) existe zg € G tal que f*)(z0) = g¥)(20) para todo k € Ny;
(111) eziste un subconjunto no discreto N C G tal que f(z) = g(z) para todo z € N.

Es una consecuencia del Teorema 3.3.7, aplicado a f — g. Los teoremas de identidad
muestran, por ejemplo, que una funcién holomorfa no constante en una regién asume un
valor w, contado con multiplicidades, s6lo un ntimero finito de veces en un compacto.

El teorema de identidad dice que una funcién holomorfa en una regién G esta deter-
minada por sus valores en un subconjunto de G' muy chico, por ejemplo, en un pedazo C
de una curva. Propiedades que son identidades entre funciones holomorfas en GG pueden
ser demostradas verificaindolas solamente en C. Este método de extender una propiedad
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de C' a todo G se llama el Principio de Permanencia. Damos un ejemplo: la funcién
f(z) := cot(nz) es holomorfa en C\Z; f tiene el periodo 1 en R\Z, es decir, las dos
funciones holomorfas f y f(1+ -) coinciden en el conjunto no discreto R\Z C C\Z. Por
el Principio de Permanencia esto es cierto en todo C\Z, asi que la periodicidad de la
cotangente se extiende de R\Z a todo C\Z.

Para calcular las series de Taylor, en general la formula ap = f%*(z)/k! no sirve
mucho, porque las derivadas de alto orden no son faciles de calcular. Pero al menos para
funciones racionales existe un método sencillo. Primero uno las escribe como una suma
finita de términos de la forma 1/(z — a)* (fracciones parciales). Para cualquier zy # a
tenemos la serie

> Z—ZO
3.3.8
( ) z—a Zo (@ — zp)k+1"

Ella converge en Dj,_,.((20). Para obtener las series de las funciones 1/(z — a)*, nada
mas hay que derivar k — 1 veces la serie de 1/(z — a).
Por ejemplo, desarrollemos la funcién

~1
(z—=1)%(z - 2)

f(z) =

en el punto 0. La representacion en fracciones parciales es

3.4. Desigualdades de Cauchy

3.4.1 Teorema (Desigualdades de Cauchy). Sea f holomorfa en una vecindad del disco
D,(29). Entonces se cumple para todo § € (0,7] la cota

|f(” (2) |f( )| para todo z € D,_s(z).

< 5 5” s
Demostracion. Para z € D,(zy) tenemos la férmula de Cauchy

F(z) = 2 SO g

211 Jop, (z) (€ — 2)"

Si z € D,_s(z) entonces |¢ — z| > d en el denominador del integrando. La afirmacién se
sigue de la desigualdad estandar, el Teorema 2.1.6. [

Usando 6 = r y 0 = /2 en el teorema anterior obtenemos el
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3.4.2 Corolario. En la situacion del Teorema 3.4.1 se cumplen

|
(3:4.1) 1)l < 5 mix [£(0)
Y
(3.4.2) 1fM(2)] < 2”+1n—! max |f(¢)] para todo z € D, a(2).

™ |¢—z0l=r

3.4.3 Nota. Para los coeficientes de la serie de potencias f(z) = > ap(z — 2)* el
Corolario 3.4.2 y la férmula (3.3.2) implican la cota

(3.43) lan] < = mix [£(C)]

" |¢—20|=r
3.4.4 Teorema (de convergencia de Weierstraf). Sea U C C abierto y sea (fx) una
sucesion de funciones holomorfas en U que converge localmente uniformemente a una
funcién f. Entonces f es holomorfa y todas las derivadas de (fy) convergen localmente
uniformemente a la derivada respectiva de f:

1= 1.

Demostracion. La funcién f es continua en U como limite localmente uniforme de una
sucesion de funciones continuas. Si 7 es una parametrizaciéon de la frontera de un trian-
gulo cerrado que esta contenido en U, entonces la convergencia uniforme de (fx) en tr~y
y el Teorema de Goursat implican que

[t [0

Por el Teorema de Morera la funcién f es holomorfa.

Por induccion es suficiente mostrar que f;, — f’ localmente uniformemente en U.
Sea entonces D := D,(zy) CC U. Apliquemos a f — f; las desigualdades de Cauchy,
ecuacion (3.4.2):

F1(2) = F() <2 méx 1£(Q) = fu(Q)]  para todo z € D, ().

T |C—Zo|:T

La convergencia uniforme de (f) en D,(2) implica la convergencia uniforme de (f;) en
DT/Q(Z’()). L]

Otra consecuencia sencilla de las desigualdades de Cauchy son el principio del maximo
y del minimo, de la aplicacién abierta y de la invariancia de regiones. Empecemos con
un principio del minimo muy particular:

3.4.5 Lema. Sea la funcién f holomorfa en una vecindad de D,(z). Si se cumple
fGoll < min |£()
z—zo|=r

entonces f tiene un cero en D,(2).
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Demostracién. Supongamos por contradiccion que f no tenga cero en D, (2p). Entonces
g :=1/f es una funcién holomorfa en una vecindad de D,(z), ya que |f] > 0 en S,(2o).
Las desigualdades de Cauchy para n = 0 implican

l9(20)] < madx |g(2)],

|z—zo|=r
es decir,
1 < , 1 1
—— < max = — ,
[f(20)| ™ le=zol=r [f(2)]  ming_ [ f(2)]
en contradiccién con la hipotesis. [

3.4.6 Definicion. Sean X y Y dos espacios topologicos. Un mapeo f: X — Y es abierto
si f(U) es abierto en Y para cada subconjunto abierto U de X.

3.4.7 Teorema (Invariancia de la region, funcién abierta). Sean G una region y f: G —
C holomorfa y no constante. Entonces f(G) es una region y f es una funcion abierta.

Demostracion. Como f es continua, f(G) es conexo. Sea U C G abierto. Sean wy € f(U)
y 2o € U tales que f(z9) = wp. Por el Teorema de Identidad y porque f no es constante
existe r > 0 tal que D,(z9) CC U y tal que z es el inico punto wy en D,(2). Luego
existe € > 0 tal que

|f(2) —wo| > 3¢ para todo z € S,(2p).
Mostremos que D.(wg) C f(U). Si w € D.(wp), entonces
|f(z) —w| > |f(2) —wo)| — |w—wp| >3 —e=2¢ para todo z € S,(2).
Por otro lado tenemos para z = zy que
|f(20) = w| = |w —wo| <e.

El Lema 3.4.5 implica que f — w tiene al menos un cero en D,(z), lo que implica que
w € f(U). Con eso hemos mostrado que D.(wg) C f(U). Como wy € f(U) era arbitrario,
f(U) es abierto. O

Una implicacion del teorema anterior es que una funcién holomorfa en una regién es
constante si su parte real o imaginaria es constante, o si su valor absoluto es constante.

3.4.8 Teorema (Principio del Méximo para funciones holomorfas). Sean G una regién
y [+ G — C holomorfa.

(a) Si|f| tiene en zop € G un mdzimo local, entonces f es constante en G.

(b) Si ademds G es acotado y f continua en G, entonces |f| alcanza su mdzimo sobre
G en un punto de 0G:

max|f(z)| = mdx|f(z)[.

z€G z€0G
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Demostracion. Sea U C G una vecindad abierta de zg tal que |f(20)| > | f(2)| para todo
z € U. Entonces

fU) € {w e Cllw| < [f(=0)[}-

Esto implica que f(U) no es una vecindad de f(zp). Por el Teorema 3.4.7 obtenemos que
f=f(z) en U, y el Teorema 3.3.8 dice que f es constante en todo G.
La segunda afirmacion es una consecuencia sencilla de la primera. ]

Andalogamente tenemos el

3.4.9 Teorema (Principio de Minimo para funciones holomorfas). Sean G una regién
y [+ G — C holomorfa.

(a) Si|f] tiene en zo € G un minimo local, entonces f(zy) =0 o f es constante en G.

(b) Si ademds G es acotado y f continua en G, entonces f tiene ceros en G o |f|
alcanza su minimo sobre G en un punto de 0G:

min|f(z)| = min|f(z)].

zelG z€0G

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 3.4.8 a la funcién 1/f. [

3.5. La Propiedad del Promedio

En la seccion anterior deducimos el Principio del médximo de la invariancia de la region.
Aqui mostremos que en realidad el principio del méaximo es cierto para una clase de
funciones mas grande, las que satisfacen una propiedad de promedios.

Si f es holomorfa en un conjunto abierto U, zg € U y D,(zy) CC U para un r > 0,
entonces la formula integral de Cauchy implica

1 f(€) 1 o flzo+re") 4 1 o it
f(z0) = 3 /(mo) —d¢{ = — —rie dt = %/0 f(zo + re”) dt.

¢ — 2o 27 Jo reit

En otras palabras, el valor de f en zy es el promedio de los valores de la funcién t
f(20 + re') en el intervalo [0, 27].

3.5.1 Definicién. Una funcion f en el conjunto abierto U tiene la propiedad del promedio
si es continua y si existe, para cada zgp € U, un R > 0 tal que para todo r € (0, R] se

tiene )
1 ™

= +re') dt.
flz0) = o i f(z0 +re”)
Denotamos a la integral de arriba por pu,(f, z9). Ya demostramos arriba que
3.5.2 Teorema. Funciones holomorfas tienen la propiedad del promedio.

La propiedad del promedio es invariante bajo combinaciones lineales y bajo conjuga-
cion:
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3.5.3 Teorema. Tengan [ y g la propiedad del promedio. Entonces también af + bg
tiene la propiedad del promedio si a,b € C. Ademds, f, f yIm f tienen la propiedad del
promedio.

Demostracion. Esto se sigue de las propiedades de integrales tratadas en la seccion 2.1.
O

Por ejemplo, la funcién 1/x = Re z tiene la propiedad del promedio.

3.5.4 Teorema. Sean U abiertoy f: U — C una funcion con la propiedad del promedio.
Si |f| tiene en zp € U un mdzimo local, entonces f es constante en una vecindad de 2.

Demostracion. Si f(zg) = 0, entonces trivialmente f = 0 en una vecindad de z. Supon-
gamos que f(z9) # 0. Entonces existe ¢ € C tal que ¢f(z9) = |f(20)]. Reemplazando f
por cf (la cual también tiene la propiedad del promedio) podemos suponer que f(z) > 0.
Escogemos R > 0 tal que

f(zo0) > |f(2)] para todo z € Dg(2)
f(z0) = pr(f, 20) para todo r € (0, R].

Definimos la funcién g(z) := Re f(z) — f(20), la cual también tiene la propiedad del
promedio. Ademas se cumple que

9(2) < [f(2)| = f(20) <0 para todo z € Dg(2)
y g(20) = 0. Si r € (0, R], entonces

1

2
0= gc0) = pnlgz0) = - [ g+ e
0

Como el integrando es continuo en [0, 27| y siempre no positivo, se sigue que g(zo +7“eit) =
0 para t € [0,27]. Como r € (0, R] era arbitrario, obtenemos g = 0 en Dg(z). Por la
definicién de g esto implica que Re f = f(zo) en Dg(z). Las desigualdades

I < f(z0) =Re f < |f],
implican que |f| = Re f y luego que f = Re f = f(z9) en Dg(2). O]

3.5.5 Teorema. Sean G una region y f: G — C una funcion con la propiedad del
promedio. Si |f| alcanza un mdzimo global en zy € G, entonces f es constante. Si G es
acotado y f continua en G, entonces |f| alcanza su mdzimo sobre G en 0G.

Demostracién. Sean f(z)) = cy M := f~'(c). Entonces M es relativamente cerrado en
G y no vacio. Para cualquier z; € M se cumple que z; es un maximo local de f, asi que
f = c en una vecindad de z;, por el Teorema 3.5.4. Eso implica que z; € int M. Como
z1 € M era arbitrario, obtenemos que M es abierto. Como G es conexo, M = G, es decir,
f es constante. La segunda afirmacién es una consecuencia sencilla de la primera. O]

3.5.6 Nota. Es un ejercicio sencillo comprobar principios del maximo para funciones
reales con la propiedad del promedio, andlogos al Teorema 3.5.4 y al Teorema 3.5.5. En
esto, veremos mas adelante que en verdad un maximo local interior es suficiente en el
Teorema 3.5.5 para funciones reales.
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3.6. Funciones enteras y polinomios

Recordemos que las funciones enteras son las que son definidas y holomorfas en todo C.
Una funcién entera es desarrollable en cualquier zyg € C en una serie de potencias con
radio de convergencia co. Polinomios son funciones enteras. Una funcién entera que no es
un polinomio se llama una funcion trascendente. Investigaremos aqui el comportamiento
de funciones enteras para |z| grande.

Mostremos primero que la potencia mas grande de un polinomio domina el compor-
tamiento del mismo.

3.6.1 Teorema. Sea p(z) := > ,_,arz" un polinomio del grado n. Entonces se cumple

(3.6.1) Ip(2)| < (Z\aﬂ) |z|" para todo z € C\D;(0).
k=0
Ademds existe, para todo € € (0,1), un p. > 1 tal que para todo z € C\D,_(0) se cumple

(3.6.2) (1 =&)lan] [2]" < [p(2)] < (1 +€)]an| |2[".

Demostracion. La desigualdad (3.6.1) es una consecuencia directa de la desigualdad del
tridngulo, usando |z| > 1:

n
E aka
k=0

n n
< Salllt < (Slan el
k=0 k=0

Definimos
n—1
~ L k;
p(Z) T Z CLkZ 9
k=0
asi que

p(z) = p(2) + anz".
Sea ¢ € (0,1). Como a,, # 0, podemos definir

n—1
1
Pe = Mmaxs 1, —E a }
€ { 5\an| ko‘ k|

En consecuencia, con (3.6.1) se sigue para |z| > p. que
n—1 1 n—1
) < (Xleul ) = 5 (ol ) o1 < e 1
k=0 k=0

y luego que

(1= e)fan] [2[" < fan] [2[* = [p(2)] < |p(2)] < lan] |2[* + [p(2)] < (1 +€)lan| |2[*. O
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3.6.2 Nota. La demostracion del Teorema 3.6.1 muestra (dejando € — 1) que todos los
ceros del polinomio estan contenidos en el disco cerrado

n—1
1
{z eCllz| < méx{l, ol E |ak|}}
Qn
k=0

3.6.3 Teorema (Teorema fundamental del Algebra). Todo polinomio no constante com-
plejo tiene un cero en C.

Demostracion. Sea p(z) un polinomio del grado n > 1. En el Teorema 3.6.1 escogemos
e =1/2 y R > max{l, p.} tan grande que |p(0)| < |a,|R"/2 es cierto. Entonces
Ip(0)| < minj,—g|p(z)|, asi que el principio del minimo (Teorema 3.4.9) implica que p
tiene un cero en Dg(0). O

Mostremos ahora la inversion del Teorema 3.6.1, la cual nos proporcionard otra de-
mostracion del Teorema Fundamental del Algebra.

3.6.4 Teorema. Sea f una funcion entera. Si exvisten n € N y M, R > 0 tales que
|f(2)] < M|z|™ para todo z € C\Dg(0), entonces f es un polinomio del grado a lo mds
n.

Demostracion. Consideremos la serie de Taylor de f en 0:

o0

flz) = Z apzt.

k=0

Por las desigualdades de Cauchy (3.4.3) tenemos para r > R que

lag| < r 7" r|n|ax|f(z)| <r M.
z|l=r

Para k > n dejamos tender » — oo en esta desigualdad y obtenemos a; = 0, es decir, f

es un polinomio del grado a lo més n. O

Un caso particular (n = 0) estd tan usado que lo formulamos a parte:
3.6.5 Teorema (Liouville). Una funcion entera y acotada es constante.

El Teorema de Liouville nos proporciona otra demostracion del Teorema Fundamental
del Algebra: si p(2) es un polinomio sin ceros en C, entonces la funciéon f := 1/p también
es entera. Nuevamente por el Teorema 3.6.1 existen M, R > 0 tales que |p(z)| > M|z|"
para todo z € C\Dg(0). Aqui n es el grado de p. Esto implica que f es acotada en
C\Dr(0). Por otro lado, f también es acotada en Dg(0), ya que es continua en ese
conjunto compacto. Por el Teorema de Liouville f es constante y asi p también lo es.

Nétese que todos estos resultados tltimamente son consecuencias de las desigualdades
de Cauchy.

El Teorema fundamental del Algebra implica la representacion de polinomios por un
producto de factores lineales, aplicando la Proposicion 3.3.6(111) y divisién en el anillo
de polinomios:
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3.6.6 Teorema. Sea p(z) un polinomio del grado n > 1. Los ceros de p sean denotados
por by, by, ..., bg, y sus multiplicidades respectivas por my,ma, ..., myg. Entonces existe
c € C tal que

p(z) = cH(z — by)™

(=1

para todo z € C.

Una consecuencia es que p asume cada w € C precisamente n veces, contados con las
multiplicidades. Esto es porque los puntos en p~1(w) son los ceros del polinomio p — w.

En los resultados anteriores vimos que son precisamente los polinomios que crecen a lo
més como una potencia de |z| cuando |z| — oo. Por otro lado, las funciones trascendentes
tienen un comportamiento mucho menos controlado. Recordemos, por ejemplo, que la
exponencial es una biyeccién de la tira

{zeCla<Imz<a+2n}

con C para cualquier a € R, asi que todo elemento de C est4 asumido por exp infinitas
veces. En general podemos mostrar por el momento:

3.6.7 Teorema. Sea f una funcion entera trascendente. Entonces f(C\Dg) es denso
en C para todo R > 0.

En otras palabras, para cada wy € C existe una sucesiéon (z;) € C tal que f(zx) — wo
y |2x| — oo cuando k — oc.

Demostracion. Por contradiccion supongamos que existen wyg € C, R > 1y € > 0 tales
que f(C\Dg) C C\D.(wp). Como f no es constante, f sélo tiene un nimero finito de

puntos wg en Dg(0), denotados por by, by, . .., by, con multiplicidades my, ma, ..., my. Por

la férmula )
o fl2) —wo
g(z) = TN

definimos una funcién entera sin ceros. Aqui usamos la representacion de ceros dada en
la Proposicién 3.3.6(111). En seguida, también 1/g es una funcién entera. Por el Teore-
ma 3.6.1 tenemos que

S Cllz‘nu

[z = b0

con una constante C; > 0y n := my + mo + --- + my. Como ademés |f(z) — wo| > ¢
para |z| > R, obtenemos

1
— | < Olz|™ tod C\Dgp(0).
‘g(z)‘ < Cyl7| para todo z € C\Dg(0)



54 3 Funciones holomorfas

Aqui Cy > 0 es otra constante. Por el Teorema 3.6.4 1/¢g es un polinomio. Como 1/¢ no
tiene ceros, 1/g y asi también g son funciones constantes, g = ¢ € C. Esto implica por
la definicién de g que

f(z) =wo+c]J(z = bo)™

=1
es un polinomio, una contradiccion. [

Una consecuencia inmediata es un resultado andlogo al Teorema 3.6.4:

3.6.8 Teorema. Sea f una funcion entera. Si evisten n € N y M, R > 0 tales que
|f(2)] > M|z|™ para todo z € C\Dg(0), entonces f es un polinomio del grado al menos
n.

Demostracion. Para z € C\Dpg se cumple que |f(z)| > MR". Entonces 0 ¢ f(C\Dg).
Por el Teorema 3.6.7 f es un polinomio del grado m. El Teorema 3.6.1 implica que

M{z[" < |f(2)] < My|2|™
para todo z € C\Dg, con un R; > R. Por consiguiente,
2" < My /M

cuando |z| — oo, es decir, m > n. ]

3.7. Funciones realmente analiticas

A las funciones holomorfas también las llamamos (complejamente) analiticas. Para el
analisis real existe una nociéon analoga: sean U C R abierto y f: U — R infinitas veces
realmente diferenciable. Si f tiene en cada xy € U una serie de Taylor con radio de
convergencia positivo, y si f coincide con las funciones limite de su series de Taylor,
entonces f es realmente analitica.

En la seccion 1.5 vimos que algunas de la funciones realmente analiticas elementales
tienen extensiones a funciones holomorfas en subconjuntos abiertos de C. Introduzcamos
ese procedimiento para el caso general:

3.7.1 Definiciéon. Sean I C R un intervalo abierto y f: I — R una funciéon. Una
extension holomorfa de f es una funcién holomorfa F': U — C en un conjunto abierto
UCCtalquesecumple I CU vy F|; = f.

Polinomios reales y funciones racionales reales tienen extensiones holomorfas inmedia-
tas, simplemente reemplazando a x por z.

Si f tiene una extensién holomorfa F', ella tiene un desarrollo en su serie de Taylor
en un ro € I. Ademas, f es infinitas veces diferenciable, y las derivadas de f en xg
coinciden con las de F'. Entonces las series de Taylor de f y F' también coinciden en x.
Eso muestra que f necesariamente es realmente analitica. Veremos que esa condicion es
suficiente para la existencia de extensiones holomorfas:
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3.7.2 Teorema. Sean I un intervalo abierto y f: I — R una funcion. Entonces f tiene
una extension holomorfa si y solo si f es realmente analitica.

Demostracion. Para x € I sea r, > 0 el radio de convergencia de la serie de Taylor de f
en z. En el disco U, := D, (x) C C definimos la funcién holomorfa F, por

L) (y

k!
k=0

Si para z1,z9 € I la interseccion U, NU,, no es vacia, entonces contiene un subintervalo
abierto J no vacio de I. Para = € J se tiene que F, (z) = f(x) = F,,(z). Por el
Teorema 3.3.8 F,, y F,, coinciden en U,, NU,,. Eso nos permite definir en U := {J,.; U,
una extension holomorfa F' de f mediante

F(z):= F.(z) si z € U,. O

Por el Teorema 3.3.8 una funcién realmente analitica sélo posee a lo mas una extension
holomorfa a una regiéon. Por otro lado puede pasa que dos extensiones analiticas de f en
abiertos U; y Us no coinciden en U; N U, si esa interseccion no es conexa.

3.7.3 Teorema. Sean I C R un intervalo y f: I — R una funcion que es infinitas veces
realmente diferenciable. f es realmente analitica si y solo si para cada xo € I existen
constantes K,§ > 0 tales que para todo n € N y todo x € I con |x — xo| < 0 se cumple
que

(3.7.1)

Demostracion. Sean xg € I 'y K, > 0 tales que para todon € Ny z € [ con |x — x|
se cumple (3.7.1). Fijamos tal z y ponemos r := |z — xy| < J. Para cada n € N existe
sp € [0,1] tal que

L fw) Zo ") (20 + s, (z — o
372 fa) = 3 I g LR )
k=0 ’ ’

por el Teorema de Taylor. Como zg + s,(x — o) € (xg — §,x9 + J), la hipStesis implica

que
r n
< -
<x(3)

para todo n € N. 'Y como 7/§ < 1, esto implica junto con (3.7.2) que la serie de Taylor
de f converge en z a f(z). Como eso es cierto en una vecindad de xg, y como zg € I era
arbitrario, f es realmente analitica.

Inversamente sea f realmente analitica. Sean x¢ € I y ' > 0 el radio de convergencia
de la serie de Taylor de f en xq. Sea F' la extension holomorfa de f a D, (xg). Escogemos

o (l’o + sp(z — xo))
n!

(x — xo)"
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d € (0,7'/2) y ponemos r := 2J. Las desigualdades de Cauchy (Teorema 3.4.1) implican

que
(n)
@5 < 9 max |F(0)
n! ¢€Dr(z0)
para todo n € Ny z € Ds(xo). O
Notese que en el ultimo teorema utilizamos resultados del andlisis complejo (las de-
sigualdades de Cauchy) para demostrar un resultado del analisis real.

3.8. Funciones armonicas

En esta seccion estudiaremos las partes reales y imaginarias de funciones holomorfas.
Recordemos que una funciéon holomorfa cumple que

0*f O _, 0

o2 | Oy? 9207~

ya que f es realmente diferenciable infinitas veces. Esto es una consecuencia de las reglas
de diferenciacion al final de la seccién 1.3. Repetimos la calculacion explicitamente: si
f = u+iv con funciones reales u y v, entonces calculamos con las ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

Usz + Uyy = (Ua)a + (Uy)y = (Vy)a + (—Va)y = Uy — Vay = 0.
Similarmente obtenemos
Vg + Vyy = (Vz)e + (Vy)y = (—Uy)z + (Uz)y = Uy + Uzy = 0.

Definimos el Laplaciano, un operador diferencial dado por

02 02
92 " o

Una funcion f: U — C es armonica en el conjunto abierto U C C si es dos veces real y
continuamente diferenciable y satisface la ecuacién diferencial parcial

Af =0

en U. Como el Laplaciano cumple Af = Af, una funcién f = u + iv con u, v funciones
reales es armonica si y sélo si u y v lo son. Como el Laplaciano es un operador C-lineal,
el conjunto de las funciones arménicas en U es un espacio vectorial sobre C. Incluye las
funciones constantes.

Ya demostramos arriba que

3.8.1 Teorema. Funciones holomorfas y sus partes reales y imaginarias son funciones
armonicas.
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Inversamente tenemos

3.8.2 Teorema. Sea G C C abierto y convexo. Entonces cada funcion real armonica en
G es parte real de una funcion holomorfa, y parte imaginaria de otra funcion holomortfa.

Demostracion. Sea u: G — R armonica. El campo vectorial

v ()

satisface (—uy)y = —Uyy = Uz = (Uy), en G, es decir, V es el gradiente de una funcién
v: G — R que es dos veces real y continuamente diferenciable. Ya que v, = —u, y
Uy = Uy, la funcién f := u 4 iv es holomorfa. Ademads, la funcién g :=if es holomorfa y
tiene la parte imaginaria u. O

3.8.3 Corolario. Una funcion real armonica en un subconjunto abierto U de C es
infinitas veces realmente diferenciable.

Demostracion. Siu: U — R es armoénica, zg € C, ysir > 0 es tal que D := D,.(z) C U,
entonces u es la parte real de una funcién holomorfa f definida en D, por el Teorema 3.8.2.

Esto implica que f y por tanto también v son infinitas veces realmente diferenciables en
D. O

3.8.4 Teorema (Teorema de Identidad para funciones armoénicas). Sean G C C una
region y u: G — R una funcion arménica. Si existe un subconjunto abierto y no vacio
U de G tal que u|y =0, entonces u=0 en G.

Demostracion. Definimos el conjunto
V:={z€ G| u=0 en una vecindad de z}.

Como U C V|V # @. Obviamente V es abierto. Mostremos que V es relativamente
cerrado en G. Sea zp € V N G (esta es la cerradura de V en G). Existen un disco
D := D,(z) CC Gy, por el Teorema 3.8.2, una funcién holomorfa f en D tales que u es
la parte real de f en D. El conjunto DNV es abierto y no vacio. Sea entonces z; € VN D.
La parte real u de f se anula en una vecindad de z; en D. Por el Teorema 3.4.7 f es
constante en D, es decir, u = 0 en D. Eso implica que zy € V. Como 2z, € V NG era
arbitrario, obtenemos que V NG = V, es decir, que V es relativamente cerrado en G.
Como G es conexo, V = G. H

Notese que el Teorema anterior permite que una funcion armoénica se anule en un
conjunto no discreto sin que la funcién necesariamente sea constante. Por ejemplo, la
funcién Re 2z es armoénica en C, no constante, y se anula en el conjunto no discreto iR. El
Teorema de Identidad para funciones armoénicas es menos fuerte que el para funciones
holomorfas.

Una consecuencia inmediata de Teorema 3.8.2, Teorema 3.5.2 y Teorema 3.5.3 es el

3.8.5 Teorema. Funciones armonicas tienen la propiedad del promedio.
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3.8.6 Teorema (Principio del Maximo y del Minimo para funciones arménicas). Sean
G C C una region y u: G — R una funcion armonica.

(a) Siwu alcanza un mdzimo (minimo) local en zy € G, entonces u es constante.

(b) Si G es acotado y u continua en G, entonces u alcanza su mdximo (minimo) sobre
G en 0G.

Demostracion. Si u tiene un maximo local en zy € G, Teorema 3.8.5, Teorema 3.5.4 y
Nota 3.5.6 implican que u es constante en una vecindad de zy. Por el Teorema 3.8.4 u es
constante en GG. La afirmacién para el minimo se sigue aplicando la anterior a la funcién
—u. El inciso (b) es una consecuencia sencilla de estos hechos. O

Por el Teorema 3.8.2 las funciones reales armoénicas determinan las funciones holo-
morfas, médulo una constante. Esta es la razon para también estudiar las funciones
armoénicas en el analisis complejo. En el resto de esta seccién desarrollaremos una For-
mula de Cauchy real para funciones armonicas reales y veremos consecuencias de ella,
por ejemplo una caracterizacién de las funciones arménicas como las funciones reales que
tienen la propiedad del promedio. El problema de Dirichlet, que estudiaremos en esto,
es un punto de partida para el campo de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas,
mostrando nuevamente la conexion del andlisis complejo con muchos otros campos de
las matematicas.

Mostremos una variante de la férmula de Cauchy que conmuta con las proyecciones a
las partes reales y imaginarias:

3.8.7 Teorema. Sean R > 0 y f holomorfa en una vecindad de Dg. Entonces

R 2
=5 / f(Re") % dt para todo z € Dg.

Demostracion. Por la formula de Cauchy tenemos, para z € Dg, la expresién

R oy L[ SRR
27r1 C—z 27r1 o Reit—z 277 o R—elz

Apliquemos esta férmula a la funcién w — f(w)/(R?* — zw), la cual es holomorfa en una
vecindad de Dg, en el punto w = z:

(O o ()
R?—|z]2 27 (R? — Re''z)(R — e it2)
1 (R
21 )y |R—emitz)?
i 27 f(Rezt)
21 J, |Reit — 2|2

dt

dt,

es decir, la afirmacion. O
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3.8.8 Definicién. La funcion

1P =1z

PO =0 e—ap

se llama el Kernel de Poisson.

3.8.9 Teorema (Férmula Integral de Poisson). Siu: Dr — R es continua, y armdnica
en Dg, entonces

2m
u(z) = / u(Re")P(Re", ) dt para todo z € Dp.
0

Demostracion. Supongamos primero que u sea armonica en una vecindad convexa U de
Dp. Entonces u es la parte real de una funcién holomorfa f en U que tiene la represen-
tacion
2
= / f(Re")P(Re", z) dt para todo z € Dp,
0
por el Teorema 3.8.7. Como P es una funcién real, basta tomar la parte real en esta

identidad para obtener la representacion de Poisson para u.
Sea ahora u como en la afirmacion. Definimos una sucesiéon de funciones por

1
uk(z)::u((l—g)z) para z € Dgy/—1), k=2,3,.

Entonces cada funcién uy es armonica en la vecindad Dpgy -1y de Dr, asi que
2 ) )
(3.8.1) ug(z) = / up(Re™) P(Re", ) dt para todo z € Dg.
0

Fijamos z € Dg. Como u es uniformemente continua en Dpg, la sucesion (uy) converge
uniformemente en Dg a la funcion limite u. Por el Teorema 2.3.1 la afirmacion se sigue

de (3.8.1). 0

3.8.10 Nota. El Kernel de Poisson tiene, para R > 0, ( € Sgy 2 € Dg, las propiedades
P(¢.2) >0y

2
(3.8.2) / P(Re", 2)dt = 1.
0

La ultima identidad es una consecuencia del Teorema 3.8.9, aplicado a la funcién armé-
nica constante 1. En seguida, la Formula Integral de Poisson dice que el valor de una
funcién armoénica en un punto z en el interior de un disco es un promedio de los valores
en la frontera, con un peso que depende de z.
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3.8.11 Teorema. Sea h: Sg — R una funcion continua. Entonces la funcion

21
/ h(Re')P(Re", z) dt, z € Dp,
0

u(z) ==

h(z), z € SR,

es continua en Dy y armonica en Dg.

Demostracion. Para ( € Si fijoy z € Dg tenemos que

1 ¢+zy_ 11 C—i—z C+z 1 [¢2 = 121>

Entonces P((, z) es la parte real de la funcién holomorfa (en z)

1 (+=
2r (— 2’

es decir, P((, ) es arménica en Dg. En la definicién de u podemos derivar bajo la integral
y obtenemos Au = 0 en Dg.

Para mostrar la continuidad sea zy = Re'®® € S fijo. Para simplificar la demostracién,
sélo tratamos el caso de tg € (0,27). El caso tg = 0 tiene la misma prueba, con notacién
modificada. Sea € > 0. Fijamos dy > 0 tan chico que

J = [to - 250,t0 + 250] Q [O, 27'(']
y

(3.8.3) |h(Re") — h(z)| < para todo t € J.

DO | ™

Definimos ademas el sector
Y= {re" |r €[0,R), t €[ty — do,to + o]} C Dp.
Fijamos ¢ > 0 tal que
|Re' — 2| > ¢ paratodo z €3, t € M :=[0,27]\J.

Si z € 3, entonces por (3.8.2)

u(z) — ulzo) = /0 "(h(Re") — h(z0))P(Re", ) dt

= /J(h(Reit) — h(20))P(Re", 2) dt + /M(h(Reit) — h(20))P(Re", 2) dt
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Estimamos, usando (3.8.2), P > 0y (3.8.3)
) ) c 2w ) c
|| < /|h(Re‘t) — h(20)|P(Re", 2) dt < 5/ P(Re", 2)dt = 3
J 0

Por otro lado, con K := méax|h| estimamos

1< o [ (R + ) e L
< - a
= 2R 1),
Fijamos ¢ > 0 tal que
e
Vz € Ds(z) N Dg: ZEY y R2—|z\2§E.

Esto es posible ya que zy € Sg v 2 = Re'™, donde ¢, es el centro de J. Se sigue que si
z € Ds(z9) N Dg, entonces

|| <

DO ™

€
2] < 3
y luego |u(z) — u(zy)| < e. Para z € Ds(z) N Sk tenemos que z = Re' con t €
[to — 0o, to + do] C J, es decir, |u(z) — u(zp)| = |h(2) — h(z20)| < €/2, por la definicién
de J. Eso muestra que |u(z) — u(2)| < € siempre cuando z € Dg cumple |z — 2| < 4.
Como € > 0y zy € Sg eran arbitrarios, eso muestra la continuidad de u en Dg. O

En el Teorema anterior resolvimos el caso particular del disco para el Problema de
Dirichlet: si G C C es una region y h: 0G — R una funcién continua, encontrar una
funcién continua u: G — R tal que u es armoénica en G'y tal que u|sg = h. Si existe una
solucién para el problema de Dirichlet, ella siempre es la tinica:

3.8.12 Teorema. Sea G C C una region acotada. Entonces existe a lo mds una solucion
de un problema de Dirichlet en G.

Demostracion. Sean h: 0G — R continua y u, v dos soluciones del problema de Dirichlet
asociado. Entonces u — v es continua en (G, arménica en G y se anula en 0G. Por el

Teorema 3.8.6 © — v asume su minimo y su maximo en 0G, es decir, u—v =0en G. [

3.8.13 Teorema. Una funcion es armonica si y solo si tiene la propiedad del promedio.
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Demostracion. Que una funcién armoénica tiene la propiedad del promedio se demostrd
en el Teorema 3.8.5. Inversamente, sean U C C abierto y u: U — R una funcién con
la propiedad del promedio. Sea zg € U y r > 0 tal que D := D,(zy) CC U. Entonces
existe una funcién continua v: D — R que es arménica en D y cumple v|op = ulsp, por
el Teorema 3.8.11. Por el Teorema 3.8.5 la funcién u — v también tiene la propiedad del
promedio, y se anula en 0D. El Teorema 3.5.5 implica que u — v alcanza su maximo y su
minimo en 9D, es decir, u = v en D y u es arménica en D. Como 2z, € U era arbitrario,
u es armoénica en U. O

3.8.14 Nota. La combinacién del Teorema 3.8.13 con el Teorema 3.8.6 mejora el Teore-
ma 3.5.4: si una funciéon real con la propiedad del promedio tiene un maximo o minimo
local en una region, entonces es constante en ella.

3.9. Extension por reflexién

Mostraremos aqui que una funciéon armoénica o holomorfa puede ser extendida al otro
lado de la frontera de su dominio si la frontera es suficientemente regular y si la funcién
se comporta bien cerca de la frontera.

Denotaremos en esta seccion para A C C

AF={z€A|+Imz >0}

Recordemos que el operador de conjugacién es un operador real lineal de R? en R,
la reflexion en R x {0}. Decimos que un subconjunto A C C es simétrico respecto a
(reflexion en) R si

A={zeC|ze A} =A

3.9.1 Teorema (Principio de reflexién de Schwarz para funciones armoénicas). Sea G C
C una region simétrica respecto a R y sea v: GT — R una funcién armdnica tal que

3.9.1 Ii = 0.
( ) dist(i,rg&l)—w U<Z)
2€GT

Entonces existe una y solo una extension armonica v de v a G. Ella tiene las propiedades

(3.9.2) 0(z) = —v(2) para todo z € G~
Y
(3.9.3) 0(z) =0 para todo z € G NR.

Demostracion. Definimos la funcion o: G — R por
v(z), zeGT,

0(z) =10, ze€ GNR,
—v(Z), zeG.
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Por (3.9.1) © es continua. Es facil ver que ¢ es arménica en G, asi que 0 tiene la
propiedad del promedio en G\R, por el Teorema 3.8.5. Si zyp € GNR, sea R > 0 tan
pequenio que Dg(z) C G. Para cualquier r € (0, R] obtenemos que

2 ™ 2m
/ 0(z0 +re’)dt = / (20 + re') dt + / (20 + re') dt
0 Oﬂ— | 7r27r |
= / v(zo + re’) dt — / v(zo +re”") dt
0 s
= / v(zo 4 re) dt — / v(zo 4 re’) dt
0 —

2

:/ v(zo+re“)dt—/ v(z + re') dt
0 0
= 0.

Por lo tanto, ¢ tiene la propiedad del promedio en todo G, y el Teorema 3.8.13 implica
que ¥ es armoénica en GG. Por el Teorema 3.8.4 la funcién es la tinica extensién armoénica
devad. O]

3.9.2 Nota. Si G C C es una regioén simétrica respecto a Ry v: GT — R una funcién
infinitas veces diferenciable tal que (3.9.1) se cumple, la extension continua definida por ¢
como en el Teorema 3.9.1 en general no es diferenciable en GNR. Por ello es sorprendente
que en caso de una funcién armonica la extension por reflexion da una funcién infinitas
veces diferenciable (vea el Corolario 3.8.3).

3.9.3 Teorema (Principio de reflexién de Schwarz para funciones holomorfas). Sea
G C C una regién simétrica respecto a R y sea f: GT — C una funcién holomorfa tal
que

(3.9.4) lim  Im f(z) =0.

dist(z,R)—0
2€GT

Entonces existe una y solo una extension holomorfa f de f a G. Ella tiene las propiedades

(3.9.5) f(2) = f(2) para todo z € G~
Y
(3.9.6) Im f(z) =0 para todo z € G NR.

Demostracion. Primero mostramos que cualquier extension holomorfa g de f a G cumple
que

(3.9.7) g9(z) = f(2) para todo z € G~

Definimos ¢: C — C por ¢(z) := 2y h(z) := g(2) para z € G, asi que h = gop. Usando
las férmulas sobre las derivadas de Wirtinger obtenemos
oh_0g D¢ 03 ¢ _ Dy 0z Ty o
9z  Ow 0z Ow 0z 0w 0z Ow 0z
=0 =0

(3.9.8)
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es decir, h es una funcién holomorfa en G. Notamos que g y h coinciden en el subconjunto
no discreto G NR de G ya que g, siendo una extensién continua de f, necesariamente es
real alla. Como también g es holomorfa, g = h en G, por el Teorema 3.3.8. Eso demuestra
(3.9.7).

Sea f = u + iv con funciones u,v: GT — R. Primero fijamos 20 € GNR y R > 0 tal
que D := Dg(z9) C G. Por el Teorema 3.9.1 existe una extensién armoénica 0: D — R
de v|p+. Sea 4: D — R una funcién arménica tal que § := @ + i0 es holomorfa en D.
Ella existe segtin el Teorema 3.8.2. Como Im(f —g) = 0 en DT, el Teorema 3.4.7 implica
que existe una constante C' € R tal que f = §+ C en DT. En seguida, g := §+ C es una
extensién holomorfa de f|p+ a D. En particular, Img =0 en D NR y existe el limite

lim u(z)
Z—Z20
zeDT

para todo zp € D NR. Més atin, aplicando lo de arriba, se cumple (3.9.7), reemplazando
G por D.
Lo anterior nos permite definir la extensiéon f: G — C por

f(Z), z e G+7
f(2) = ui}é%l fw), 2€GNR,
mv zeG.

Como en (3.9.8) resulta que f es holomorfa en G\R. Y para z; € G N R ya mostramos
que f coincide con una extensién holomorfa de f a una vecindad de zy. Por ello f es una
extensién holomorfa de f a G que cumple (3.9.5) y (3.9.6). O

El principio de reflexion de Schwarz se puede aplicar méas generalmente para extender
una funciéon holomorfa al otro lado de ciertos conjuntos suaves.

3.9.4 Definiciéon. Un arco analitico es un subconjunto conexo K de C tal que cada
punto zyp € K tiene una vecindad abierta V' tal que existen un disco D, simétrico con
respecto a R, y una funcién biholomorfa ¢ entre D y V tales que p(D NR) =V N K.
Una vecindad V' de zy con estas propiedades se llama una vecindad admisible. Un arco
analitico K es global si existen una regiéon G C C, simétrica con respecto a R, un intervalo
abierto I C GNR, una funcién biholomorfa ¢ : G — ¥(G) tal que 1! es uniformemente
continua y tal que K = (1), y € > 0 tal que {z € C | dist(z, K) < e} C ¢(G).

Si V' es una vecindad admisible de un punto zy en un arco analitico K, las dos compo-
nentes de V\ K se llaman los lados de la vecindad admisible V. Si U C C es abierto y si
K C 0U entonces K estd a un lado de OU si cada vecindad admisible tiene s6lo un lado
contenido en U. Si ademéas f: U — C es holomorfa, entonces decimos que f tiene una
extension holomorfa a través de K si existe un conjunto abierto W tal que WNoU = K
y tal que f tiene una extension holomorfa a U U W.
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3.9.5 Teorema. Sean U C C abierto y f: U — C una funcion holomorfa. Sea K C oU
un arco analitico que estd a un lado de OU. Supongamos ademas que para cada zg € K
existen una vecindad admisible V' de zy y un arco analitico global L tal que

(3.9.9) lirrll( dist(f(z),L) = 0.
zeV

Entonces f tiene una extension analitica a través de K.

Demostracion. Primero mostraremos la existencia de extensiones locales. Para ello sean
2o € K, V una vecindad admisible de zy y L un arco analitico global tal que (5.1.1) se
cumple. Existen un disco D y una regiéon GG en C que son simétricos con respecto a R, un
intervalo abierto I € G NR y mapeos biholomorfos ¢: D — V y ¢: G — G’ tales que
o(DNR) =V NKyy()= L. Tomando D lo suficientemente chico podemos suponer
que f(VNU) C Gy que ¢ es uniformemente continua. Sin pérdida de generalidad
p(DF) CUy D7 )NU = 2.
Consideremos la funcién holomorfa g: D™ — G dada por g := ¢! o f o . Por las

propiedades de ¢, f v ¢! resulta que

lim Im g(z) = 0.

z—R

2€DT
Por el Teorema 3.9.3 existe una extension holomorfa § de g a todo D tal que f(D) C G.
Entonces la funcién f := 1o §o o' es una extensién holomorfa de f a V.

Podemos pegar las extensiones holomorfas locales de f a una extensién global a través
de K usando el teorema de identidad. O]






4 El teorema de Cauchy global

En esta secciéon extenderemos el teorema y las formulas de Cauchy para discos a cadenas
de caminos en conjuntos abiertos. La condicién para que estos resultados sean ciertos
es informalmente que los giros que la cadena tiene alrededor de un hoyo en el conjunto
se suman a cero. Para exactamente formular este hecho introduciremos una herramienta
que mide el nimero de giros de una cadena respecto a un punto.

4.1. El namero de giros

Consideremos el lazo 7, : [0,27] — C dado por 7,(t) := €. Si n € N la direccién es
positiva, y en un sentido intuitivo ese camino hace n giros alrededor de cada punto en
Dy, y ningtin giro alrededor de un punto en C\D;. Si n € Z es negativa, entonces 7,
hace |n| giros alrededor de cada punto en Dy, en direccién negativa. En otras palabras,
también en este caso 7, gira n veces alrededor de cada punto en D;.

Definiremos ese niimero de giros para lazos generales, y ademas para cadenas de lazos.
Necesitamos averiguar esa nociéon con mas cuidado. Para ello, denotaremos el punto
inicial de un lazo 7 por a(7) y el punto final de v por w(7y).

4.1.1 Definicion. Una cadena I' = Zif:l neye se llama cerrada o un ciclo si todo punto
z € C es el punto inicial de uno de los v, tantas veces como es el punto final de uno de
los 7., tomando en cuenta las multiplicidades n,. Formalmente la condicién es

Z ne = Z g para todo z € C.
L: z=a(ye) £: z=w(ve)

Notamos que los ciclos forman un subgrupo de todas las cadenas en un conjunto fijo
U.

4.1.2 Ejemplo. (a) Cada lazo y cada combinacién lineal de lazos es un ciclo. Particu-
larmente, la cadena de la frontera con orientacién positiva de un conjunto abierto
es un ciclo.

(b) Si 7 es un camino de integracién, entonces v + ! es un ciclo.

(¢) Si~,79,-..,7 son caminos pegables cuyo pegado es un lazo (es decir, w(y,_1) =
a(vye) para £ =2,3,...,ky a(y1) = w(yk)), entonces la cadena vy + v2 + - -+ + Yk
es un ciclo.

Generalizemos los resultados de la seccion 2.2:
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4.1.3 Teorema. Sean G C C una region y f: G — C continua. La funcion f tiene una
antiderivada si y solo si

(4.1.1) /f =0 para todo ciclo ' en G.
r

Demostracion. Como todo lazo es un ciclo, el Corolario 2.2.3 dice que (4.1.1) implica
que f tiene una antiderivada.
Para mostrar la otra implicacion, sean F' una antiderivada de f y I' = 25:1 NgYe un

ciclo en GG. Entonces
k
[1=>m 1
r =1 Ye
k

=D ne(F(w(w) — Fla(n))
“S( X ne T e

2€C M: w(vyy)== £ afvye)=2

=0.

Aqui la suma sobre los z € C se toma para aquellos z que son punto inicial o final de un
Ye- [

4.1.4 Definicién. Sean I' un ciclo y z € C\ trI". Entonces el numero de giros de T

alrededor de z es . .
T = — dc.
n(l’,2) QWi/FC—z ¢

Esta definicién no es geométrica, pero es facilmente manejable en la manipulacion de
integrales sobre caminos. Més en adelante veremos que ese niimero corresponde con lo
que intuitivamente llamariamos el nimero de giros.

Una consecuencia inmediata de la definicién es que n(-, z) es lineal en el primer argu-
mento:

(4.1.2) n(nTy 4 nols, 2) = nyn(Ty, 2) + nan(Ts, 2), z¢trIyUtrTy, ny,ng € Z.
4.1.5 Ejemplo. (a) Sean m € Z y (t) := zy + re™ para t € [0, 27]. Entonces

1 1 1 (% imrel™
n(vy, z0) = 2_/ d¢ = — — dt = m.
m J, (= 20 2 Jo  re

Si m = 1 entonces la férmula de Cauchy (Teorema 3.2.1) para la funciéon holomorfa
constante 1 implica que

1 1
n(y, 2) o] /W - d¢ para todo z € D, (2)
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Ademas,

1 1 —
n(vy,z) = 2_7”[y - d¢ =0 para todo z € C\D,(z),

ya que en ese caso la funcién 1/(¢ — 2) es holomorfa en ¢ en una vecindad convexa
de D,(zp), y por el teorema de Cauchy en conjuntos convexos (Teorema 3.1.4).

Aqui queda la duda si n(v, z) también serd independiente de z € D,.(zy) para otros
m.

(b) Sea T' := k(R, 29) — K(r, z1) tal que D,(z1) CC Dg(z0), entonces

(T, 2) = 1 z € Dgr(20)\D,(21)
’ 0 z € Dy(21) U (C\Dg(20)).

Esto es una consecuencia del inciso (a) y de (4.1.2).

Para que puedamos interpretar el nimero de giro definido arriba como lo que intuiti-
vamente esperamos, al menos tiene que ser un ntimero entero:

4.1.6 Teorema. Sean I' un ciclo y z € C\ trI". Entonces n(L', z) es un nimero entero.

Demostracion. Seal = Zif:l ngyk. Como las integrales sobre caminos no estan afectadas
por reparametrizaciones, podemos suponer que todos los caminos 7, son parametrizados
sobre [0, 1]. Definimos h: [0,1] — C por

4.1. :
(4.13) sz /Ofyg _st

Entonces h(0) = 0 y k(1) = n(T, z). Mostremos e>™!) = 1, 1o cual implicard la afirma-
cioén por los resultados de la seccion 1.5.

La funcién h es continuamente diferenciable a trozos, ya que los integrandos en (4.1.3)
son continuos a trozos y la suma es finita. En consecuencia, la funcién

g( . 27r1h(t H

(=1

e

es continuamente diferenciable a trozos. Calculamos

k

/ _ e—27rih(t) - — 2" —27xih’ —le’}/;-(t) =
o Lot (- W)*;w)_z) 0

por la definicién de h. En seguida, g es constante en [0, 1] y existe ¢ € C tal que

/W _ Z eth( )

Ew

(=1
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Como el lado izquierdo de esta identidad no se anula, ¢ # 0.
Basta mostrar que

(4.1.4) [1(e(0) = 2)m = T [ (1) = 2)™,

2rih(1l) — ¢27ih(0) — 1. Sea w un punto en C que es un punto inicial o

DIRTEN SN
1)

£: w=,(0) L w=yy

ya que en ese caso e
final de un ~,. Entonces

porque I' es un ciclo. Pero eso significa que el factor (w — z) aparece el mismo ntimero
de veces en los dos productos de (4.1.4). Como eso es cierto para todos puntos iniciales
y finales, (4.1.4) es cierto, lo cual termina la demostracién. O

4.1.7 Teorema. Sea I un ciclo. Entonces el nimero de giros n(L',-) es constante en
cada componente conexa de C\trT', y se anula en la componente conera no acotada.

Demostracion. Sea T' = S5 nyy.. La funcién z — n(T, z) es continua en C\ tr I ya que
el integrando en la definicién de n(T,-) depende continuamente de z. Como n(I', z) € Z
para todo z € C\ trI', n(T", -) es constante en las componentes conexas de C\ tr I' (porque
cada punto en Z forma al mismo tiempo un subconjunto abierto y cerrado de Z).

El conjunto trI" es compacto, asi que C\Dr C C\trI' para R > 0 suficientemente
grande. Como C\ Dy es conexo, esto muestra que sélo existe una componente conexa no
acotada de C\ trI'. Existe una sucesion (z;) en esa componente tal que |z;| — co cuando
j — o0o. Obtenemos por la desigualdad estandar (2.1.7) que

1

, N o< — , , -1
M [n(T, 2;)] < 5 L(I') lim méx|z — |
1 ) _
< 5 L) lim (| = R)™
— 0.

Como n(I', ) es constante en esa componente no acotada de C\ trI', n(T',-) = 0 alli. O

El tltimo Teorema resuelve la duda del Ejemplo 4.1.5(a). El Ejemplo 4.1.5(b) muestra
que también en componentes acotadas de C\ trI" se puede anular el niimero de giro.

4.2. EIl teorema y las formulas de Cauchy globales

Nos liberaremos en esta seccion de la restriccion de convexidad para el teorema de Cauchy
(Teorema 3.1.4). Ademés mostraremos las férmulas de Cauchy para ciclos mucho més
generales que fronteras de discos, como en las hipotesis del Teorema 3.2.1. Todavia se
requiere de una restriccion, la cual formularemos en términos del niimero de giros.
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4.2.1 Definicion. Sean U C C abierto y I' un ciclo en U. Decimos que I' tiene homologia
nula en U o es homdlogo a cero en U si n(T',-) se anula en C\U. Decimos que dos ciclos
I'y y I's son homoélogos en U si su diferencia es homéloga a cero en U.

Por ejemplo, el ciclo x(r,0) no es homélogo a cero en C porque n(x(r,0),0) = 1. Por
otro lado, si r,7’ > 0 entonces el ciclo T' := (r,0) — (1, 0) es homélogo a cero en C ya
que n(I',0) = n(k(r,0),0) — n(x(r',0),0) =1 —1=0.

El siguiente es uno de los resultados fundamentales del anélisis complejo:

4.2.2 Teorema (Teorema y féormulas de Cauchy globales). Sean U C C abierto, T’
homdalogo a cero en U y f holomorfa en U.

(a) Se cumple que /f =0.
r

(b) Para todo z € U\tr " y todo k € Ny se cumple que

a0 206 = o [ A

Demostracion. Primero mostremos el inciso (b). En esto nos restringimos al caso k = 0,
va que el caso de k > 1 se sigue por derivacion bajo la integral. Demostremos

1
n(l, 2)f(z) = 2_7T1/r Cf(—oz d¢ para todo z € U\ tr U.
Por la definicién de n(T, z), esta afirmacién es equivalente a la afirmacién
(4.2.1) / M d¢=0 para todo z € U\ tr U.
r — Z

La idea para demostrar (4.2.1) es considerar esta integral como una funcién de z, mostrar
que ella tiene una extensién a una funcién entera h, y mostrar que esa funcion verifica
lim|.| o0 A(2) = 0. En seguida, el teorema de Liouville (Teorema 3.6.5) implicard que
h=0.

Primero consideraremos el integrando como funcion de ¢ y z al mismo tiempo: sea

1O~ S i
9(¢,2) = =z 7
f,(z)v CI Z,

definido en U x U. Mostremos la continuidad de g. En un punto ((y, z0) € U x U tal que
(o # 2o la funcién g estd dada por la primera linea de su definicién en una vecindad de
(Co, 20), es decir, g es continua alli. Sea ahora (y = 2zp. Ya sabemos por el Teorema 3.2.2
(lo cual era una consecuencia del Teorema de Cauchy en conjuntos convexos) que [’ es
una funcién continua. Dado € > 0 escogemos § > 0 tan chico que Ds(z) CC Uy

(4.2.2) |f'(w) — f'(20)] <e  para todo w € Ds(z).
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Analizamos g en V := Ds(2q) X Ds(29). Para (¢,z) € V

(4.2.3) 9(¢. 2) — g(20, 20) = f'(2) — ['(20) si €=z,
y
(124) 9(6.2) — gle0.20) = LI i

1

- —z/[d(f/(w) — f'(20)) dw  si( # =

La integral estd bien definida ya que el segmento [z, (] estd contenido en el conjunto
convexo Ds(zg) C U. Se sigue de (4.2.2) en el caso (4.2.3)

19(¢, 2) = g(20, 20)| < €

y en el caso (4.2.4) (usando la desigualdad estdndar, Teorema 2.1.6)

9(€.2) = g0 20)] € 71 = 21 mx | F/w) = ')l < =

¢ —
siempre cuando (, z) € V. Esto muestra la continuidad de g en (zo, 20).
Ponemos

%uwzﬁmawa,

asi que hg es continua en todo U (Teorema 2.3.4(a)). Mostremos que hg es holomorfa en
U, usando el Teorema de Morera (Teorema 3.2.4). Sea 7 una parametrizacion positiva
de la frontera de un tridngulo en U. Por el teorema de Fubini (Teorema 2.3.5) se sigue

[rr= [ (o) [([ocoe)a

ya que el integrando g es continuo en U x U. Para ( fijo la funcién ¢((, -) es holomorfa en
U\{C} y continua en U. Por el teorema de levantamiento de Riemann (Teorema 3.2.6)
g(¢,-) es holomorfa en todo U. El Teorema de Goursat (Teorema 3.1.1) implica que

asi que también fﬂ{ ho(z)dz = 0. Como el tridngulo en U era arbitrario, el Teorema de
Goursat implica que hy es una funcién holomorfa en U.
Sea
Up:={ze€C\trI' | n(T, z) = 0}.

En U N Uy la funcién hg tiene la representacion mas sencilla

i) = [ L ag - 2minr o)) = [ L ac = huio)
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Como trI'N Uy = &, la funciéon h; es holomorfa en todo Uy y coincide con hg en U N U.
Esto nos permite definir una funciéon holomorfa en U U Uy por

ho(2), zeU,
hz) = {hl(z), 2 el

Como I' es homdlogo a cero, tenemos U U Uy = C, es decir, h es una funcién entera.

Sea R > 0 tan grande que trI' C Dg. Para z € C\EQR C Uy se sigue de la desigualdad
estandar (2.1.7) que

(4.2.5)  [h(z)] = [ (2)] =

/Fcf%dg' < L(I) max|f(¢) L M) méx| f(¢)]-

CetrT ||z| — R~ R c¢eur

Esto implica que la funcién entera h es acotada. Por el Teorema de Liouville (Teore-
ma 3.6.5) h es constante. Como (4.2.5) ademas implica que lim.||h(2)] =0, h =0 en
C y luego también hy = 0 en U. Por consiguiente, hemos mostrado (4.2.1).

Para mostrar el inciso (a) sea a € U\ trI'. La funcién F(z) := f(z)(z—a) es holomorfa
en U y satisface F'(a) = 0. Una aplicacién del inciso (b) da

0=n(l,a)F(a) = L/F F(z) dz = L f(z)dz. O

21 Jrz —a 2 Jp

4.2.3 Corolario. Sean I'y y I's dos ciclos homaologos en un conjunto abierto U C C.

Entonces
[ =]
r Iy

Discutimos la condicién de homologia a cero en el Teorema 4.2.2. Si I' es un ciclo no
homologo a cero en un conjunto abierto U, entonces existe una funciéon holomorfa f en
U tal que [, f # 0: tomamos a € C\U tal que n(I',a) # 0 y usamos f(z) := 1/(z — a).
Eso muestra que la condicién no se puede quitar del Teorema.

Sean G abierto y convexo y I' un ciclo en G. Para z € C\G fijo la funcién f(¢) :=
1/(¢ — z) es holomorfa en G. Por el Teorema 3.1.3 f tiene una antiderivada en G, asi
que

para toda funcion holomorfa f en U.

w2 = 5= [ 10 dc=0

por el Teorema 4.1.3. Eso muestra que cualquier ciclo en G tiene homologia nula, y
el Teorema de Cauchy para regiones convexas (Teorema 3.1.4) es una consecuencia del
Teorema 4.2.2(a).

Si U es abierto, f holomorfa en U y D,(z)) CC U, entonces r(r,zp) es un ciclo
homoélogo a cero en U, ya que C\U C C\D,(zy), y n(k(r, 20),") es cero en C\D, ().
Esto implica que la Férmula de Cauchy en el disco (Teorema 3.2.1) es un caso especial
del Teorema 4.2.2(b).
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4.3. Aplicaciones del nimero de giros

Los resultados de las secciones anteriores solo son interesantes si tenemos una herramien-
ta para calcular nimeros de giros. Aqui desarrollaremos tal herramienta, mostrando que
el nimero de giros estd incrementado por 1 si cruzamos una trayectoria “de la derecha
a la izquierda”. Para poder formular precisamente a que se refiere eso, necesitamos una
nueva nocién: un camino y: I — C en una regién G va de frontera a frontera en G si se
cumplen las siguientes condiciones:

(1) Existen puntos ty,ty € I tales que t; < ta, y(t1),7(t2) € OG y v(t1) # Y(t2);
(11) para t € (t1,t2) se tiene v(t) € G;
(111) para t € I\[ty,ts] se tiene y(t) ¢ G;
)

(1v) G\ tr+y tiene precisamente dos componentes conexas, y try N G estd contenida en
la frontera de cada una de esas componentes.

4.3.1 Ejemplo. Si 7 es un camino suave y inyectivo, entonces cada punto zy = (o)
con ty € int [ tiene una vecindad conexa G tal que v va de frontera a frontera en G.
Para ver eso, sea T el espacio tangente a v en zy. Después de una traslacion y rotacion
podemos suponer que zp = 0y 7" = R (aqui los ejes reales y imaginarias en C no
tienen ningun significado, ya que sélo consideramos la geometria). Usando el teorema
de la funcién implicita representamos a tr~ localmente como la grafica de una funcién
continuamente diferenciable h: existen 0 < 1o < 71y h: (—ry,r) — (—rg, 1) tal que
con G := (—ry,11) X (=719, 12) se tiene

(try) NG = {(z, h(x)) | [z] < r}.
En ese caso v va de frontera a frontera en G.

En casos concretos normalmente las condiciones de los incisos (I)—(Iv) son obvias.

Hagamos precisa la nocién del incremento del nimero de giros cruzando un lazo de
la derecha a la izquierda. Sea v un lazo que va de frontera a frontera en el disco D.
Sean t; < ty dados como en la definicién de esa propiedad y sean a := ~(t;) y b :=
7(t2). Esto implica que a,b € dD. Definimos el camino parcial vy := 7|, t,]- Sea & una
parametrizacién positiva de la frontera 0D, sea k1 la parte de k que conecta b con a en
el sentido positivo, y sea ko la parte de x que conecta a con b en el sentido positivo. Las
componentes conexas Dy, Dy de D\ tr+ sean enumeradas de tal manera que tr-y; C 0D;
para j = 1,2. Entonces los nimeros de giros satisfacen:

4.3.2 Teorema. Si z; € D;, j =1,2, entonces n(v, z1) = n(vy, z2) + 1.

Demostracion. Sean 7, y 72 caminos parciales de 7 tales que 71,70, 72 son pegables en
ese orden y tal que v = 717y72. Definimos para el momento para cualquier cadena (jno
ciclo!) y z € C\ tr I el niimero

n(T, 2) ;—i/ L e

Comi JpC—2
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R1

R9

Figura 4.1: La situacién en el Teorema 4.3.2

Entonces

n(y, z1) — n(7y, 22) = n(v0, 21) — (Y0, 22) + 1y + Y2, 21) — n(y1 + 72, 22).

Tenemos que y; — K1 + 72 es un lazo (reemplazamos 7y por —k1). Ademds, D Ntr(y; —
K1+ 72) = &. Por consiguiente

n(y — k1 + 92, 21) = n(y — K1+ 92, 22),
asi que
(4.3.1) n(7,21) = n(y, 22) = n(y, 21) — n(70, 22) + (K1, 21) — n(k, 22).

Como z; estd en la componente conexa no acotada de C\ tr(ke — ) y 22 estd en la
componente conexa no acotada de C\ tr(k; + 7o), tenemos

n(ky —%,2) =0y n(k+7,2) =0
Con estas identidades concluimos de (4.3.1) que

n(v,21) — n(y, z2) = n(Y, 21) + n(k1, 21)

= n(y0,21) + n(k1, 21) + n(k2 — 7, 21)
n
1

Para los proximos resultados necesitamos un resultado técnico:

4.3.3 Lema. Sea A C C compacto y sea U C C abierto tal que A C U. Entonces existe
un ciclo T' en U\A tal que

n(lz)=1 para todo z € A
n(l,z) =0 para todo z € C\U.
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Demostracion. Como el caso de A = @ es trivial, podemos suponer que A no es vacio.

En el primer paso sea A conexo. Escogemos § € (0,dist(4,0U)/v2) v a € A.
Consideramos el cuadrado Qg := [—d/2,0/2]* con sus vértices p; := (—§/2,—8/2),
pa = (0/2,—6/2), ps = (6/2,8/2) y py := (—0/2,8/2). Consideremos también el con-
junto de cuadrados

(4.3.2) Q= {a+ (k,£5) + Qo | k, L € Z}.

Como A es acotado existen n € N y cuadrados @1, Qs, ..., Q, € Q tales que
AQUQ;’ y QiNA#Q para todo 7 =1,2,...,n.
j=1

Las definiciones de § y Q implican que ademas
Q; CU para todo 7 =1,2,...,n.

Fijemos j para un momento. Si Q; = a + (kd, €0) + () entonces @); tiene los vértices
Gm = a+(k0, £0)+pm, m = 1,2,3, 4. Los caminos v, := [q1, ¢2), 72 := [q2, @3], 13 := [g3, 4]
Y V4 := [qa, 1] son pegables, y su pegado 71727374 s un lazo que da una parametrizacién
positiva de 9@Q);. En esa situacién denotamos por I'; := v; + 72 4+ 73 + 74 el ciclo de los
segmentos de 0Q);.

Definimos I' := Z?Zl I';. Si un segmento de la frontera de los cuadrados @); aparece
dos veces en esa combinacién lineal de segmentos, los coeficientes son 1y —1, es decir, se
cancelan. Por ello I" es la suma de aquellos segmentos que son lado de precisamente un
cuadrado @);. Sea x uno de tales segmentos. Si fuera cierto que tr kN A # &, entonces los
dos cuadrados en Q de las cuales k es segmento de la frontera tendrian intersecciéon no
vacia con A, es decir, pertenecerian a la lista de los @);. Pero esto seria en contradiccion
con la propiedad de x mencionada antes. En consecuencia, trk N A = @ y luego trx C
C\A. Por otro lado, k es segmento de la frontera de un cuadrado que tiene interseccién no
vacia con A, es decir, que esta contenido en U. Por ello tr k C U. Estos hechos implican
que

trI' C U\ A.

Existe precisamente un cuadrado @), tal que a € int Q;,. En seguida, n(L';,,a) = 1.
Por otro lado, n(I';,a) = 0 si j # jo. Esto implica que

n

n(l',a) = Zn(f‘j,a) =1

j=1

Como A es conexo, A estd contenido en una sola componente conexa de C\ tr I, asi que
n(T,z) =n(l,a) =1 para todo z € A.

Si z € C\U entonces n(I';, z) = 0 para todo j, asi que

n(I',z) =0  para todo z € C\U.
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En el segundo paso tenga A a lo més un ntimero finito de componentes conexas. Nue-
vamente escogemos & € (0,dist(A,0U)/v/2) y definimos Qy := [—4/2,6/2]?. Tomamos
un punto a; en cada componente conexa de A. Existen puntos tnicos a; € [—d/2,6/2)?
tales que para todo i existen k,¢ € Z con a; = a; + (kd,£0) (tomar k := L% + %J
y { = LImT“ + %J) Como el conjunto de los a; es finito, existe ¢ > 0 tal que, para
a := (—e,—¢) se tiene a; € a + int @y para todo i. Ahora definimos Q como en (4.3.2)
y seguimos el mismo procedimiento como arriba para definir I' con trI" C U\ A. Para
cada 7 se sigue que a; esta en el interior de precisamente un cuadrado de los en O que
tienen interseccién no vacia con A, y como antes se sigue que n(I',-) es constante 1 en
cada componente conexa de A, es decir, en todo A. Igual como antes se sigue que n(I, -)
es igual a cero en C\U.

En el dltimo paso sea A un subconjunto compacto de U general. Cubrimos a A con un
nimero finito de discos abiertos D, tales que D; CC U para todo j. Aplicamos el paso
anterior al conjunto |J ; Ej, el cual es compacto, contenido en U, contiene a A y tiene a
lo mas un numero finito de componentes conexas. O

Las regiones donde los Teoremas de Cauchy globales son ciertos sin hipétesis sobre el
ciclo I' merecen un nombre particular:

4.3.4 Definicién. Una region, en la cual todo ciclo tiene homologia cero se llama sim-
plemente conezxa.

Por ejemplo, vimos en la secciéon 4.2 que regiones convexas son simplemente conexas.
Existe una caracterizacion mas precisa de esas regiones:

4.3.5 Teorema. Sea G C C una region. Entonces son equivalentes:
(1) G es simplemente conexo;

(11) St A= Ay U Ay es una particion de A := C\G en dos conjuntos cerrados y ajenos
Ay y As, y si Ay es compacto, entonces Ay = O.

Demostracion. (1) implica (11): Sean G simplemente conexo, A = A;UA, una particién
de A := C\G en dos conjuntos cerrados y ajenos A; y Ay, y Ay compacto. Entonces
U := A; UG es un conjunto abierto, ya que C\U = A, es cerrado. Por el Lema 4.3.3
existe un ciclo I' en U\A; = G tal que n(I',a) = 1 para todo a € A;. Pero como por
hipotesis I' tiene homologia nula, A; = &.

(11) implica (1): Por contradiccién supongamos que G no fuera simplemente conexo,
y que I' fuera un ciclo no homologo a cero en G. Ponemos

A :={z€C\G | n(T,z) #0}
Ay :={z€ C\G | n(I',z) = 0}.
Esto implica que A := A; U Ay = C\G, A; N Ay = @ y que A; es acotado y no vacio.

Mostremos que A; y As son conjuntos cerrados. Sea (z;) una sucesion en A; que converge
a z* en C. Como A es cerrado, z* € A, asi que z* € C\ trI". Como n(T,-) es localmente



78 4 El teorema de Cauchy global

constante en C\ tr ', n(T", 2*) # 0, es decir, z* € A;. Eso muestra que A; es cerrado. La
prueba para A, es analoga. La hipdtesis implica que A; = @, en contradiccién con que
I' no es homoélogo a cero. Entonces GG tiene que ser simplemente conexo. O]

La propiedad de ser simplemente conexo es invariante bajo ciertas funciones:
4.3.6 Teorema. Sea G una region simplemente conexa.

(a) Si F: G — G’ es una funcion biholomorfa entre G y el conjunto abierto G', en-
tonces G' es una region simplemente conexa.

(b) Si F: C — C es un homeomorfismo, entonces G' := F(G) es una region simple-
mente conexa.

.y . . k . .
Demostracion. (a): Sea I'" cualquier ciclo en G', I = 7 n;r;. Definimos el ciclo

-1 l . k -1 ) i o -1 ) ¢
[i=F"lol":=%" n;F~ ok; en G. Escribimos ; := F'~' o r;, asf que

VA (t) = IO
’ F'(7;(t))

Si f es una funcién holomorfa en G’ entonces tenemos para cada j, si [to, t1] es el dominio

de k;:

0= [ fEEFE = [ IELOF 0 F

/fﬁj (t)dt=/ﬁjf.

Sumando sobre j eso implica fr/ f = 0. Particularmente, si a € C\G, la funcién z
1/(z — a) es holomorfa en G'. Entonces n(I",a) = 0 es cierto para todo a € C\G', es
decir, I'" tiene homologia nula.

(b): Como F es un homeomorfismo de C en si mismo, aplica el criterio del Teore-
ma 4.3.5(11). O

dt

Mostremos ahora, aprovechando de la herramienta del ntimero de giros, un caso par-
ticular del Teorema de separacion de Jordan:

4.3.7 Teorema. Sea v un camino de integracion simplemente cerrado en C tal que para
cada punto zy € try exista un disco D,(zo) tal que v va de frontera a frontera en el.
Entonces v divide el plano complejo en dos regiones, de las cuales precisamente una es
acotada, y tal que la frontera de cada una de ellas es tr-.

Demostracion. Ponemos C' :=trvy y U := C\C' y procedemos en tres pasos:
Afirmacién (a): U tiene al menos dos componentes conexas.
Sean zy € C'y D un disco centrado en z, en el cual v va de frontera a frontera. Sean
Dy y Dy las componentes conexas de D\C, y sean z; € Dy, zo € Ds. Por el Teorema 4.3.2
se sigue que

n(’% Zl) 7é TL(,% 22)'
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Como el niimero de giros respecto a vy es constante en las componentes de U, U tiene al
menos dos componentes.

Afirmacién (b): Si Uy es una componente conezxa de U, entonces OU, = C.

Si zg € OU;\C fuera cierto, entonces existiria un disco D centrado en z tal que D C U.
Pero U; U D C U seria abierto y conexo (ya que es la unién de conjuntos conexos con
intersecciéon no vacia) y Uy # Uy U D. Esto seria en contradiccién con que U; es una
componente conexa. Entonces 0U; C C. Observamos que OU; es cerrado y no vacio (ya
que U; # C). Mostremos que 0U; es relativamente abierto en C'. Para ello, sea 2y € 0Uy,
y sea D un disco centrado en zy en el cual v va de frontera a frontera. Sean Dy y D, las
dos componentes de D\C. Como UyND # @y U NC =g,

(U, N Dy) U (U N Dy) = Uy N (D\C) # @.

Podemos suponer que U; N Dy # &, asi que Uy U Dy es conexo, abierto y no vacio. Luego
D; C U;. Como v va de frontera a frontera en D, DN C C 9D;. Y como Uy NC = &,
DnNC C 9D, NC C 0U,. Entonces encontramos una vecindad relativamente abierta
DN C de z en C que esta contenida en dU;. Como zg € QU; era arbitrario, eso muestra
que QU; es relativamente abierto en C. Y como C es un conjunto conexo (siendo la
imagen de un intervalo bajo una funcién continua), 0U; = C.

Afirmacién (c): U tiene a lo mds dos componentes conezxas.

Sean U; y U, dos componentes conexas distintas de U. Por la Afirmacién (b) 0U; =
0Uy = C. Escogemos un disco D en el cual v va de frontera a frontera. Nuevamente
usando la Afirmacién (b) enumeramos las componentes conexas Dy, Dy de D\C' de tal
manera que D; C Uy y Dy C Us,. Si V oes alguna componente conexa de U, entonces tiene
que satisfacer o bien D; C V o bien Dy C V', es decir, o bien V = U; o bien V = Us.

Para terminar la prueba, nada méas anotamos que, como C' es compacto, existe R > 0
grande tal que C' C Dg. El conjunto C\Dp es conexo y contenido en una componente
conexa de U. Eso muestra que precisamente una de las componentes conexas de U no es
acotada. O]

Notamos que en el resultado anterior el niimero de giros es 1 o —1 en la componente
conexa acotada de C\tr~, por el Teorema 4.3.2 y porque ese ntimero es cero en la
componente no acotada. En esa situacién llamaremos a la componente no acotada lo
exterior de vy, y a la componente acotada lo interior de .






5 Las inversas de las funciones
elementales

En el andlisis real es relativamente sencillo encontrar intervalos en los cuales una fun-
cién continua localmente inyectiva tiene una inversa (tomar intervalos de monotonia).
Por ejemplo, la funcién z? tiene inversas en los intervalos (—oo,0] y [0,00). Ellas son
=¥ vy /y. En el plano complejo la funcion 2% tiene dos funciones inversas en cada
disco Dj,|(w) donde w € C (lo mostraremos en esta seccién). Pero no existen dominios
naturales maximales para definir estas extensiones y no existe ninguna inversa de z? que
esté definida en todo C. La busqueda de dominios naturales para funciones inversas se
manifiesta en la definicién de superficies de Riemann, lo cual no perseguiremos en el
momento. Consideraremos las opciones de definir inversas en subconjuntos de C.

5.1. El logaritmo

Para cualquier x > 0 siempre denotamos por log x el logaritmo natural real de x. Recor-
demos que la funcién exp es suprayectiva de C en € y tiene el periodo 2ri. Para cada
z € C existe una infinidad de puntos w tales que ¢ = z. Uno de estos puntos es un
logaritmo de z. Por (1.5.8) todo logaritmo w de z tiene la forma

(5.1.1) w = log|z| +iarg z,

con algtin argumento de z. Los logaritmos de z difieren por multiples enteros de 27i. Un
numero real positivo x tiene los logaritmos log x + 2k7i, k € Z. Un niimero real negativo
x tiene los logaritmos log|z|+ (2k+ 1), k € Z. La unidad imaginaria i tiene el logaritmo
mi/2.

Siw; y wsy son logaritmos de z; y 2y, entonces e¥1T%2 = e¥le¥2 = 2,2, es decir, wy +ws
es un logaritmo de z;z5. No obstante, si w3 es un logaritmo de z; 25, no siempre es cierto
que wy + we = ws, ya que ws puede diferir de la suma por multiples enteros de 2mi.

Si G C C es una region, entonces hay muchas funciones que mandan cada punto en
G a uno de sus logaritmos. El problema surge si uno quiere una funcién continua o
holomorfa.

5.1.1 Definicién. Sea G C € una regién. Una funcién continua f: G — C con /) = z
para todo z € G se llama una rama del logaritmo en G.

Si f es una rama del logaritmo en una regién GG, entonces f es inyectiva. Las funciones
fx = f+2kmi también son ramas del logaritmo en GG. Estas son todas ramas del logaritmo
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en G: si g es una rama del logaritmo en (G, entonces se cumple para toda z € G que
ef()79(2) = of(2) Je9(2) = 2 /> = 1, es decir, f(z)—g(z) = 2k(2)7i para un k(z) € Z. Como
f v g son continuas, k también lo es, es decir, k es constante.

El problema anglogo existe para el argumento de complejos. Si G C C es una region,
una funcién continua ¢: G — R es una rama del argumento en G si ¢(z) es un argumento
de z para toda z € G.

5.1.2 Teorema. En una region G C C existe una rama del arqgumento si y sélo si existe
una rama del logaritmo.

Demostracion. Si ¢ es una rama del argumento en G, entonces z — log|z| + ip(z) es
una funcién continua en GG, una rama del logaritmo. Inversamente, si f es una rama del
logaritmo en G, entonces por (5.1.1) Im f(z) es un argumento de z. Como z +— Im f(z)
es una funcién continua, es una rama del argumento en G. m

Por el Teorema anterior basta analizar el logaritmo.
5.1.3 Teorema. Cada rama del logaritmo es holomorfa, con derivada 1/z.

Demostracién. Sean G C C una regién y f una rama del logaritmo en G. La funcién
f: G — f(QG) es biyectiva, con inversa exp: f(G) — G. Para zy € G sea wy := f(2).
Por la continuidad de f y la holomorfia de exp

o @ = f0) e @)= fG0) L wewg 11

o202 — 2 2=z ef(2) —ef(20) " whwy ew — w0 ewo
5.1.4 Teorema. Sea G C C una regidn. Entonces son equivalentes:
(1) En G existe una rama del logaritmo.
(1) 1/z tiene una antiderivada en G.
(111) Para todo ciclo I' en G se cumple n(I',0) = 0.

St una de estas condiciones estd satisfecha, entonces una rama del logaritmo es

(5.1.2) f(z) = CdC + loga,

donde a € G es un punto fijo, v, es un camino de integracion de a a z, y loga cualquier
logaritmo de a.

Demostracion. (1) implica (11): Teorema 5.1.3.
(11) implica (1): Sea g: G — C una antiderivada de 1/z. Entonces

(5.1.3) (2679 = (1 — 2zg'(2))e 9*) = 0.

Por consiguiente, ze9(*) es una constante no cero en G. Escribiéndola como e, obtenemos
la rama del logaritmo f := g + c.
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(11) y (111) son equivalentes: Esto es una consecuencia de la definicién de n(T",0).
Para mostrar que (5.1.2) se cumple, notamos que para a € G fijo,

9(z) = 5 %

define una antiderivada de 1/z, con g(a) = 0. Como arriba, ze 9*) es constante, y la
constante es ae 9% = ¢ = ¢, donde ¢ es un logaritmo de a. Nuevamente, g + ¢ define
una rama del logaritmo en G. O

d¢

5.1.5 Ejemplo. (a) En C no existe ninguna rama del logaritmo, ya que n(x(r, 0),0) #
0 para toda r > 0.

(b) Si G C C es simplemente conexo, entonces (111) del Teorema 5.1.4 se cumple y
existe una rama del logaritmo en G.

El caso particular més usado del Ejemplo 5.1.5(b) es el plano complejo cortado a lo
largo de los niimeros negativos:

C\ (—o0, 0].

Denotemos este conjunto por GG por el momento. Entonces G es abierto, conexo, y tiene
un complemento conexo no acotado, lo cual no es unién ajena de subconjuntos cerrados
y no vacios. En consecuencia, el Teorema 4.3.5 implica que G es simplemente conexo.
Definimos en GG una rama del logaritmo mediante

1
(5.1.4) Log z ::/ —d,
1,2 ¢

la cual se llama la rama principal del logaritmo. Si t > 0, entonces

1 ‘1
Logt = —ds = —ds =logt,
1,4 S 1 S

es decir, Log es una extension del logaritmo real.

Sea z € G. Existe un argumento arg(z) € (—m, ) de z. Definimos el camino x(t) :=
|z|e &)+ € [0,1], de 1 a 2z en G. Como la definicién de la rama del logaritmo no
depende del camino en G que escogemos, obtenemos

1 1
Logz = ~d ~d
e /[1,z|1C C+/n< ‘
1

1
_ : it arg(z)
= log|z| +/0 TooraE® |z|iarg(z)e" 8= dt
= log|z| +1iarg(z) con arg(z) € (—m,m).
Como en el analisis real tenemos la serie de Taylor
o0 (_1)k+1
(5.1.5) Log(1+2) =) Tzk si|z] < 1.

k=1
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No obstante, la ecuacion funcional real log(zizy) = log(z1) + log(x2) no es cierta en
general para argumentos complejos en G. Log(z129) = Log(z1)+Log(22) es cierto si y sélo
si para los argumentos arg(z;), arg(z) € (—m, 7) se tiene que también arg(z;)+arg(z2) €
(—m,m).

Analogamente, podemos cortar el plano complejo a lo largo de cualquier rayo S que
parte de 0. Si S # [0, 00), entonces existe en G := C\S una extension holomorfa del
logaritmo real. Pero ella solo coincide con la rama principal en la componente conexa
que contiene a (0,00) de G N (C\(—o0, 0]).

Usando la exponencial también podemos encontrar regiones con una rama del logarit-
mo. Sea G una regién en C tal que 2y — 2, ¢ 2miZ para todo 21, 2, € G. Entonces exp |5

es inyectiva, y en G := exp(G) existe una rama del logaritmo, la inversa de exp. Si G es
una tira {z € C | a < Im z < a+ 27}, entonces G es el plano complejo cortado a lo largo
del rayo partiendo de 0 por el punto e'®.

Sea log una rama del logaritmo en C\S, donde S es un rayo partiendo de 0. Averigue-
mos como se comportan los valores de log cerca de puntos en S. Consideremos un camino
v: [~1,1] = C que corta S precisamente en v(0). La parte v, := Y][=1,0] se encuentre a
la izquierda de S, y la parte v, := 7|j1] se encuentre a la derecha de S, relativamente
a la direcciéon en S de 0 a co. Entonces logvy; y log~s tienen una extensién continua al
punto £ = 0. Se tiene

lim logy(t) — lim log v(t) = 2mi.
=0 =0
En otras palabras, los valores de log saltan por 27i cuando cruzamos a S.
Nos preguntamos cuando existe un logaritmo de una funcién holomorfa:

5.1.6 Teorema. Sean G C C una region simplemente conexa y f una funcion holomorfa
en G sin ceros. Entonces existe una funcion holomorfa g en G tal que f =¢e? en G.

Demostracion. Como f no tiene ceros, la funcién f’/f es holomorfa en G. Como G es
simplemente conexa, f’/f tiene una antiderivada h. Calculamos

(FeY = (f' = W) =0,
asi que fe™® = e° con una constante ¢ € C. En consecuencia, f = e"*. n

5.1.7 Ejemplo. La importancia del Teorema anterior es que en el conjunto f(G), lo
cual es una region si f no es constante, no necesariamente existe una rama del logaritmo.
Por ejemplo, si

G:={2€C|Rez>0, |z| >1}

v f(2) := 23, entonces G es simplemente conexo y f no tiene ceros en G. El Teorema 5.1.6
implica la existencia de un logaritmo ¢ de f en G. Por otro lado, x(2,0) es un lazo en
f(G) =C\Dy, y n(k(2,0),0) =1 # 0, asi que no existe una rama del logaritmo en f(G)
por el Teorema 5.1.4.

Como ya contamos con ramas del argumento, podemos interpretar en términos geo-
métricos la integral que define un ntiimero de giros. Por simplicidad consideramos n(~, 0)
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para un lazo v en C con dominio [a, b]. Existe una particién a =ty < t; < --- <t, =b
de [a, b] tal que cada camino parcial 7y := Y|y, , 4, tiene traza en un disco Dy abierto
en C. Por el Teorema 5.1.2 y el Ejemplo 5.1.5 existen ramas del argumento en aque-
llos discos. Sean zp := 7(tx). Inductivamente escogemos ramas del argumento ¢ en
Dy, de la siguiente manera: la rama ¢; sea arbitraria. Dado ¢ escogemos 1 tal que
©r(2k) = pre1(zx). Esta condicién define inicamente la rama ¢y, 1. Definimos la funcién

continua ¢: [a,b] — R por

o(t) = pe(v(1)) site€ [t tr)

Para cada t € [a,b] ¢(t) es un argumento de (t). Como en Dy existe la rama del
logaritmo fi(2) := log|z| + ipk, obtenemos para cada k por el Teorema 5.1.4

/ %dz = fu(zr) = fe(zk-1) = log|z| — log|zk—1| + i(k(zk) — @r(zk-1))-

La parte imaginaria de esa integral mide el cambio en el argumento de v cuando pasamos
de t;_1 a tp. Sumamos las integrales sobre k =1,2,... n:

1 ~ [ 1
27rin(’y,0):/;dz: E / ;dz
i k=1 Yk

= log|zo| — log|20| +i(¢n(20) — ¢1(20)) = i(¢n(20) — ¥1(20))-

La interpretacién es que 27n(vy,0) mide el cambio total del argumento de () a lo largo
de [a, b], o, en otras palabras, n(,0) cuenta el numero de giros  hace alrededor de 0.

5.2. Potencias

En el anélisis real se define la potencia general para a > 0y b € R por a’ := exp(bloga).
Anélogamente definimos potencias complejas: si a € C, b € C y loga es algin logaritmo
de a, entonces el nimero a® := exp(bloga) es un valor de la b-ésima potencia de a.
Siempre hay que tomar en cuenta que a’ depende del logaritmo de a: dos valores de a’
difieren por el factor exp(2kmib) con k € Z. Si b € C\Q, entonces existe una infinidad
numerable de valores de a’. Si b € Z, entonces existe un sélo valor de a®, la potencia
usual, el producto de |b| copias de a*#*®. Si b = 1/n con n € {2,3,4,...}, entonces
exp(2mik/n) = exp(27wik’/n) siy sélo si k—k’ es un miltiple entero de n. Por consiguiente,
escribiendo

(5.2.1) (n o= €xp (%)

exp(2wik/n) asume precisamente los n valores

gna g?u 277@?:1
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cuando k varfa sobre Z, las llamadas n-ésimas raices unitarias. Si fijamos un logaritmo
de a € C, entonces a'/" asume precisamente los n valores

1 1 1 1
o (52), o (422) o (252)..., (25,
n n n n
1 " 1 2mik\ \ "
(Cﬁ exp(oga)) = (exp ( oga+ i )) =exp(loga) =a
n n n

estos n valores son precisamente las n-ésimas raices de a. Con la representacién a = |ale!”
en coordenadas polares obtenemos

V/ |al exp (1(19 + 2k;7r))
n

como la representacion polar de las n-ésimas raices de a. Aqui W denota la raiz positiva
real usual. Geométricamente las n-ésimas raices de a se encuentran en un circulo centrado
en 0 con radio W y forman los vértices de un poligono regular.

La expresion 0° s6lo la definimos como 0° := 1, y como 0° = 0 para b € N.

Si consideramos a o b en a® como variable, entonces obtenemos funciones holomorfas:
la exponencial con base a z — a* y la (funcién) potencia z — 2°. Discutiremos primero
la exponencial con base a. Sea ¢ € C. Entonces z — exp(zloga) es una funcién entera
para cada seleccion del logaritmo log a; cada una de esas funciones la denotamos por a”.
Se tiene a7 = g*a® y

d
5.2.2 —(a®) =11 z
(522) = (a) = (loga)a
En el caso a = e siempre escogemos loge = 1, es decir, siempre se cumple e = exp(z).

La discusion de las potencias es mas complicada:

5.2.1 Definicién. Sea G C C una regién en la cual existe una rama log del logaritmo,
y sea b € C. Entonces la funcién z — exp(blog z) es una rama de la b-ésima potencia en
G. También la denotaremos por z — z°.

Cada rama de la b-ésima potencia es holomorfa, con

d

(5.2.3) -

(2) = b2"1,
donde z°~! est4 definida con la misma rama del logaritmo. Se cumple la relacién funcional

(5.2.4) (2120)" = 2828 silog(z122) = log(z1) + log(22).

Si existe una rama de la b-ésima potencia en una region G C C, entonces en general
existe una infinidad numerable de ramas alli. Si b € Z, entonces solo hay una rama, la
potencia usual.
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Consideramos en mas detalle el caso b = 1/n con n = 2,3,4,.... Si log es una rama
fija en en (G, entonces existen las n ramas
1 1 - 1
(5.2.5) exp | —logz ), (uexp| —logz ), ¢ " exp| —logz
n n n
de z'/" en G.

5.2.2 Teorema. Sea G una region en la cual existe una rama del logaritmo. Si [ es
una funcion continua en G tal que f(2)™ = z para todo z € G, entonces f es una de las
ramas de z'/™ dadas en (5.2.5).

Demostracién. Sea log una rama del logaritmo en G. Ponemos g(z) := exp (1 1logz).
Como (f(2)/g(z))" =1 en G, f(2)/g9(z) = (*) en G (donde k(z) € {0,1,2,...,n—11}).
Como f y g son continuas, la funcién z — Q’f(z) es continua. Y como las n-ésimas raices
unitarias forman un subconjunto discreto de Sy, z — Cff(z) es una funcién constante,
Q’f(z) = (M para un ko € {0,1,2,...,n — 1} y todo z en G. Luego f(z) = (*g(2) en
G. O

Notamos sin prueba que si existe una funciéon continua f tal que f(2)" = z (n > 2)
en una region G, entonces existe necesariamente una rama del logaritmo en G.

La rama de la b-ésima potencia definida en C\(—o0, 0] por medio de la rama principal
del logaritmo es la rama principal de la b-ésima potencia. Para b € R ella coincide con
la potencia real usual en (0,00). Para |z| < 1 la rama principal de (1 + 2)° tiene como
desarrollo en 0 su serie de Taylor:

— (b
(5.2.6) (1+2)°=1+ Z (k) & paraz| <1,
k=1

donde , .
(k) = Hb(b—l)(b—Q)u-(b—k:—i—l).

Si una funcién holomorfa f sin ceros en una regiéon G tiene un logaritmo holomorfo, es
decir, si existe una funciéon holomorfa g en G tal que f = €9, entonces existen b-ésimas
potencias de f:

f? = exp(b(g + 2ki)).

Por el Teorema 5.1.6 esto es el caso, por ejemplo, si G' es simplemente conexa. Otro caso
serfa cuando existe una rama holomorfa del logaritmo en f(G).

Consideramos el ejemplo de la funcion f(z) := (z—21)/(z2—22) en la regién C\{z1, 22},
21 # z9. Se cumple que f(G) = C\{0, 1}, asi que ninguna de las condiciones anteriores
esta satisfecha para la existencia de un logaritmo holomorfo de f. Definimos G* :=
C\[z1, 22] € G. Obtenemos que f(G*) C C\(—o0,0], en donde existe una rama del
logaritmo. En consecuencia, f tiene una rama de la b-ésima potencia en G* para cada
b € C. Otra posibilidad de definir ramas de potencias de f seria considerar

G :=C\({z1+t(za—21) |t <0} U{2za+ (21 — 20) | t < 0})
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en vez de G*. La regién G** es simplemente conexa, asi que existe un logaritmo holomorfo
de f en G* y con el también potencias de f. Las dos regiones G* y G** donde existen
potencias de f fueron construidas de manera arbitraria. Para buscar dominios naturales
en los cuales existen potencias de f, uno aplicaria la teoria de superficies de Riemann.

5.3. Las funciones arco

Las funciones del seno, del coseno y de las otras funciones trigonométricas relacionadas
son periddicas en C, asi que globalmente no tienen inversas. Buscaremos regiones lo mas
grande posible en donde las funciones son inyectivas y existen inversas en las imagenes.
En esto trataremos de extender las funciones arco conocidas del andlisis real.

Tratamos primero la funcién sen z = (e'* — e7#) /2i.

5.3.1 Teorema. Sean
Go:={2€C|—-7/2 <Rez<m7/2} y  Gy:=C\{teR||t| >1}.

Entonces existe una rama de w — (1 — w?)Y/? en Gy con wvalor 1 en w = 0, la cual
denotaremos por \/1 —w?. La funcion sen es biyectiva entre Gy y Go. Su inversa, la
cual denotaremos por arcsen, tiene la representacion

1
(5.3.1) arcsen(w) = — Log (iw +V1-— w2> para todo w € Gb.
i

Demostracion. El seno es la composicion g o f de las funciones

f =y g0) =21(c—§)

Analicemos primero la funcién g en C. Se tiene que ¢(¢1) = g(¢) si y sélo si

1 1 1
O:C1—C2+(§—E)Z(C1—C2) (1+@)-

Eso muestra que g seria inyectiva en una regiéon que no contenga elementos (3, ¢y con
(1¢2 = —1. Tomamos

G1:={( e C|Re( >0}

Si¢ € Gy, entonces Re(—1/¢) = —Re((/|¢[?) < 0, es decir, —1/¢ ¢ Gy. Por consiguiente,
g es inyectiva en Gj.

Mostremos que Gy = g(G1) y encontremos la inversa de glg,. Para w € Cy ¢ € C
tenemos que

(5.3.2) g(Q)=w si y sélo si (¢ —iw)? =1—w’
Si w ¢ Gy entonces w € Ry w? > 1. Si existe ¢ € C tal que g(¢) = w, y si ( —iw = e
con ¥ € R, entonces por (5.3.2)

(¢ —iw)* =™ <0,
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es decir, 20 = (2k + 1)7 con un k € Z. En seguida, ¥ = (k + 3)7 y luego ¢ — iw € iR.
Como w € R, resulta ¢ € iR. Y como ¢ € g !(w) era arbitrario, w ¢ g(C\iR). Eso
muestra que g(C\iR) C G5 y particularmente que g(G;) C Gb.

Por otro lado, si t € R\{0}, entonces g(it) = (t+ 1/t)/2€ Ry

_ 1 1 1 1\2
|g(1t)]2:Z<t2+2+t—2) :Z(4+(t_2> ) > 1.

En consecuencia, ¢(it) € C\Gy. Como ¢t € R\{0} era arbitrario, eso muestra que
(5.3.3) g H(G,) C C\iR.

La funcién 1 — w? no se anula en la regiéon Gy, la cual es simplemente conexa por el
Teorema 4.3.5 ya que su complemento consiste de dos componentes conexas no acotadas.
Por el Teorema 5.1.6 existe un logaritmo holomorfo de 1 —w? en Gy, y por los resultados
de la seccién 5.2 existen ademds precisamente dos ramas de la raiz cuadrada de 1 — w?.
Denotemos por v/1 — w? la rama con valor 1 en w = 0 y definamos la funcién holomorfa
h(w) :=iw 4+ v/1 — w? para w € G. Por (5.3.2) obtenemos que g(h(w)) = w para toda
w € Gy. Observamos que h(Gs) es un conjunto conexo. Ademds, (5.3.3) implica que
h(Gs) C g7 (Gy) C C\iR. Como h(0) = 1 € G, estos hechos implican que h(Gs) C Gy,
es decir, Gy C g(G1). Entonces g(G1) = Gy h = (g]g,) "

La restriccion f: Gg — G es biyectiva, con inversa %Log: G1 — Gy. Luego sen |g, =
g o f es biyectiva, con la inversa

arcsen(w) == f (g (w)) = %Log (iw + m> . O

5.3.2 Nota. Si uno escoge una otra rama del logaritmo en (5.3.1), entonces uno obtiene
una inversa de la restriccion del seno a una tira trasladada por un multiple entero de 2,
con la misma regién G5 como imagen. Si uno escoge en (5.3.1) la otra rama de la raiz
cuadrada de 1 —w? y una rama “log” del logaritmo en {z € C | Re z < 0}, entonces uno
obtiene una inversa del seno en la tira

{ZGC‘%+2]€7‘F<R€Z<3§+2]€W}

para algin k € Z.

Como cos(z) = sen(z + m/2), construir una inversa arccos del coseno es sencillo,
aprovechandose de la inversa del seno. Analicemos la arcotangente, una inversa de la
tangente.

5.3.3 Teorema. Sean
Go:={z€C|—-7n/2<Rez<n/2} y Gs:=C\{it |t € R, |t| > 1}.

La funcion tan es biyectiva entre Gy y G3. Su inversa, la cual denotaremos por arctan,
tiene la representacion

1 1 +iw
5.3.4 t =—L
( ) arctan(w) 5 Log T

para todo w € Gs.
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Demostracion. Recordemos la definicién

senz 1e¥—1

T
tan z = = - — ara G(C{— k ’kEZ}.
NET osz ie¥z+1 bar : \ 2+ i
Escribimos tan = g o f con f(z) := e** y ¢g(¢) := %% La funcién f es una biyeccién

entre Gy y C\(—o00,0]. Mostremos que g: C\(—o00,0] — G3 es biyectiva, con inversa
h(w) = He.

Si¢# -1y g(() ¢ Gs, entonces existe a € R\{—1} tal que % =ay la] > 1. Se
sigue que

Cz(l—ka)/(l—a):—l—i—%e]&

Sia>1entonces 1 —a < 0y luego ¢ < —1. Si a < —1 entonces ¢ < 0. En ambos casos
g(¢) ¢ G5 implica que ¢ € (—o0, 0], es decir, g(C\(—o00,0]) C Gs.
Siw # —i cumple h(w) € (—o0, 0], entonces existe a € (—oo, 0]\{—1} tal que {52 = q.
En consecuencia,
_la-1

— R —
w ia+1€1 y |w

a—1]_ la] +1 > 1,
a+1 l|la| — 1

es decir, w ¢ G3. Entonces h(G3) C C\(—o00,0]. Un célculo directo muestra que ho g =
ide\(—o0,0) ¥ 9 © h = idg,, asi que g: C\(—00,0] — G3 es invertible con inversa h. Estos
hechos implican la férmula (5.3.4). O

Para buscar regiones en las cuales las funciones hiperbdlicas son invertibles, y para
calcular las inversas al respecto, basta usar las relaciones entre ellas y las funciones
trigonométricas de la secciéon 1.5.



6 Singularidades aisladas

Funciones como —1, tan z y exp(1/z) son holomorfas en el complemento de un conjunto
14227

discreto de singularidades. El andlisis del comportamiento de una funcién holomorfa en
una vecindad de una singularidad aislada contribuye conocimientos tedricos y practicos
importantes. Existen desarrollos en series de potencias positivas y negativas alrededor
de una singularidad aislada (series de Laurent), andlogamente a las series de Taylor.
Existe una clasificacion sencilla de las singularidades por medio del comportamiento de
la funcién en una vecindad. Generalizamos el teorema global de Cauchy por el teorema
de los residuos, el cual aplica a funciones holomorfas con singularidades aisladas. Ese
resultado tiene numerosas consecuencias en el calculo de integrales, y en el andlisis de
las propiedades de funciones holomorfas.

6.1. Funciones holomorfas en anillos

Para 0 <r < Ry a € C denotamos por

K,(r,R):={2z€C|r<|z—al] <R}

K.rR)={2€C|r<|z—a|l <R}

al anillo centrado en a con radios r y R. En esto permitimos r = 0 y R = oo en la
definicién de K,(r, R):

Ka(0,R) = D(a) v Ku(r,00) = C\Dy(a).

Si f es holomorfa en K,(r, R), entonces en general no tiene una extension a una regién
mas grande. No obstante, mostraremos que f es la suma de funciones holomorfas en

Dg(a) y C\D,(a).

6.1.1 Teorema. Sea f holomorfa en el anillo K,(r, R). Entonces ezisten una funcion
holomorfa fi en U := C\D,(a) y una funcién holomorfa fo en Uy := Dg(a) tal que en
K,(r,R) = Uy NUsy se cumple f = f1 + fo. En esto podemos escoger fi de tal manera
que lim|. oo f(2) = 0. Esta condicion determina a fi y fa.

Demostracion. Para cualquier p € (r, R) definimos en D,(a) una funcién holomorfa f; ,
mediante . 0)
fop(2) = — / dc¢.
o(2) 271 J(p.a) (—z

Siz € Uy y méx{r, |z —al} < p <p' <R, la funcién ¢ — f(()/(¢ — 2) es holomorfa en
un anillo abierto U que es una vecindad U de K,(p, p'). Como los lazos k(p,a) y k(p', a)
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son homologos en U, el teorema global de Cauchy implica que fs ,(2) = f2,,(2). Por ello
tiene sentido la definicion

fa(2) == fo,(2) donde z € Uy, p € (méx{r, |z —al}, R),

y f2 es holomorfa en U,. Similarmente definimos la funcién holomorfa

—1
fi(z) = o /(U,a) Cf(TOZ d¢ donde z € Uy, o € (r,min{R, |z —a|}).
Fijemos oy € (1, R). Si |z — a| > 2R, la desigualdad estdndar implica que

01

|¢—al=01 ‘Z — a\ — R’

asi que limy,|o f1(2) = 0.

Sean ahora z € K, (r,R) yr <o < |z—a| < p < R. Elciclo I" := k(p,a) — k(0,a)
tiene homologia cero en K,(r, R). Ademas, n(I', z) = 1. Por consiguiente, la férmula de
Cauchy implica que

f(z)—i/f(o dczi./( )Mdc—i/ H& 40— f2) + A2,

C2mi Jr (-2 2mi (—=z 271 J(oa) C — 2

Nada mas falta ver la unicidad de la descomposicion. Sea f = g; + go una descompo-
sicion analoga tal que lim|; g1(z) = 0, entonces f; — g1 = —fo + g2 en Uy N Us. En
seguida definimos por h := f; — g1 en Uy, h := — f5 + go en Us, una funcién entera con
lim|;|00 h(2) = 0. Por el teorema de Liouville, h = 0, es decir, fi = g1 y fo = . O

En la situacién del Teorema 6.1.1 llamamos a f; la parte principal de f, y a f5 la parte
secundaria de f.

6.1.2 Teorema. Sea f holomorfa en el anillo K,(r, R). Entonces existe una represen-
tacion

(6.1.1) f(z) = Z ak(z—a)k—l—Zak(z—a)k.

k=-1 k=0

La primera serie converge en C\D,(a) localmente uniformemente a la parte principal de
f, y la sequnda serie converge en Dg(a) localmente uniformemente a la parte secundaria
de f. Para cualquier p € (r, R) los coeficientes ay, estan dados por

1 f(©)
(6.1.2) n =5 \/fi(p,a) W d¢ para todo n € Z.

Demostracion. La parte secundaria tiene un desarrollo en una serie de potencias en Us:

o0

fa(z) = Zak(z —a)k.

k=0
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Para encontrar un desarrollo analogo para f; usaremos la funcion

1
F(w) =a+ -,

la cual es una funcién biholomorfa entre D, Yy C\D,(a). La funcién f; o F' es holomorfa
en Dl/r Como limy;|,0 f1(2) = 0, también lim,,_,o fi(F(w)) = 0, asi que f; o F' tiene
una extension holomorfa a a con el valor 0 (teorema de levantamiento de Riemann,
Teorema 3.2.6). Por consiguiente, existe el desarrollo de f; o F' en su serie de Taylor
alrededor de 0 en el disco D, ,:

)) = Z bkwk?

la cual converge uniformemente en D, /p para todo p > r. Reemplazando (z — a)~! por

w obtenemos -
2) =Y bi(z—a)
k=1

asi que la definiciéon ay := b_y para k € Z, k < 0, implica la representaciéon (6.1.1). Esta
serie converge uniformemente en C\D,(a) para todo p > r.
Falta demostrar la férmula para los coeficientes a,,. Para p € (r, R) y n € Z las series

k
oy a"+1 E Utnt1(2 — @) +E Utnt1(2 — @)

k=—1

convergen uniformemente en x(p,a). Por el Corolario 2.3.2 y por el Ejemplo 2.2.4 obte-

nemos 1
/ L)nﬂ dz = an/ dz = 2mia,,. O
t(p,a) (Z B (Z) k(pa) # — @

Ese nuevo tipo de serie merece un nombre propio:

6.1.3 Definicién. Una Serie de Laurent es una serie de la forma

(6.1.3) i ap(z — a)* Zak z—a)*

k=—00 keZ
: - o0 k o0 —k
Se llama convergente en z; si ambas series Y - ar(z—a)*y >~ a_g(2—a)" convergen

en z1; en ese caso su suma es el valor de la serie (6.1.3) en z;. La serie

— o
E akz—a E a_r(z—a)”

k=—1

se llama la parte principal de (6.1.3), y la serie
ap(z — a)"
k=0
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es la parte secundaria de (6.1.3). Si la parte principal y la parte secundaria convergen
(localmente) uniformemente entonces (6.1.3) converge (localmente) uniformemente.

6.1.4 Teorema. (a) Sea L(z) := Y, ax(z2—a)* una serie de Laurent. Entonces exis-
ten r, R € [0,00] tales que la parte principal de L converge localmente uniforme-
mente en C\D,(a), y la parte secundaria de L converge localmente uniformemente
en Dg(a). Sir < R, entonces L converge localmente uniformemente en el anillo
K,(r,R) a una funcion holomorfa. En ese caso se tiene que

(6.1.4) la,| < p™™ sup |f(2)] para todo p € (r,R), n € Z.

|z—al=p

(b) Sean Li(z) == > 4cpan(z — a)* y La(2) = 5 bi(z — @)* dos series de Laurent
que convergen a la misma funcion f en un anillo K,(r, R). Entonces a, = b, para
toda n.

Demostracion. Inciso (a): La parte secundaria de L tiene un radio de convergencia
R € [0, 00]. La serie de potencias

g(w) :== Za_kwk
k=1

tiene un radio de convergencia 1/r € [0, co]. Entonces la parte principal de L converge
localmente uniformemente en C\D,(a) a la funcién g(1/(z — a)). Si r < R ambas par-
tes de L convergen localmente uniformemente en K,(r, R), y L representa una funcién
holomorfa alli. La desigualdad (6.1.4) se sigue de (6.1.2) por la desigualdad estdndar
Teorema 2.1.6.

Inciso (b): Si p € (r, R), entonces integracién de

1 1
m[zl(z) = mla(z)
sobre k(p, a) implica la identidad a,, = b,. ]

La serie de Laurent de una funcion holomorfa en un anillo normalmente no se calcula
explicitamente usando la férmula (6.1.2). Es mas comun usar series de Taylor ya conoci-
das para calcular los coeficientes. Particularmente, en el caso de las funciones racionales
basta usar las series geométricas y sus derivadas.

6.1.5 Ejemplo. Consideremos la funcién
1
1) =

Existen cuatro anillos distintos naturales en donde la serie de Laurent de f es interesante,
dos para cada una de las singularidades 0 y i.
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(a) Desarrollo en Ky(0,1):

(c) Desarrollo en K;(0,1):

1 1
f(z): (2_1)2;:(2_1)2 z—i—|—i:(2—i)2 1_1(2_1)

(d) Desarrollo en Kj(1,00):

1 1 1 1 1

1
) = " oemidi G ir s

k=—3

6.2. Singularidades aisladas

Usaremos la siguiente nocion: si zp € C y U es una vecindad de z entonces U\{zp} es
una vecindad pinchada de zg.

6.2.1 Definicién. Si zy € Cy f es una funcién holomorfa en una vecindad pinchada de
zo entonces zy se llama una singularidad aislada de f.

sen z

6.2.2 Ejemplo. (a) La funcién f(z) := *2% es holomorfa en C y no definida en z = 0.
Entonces 0 es una singularidad aislada de f.

(b) La funcién f(z) := ﬁ tiene las singularidades aisladas 1 y i.

(c) La funcién f(z) := e'/* tiene una singularidad aislada en 0.

(d) La funcién f(z) := cot(mz) = <=2 ¢g definida y holomorfa en C\Z, asi que todos

sen(7z)
los puntos de Z son singularidades aisladas de f.
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(e) La funcién f(z) := cot T es definida y holomorfa en C\(AU{0}), donde A := {z €
C | % € Z}. El origen no es una singularidad aislada de f ya que es un punto de
acumulacion de los puntos de A. No existe una vecindad pinchada de 0 en la cual
f es holomorfa. Pero A es un conjunto discreto en C, asi que los puntos 1 /k para
k € 7Z son singularidades aisladas de f en C.

6.2.3 Definicién. Sean zy € C, U una vecindad de zy y f holomorfa en la vecindad
pinchada U\{z}.

(1) Si f es acotada en una vecindad pinchada V\{zo} C U\{20} de zy, entonces z, se
llama una singularidad levantable (o removible) de f.

(11) Silim,,,,|f(2)] = oo, entonces zy se llama un polo de f.

(11) Si 2z ni es una singularidad levantable ni un polo de f, entonces zy se llama una
singularidad esencial de f.

Por el Teorema 3.2.6 de levantamiento de Riemann un singularidad aislada es levan-
table si y sélo si existe una extension holomorfa f al conjunto U en la situacion de la
Definicién 6.2.3.

Analizamos primero los polos. Si f tiene un polo en zp, la funcién 1/f no se anula en
una vecindad pinchada V\{zy} de zo. En seguida, 1/f es holomorfa alli y cumple que
lim,_,,, ﬁ = 0. Entonces 1/f tiene una singularidad levantable en zj, un cero.

6.2.4 Definicién. Si f tiene un polo en zy entonces el orden (o la multiplicidad) del
polo de f en zy es el orden del cero zy de 1/f.

6.2.5 Teorema. Para una singularidad aislada zy de f yn € N son equivalentes:
(1) 2o es un polo de f del orden n;

(11) existe una funcién holomorfa h en una vecindad pinchada U\{z} de zy tal que

h(z0) # 0y
(6.2.1) f(z) = (2 —=20)""h(z) para todo z € U\{2};

(111) existen una vecindad pinchada U\{z} de zy y constantes positivas My, My tales
que

(6.2.2) M|z — 20| ™" < |f(2)| < M|z — z|™" para todo z € U\{z}.

Demostracion. Inciso (1) implica (11): Existen una vecindad pinchada V\{z} y una
funcién holomorfa g en V' tal que g(z9) #0 y

1 n
m = (2 — 20)"g(2) para todo z € V.
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La funcién h := 1/g es bien definida y holomorfa en una vecindad U C V', y se cumple
(6.2.1).

Inciso (1) implica (111): Como h(zy) # 0 y h es holomorfa, existen una vecindad U
de zp y constantes My, My > 0 tales que

M1§ |h| SMQ en U.

En seguida, (6.2.1) implica (6.2.2).
Inciso (1m1) implica (1): Por (6.2.2) se cumple
el < e <l ol

—lz—z —lz—z

M, TG T My "
para todo z € U\{zy}, es decir, f tiene un polo en zg y 1/f tiene una extension holomorfa
a U. Ademads, zy es un cero de ella. Sea k el orden de ese cero. Existe una funcién
holomorfa g en U tal que g(29) # 0y 1/f(z) = (2 — 20)*g(2) para todo z € U\{z}. La
desigualdad anterior implica que k = n, es decir, n es el orden del polo zy de f. O

Para el comportamiento cerca de singularidades esenciales tenemos

6.2.6 Teorema (Casorati y Weierstrafl). Sea zo una singularidad aislada de f. Entonces
2p es esencial siy solo si para cada vecindad pinchada U\{zo} de zo donde f estd definida
se tiene que f(U\{z0}) es denso en C.

Demostracion. Sea zy esencial. Por contradiccion supongamos que existe una vecindad
pinchada U\{zy} tal que f(U\{z0}) no es denso en C. Entonces existe un disco D, (w)
tal que f(U\{z0}) N D,(wy) = @. Eso implica que la funcién g(z) = 1/(f(z) — wy)
es holomorfa en U\{z} y tiene valor absoluto acotado por 1/r. Por lo tanto, g tiene
una extensién holomorfa a U. En consecuencia, f(z) = wy + 1/g tiene una singularidad
levantable (si g(zo) # 0) o un polo (si g(z9) = 0) en 2o, una contradiccién.

La afirmacion inversa es una consecuencia directa de la clasificacion de las singulari-
dades aisladas. O

Consideremos la relacién entre el tipo de una singularidad aislada y el desarrollo de
la funcién en una serie de Laurent:

6.2.7 Teorema. Sea f holomorfa en Dg(a) con la serie de Laurent

[e.9]

1) =3 al:—a)

k=—oc0
La singularidad aislada a de f es
(1) levantable si y sdlo si ap =0 para todo k < 0;
(11) un polo del orden n si y sélo si a_, # 0 y ar = 0 para todo k < —n;

(111) esencial si y solo si ax # 0 para una infinidad de indices k < 0.
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Demostracion. Inciso (1): Si a es levantable, entonces la serie de Laurent es la serie de
Taylor de la extensién holomorfa de f a a por el Teorema 6.1.4(b) (unicidad de la serie
de Laurent), es decir, a; = 0 para k < 0. Inversamente, si la serie de Laurent de f es
una serie de potencias, su funcion limite es la extension holomorfa de f a a.

Inciso (11): La representacion

o0

fE)=) alz—a)f,  a,#0,

k=—n

es equivalente a f(z) = (¢ — a) "h(z) con una funcién holomorfa h tal que h(a) # 0,
usando

h(z) := Z ap—n(z — a)".

k=0
eso muestra la afirmacion.
inciso (11r): Se sigue de (1) y (11). O
6.2.8 Ejemplo. (a) La serie de Laurent de *2= es
I~ (1) = (-1)”
- Z ( ) 22u+1 _ Z ( ) ZZV,
2= (2v+1)! —~ (2v+1)!

es decir, la singularidad z = 0 es levantable, la funcién es extensible a 0 por el
valor 1.

(b) Por el Ejemplo 6.1.5 la funcién
1
f(Z) T Z(Z . 1)2

tiene un polo del orden 1 en 0 y un polo del orden 2 en i.

1/z

(¢) La serie de Laurent de e'/* en C es

es decir, el origen es una singularidad esencial.

6.3. Funciones meromorfas y la esfera de Riemann

El comportamiento de una funciéon holomorfa cerca de un polo es muy simple, asi que
las funciones holomorfas con polos no son més complicadas de tratar que las funciones
holomorfas.
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6.3.1 Definicién. Sea U C C un conjunto abierto. Una funcién meromorfa en U es una
funcién holomorfa f: U\P; — C donde P es un subconjunto discreto de U y todos los
puntos de Ps son polos de f.

Por el Teorema 6.2.7 f tiene en cada punto zy € U un desarrollo en una serie de
Laurent con un numero finito de coeficientes negativos, lo cual es cero en los puntos de
holomorfia de f. Esa serie converge al menos en el anillo méas grande centrado en zy que
es un subconjunto de U.

Si f v g son funciones meromorfas en una region GG entonces definimos f+ gy fg en
G\ (P U P,) como suma y producto de funciones holomorfas. En un punto a € Py U P,
la funcién f + g tiene una singularidad aislada, y su serie de Laurent L., en D,(a)
para r > 0 suficientemente chico es la suma de las series de Laurent Ly y L, de f
y g en Dr(a). Como las partes principales de Ly y L, son finitos, también la parte
principal de Ly, es finito, es decir, o bien a es una singularidad removible o un polo
de f + g. Las representaciones en (3.3.6) de ceros y en (6.2.1) de polos implican que las
singularidades aisladas a € PfU P, de fg o bien son removibles o son polos. Quitamos de
f+gvyde fgtodas las singularidades removibles y obtenemos como resultado funciones
meromorfas en G con Py, C PfUP,y Pr, € PyUP,. Similarmente, si f # 0 entonces el
conjunto de ceros en G es discreto y forma el conjunto de polos de 1/ f, donde nuevamente
quitamos las singularidades removibles. Resulta que f - (1/f) es la funcién constante 1
en G\(PyU P, /y) y todas sus singularidades son removibles con valor 1. Entonces 1/ f es
la inversa multiplicativa de f en el anillo de la funciones meromorfas. En consecuencia,
es facil verificar el

6.3.2 Teorema. Las funciones meromorfas en una region forman un campo.

El resultado anterior implica que el cociente f/g de dos funciones holomorfas en G,
donde g # 0, es una funcién meromorfa. Por ejemplo, las funciones racionales y las
funciones tangente y cotangente son meromorfas en C. De esto surge inmediatamente
la pregunta si todas las funciones meromorfas en G son el cociente de dos funciones
holomorfas. Localmente esto es cierto:

6.3.3 Teorema. Sea f una funcion meromorfa en U. Entonces cada punto a € U tiene
una vecindad V' en U tal que f es el cociente de dos funciones holomorfas g y h en V:

f=g/h

Demostracion. Si a no es un polo de f entonces tomamos g := fyh=1enV :=U\P;.
Si a es un polo de f del orden n entonces

9(2)
f(z) =
(z—a)
cerca de a, por (6.2.1). O
Si la funcion meromorfa f tiene nada mas un nimero finito aq, as, . . ., a,, de polos en
U, con los ordenes nq,no, ...,n,,, entonces la funcion

g(z) = (z—a)"(z—a2)™ ... (z — an)"" f(2)
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tiene singularidades levantables en aq,as,...,a,,. En seguida, f es el cociente de dos
funciones holomorfas en U. Ese resultado también es cierto si f tiene un ntimero infinito
de polos en U, pero la demostracién es mucho mas dificil. La veremos después del teorema
de Mittag-LefHer.

En el campo de las funciones meromorfas los ceros y los polos de funciones juegan un
papel muy similar. Quitemos la asimetria entre estos conceptos, la cual es el hecho que
0 € C pero que no podemos dar un valor definitivo a una funcién meromorfa en un polo.

6.3.4 Definicion. Formamos la unién de C con un punto adicional que no esta en C,
lo cual denotaremos por “o0” y lo llamaremos el “punto infinito”:

C:=CuU{o0}.
El conjunto C se llama la esfera de Riemann o el plano complejo cerrado.

6.3.5 Teorema. Sea O la coleccion de los subconjuntos abiertos de C y de los comple-
mentos en C de subconjunto compactos de C. Entonces el conjunto O es una topologia
en C Yy C es un espacio topologico de Hausdorff compacto. La topologia inducida en C
coincide con la topologia usual, y C es un subconjunto abierto y denso de C.

Demostracion. El conjunto vacio es un subconjunto abierto y compacto de C, asi que
O contiene a @ y a C. Si {Us}aca C O, sean B,C' C A subconjuntos que forman una
particién de A (A= BUC, BNC = @), tales que U es un subconjunto abierto de C
para S € By U, = (f:\K7 donde K, es un subconjunto compacto de C para v € C. El

conjunto
V=] Us
BeB

es abierto en C. Si C' = @, entonces V' coincide con |J U,. En consecuencia, ese

conjunto es un elemento de O. Si C' # &, entonces

K:=()K,

yeC

acA

es compacto en C. Se sigue que

UUa=JUsuJC\K, =VU(C\K) =C\(C\VNK),=C\(K\V),

acA BEB yeC

donde K'\V es un subconjunto compacto de C. Por consiguiente, | J U, es un elemento
de O también en este caso.
Si U,V son subconjuntos abiertos de C, entonces U NV es un subconjunto abierto de

C. Si U C C es abierto y K C C compacto, entonces

acA

Un(C\K)=U\K,

lo cual es un subconjunto abierto de C. Y si K7, Ky son subconjuntos compactos de C
entonces

(C\K1) N (C\K,) = C\ (K1 U Ky),
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lo cual es un elemento de O ya que K; U K5 es un subconjunto compacto de C. En todo
caso, la interseccion de dos elementos de O es un elemento de O. Estos hechos muestran
que O es una topologia en C.

Si 21, 25 € C son puntos distintos, entonces existen vecindades abiertas ajenas de ellos
en C, las cuales son también conjuntos abiertos en C.Size C, entonces para cualquier
r > 0 el disco D,(2) es una vecindad abierta de z en C y el conjunto C\D,(z) es una
vecindad abierta de co en C. Estas dos vecindades son ademds ajenas. Por lo tanto, C
es un espacio de Hausdorff.

Notamos que por la propiedad de Hausdorff un punto de € forma un conjunto cerrado
en C. Particularmente, si U es abierto en C, entonces el conjunto U \{oo} es un conjunto
abierto en (C, y también un subconjunto abierto de C. Sea {U, },c4 una cubierta abierta
de C. Existe ag € A tal que oo € U, El conjunto K = @\UaO es compacto en C y
{Ua\{00} }aca\fao} €s una cubierta abierta en C de K. Entonces existe un nimero finito
de indices ay, ag, ..., a, € A\{ap} tal que

K c | JU.,\{oo} € | U,
k=1 k=1

En seguida, {U,, }7_, forma una subcubierta abierta finita de C. Esto muestra que C es
compacto.
La topologia inducida de O en C es, por definicién, precisamente la coleccion

Oc = {U\{oo} | U € O}.

Como ya vimos arriba, estos conjuntos son conjuntos abiertos de C. Inversamente, todo
subconjunto abierto de C es un elemento de O, particularmente C. Esto muestra que
Oc¢ coincide con la topologia usual en C y que C es abierto en C. Si U es una vecindad
abierta de oo entonces K := (C\U es un subconjunto compacto de C. En seguida, UNC =
(C\K)NC = C\K # & y luego C es denso en C. O

Construiremos ahora un homeomorfismo entre C y un espacio métrico: sea
2. _ 31,2, .2 2
= {(z1, 22, 23) € R’ | 2] + a5 + 25 = 1}

la esfera unitaria en R®. Como subconjunto del espacio normado R? ella es un espacio
métrico. Denotamos por

PN:=(0,0,1) y PS:=(0,0,—1)

al polo norte y al polo sur de S?. Consideremos el mapeo p: S? — C definido como la
proyeccién estereografica: para z € S?\{PN} sea ¢(z) el punto tinico de interseccién del
rayo pasando por PN y z con el subespacio R? x {0} de R?, ver Figura 6.1. Resulta
explicitamente la representacion

(6.3.1) o(z) = 1— 3 (1 + ixq), x # PN,
0, r = PN.



PN

Figura 6.1: Proyecciéon estereografica

6.3.6 Teorema. La proyeccion estereogrifica es un homeomorfismo entre S% y C.

Demostracion. Geométricamente es obvio que ¢ es biyectiva. Lo verifiquemos algebraica-
mente: sean p(z) = ¢(y). Basta considerar el caso z,y € S?\{PN}. Usando |z| = |y| = 1
obtenemos

p()* = vites  lom lbm 2
(1 — $3)2 (1 — 1’3)2 1-— XT3 1-— T3
y similarmente
2
2
ey)|” = —1
L
Como |¢(x)| = |p(y)|, se sigue que x5 = y3. Ademas,
x1 = (1 —x3) Rep(z) = (1 —x3) Rep(y) = 11
y similarmente zo = y5. Entonces ¢ es inyectiva.
Consideremos el mapeo ¥: C — S? dado por
——— (22, 2y, 2% + y* — 1), z=x+iy € C,
PN z = 00.

Si z = x + iy € C entonces

2y -1 2
w242 +1 2242+ 1

asi que
ez +iy)) = = +1y.

Como ademas ¢(U(00)) = oo, se tiene que ¢ o ¥ = ids. En consecuencia, ¢ es biyectiva
-1
y o =17
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Es obvio que ¢|g2\(pny ¥ ¥|c son mapeos continuos respecto a las topologias de S?y C

(recordando que la topologia inducida por la de C en C coincide con la usual). Falta nada
mas comprobar continuidad en PN y co. Notamos primero que una vecindad abierta U
en S? de PN satisface que S*\U es un subconjunto compacto de S?\{PN}. Como ¢
y ¥ son continuas en S*\{PN} y C, respectivamente, mandan conjuntos compactos a
conjuntos compactos. Por la biyectividad esto implica que la imagen de una vecindad de
PN en S? bajo ¢ es una vecindad de oo en C, y que la imagen de una vecindad de co
en C bajo 9 es una vecindad de PN en S2%. Esto prueba la continuidad de ¢ y 9 en PN
y Q. O

El Teorema 6.3.6 implica que también C es un espacio métrico, con la métrica inducida
por S? mediante el homeomorfismo ¢, la proyeccién estereografica: se define

(6.3.2) de(z,w) == dg2 (7 (2), ' (w))

para z,w € C. Obviamente © v ¢! son isometrias respecto a las dos métricas. Si O es

la topologfa en C construida en el Teorema 6.3.5 y si Oy es la topologia inducida en C
por la métrica, entonces ¢ y ¢! son continuas respecto a las dos topologias en C. Como
ide =po gp*l, los mapeos

ide: (C,0) = (C,04) y  ide: (C,04) — (C,0)

son continuos, es decir, O y O, coinciden. En otras palabras, O es también la topologia
inducida en C por la métrica dg.

Topolbgicamente identiﬁquemos los dos espacios S? y C y obtenemos asi una intuicion
buena de la topologia en C. Podemos tratar, como siempre, continuidad de funciones
usando sucesiones en C. Aqui una sucesién (z) C C tiende a oo en C siy sélo si
|z1| — o0.

También queremos tratar el punto oo como una singularidad. Diremos para zy € C
que f es una funcion meromorfa en zg si f estd definida y meromorfa en una vecindad
abierta de zy en C.

6.3.7 Definicién. Sean r > 0 y f: C\D, — C una funcién holomorfa. Definimos la
funcién g: Dy, — C por g(z) := f(1/z). Entonces f tiene una singularidad aislada en
00, ¥ su tipo es el mismo que el de la singularidad 0 de g. Si g es una funcién meromorfa
en Dy entonces f es una funcién meromorfa en oo. Si U C C es abierto, entonces
f: U — C es una funcion meromorfa en U si f es meromorfa en cada punto de U.

Escribiendo h(z) := 1/z quitamos la asimetria entre 0 y oo como puntos donde esta
definida una funciéon f meromorfa considerando la composicion f o h.

Inversamente, trataremos de quitar la asimetria entre 0 y co como valores de f con-
siderando la composicion h o f. Esto es razonable ya que si f tiene un polo en zy € C
entonces 1/f tiene una singularidad removible en z.

6.3.8 Definicién. Sea U un subconjunto abierto de C. Un mapeo f: U — C se llama
un mapeo holomorfo si f es una funcién meromorfa en U.
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Notamos que un mapeo holomorfo es continuo. Si f: U — C es un mapeo holomorfo,
entonces necesariamente Py := f~!(c0) es un subconjunto discreto de U.

Construiremos una asociacién entre funciones meromorfas en subconjuntos abiertos de
C y mapeos holomorfos en subconjuntos abiertos de C. Sean U C C abierto yf:U—=C
una funcién meromorfa. Si U es una vecindad pinchada da oo en C (es decir, si C\U es
compacto) también pedimos que f sea meromorfa en co. Recordemos que f esta definida
en U\P;. Sea V C C el conjunto U si C\U no es compacto, y sea V = U U {oo} si C\U

es compacto. Definimos f Vo C por

f(2), si z € U\ Py,

R 0, size Py

f(z):= 00, si z =00 y si 0o es un polo,
‘Zﬁiinwf(z), si z = 00 y si 0o es removible.

En ese caso f es un mapeo holomorfo.

Inversamente, sea V' C C abierto y f : V' — € un mapeo holomorfo. Definimos el
conjunto U := V\{oco}. Entonces f := f |U\pf es una funcién meromorfa. Si V' es una
vecindad de oo, entonces ademas se tiene que f es meromorfa en oo.

Noétese que damos importancia a la distincién entre una funcién meromorfa, la cual
toma valores en C, y un mapeo holomorfo, lo cual toma valores en C. Siempre identifi-
quemos los mapeos f y f de la asociacion de arriba. No definimos qué es la derivada de
un mapeo holomorfo f: U — C en los puntos de U, lo cual requeriria un tratamiento
mucho mas profundo de la geometria diferencial compleja. Tampoco trataremos caminos
de integracion que pasan por oo.

Con esas nuevas nociones formulamos algunos resultados sobre mapeos holomorfos

A

definidos en todo C.
6.3.9 Teorema. Un mapeo holomorfo f en C tal que f~'(c0) = @ es constante.

Demostracion. Por la hipotesis, f: C — C es continuo, asf que f(@) es un subconjunto
compacto de C. Particularmente, g := f|c es una funcién entera acotada. Por el Teorema
de Liouville g es constante. Por la continuidad de f en oo también f es constante. [

Un polinomio tiene s6lo una singularidad aislada, un polo en oo, asi que es un mapeo
holomorfo en C. Inversamente tenemos

6.3.10 Teorema. Un mapeo holomorfo f en C tal que f7Ho0) = {0} es un polinomio.

Demostracion. Por la hipétesis, g := f|c es una funcién entera tal que limy.|.0|g(2)| =
oo. Denotamos su serie de potencias por

o0

E aka,

k=0
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la cual converge en todo C. En consecuencia, la funcién h(z) := g(1/2), la cual estd
definida en C, tiene un polo en 0. Su serie de Laurent

(o0}
E akz_k,
k=0

la cual converge en C, tiene sélo una parte principal finita, es decir, existe ko tal que
a, = 0 para todo k > ky. Eso implica que f es un polinomio. O

Cada funciéon racional es meromorfa y tiene un limite en oo, asi que es también un
mapeo holomorfo en C. Mostremos que lo inverso también es cierto:

6.3.11 Teorema. Los mapeos holomorfos en C son precisamente las funciones racio-
nales.

Demostracion. Nada mas falta demostrar que un mapeo holomorfo f en C es una funcién
racional. El conjunto P es discreto en C por la definiciéon de un mapeo holomorfo. Como
C es compacto, Py es finito, digamos Pr\{co} = {21, 22, ..., 2, }. Para todo k sea hy la
parte principal de la serie de Laurent de f en z;. Entonces hy es racional y un mapeo
holomorfo en C. Ademés, im0 hi(2) = O para todo k, asi que g = f — > )" Iy
es un mapeo holomorfo en C. El tnico posible polo de g es oo. Por Teorema 6.3.9 y
Teorema 6.3.10 g es un polinomio, y luego f una funcién racional. O]

6.3.12 Corolario (Fracciones parciales para una funcién racional). Toda funcion racio-
nal es la suma de un polinomio y de una combinacion lineal sobre C de términos de la

forma
1

(2 — 20)%

donde zo € C y £ € N.

6.4. EIl teorema de los residuos

El teorema de los residuos es una generalizacion del teorema global de Cauchy a funciones
con singularidades aisladas.

6.4.1 Definicion. Sean U C C abierto y f holomorfa en U con excepcién de singulari-
dades aisladas. El residuo de f en z € U es el nimero

1
reszf = %/f,

donde k es una Rarametrizacién de S,.(z) con r > 0 tal que z es la tnica posible singu-
laridad de f en D, (z).
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6.4.2 Nota. (a) En la Definicién 6.4.1 no importa el radio r > 0 mientras que todas
las condiciones estan satisfechas. En vez de x uno podria usar cualquier ciclo I' tal
que n(I', z) = 1y n(I",w) = 0 para toda singularidad no igual a z de f. Eso es una
consecuencia del teorema global de Cauchy aplicado en el conjunto U\ P, ya que
en ese conjunto los ciclos I' y x son homoélogos.

(b) Si f es holomorfa en a € U entonces res, f = 0 por el teorema de Cauchy. Si a es
un polo o una singularidad esencial de f entonces sea

[e.e]

Z ar(z — a)"

k=—00

la serie de Laurent correspondiente de f en a. Se sigue que
(6.4.1) res, f =a_;.

6.4.3 Ejemplo. (a) La funcién 1/(z—a) tiene en a el residuo 1; para n > 2 la funcién
1/(z — a)™ tiene en a el residuo 0.

(b) Segun el Ejemplo 6.1.5 los residuos interesantes de la funcién f(z) := 1/z(z — i)?
son
resg f = —1 y res; [ = 1.

6.4.4 Teorema (de los residuos). Sean U C C abierto, f una funcién holomorfa en U
con la posible excepcion de singularidades aisladas y I' un ciclo con homologia nula en
U en cuyo traza no hay ninguna singularidad de f. Entonces n(I', z)res, f # 0 sélo en
un subconjunto finito de U y se cumple

(6.4.2) /Ff = QWiZn(F,z) res, f.

zeU

Demostracion. El conjunto
Vi={zeU\trI' | n(l,2) # 0}

es relativamente compacto en U por el Teorema 4.1.7, es decir, V sélo contiene un
nimero finito de singularidades de f. Y como res, f = 0si z € tr[' y n(I',2) = 0 si
z € U\V, la suma en (6.4.2) solo se toma sobre las singularidades de f en V. Sean
entonces 21, 2o, . . ., 2, las singularidades no removibles de f en V', y sea M el conjunto
de las singularidades no removibles de f en U\V. Ademas, sea hy, la parte principal de
la serie de Laurent de f en z;. Como hy es una funcién holomorfa en C\{z;}, la funcién
[ — > hi es una funcién holomorfa en U\M. Todos los puntos z € M cumplen
n(l',z) = 0. Ese hecho, junto con que I' es homélogo a cero en U, implica que I' es
homologo a cero en U\ M. Por consiguiente, el teorema global de Cauchy implica
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Escribiendo

hi(z) :== i: ago(z — )"

=—1

obtenemos
/hk = Z /(Ikx(z — z)" dz = 2miay, _1n(T, z,) = 2min(T, z;,) res,, f. O
r /T

6.4.5 Definicién. Sean U,V C C abiertos y V CC U. Un ciclo I' en U es un ciclo de
frontera de V si satisface

oV =trT, VzeV:n(l,z2) =1, Vze C\V:n(l,2)=0.
Un ciclo de la frontera de V' en U tiene homologia nula en U.

6.4.6 Corolario (del Teorema 6.4.4). Sean I' un ciclo de frontera de V.CC U y f
holomorfa en U con la posible excepcion de singularidades aisladas. Ninguna de las sin-
gularidades se encuentre en trI'. Entonces res, f # 0 solo en un subconjunto finito de V/
y se cumple

(6.4.3) /Ff = ZWinesz f.

zeV

Para poder aplicar el Teorema 6.4.4 necesitamos herramientas para calcular residuos.

6.4.7 Teorema. Sean f,g funciones holomorfas en un conjunto abierto U C C, posi-
blemente con excepcion de singularidades aisladas, y sea zy € U.

(a) ress (af +bg) = ares,, f + bres, g para todo a,b € C.
(b) Si zy es un polo del orden n de f, entonces

d n—1
(6.4.4) res,, [ = ﬁ zlglzlo (5) ((z = 20)"f(2)).

Particularmente, si zg es un polo del primer orden, entonces

(6.4.5) res,, f = zh_>Hzl (2 — 20)f(2).

(c) Si f es holomorfa y tiene un cero del primer orden en zy, entonces

1 1

(6.4.6) res,, 7 = o)

(d) Sig es holomorfa en zy y si [ tiene un polo del primer orden en zy, entonces

(6.4.7) res,, (gf) = g(zo) res,, f.



108 6 Singularidades aisladas

Demostracion. Inciso (a): Esto es una consecuencia de la Definicién 6.4.1 y de la linea-
lidad de la integral.
Inciso (b): Si zg es un polo del orden n de f entonces la serie de Laurent de f en zg

tiene la forma
o

fz) =Y anlz— =),

k=—n

con a_, # 0. Se sigue que

(z — 20)"f E ap(z — 20)"" = g An(z — 20)"

k=—n

Por (6.4.1) necesitamos encontrar a a_; = aj_, con k = n — 1. La férmula para los
coeficientes de una serie de potencias implica (6.4.4).
Inciso (c): La funcién 1/ f tiene un polo del primer orden en z, asi que (6.4.5) implica

que
i zZ— 2 i zZ— 2 1
res,, — im = lim = )
Cf e f(2) e=x f(2) = f(z0)  ['(20)
Inciso (d): Si g(z) # 0 entonces gf tiene un polo del primer orden en zy, asi que el
inciso (b) implica

ress, (9.f) = lim (2 — 20)g(2) f(2) = g(20) lm (z — 20) f(2) = g(z0) resy, f-

Z—20 Z—20

Si g tiene un cero en z, entonces gf tiene una singularidad removible en zy, por la
Proposicién 3.3.6 y por el Teorema 6.2.5. Por (6.4.1)

res, (9.f) = 0 = g(2o) res;, f. O

6.5. Aplicaciones del teorema de los residuos en el
analisis real

Con el teorema de los residuos uno puede calcular varios integrales sobre funciones reales,
para las cuales no se conocen las antiderivadas en forma explicita, es decir, expresas por
funciones elementales. El procedimiento es extender los integrandos a funciones holomor-
fas con singularidades aisladas en subconjuntos abiertos de C (para ello los integrandos
deben de ser realmente analiticos) y calcular la integral de esa extensién sobre un ciclo
adecuado en C. A veces esta manera de calcular una integral es mas facil que la manera
directa ain si se conocen antiderivadas.

6.5.1 Teorema. Sea R(z,y) una funcion racional de dos variables, con coeficientes
complejos, que esté definida siempre si 22 +y* = 1. Formamos la funcién meromorfa en

C =203 (+2) (1)
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Entonces

2w
(6.5.1) / R(cost,sent)dt = 27 Z res, f.
0

|z]<1

Demostracién. Escribimos cost = (e +e7)/2 y sent = (e — e™)/2i y obtenemos

2w o 1 . 1 . .
/ R(cost,sent)dt = / R (—(e‘t Femit), (et — e_lt)) dat
0 0 2 21
1 1 /1 1\ 1 1
O L) L)) e
1 Jw1,0) ? 2 z) 2i z
1
1 Jk(1,0)

=27 Z res, f,

|z]<1
por el Corolario 6.4.6. O

6.5.2 Ejemplo. Sean a > 1y R(x,y) := 1/(a + ). Entonces

2 2
242z+1  (2—2)(z — 22)

RS TErSy

con z; := —a++va2—1€ Dy z:=—a—+a?—1¢& C\D;. En seguida, la simetria del
coseno, el Teorema 6.5.1 y el Teorema 6.4.7 implican

| 1/ 2
/ —dt:—/ ——dt =7res,, f = LI T
o a-+cost 2 Jo a-+cost z2] — 29 a? —1

Para los préximos resultados necesitamos definir el valor de la integral de una funcién
posiblemente no integrable en un intervalo:

6.5.3 Definiciéon. (a) Sean a,b€ R, a <by f: [a,b) — C continua. La integral

[ [

es la integral impropia de f en [a, b] si existe el limite. Una definicién analoga aplica
si f: (a,b] — C es continua. Si ¢ € (a,b) y f: [a,b]\{c} = C es continua, entonces

[r=[o[

es la integral impropia de f en [a,b] si existen las dos integrales impropias por
separado.
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(b) Seana € Ry f: [a,+00) — C continua. La integral

-|—oo
= lim f
a r—-+o00

es la integral impropia de f en [a,+00) si existe el limite. Una definicién andloga
aplica si f: (—o0,a] — C es continua. Si f: (—oo,+00) — C es continua, entonces

YA

es la integral impropia de f en (—o0,400) si existen las dos integrales impropias
por separado.

Notese que una integral impropia, por ejemplo f;oo f, puede ser bien definida atin si

la funcién no es integrable en [a, +00), es decir, si fa+oo|f| = 400

6.5.4 Definiciéon. (a) Sean a,b,c € R, a < ¢ < b, y sea f: [a,b]\{c} — C continua.

El limite b
VP / el—lgl—i- (/ /c+s) f’

si existe, es el valor principal de la integral de f en [a,b].

(b) Sea f: R — C continua. El limite

+oo
VP- = lim / 1,

T—+00

si existe, es el valor principal de la integral de f en R.

Para una funcién continua como en Definicién 6.5.3 y Definicién 6.5.4 la integrabilidad
de Lebesgue implica existencia de la integral impropia, la cual implica existencia del valor
principal. Las inversas implicaciones no son ciertas en general.

6.5.5 Teorema. Sea f(z) una funcién holomorfa con singularidades aisladas en una
vecindad de la cerradura del semiplano superior H tal que ninguna singularidad cae en
R. Adicionalmente, supongamos que

lim zf(z) =
|z]—o0
2€H
Entonces
+oo
(6.5.2) VP—/ f(z)dz = 27i Z res, f.

Im z>0
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Demostracidn. Definimos v, : [0, 7] = C por ~,.(t) := re'. Si r es suficientemente grande,
entonces todos los polos de f en el semiplano superior estdn en D,, ya que f(z) — 0
cuando |z| — oo. En consecuencia, el Corolario 6.4.6 implica

(6.5.3) / f+/ f=2mi 3 res. f

Im 2>0

Estimamos

f' < mixlf(2)|L) = wmixl=f ()] - 0
cuando r — o0, por la hipétesis en f. Dejamos r — oo en (6.5.3) y obtenemos (6.5.2). [

Particularmente, si f es una funcién racional tal que el grado del denominador es
al menos el grado del numerador més dos, el Teorema 6.5.5 aplica. En ese caso f es
Lebesgue-integrable en R asi que el valor principal de la integral es la integral propia de
f en el sentido de Lebesgue, y a la vez la integral impropia en el sentido de Riemann.

6.5.6 Ejemplo. Mostremos que

o0 :L‘2 T
5.4 — dx = —.
(6.5.4) /_oo ol =

La funcién f(z) := 2%/(1 + 2*) tiene polos del primer orden en las cuartas raices de —1;
con ¢ :=e™* = /2(1 +1)/2 ellas son ¢, 3, ¢%, (7. Precisamente ¢ y ¢® se encuentran en
el semiplano superior, asi que el Teorema 6.5.5 y un calculo elemental implican

o f(x)dz = 2mi(res, f + reses f)

h | ¢ e
o ((c OO T @ 0E- O m)

1 T

= 27 = .
2iv2 V2

6.5.7 Teorema. Sea f(z) una funcién holomorfa con singularidades aisladas en una
vecindad de la cerradura del semiplano superior H tal que ninguna singularidad cae en
R. Adicionalmente, supongamos que

lim f(z) =

|z]—00
2€H

Entonces

+oo . .
(6.5.5) / f(x)e®dz = 2mi Z res, (f(¢)e').

o0 Im z>0



112 6 Singularidades aisladas

Por otro lado, si f(z) es como arriba usando el semiplano inferior, entonces
+Oo . .
(6.5.6) fe)e ™ de = =271 ) res.(f(¢)e ™).
- Im 2<0
Que las integrales posiblemente impropias existen es parte de la afirmacion.
Antes de la demostracién notamos un resultado muy util:

6.5.8 Lema. Sea r > 0. Entonces

™

w/2 _
7“/ lexp(ire')| dt <
0 2

r/ lexp(ire)| dt < T
w/2 2

Demostracion. La concavidad del seno en [0, 7/2] implica que

2t
sent > — para todo t € [O, q .
T 2

Calculamos con (1.5.8):

r/ lexp(ire')| dt = r/ exp(—rsent)dt = 7"/ exp(—rsen(m —t))dt

/2 w/2 w/2

/2 T
= r/ exp(—rsent)dt < 5
0

]

Demostracion del Teorema 6.5.7. Nada més mostraremos (6.5.5), ya que la demostra-
cién de (6.5.6) es andloga. Sea U la vecindad de H donde f estd definida. Como f(z) — 0
cuando |z| — oo existe o > 0 tal que todas las singularidades de f en el semiplano su-
perior se encuentran en D, . El nimero de aquellas singularidades es finito. Sea vy un
camino de 0 a iry tal que ninguna de las singularidades de f cae en tr~, y tal que vy va
de frontera a frontera en D := {z € D,, | Imz > 0}. Sea U, la componente de D\ tr~y
a la derecha de vy, y sea U, la componente de D\ tr~y a la izquierda de 7.
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Para r > ry definimos caminos
Y1 (t) = re, t € [0,7/2]
’YT,Q(t) = reita te [7]—/27 ﬂ-]‘

Se sigue que [0, 7] +7,.1 — [iro, ir] = Yo ¥ [—7, 0] + 0+ [ir0, i7" + 712 son ciclos de homologia
nula en U. Por el Corolario 6.4.6

657 ( [ -] -] )z =2 Y s (100

zeU;
y
(6.5.8) (/[ ) +/ —i—% . +/ )f(Z)eiz dz = 27 Z res, (f(¢)e').
-, v Jliroir] e Uy

Por el Lema 6.5.8 se tiene

/ f(2)e* dz
Y1
w/2
< max |f(z)|7‘/ lexp(ire)| dt
(6.5.9) |2|=r 0

Im 2>0

w/2 ' ) '
/ f(re™) exp(ire)ire” dt’
0

< méx ()]

Im 2>0

—0

cuando r — o0, por la hipétesis en f. La funcién t — f(it) es acotada en [rg, 00) por la
definicién de r¢ y por las hipdtesis en f. En seguida, la funcién ¢ — f(it)e™" es Lebesgue
integrable en [rg, 00) y existe
+o0
C:= lim f(z)e*dz =i f(it)e " dt.

r—+oo [iro,ir] 0

estos hechos implican, si dejamos r — oo en (6.5.7), que existe el limite

(6.5.10) /OO f(z)e™ dz = lim f(2)e”* dz
0

r—r00 [O,T]
= 2mi Z res, (f(¢)el) + C + / f(2)e* dz.
zeU; 70

Por otro lado, el Lema 6.5.8 implica que f,m f(2)e*dz — 0 cuando r — oo, similar-
mente como en (6.5.9). Entonces dejar r — oo en (6.5.8) implica que existe el limite

0
(6.5.11) / f(x)e dz = lim f(z)e*dz

r—00 [—7"70]

= 2ri Z res, (f(¢)e') — C — / f(2)e* dz.

z€Usq
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La suma de las ecuaciones (6.5.10) y (6.5.11) implica (6.5.5), ya que U; U U, contiene
todas las singularidades de f en el semiplano superior. O]

6.5.9 Nota. Si f es holomorfa en C con singularidades aisladas y tal que f(z) — 0
cuando |z| — oo en C, entonces (6.5.5) y (6.5.6) implican que

(6.5.12) OC)f(oc) cosrdr = 7Ti< Z res, (f(()el) — Z resz(f(g)e_i<)>

- Im 2>0 Im 2<0

y

(6.5.13) - f(z)senzde = 7T( Z res, (f(¢)e'®) + Z resz(f(g)e—iC))‘
o Im 2>0 Im 2<0

Si f(z) € R para = € R entonces

(6.5.14) +OO f(z)cosxdr = Re +OO f(z)e” dz = —27 Im( Z resz(f(C)ei<)>

- - Im z>0

y

(6.5.15) +OO f(z)senxdx = Im +OO f(z)e™ dx = 27 Re< Z resz(f(C)eiC))

—0o0

6.5.10 Ejemplo. Sea a > 0. Entonces por (6.5.14)

T cosx 1 [T cosx e’
———do =< ———dr = —nIm ( res, ; :
o @+ 2 )_ a?+a? (z —ia)(z + ia)

e T
=—7rlm|— ) =—e"
<21a) 2a

El Teorema 6.5.7 no permite calcular la integral f_JrOO: = dz, ya que el integrando %
tendria un polo en 0. No obstante, podemos extender el método de ese teorema para
cubrir el caso de un polo del primer orden en R:

6.5.11 Teorema. Sea f(z) una funcion holomorfa con singularidades aisladas en una
vecindad de la cerradura del semiplano superior H. Supongamos que las singularidades
de f en R forman un subconjunto finito de (—R, R), R > 0, y que sean exclusivamente
polos del primer orden. Adicionalmente, supongamos que

lim f(z) = 0.
|z| =00
z€H

Entonces

(6.5.16) (/;RJFVP-/ZJF/:O)JC(:E)& dx

= 2mi Z res, (f(C)e') + Winesz(f(C)eiC).

Im z>0 z€R
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Demostracion. Sean {z1, za, ..., z, } las singularidades de f en R, todas polos del primer
orden, y sea hjy la parte principal de la serie de Laurent de f en 2z, £ = 1,2,...,m.
Entonces hy(z) — 0 cuando |z| — co y z € H. Luego la funcién

g::f—th
k=1

satisface todas las hipGtesis del Teorema 6.5.7. Ademés, como z — hy(2)e'* es holomorfa
en H, res,(g(¢)e') = res,(f(¢)el*) para todo z € H. Estos hechos implican que

(6.5.17) /_ @ dr=om Y res(7(0)9).

o0 Im 2>0

Fijemos k. Para r, p > 0 definimos caminos

Yra(t) == R+ re, te0,7/2]
Yra(t) := —R + re", t e [n/2,7]
Vp(t) := 2 + pe', t €0,n].

Por el Corolario 6.4.6

(6.5.18) (/ +/ +/ )hk(z)eiz dz =0,
[R,R+7] Y1 [R+ir,R]

(6.5.19)

(/ —/ +/ +/ +/ +/ )hk(z)eizdzzo,
[—R,zx—p] Yo [zk+p,R] [R,R+ir] [R-+ir,— R+ir] [ R+ir,—R]
y
(6.5.20) ( / + / + / >hk(z)eiz dz = 0.
[-R—r,—R] [—R,—R+ir] Yr,2

Denotamos
—+00
Cy = lim hi(2)e* dz = i/ hie(R +it)e " dt
T+ JIR, R+ir] 0
y
. +m
Cy = lim hi(z)e* dz = i/ hi(—R +it)e " dt.
T+ JI—R,—R+ir] 0

Estas integrales existen porque hy es una funcién acotada en C\Dg. Por otro lado, el
Lema 6.5.8 implica

/ hi(2)e* dz
Yr,1

w/2 _
(6.5.21) < max Ihk(Z)lr/ lexp(ire’)| dt
|z—R|=r 0

w/2 ) . )
/ he(R + ret) exp((R + re)jire! dt
0

T
< méx |he(2)|~
< ‘Zr}glgrl k(Z)I2

— 0
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cuando 7 — 00, ya que hi(z) — 0 cuando |z| — oco. Similarmente,
(6.5.22) / hi(2)e*dz — 0
r,2

cuando 7 — +00. Dejamos 7 — oo en (6.5.18) y usamos (6.5.21):

+o00o
(6.5.23) / hy(z)e' dz = C.
R

Similarmente, (6.5.20) y (6.5.22) implican
(6.5.24) / hi(z)e de = —Cs.
Estimamos para r > R:

-R
/ hy(ir + t)ellr+0) dt' < 2Rméax|hy(2)e™ — 0

R |z|>R

(6.5.25) ‘ / h(2)e d=
[R+ir,— R+ir]

cuando 7 — oo. La ecuacion (6.5.25) implica, dejando r — oo en (6.5.19):

(6.5.26) (/ —/ —I—/ )hk(z)eiz dz = Cy — (Y,
[—R,21—p] Yo [zx+p,R]

para toda p suficientemente chica.
La funcién hy(2)e”* tiene un polo del primer orden en z;. Si ponemos

¢ = res;, (hu(2)e’®) = res, (f(2)e”)

entonces existe una funcién entera h tal que hy(2)e'* = ¢/(2—2;,)+h. Para p € (0, R—|z|)
se sigue que

™ s

{ iz v L . it , u
(6.5.27) 131—1}% - hu(z)e dZ—/l)liI[l) 0 peitple dt"‘}}_{% ; h(7,(t))pie” dt

= irres,, (f(2)e"”).
Este hecho nos da, dejando p — 0 en (6.5.26):
R . .
(6.5.28) VP—/ hi(x)e® de = Cy — Cy +imres,, (f(2)e”).
-R
Juntando (6.5.23), (6.5.24) y (6.5.28) obtenemos
-R R 400 ' '
(6.5.29) (/ —|—VP—/ —i—/ )hk(g;)elm dz = imres,, (f(2)e).
- -R JR

o0

En el ultimo pasa sumamos (6.5.17) con (6.5.29) para todo k y obtenemos (6.5.16). [
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6.5.12 Ejemplo. Calculemos la integral de senz/z sobre R en el sentido del Teore-
ma 6.5.11:

(o[ ])

Y como el integrando tiene extension continua a R, el valor principal de la integral en
[—1, 1] es la integral propia:
T senx
dr = .

X

iz

sen x .
dz = Im| wiresg —
x z

) = tmtei) = .

[e.e]

Mostremos tres variantes de calcular integrales sobre [0, 00).

6.5.13 Teorema. Sea f una funcion racional tal que el grado del denominador es al
menos el grado del numerador mds dos, tal que f no tiene polos en (0,00) y tal que f
es holomorfa en 0 o tiene un polo del primer orden en 0. Sea o € (0,1). Entonces la
funcion x +— x®f(x) es Lebesque integrable en (0,00) y

o 2mi
(6.5.30) / 2% f(z)do = T oria Zresz(caf(@)

0 2#0
Aqui la funcién ¢* es la rama de la a-ésima potencia en C\[0,00) con (—1)* = e*™.
Demostracion. Consideramos la rama de la a-ésima potencia en G := C\[0,00) dada

por
2% = exp(alog|z| + iaarg 2), arg z € (0,2m).

Para 0 < € < p < r definimos caminos

7= [p+ie,r + ig],

V3 = [p — g, r —ig].
Con la notaciéon r. := Vr2 + &2y p, := \/Im definimos
72(75) =T eit7 te [507 51]7 72(50) =7r—+ iE, ”)/2<31> = r —1ic

y

Y(t) = pee, t € [to,th], 1e(to) = p+ie, 1otr) = p—ie
En esto supongamos que s, s1, to, t1 € [0,27]. En seguida, I' := v + 75 — 73 — 74 €s un
ciclo de frontera de un conjunto abierto U CC G. Siempre tomamos p y € tan chicos y r
tan grande que todos los polos de f (con excepcion del posible polo en 0) se encuentran
en U. El Corolario 6.4.6 implica que

(6.531) e = 2mi Y e ¢ O

zeC

independientemente de ¢, p, r.
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Por la condicién en los grados, por el Teorema 3.6.1 y por la cota estdndar (Teore-
ma 2.1.6 obtenemos para r grande que

/72 2f(z)dz

para una constante C' que no depende de ¢, p,r. Como r. — r cuando € — 0, esto implica
que

< 27?7’501”?’2,

(6.5.32) lim lim [ 2%f(z)dz = 0.

r—o00 e—0
72

Por otro lado, |f(z)| < C/|z| para una constante C' en una vecindad de 0, por el Teore-
ma 6.2.5. En consecuencia,

< 2mp.Cpe,

/74 22f(z)dz

asi que

(6.5.33) lim lim [ 2%f(z)dz=0.

p—0+e—0 y4

Notemos que nuestra eleccion de rama de z® implica para z =z +iy, t >0y y € R
que

lim (z + iy)* = yl_if& exp (% log(z”® + y®) +ia Arg(z + iy)) =exp(alogz) = 2

y—0+

lim (x +iy)® = lim exp <g log(2? + y*) +ia(Arg(x + iy) + 27r)>
y—0— y—0— 2

= exp(alog z + 27ia) = z%e*™,

Para p,r fijos la funcién Arg es continua en una vecindad del conjunto [p,r] C C. Luego
la funcién t — (t + ie)*f(t + ie) converge a t — t®f(t) uniformemente en [p, 7] cuando
€ — 0. Por consiguiente,

T

(6.5.34) tim [ () dz =lim [ (¢4 i) f(¢ 4 i) di = / 1 (1) .
=0 /., =0/, p

Similarmente,

r

(6.5.35) lir% 2f(2)dz = lir% (t—ie)*f(t —ie)dt = eg’“o‘/ t*f(¢) dt.
=0 /.. =0/, P
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Juntando (6.5.34), (6.5.35), (6.5.32), (6.5.33) y (6.5.31) obtenemos

r

+oo
(1 —e*™) /0 v f(x)dr = (1 —e*™)lim lim [ z°f(x)dz

—0r—
proop

= lim lim lim 2°f(z)dz
p—04 r—o00 e—0 1=

= lim lim lim [ 2%f(2)dz
p—=0+r—00e—0 Jp

- 2wizresz(Caf(C))7

zeC
es decir, (6.5.30). O

6.5.14 Ejemplo. para « € (0, 1) calculamos con el Teorema 6.5.13:

< x” Qo — 27i &
/0 w(r 1) 1= e res‘1<<<<+1>)

21 e 27 T

1 —erie —1  elme — et gen(wa)’

6.5.15 Teorema. Sea f una funcion racional tal que el grado del denominador es al
menos el grado del numerador mds dos, tal que f no tiene polos en [0,00). Entonces f
es Lebesgue integrable en (0,00) y

(6.5.36) /OOO fla)de = =) res.(f(¢)log ().

z7#£0
Aqui log es la rama del logaritmo en C\[0, 00) con log(—1) = ir.

Demostracion. Usamos los mismos caminos de integracién como en la demostracion del
Teorema 6.5.13. Sea log una rama del logaritmo en G := C\[0,00) y arg := Imlog la
rama del argumento respectiva. Para r grande y ¢ chica

sup |log z| = \/(logrg)Q + sup (arg2)? < V2 logr..

ZEtr e ZEtr Y2
Estimamos

/ f(2)log zdz| < 27r.Cr2V/2 log e,
asi que '
(6.5.37) Tlirgo (;_l_iglJr /72 f(2)logzdz = 0.
Similarmente,

< 21p.CV/2 [log p.|,

/ f(2)log zdz
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asi que

p—0+ =0+

(6.5.38) lim 1lim / f(2)logzdz = 0.
Y4

Notemos que nuestra eleccién de rama del logaritmo implica para z = x +iy, t >0y
y € R que

, N o) — 1
yli)r& log(x + iy) ylir& Log(z +iy) = log

lim log(z +iy) = lim Log(x + iy) + 27i = log x + 2.
y—0— y—0—

Como en la demostracién del Teorema 6.5.13 se sigue que

(6.5.39) HH(I) f(2)logzdz = 1irr(1)/ f(t+ie)log(t +ie)dt = / f(t)logtdt
e— . =0/, p

y
y
(6.5.40)
lim/ f(2)logzdz = /Tf(t)(logt+27ri) dt. = /7’ f(t)logtdt + 27Ti/r f(t)de.
e20 /s P p p
Juntando (6.5.39), (6.5.40), (6.5.37), (6.5.38) y (6.5.36) obtenemos
+oo r
27 i f(t)dt = pl_i}& TEIJPOO 27ri/p ft)dt = — pl_i>%l+ TETOO EE%1+ - f(z)logzdz
= _pl_i>%l+rgrfoosl—i>%l+/rf(z) log zdz = —27ri;resz(f(f) log (),
es decir, (6.5.36). O

6.5.16 Ejemplo. La funcién f(z) := 1/(1 + z3) tiene polos del primer orden en —1,
20 := ™3 = (1 +iv/3)/2 vy Z. Se sigue que

log z log 2 im
res_; ——— = res_ =
ST "A+2)(1—2+22) 37
res logz e log 2 _ 2im /3 _ (/3 —1)
01423 C(+)(z-2)(z—%20) (B+iV3)iVv3 18

logz  5m(vV3+1i)

reS% 1 n 23 = 18
Se sigue del Teorema 6.5.15 que

/+oo 1 2T
cde = —.
o 1+ 3v3
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6.5.17 Teorema. Sea [ una funcion racional como en el Teorema 6.5.15, y sea log la
misma rama del logaritmo en C\[0, 00). Adicionalmente supongamos que f toma valores
reales en R. Entonces

(6.5.41) /0 f(z)logxdr = —%Re;resz(f(g) log? ¢).
Aqui log? 2 := (log 2)?.

Demostracion. Usamos los mismos caminos como en la demostracion del Teorema 6.5.13.
Sea log la rama del logaritmo en G := C\[0, 00) con log(—1) = im. Como en la demos-
tracion del Teorema 6.5.15 obtenemos que

; P 2 .

(6.5.42) Tli}rglo El_lglJr [/2 f(z)logzdz =0
y

5.4 lim If log® zdz = 0.
(6.5.43) p—1>%1+e—1>%1+/74f(2> ogzdz=0
Similarmente como alla
(6.5.44) HII(I) f(z)logzzdz:/ f(t)log?tdt

Vn p

y

(6.5.45) HII(]) f(2)log® zdz = / f(t)(logt + 27i)* dt
e— o

73

_ [ t)log? t dt + 4ri ' t)logt dt — 4r? ' t) dt.
/pf()og m/pf()og w/pf()

Entonces (6.5.44), (6.5.45), (6.5.42) y (6.5.43) implican que

+oo +o0o
s _ , , 2 42
4ri i f(t)logtdt p£%+TETm€£r§+Af(Z)log zdz —4m /0 ft)de
“+oo
=271 ) res.(f(¢)log® () — 4n F(t) dt.
z7#£0 0

Como la tdltima integral es real, basta tomar la parte imaginaria para obtener (6.5.41).
m

6.5.18 Ejemplo. Sea a > 0. Calculamos

Re res;, ?08;2 ®  _Re (1og.ia)2 — Re (loga —|— iT/2)?
(2 —ia)(z + ia) 2ia 2ia

log®a +irloga — 7%/4  wloga

p— R p—
¢ %ia 2
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2 EEPANY - 2
%og z  _Re (log( '1a)) _ Re (loga + 1'37'(/2) _ 3w loga'
(z —ia)(z + ia) —2ia —2ia 2a

Reres_;,

En seguida, el Teorema 6.5.17 implica que

/+°° log x mloga
5 5 do = .
0 x+a 2a

6.6. Consecuencias tedricas del teorema de los residuos

El teorema de los residuos tiene también consecuencias importantes para el desarrollo
de la teoria del andlisis complejo. El préximo resultado es bésico en esto.

6.6.1 Teorema (Principio del argumento). Sean G una region, f una funcién meromor-
fa no constante en G y w € C. Escribimos f~'(w) = {a1,aq,...} y Py = {b1,ba, ...},
con los ordenes ord(ay),ord(as),... y ord(by),ord(bs),.... Si I' es un ciclo en G con
homologia nula que no pasa por ninguno de estos puntos, entonces

1

6.6.1 —
( ) 2mi

[0 b= S wyondn) - ).

k k

Las sumas tienen nada mas un numero finito de sumandos no nulos.

Demostracion. Para cualquier k tenemos ord(ag) < oo, ya que G es conexo y f no es
constante, por el Teorema 3.3.7. Por la Proposicion 3.3.6 existe una funciéon holomorfa g
sin ceros en una vecindad de ay tal que f(2) = w + (2 — ay, )" g(2). Para p := ord(ay,)
se sigue que

[z pema) G+ ma)y'(z)  n gk
f(z) —w (2 — ar)ig(z) z—ap g(z)

Como ¢'/g es una funcién holomorfa,

f'z)
resq, o —w ord(ay).
Similarmente, para todo k
f'(z)
— 7  — —ord(b).
resp, ) —w ord(by)

Por consiguiente, (6.6.1) es una consecuencia del teorema de los residuos. Que las sumas
son finitas es una afirmacion de ese teorema. ]
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6.6.2 Corolario. En la situacion del Teorema 6.6.1 sea I' un ciclo de frontera de un
subconjunto abierto V CC G. Sea N(w) el nimero de puntos en f~'(w)NV, contando las
multiplicidades, y sea N(oco) el niumero de polos de f en V', contado las multiplicidades.

Entonces .

2ri

—f’(z) z=N(w) — N(c
/Ff(z)—wd N(w) — N(c0).

6.6.3 Nota. El nombre del Teorema 6.6.1 significa lo siguiente: si v es un lazo en G,
entonces podemos escribir la integral como

1 f(2) 1 1
— | —————dz = — —d(¢ = )
2wi[f(z) “w T 2m foy C— W ¢ =nlferw)

Y esta representacion cuenta las vueltas la imagen de v bajo f da alrededor del punto
w, lo cual es, médulo el factor 27, el cambio del argumento a lo largo de f oy respecto
a w.

6.6.4 Teorema. Sean G una region y f una funcion holomorfa en G. f — wq tenga en
2o un cero del orden finito > 1. Entonces existen vecindades abiertas V C G de zy y
W de wy tal que W C f(V) y tal que para todo w € W\{wy} existen precisamente p
puntos z € VN f~1(w). Ademds, cada uno de estos puntos es un cero del primer orden

de f —w.

Demostracion. Los ceros de f—wg y de f’ forman un conjunto discreto en G ya que f no
es constante. Luego existe ¢ > 0 tal que D.(z0) € Gy tal que D.(2)\{z0} no contiene
ceros de f—wyy f'. Ponemos V := D.(z) vy k := k(e, 29). Sea W la componente conexa
de C\ tr(f o k) que contiene a wy. Para w € C\ tr(f o k) el nimero de ceros de f —w en
V' segun las multiplicidades es

1 ! 1 1
N(w):—_/&dz:—, ——d¢ =n(f ok, w).
271 ), f(z) —w 271 J o ¢ —w
Como la funciéon n(f o K, -) es constante en W y como f’ no tiene ceros en V\{z} se
sigue la afirmacion. O

6.6.5 Corolario. Sea U C abierto y f una funcion holomorfa en U. Ezxiste una vecindad
abierta V-C U de zy tal que f|yv es una biyeccion entre V' y la vecindad abierta f(V') de

f(z0) sty sélo si f'(z0) # 0.

6.6.6 Nota. Podemos analizar de manera todavia mas fina el comportamiento de una
funcion holomorfa. Sea zy € G en el Teorema 6.6.4 un cero del orden p de f — wy. Por
la Proposicién 3.3.6 existe un funcién holomorfa g en G tal que g(z9) # 0y f(z) =
wo + (2 — 20)"g(z). En una vecindad abierta y suficientemente chica V' C G de z, existe
una rama ¢; de la p-ésima raiz de g, ya que g(zo) # 0. Definimos h(2) := (z — 20)g1(2),
asi que f(z) = wo + h(z)" para z € V. Como h'(z9) = g1(20) # 0, por el Corolario 6.6.5
la funcién h es una biyeccion de una vecindad abierta V; C V de zg y la vecindad abierta
h(V1) de f(zo). Entonces f|y, es la composicién de la funcién biholomorfa h, la potencia
¢ — (" y la traslacion € — &€ + wy.
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6.6.7 Teorema (Rouché). Sean U C C abierto y f, g funciones holomorfas en U. Sea T’
un ciclo de frontera de un subconjunto abierto V-CC U. Si|f —g| < |f| en tr T entonces
f y g tienen el mismo numero de ceros en V', contados con multiplicidades.

Demostracion. Para A € [0, 1] consideremos las funciones hy := f + A(g — f) en U. Se
tiene hg = f y hy = g. Como |A(g — f)| < |g — f| < |f| la funcién hy no tiene cero en
trI'. En seguida, el nimero de ceros de hy en V' es dado por

- LB, L [IOR-r0),
o i) T 2ni e f(2) FAG(z) — f(2)
Como el integrando depende continuamente de A, el Teorema 2.3.4(a) implica que la

funcion A — N, es continua en [0,1]. Ya que N, € Z, esa funcién es constante, y
particularmente Ny = Nj. 0




7 Transformaciones conformes

Los mapeos conformes de subconjuntos del plano preservan angulos y orientacion. Mu-
chas aplicaciones del analisis complejo en la teoria de fluidos, en elasticidad y en elec-
tromagnetismo estan basadas en estas propiedades.

7.1. Transformaciones conformes

Sea zy € C, y sea v un camino suave con punto inicial zg = v(0). La semitangente de v
en zp es el rayo {zo + s7/(0) | s > 0}. Si 71,72 son dos caminos de ese tipo, entonces el
dangulo orientado entre v, v 72 en 2y es el angulo entre las semitangentes:

£(71,7) = arg € [0, 2m).

Si f es una funcién realmente diferenciable en una vecindad de 2z, que ademas tiene
una inversa diferenciable, entonces f oy es un camino suave para todo camino suave =.
Decimos que f preserva dngulos y orientacion si se cumple

L(f o, forye)=4L(1,72)
para todos caminos suaves con punto inicial z; como arriba.

7.1.1 Definicién. Sean G C C una regién y f: G — C una funciéon. f se llama lo-
calmente conforme si es realmente diferenciable, local y diferenciablemente invertible y
si f preserva angulos y orientacién en cada punto de G. f se llama conforme si f es
localmente conforme y una biyeccién entre G y f(G).

7.1.2 Teorema. Una funcion f entre regiones en C es localmente conforme si y sélo si
f es localmente biholomorfa. f es conforme si y solo si f es biholomorfa.

Demostracion. Basta mostrar las afirmaciones locales. Sea zy € C y sea f definida en
una vecindad de zy. Sea primero f biholomorfa, es decir, f’ no tiene ceros. Si 71, v, son
caminos suaves con 7;(0) = zp para j = 1,2, entonces las reglas de derivacién al final de
la seccion 1.3 implican que

(f ©72)'(0) f'(20)75(0) 5(0)

e om) =a (e o)
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Inversamente, sea f conforme. Definimos caminos v,(t) := zq + te'* para s € [0, 27).
Se sigue para toda s que

arge® = £L(7,7s) = £(f 070, f ©7s)
_ f(20)€”® + fz(z0)e™™ ~ar ( i f2(20) + fz(Zo)e_Qis)
T T G+ o) B TGy + o) )

Se sigue que
fo(20) + fo(20)e”"
f=(20) + f2(20)
Supongamos por contradiccién que fz(z9) # 0. Poniendo o« := f,(20)/fz(20) obtenemos
que

€ R para todo s € [0,27).

—2is

a+e
d.1 =—-2=¢€R 2m).
(7.1.1) h(s) ] € para todo s € [0, 27)
Definimos
s a—i s a—1
7.1.2 =h|(-) = eR =h{=) = e R.
(7.1.2) b <4> a+1 o (2) a+1
Se sigue que
i+8 147
o = =
1-6 1—9v
y luego que
I+~

i= (-2 -FeR
una contradiccion. Entonces fz(z9) = 0 es cierto y f es complejamente diferenciable en
z9. Como zy era arbitrario, f es holomorfa. Y como f es biyectiva, el Corolario 6.6.5

implica que f’ no tiene ceros, es decir, que f es biholomorfa. [

7.1.3 Ejemplo. La exponencial es biholomorfa entre la tira G := {Imz € (—m,7)} y
G* := C\(—00,0]. Una linea paralela al eje real {t +ir | ¢ € R} tiene como imagen un
rayo saliendo de 0: {te”” | ¢ > 0}. Una linea paralela al eje imaginario {r+it | t € (—m,7)}
tiene como imagen una circunferencia perforada {e"e | t € (—m,7)}. Particularmente,
se preservan los angulos rectos entre ese tipo de caminos suaves.

Analicemos que pasa con los angulos bajo una funcién holomorfa no inyectiva. En
esto necesitaremos definir la semitangente también para caminos no suaves. Si v es un
camino tal que v(0) = zp, entonces decimos que existe la semitangente a 7 en zj si existe
el limite

t) —
a:= lim M.
=0+ |y(t) — 2o
En este caso, la semitangente es {zy + sa | s > 0}. Si v es suave entonces esta definicién
de semitangente coincide con la anterior ya que
()2
7(t) — 20 o _ 70

lim = lim - .
=0t [y(8) — 2o Ho+‘v<t>_—zo‘ [7'(0)]
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Analogamente como antes, definimos

Y2(t)—20
|72 (t) 20|
Nn®)—z0 °
71 (t)— 20|

limy 04
A(y1,72) = arg —
limy o4

si existen los limites y si 7;(0) = 2 para j = 1, 2.

7.1.4 Teorema. Sea f holomorfa en zy tal que z es un cero del orden k > 1 de f— f(zo).
Si vy 2 son caminos suaves con v1(0) = zg = 72(0). Entonces

A(fomi,fove) =k 4L(v,72) mbd 2r.

Demostracion. Sea wy = f(zo). Existe una funcién holomorfa g con g(z) # 0 tal que
f(2) =wo + (2 — 20)*g(2). Se sigue que

oy SO —wo (0 =0\ au(®) (750" g(z0)
iwvm@wwm‘ﬁwa@—m>wmwﬂ‘wa)m%ﬂ
para 7 = 1,2. En consecuencia,

e () (1) - (30

moéd 27 =k - £L(y1,72) mod 2.

]

Consideremos transformaciones conformes como mapeos entre subconjuntos abiertos
de C. Primero notamos que la composicion de mapeos holomorfos entre subconjuntos
abiertos de C da un mapeo holomorfo. Sean G,G* C C regiones, es decir, abiertos y
conexos en C. Si f: G — G* es un mapeo holomorfo biyectivo, entonces la inversa f—
es un mapeo holomorfo, por la Proposicién 1.2.8 y el Corolario 6.6.5. Notese en esto para
la aplicacion de la Proposicion 1.2.8 que la inversa de f en una vecindad de un punto
2o € C donde f(z9) # ooy f'(20) # 0 es continua, por el teorema de la funciéon inversa
del analisis real.

7.1.5 Definicién. Sean G,G* C Cy f: G — G* un mapeo holomorfo y biyectivo.
Entonces f~! es un mapeo holomorfo y f se llama un mapeo biholomorfo o un mapeo
conforme (aunque no hablamos de dngulos en 00). Ademds, G y G* se llaman biholo-
morfamente equivalente o conformemente equivalente. Un mapeo conforme de G en si
se llama un automorfismo de G. Los automorfismos de G forman el grupo Aut(G) bajo
composicion.

7.1.6 Nota. Una composicién de mapeos conforme es un mapeo conforme. Sean G, G*
y f como en la Definicién. Si h € Aut(G*) entonces h o f es un mapeo conforme entre
G y G*. Inversamente, si g es otro mapeo conforme entre G y G*, entonces h := g o
[t € Aut(G*) y g = ho f. Eso muestra que los mapeos conformes entre G y G* son
precisamente las composiciones de f con los automorfismos de G*.
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Como un mapeo conforme f: G — G* es un homeomorfismo, las regiones G y G* nece-
sariamente son topoldgicamente equivalentes. Por ejemplo, vimos en el Teorema 4.3.6(a)
que si G,G* C C son biholomorfamente equivalentes y si G es simplemente conexo,
necesariamente G* es simplemente conexo. No obstante, si G, G* C C son simplemente
conexos, no necesariamente son conformemente equivalentes: para G = C y G* := D,
cualquier funciéon holomorfa f: G — G* es constante, por el teorema de Liouville, asi
que no existe una funcién conforme entre G'y G*.

7.2. Transformaciones de Mobius

En esta seccién veremos como construir mapeos conformes particulares. Recordemos que
a cada funcién meromorfa asociamos un mapeo holomorfo, y al revés.

7.2.1 Definicién. Un mapeo holomorfo en C del tipo

az+b

a b
Hm, ad — bec = det <C d> #0,

se llama una transformacion lineal fraccionaria o una transformacion de Mdbius. Parti-
cularmente se llaman

z—az+b, a#0, una transformacion lineal entera (o afin)
Z—az, a#0, una rotacion-extension
z 240D, una traslacion
y
z1/z, la inversion.

7.2.2 Lema. Las transformaciones de Mobius forman un grupo de automorfismos de C.

Demostracion. Sea

b
Ty az +
cz+d
una transformacién de Mobius. Para
T —dz + bz
cz—a

calculamos T o T" =T" o T = idg, asi que T' es biyectiva con inversa T~ = T”, es decir,
un automorfismo de C.

Si
az+ [

vz 40
es otra transformacién de Mobius, entonces
(aa+ fe)z + (b + pd)
(va+ 0c)z + (vb + dd)

Sz =

(SoT)(z) =
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para todo z € C\(Pr UT'(Ps)). Ademas,

aa+ fBc ab+ pd\ a B\ [(a b B a f3 a b
det <7a +dc b+ 5d) = det ((7 6)\ec d)) det v oo det c d 70,
es decir, también S o T" es una transformacion de Mobius. O

Como vimos en la demostracién del Lema, el mapeo

a b s _, 92 +b
z
c d cz+d
es un homomorfismo entre GL(2,C) y el grupo de las transformaciones de Mébius. Su
nicleo no es trivial y es el subgrupo formado por las matrices

a 0
(0 a>’ a # 0.

Es obvio que las transformaciones afines forman un subgrupo de las transformaciones
de Mobius.

7.2.3 Teorema. (a) Aut(C) es el grupo de las transformaciones afines.

A

(b) Aut(C) es el grupo de las transformaciones de Mdbius.

Demostracion. Inciso (a): Una transformacién afin es un automorfismo de C. Sea in-
versamente f un automorfismo de C, es decir, una funcién entera biyectiva. Se sigue
que

(7.2.1) (D) N f(C\Dy) = 2.

Si f fuera trascendente entonces f(C\D;) seria denso en C, por el Teorema 3.6.7. Junto
con (7.2.1) eso implicaria que f(D;) no tendria ningin punto interior. Por otro lado, como
f no es constante en C, f es una funcién abierta por el Teorema 3.4.7, es decir, f(D;)
es abierto y no vacio. jContradiccion! Entonces f es un polinomio del orden al menos 1.
Por el teorema fundamental del algebra f tiene un cero zg, lo cual es el tinico cero por
la inyectividad de f. Si el orden del cero fuera mayor que uno, entonces f'(z9) =0y f
no seria inyectiva, por el Corolario 6.6.5. jContradiccion! Entonces f nada mas tiene un
solo cero, lo cual es del primer orden. En consecuencia, f es un polinomio del primer
orden, es decir, una transformacién afin.

Inciso (b): Ya vimos en el Lema 7.2.2 que las transformaciones de Mébius son auto-
morfismos de C. Inversamente, sea f € Aut(C). Si f(c0) = oo entonces f € Aut(C), es
decir, f es una transformacion afin, por el inciso (a). Si f(oco) = ¢ € C entonces defini-
mos el automorfismo g de C por g(z) := 1/(z — ¢). Se sigue que h := go f € Aut(C) y
h(o0) = oo, es decir, h es una transformacién afin. Por el Lema 7.2.2 también f = g 'oh
es una transformacion de Mobius. O
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7.2.4 Lema. Una transformacion de Mdbius es una composicion de las transformaciones
particulares de la inversion y de las traslaciones y rotaciones-extensiones.

Demostracion. Sea
az+b
Tz :=
cz+d
una transformacién de Mébius. Si ¢ = 0 entonces Tz = (a/d)z + b/d es una transforma-
cion afin. Si ¢ # 0 entonces

-1
Tz:bc_ad (z+c—l) +2

c? c c
]

Consideremos ahora puntos fijos de una transformacion de Mébius 7', es decir, puntos
2 € C tal que Tzg = zp. Para Tz = az + b el punto co es un punto fijo. Si ademas
a # 1 entonces b/(1 — a) # oo es otro punto fijo, y no hay méas si 7' no es la identidad.
Si Tz = (az+b)/(cz 4+ d) con ¢ # 0 entonces los puntos fijos de T son precisamente las
soluciones de la ecuacién cuadrética

cz® +(d—a)z=b.

En todo caso, si T' # id¢ entonces T' tiene a lo mds dos puntos fijos. Una consecuencia
es la siguiente: Si S y T son dos transformaciones de Mobius que coinciden en tres
puntos distintos de @, entonces la transformacién de Mobius S—! o T tiene tres puntos
fijos distintos, es decir, S™' o T' = ids y S = T. En otras palabras, los valores de una
transformacién de Mobius en tres puntos la determinan en completo. Por otro lado,
veremos en seguida que podemos prescribir arbitrariamente los valores en tres puntos
para una transformacion de Mdobius.

7.2.5 Definicién. Sean zi, 29, 23 € C puntos distintos. Si ninguno de estos puntos es oo
entonces definimos la fraccion doble como la transformacion de Mobius
Z—21 22—z

FD(Z,Zl,ZQ,Zg> = -~ .
Z — Z3 Z9 — 23

Si uno de los puntos es 0o, entonces consideramos el limite en la definicién de arriba:

22 — 23
FD(z, 00, 29, 23) :=

Z — Z3

Z— 2
FD(z, 21,00, 23) :=

Z — Z3

y

Z— 21
FD(z, 21, 22,00) := .

%2 — 21

En todo caso, FD(z, z1, 22, 23) es aquella transformacién de Mobius que toma los valores
0,1 y oo en los puntos 21, 20 ¥ 23.



7.2 Transformaciones de Mdbius 131

7.2.6 Teorema. Sean (z1, 2o, 23) y (w1, we, ws) triples de puntos distintos en C. Entonces
existe precisamente una transformacion de Mébius T tal que Tz, = wy para k = 1,2, 3.

Demostracion. Siescribimos Ty z := FD(z, 21, 29, 23) v Taz := FD(z, wy, we, w3), entonces
o1y ransformacién Obius bu :
T, ' o Ty es la transformacién de Mobius buscada ]

Las fracciones dobles son invariantes bajo transformaciones de Mdébius:

7.2.7 Teorema. Sean z,z1, 22,23 € @, tales que z1, 2o y z3 son distintos dos a dos.
Entonces se cumple para todo T € Aut(C) que

FD(Z, 21, 22, Zg) = FD(TZ, TZl, TZQ, TZg).

Demostracion. El mapeo S: z +— FD(T'z, Tz, Tz, T23) es la composicién de las trans-
formaciones de Mobius Ty w +— FD(w, T'z1, Tz, Tz3), es decir, S es una transformacion
de Mobius. se tiene

Szy =FD(Tz,T2,T2,Tz3) =0, Sz =1, Szg =
Entonces
Sz =FD(z, 21, 22, 23).
m
Hay también invariantes geométricas de las transformaciones de Mobius. Un circulo en
S? que no pasa por el polo norte tiene como imagen bajo la proyeccién estereografica un
circulo en C, y un circulo que pasa por PN tiene como imagen una recta en C. Por ello

podemos identificar circulos en C\{oo} con circulos en C y circulos en C que contienen
a oo con rectas en C.

7.2.8 Teorema. Las imdgenes de circulos y rectas bajo transformaciones de Mdbius son
circulos y rectas.

Demostracion. Por el Lema 7.2.4 basta mostrar el resultado para traslaciones,
rotaciones-extensiones y la inversion. Para las primeras dos la afirmacién es trivial. Mos-
tremos la invariancia de circulos y rectas bajo la inversion.

Las rectas en C son precisamente los conjuntos de la forma

{z=x+iyeC|cox—cy=-6/2} ={2€ C|2Re(cz) +§ =0},

donde c¢1,¢9,0 € R, ¢ = ¢; +icy € C. Los circulos en C son precisamente los conjuntos

de la forma
{z e C ’

para a,0 € R, a # 0, ¢ € C tales que |¢|*> > ad. Entonces, Los circulos y las rectas son
los conjuntos de soluciones de

P s
=———/={z|lazz+cz+cz+5=0}

c
o o2 «

azz+cz+cz+0 =0, a,d €R, c€C, |c]* > ad.

Si reemplazamos en esta ecuacién z por 1/w y multiplicamos la ecuacién resultante por
ww, entonces obtenemos una ecuacién del mismo tipo para w. O
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Por tres puntos distintos z1, 29, z3 € C pasa precisamente una recta o un circulo. Se
tiene:

7.2.9 Teorema. Un punto z EA@ se encuentra en el circulo o en la recta definido por
los puntos distintos zy, ze, z3 € C si y solo si FD(z, 21, 22, 23) € RU {o0}.

Demostracion. Sea K el circulo o la recta que pasa por 21, 22, z3 y sea T = FD(-, 21, 29, 23)
la transformacion de Mobius que manda (21, 22, 23) a (0, 1,00). Por el Teorema 7.2.8 se
sigue que TK = R U {oo0} y luego que z € K siy sélo si Tz € RU {oo}. O

7.2.10 Nota. Un circulo o una recta K divide a C en dos regiones ajenas, (@\K =
G1UG,. Cada una de ellas tiene K como su frontera. Si f € Aut(C) entonces L := f(K)
es un circulo o una recta por el Teorema 7.2.8, la cual divide a @\L en dos regiones
ajenas Hy; y Hy. Como f es un homeomorfismo de C, se tiene o bien f(Gy) = Hi y

f(G2) = Hy o bien f(G1) = Hy y [(G2) = Hi.

7.2.11 Teorema. Sea G una region en C que tiene como frontera un circulo o una recta.
Entonces existe una transformacion de Mébius que mapea G al semiplano superior. En
particular, todas estas regiones son conformemente equivalentes.

Demostracion. Sea K la frontera de G, sea H el semiplano superior y sea H_ el semi-
plano inferior. Por el Teorema 7.2.6 existe T' € Aut(C) tal que TK = RU {oc}. Por la
Nota 7.2.10 tenemos o bien T'G' = H o bien TG = H_. En el primer caso terminamos,

y en el segundo caso componemos 1" con la inversiéon para obtener la transformacion
buscada. O

7.2.12 Ejemplo. La transformacién de Moébius Tz := FD(z, 1,1, —1) = i(1 — 2)/(1 + 2)
manda S* a R. Como 70 = i, se sigue que TD; = H.

7.3. Automorfismos del disco unitario

En esta seccién denotaremos el disco unitario por I := D;(0). Para el subgrupo de los
automorfismos de D que tienen 0 como punto fijo escribiremos I'y. Para cada A € R la
rotacién Thz := ez pertenece a I'y. Mostraremos que estos ya son todos los elementos

de Fo.

7.3.1 Teorema (El lema de Schwarz). Sea f: D — D holomorfa con f(0) = 0. Entonces
|f(2)] < |z| para todo z € D y | f(0)] < 1. Si se cumple | f(z0)| = |20| en un punto zy # 0,
o si |f'(0)] = 1, entonces existe A € R tal que f(z) = €2 para todo z € D.

Demostracion. En D definimos g(z) := f(2)/z. Como f(0) = 0, g tiene extensién ho-
lomorfa a D mediante ¢(0) := f/(0). Para |z| < r < 1 el principio del maximo implica

que
Q)]

2)| < max = max
l9(2)] < méxlg(Q)] = max ="

1
<=
.
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Dejamos r — 1 en esta desigualdad, asi que |g(2)| < 1, es decir, |f(z)] < |z| para todo
2eDy |f(0) <1

Si |f(z0)| = |20 o |f'(0)] = 1 entonces |g(z0)] = 1 o |g(0)] = 1, y el principio del
maximo implica que g es una constante con valor absoluto uno en D. O

7.3.2 Corolario. Sea f holomorfa en D,(a), y sea f(D,(a)) € Dgr(f(a)).

R
[f(z) = fla)l < [z —al.
Demostracion. La funcion h(¢) := (f(r{ +a) — f(a))/R cumple las hipdtesis del Teore-

ma 7.3.1, asi que |h(¢)| < |¢] implica la afirmacion. O

Consideramos para zy € C la transformacién de Mobius

zZ — 20

(7.3.1) fao(2)

B 1— 502'
Mostremos que f,, € Aut(D): si |z| = 1, entonces

—_— B |Z|2_202_2[)Z+|ZO|2 B

S0 (2) 2 (2)

1 — 2z — Zoz + |20222
es decir, f,,(0D) = dD, por el Teorema 7.2.8. Por otro lado, f.,(z0) = 0 € D, asi que
f2 (D) =D por la Nota 7.2.10. En consecuencia, f,, € Aut(D).

7.3.3 Teorema. (a) El grupo L'y estd formado por las rotaciones.
(b) El grupo Aut(D) estd formado por la transformaciones de Mébius de la forma

(S P
1— 2z

(7.3.2) A €[0,27), 2o € D.
Demostracion. Inciso (a): Ya vimos que toda rotacién es un elemento de I'y. Sea f €
['y. Entonces f y f~! cumplen las hipétesis del Teorema 7.3.1, y luego |f(2)| < |2| v
1z] = |/71(f(2)| < |f(2)] para todo z € D. En seguida, |f(z)| = |z| en todo D, y el
mismo Teorema 7.3.1 implica que f es una rotacion.

Inciso (b): Como T} y f., son automorfismos de D para A € [0,27) y zo € D, también
Ty o f,, € Aut(D).

Sea inversamente f € Aut(ID). Para zo := f~'(0) se tiene que fo f. ! € Iy, es decir,
por el inciso (a) existe A € [0,27) tal que f =Ty o f,,. O

Para dos puntos zp,wy € D siempre existe f € Aut(D) tal que f(zp) = wp: con la
notacion de (7.3.1) basta definir f := f o f.,. En otras palabras, el grupo Aut(DD) opera
transitivamente en D.

7.3.4 Proposicion. Sean zy, z1, wg, w; € D.

(a) Los automorfismos de D con f(z9) = wo son precisamente de la forma f,!oTho f.,,
con A € [0,27).
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(b) Eziste f € Aut(D) tal que f(z;) = w; para j = 0,1 si y solo si

w1 — Wo 21 — R0

(7.3.3) ’

1-— wowl 1-— 5021
Demostracion. Inciso (a): Para todo A € [0,27) el automorfismo f,! o Ty o f., de
D satisface f(z9) = wp. Inversamente, si f € Aut(DD) cumple f(z9) = wy, entonces
fuwo © fo fi! €Ty, es decir, existe A € [0,27) tal que f = f loTyo f..

Inciso (b) Por el inciso (a) existe un automorfismo f de D tal que f(z9) = wq y
f(z1) = wy siy sélo si existe A tal que (f, ! oTho f.,)(z1) = wi, es decir, si y s6lo si

W1 —Wo 4\ "1 — R0

X € 10,2m): = .
[7 7T) l—wowl ].—5021

Esta condicién es equivalente a (7.3.3). O

Si K es un circulo o una recta y G es una componente conexa de @\K (es decir, un disco
o un semiplano), entonces existe un mapeo conforme f: G — D (una transformacién de
Mébius), por el Teorema 7.2.11. La Nota 7.1.6 implica que

Aut(G) = {ftoho f|hec Aut(D)}.

Entonces el Teorema 7.3.3 también proporciona una clasificacién de Aut(G). Particu-
larmente, todos los automorfismos de G son transformaciones de Mobius. Calculemos
explicitamente el grupo de los automorfismos del semiplano superior:

7.3.5 Teorema. Los automorfismos del semiplano superior son precisamente las trans-
formaciones de Mébius de la forma
az+0b

(7.3.4) Tz = , a,b,c,d € R, ad — be > 0.
cz+d

Demostracion. Sea f un automorfismo del semiplano superior H. Ya mencionamos arriba
que f € Aut(C). Necesariamente se cumple que f(R U {o0}) = RU {o0}, ya que f
es un homeomorfismo de C. Sean zi, 2o, 23 las preimagenes de 0,1,00 bajo f. Como

21, 29, 23 € R, existen coeficientes a, b, ¢, d € R tales que

az+b
=FD =
f(2) (2, 21, 22, 23) cz 1 d
para todo z € C. Tenemos ademds que
ai+b ad — be
7.3.5 I = .
(7.3.5) m(ci+d) 2+ &

Como f(i) € H, esto implica que ad — bc > 0.

Sea inversamente 7' € Aut((@) dado como en (7.3.4). Como los coeficientes son reales,
claramente T (R U {oo}) = RU {oo}. La ecuacién (7.3.5) implica que 71 € H, asi que
T € Aut(H) por la Nota 7.2.10.. O
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7.4. Geometria no Euclidiana
Introduciremos una nueva métrica en D para entender mejor la férmula (7.3.3). Empe-
cemos con una version infinitesimal de ella:
7.4.1 Lema. Si f € Aut(D) y z € D, entonces
FEL
L—[f(z)]*  1—|z?

Demostracion. Sea zop € D'y wp := f(20). Por la Proposicién 7.3.4(a) existe A € [0, 27)
tal que f,, o f =T\ o f,,, es decir, tal que

(7.4.1)

f(z) —wp |2

1-— U_)()f(Z) 1-— 502 .
Dividimos de esta identidad entre (z — 2p) y tomamos el limite z — zy. Esto demuestra
(7.4.1) para z. O

7.4.2 Definicién. Para un camino de integracion v: [a,b] — D definimos su longitud
hiperbolica o no euclidiana por

(7.4.2) Ln(y) = / %dt.

Intuitivamente, esta longitud es casi igual a la usual cerca de 0, pero estd deformada

mas y mas cuando el camino se acerca a 0D.
Las propiedades bésicas son las siguientes:

7.4.3 Proposicién. Sean v,7; y 72 caminos de integracion en D, y sea f € Aut(D).
Entonces se cumplen:

(a) Lu(v) = L(y) = 0;
(b) Lun(v~') = Lu();
(€) Lu(m2) = Lu(n) + Lu(y2).

(d) Lu(fov) = Lu(v).

Demostracién. Inciso (a): Como v(t) € D, (1 — |y]?) € (0, 1] para todo t. Esto implica
la afirmacion.

Inciso (b): Se tiene v71(t) := vy(a + b —t), asi que |y 1(t)] = |y(a+b—1t)] y
("1 (t)] = |7 (a+b—t)|. La afirmacién es una consecuencia de cambiar la variable de
integracion.

Inciso (c): Obvio.

Inciso (d): Si v esta definida en [a, b] calculamos con el Lema 7.4.1:

ool 1)

bren = | TG m)e = poe =R
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7.4.4 Definicién. Definimos la métrica hiperbolica o no euclidiana en D por la expresion
(7.4.3) dn(z0, z1) := mf{Ly(7) | 7 es un camino de integracién en D de zy a 2 }.
Las propiedades de una métrica son consecuencias inmediatas de la Proposicion 7.4.3.

7.4.5 Nota. Por la Proposicién 7.4.3 (d) la métrica hiperbdlica es invariante bajo au-
tomorfismos de ID:

dn(f(20), f(21)) = dn(z0, 21) para todo zp, 21 € D, f € Aut(D).

Inmediatamente surge la duda si entre dos puntos zg, z; € D siempre existe un camino
de integracién con longitud hiperbdlica minimal, es decir, una linea geodésica. Para
caracterizar las lineas geodésicas llamaremos a un arco circular que interseca a dD en
angulos rectos un ortocirculo. También los didmetros de ID los llamaremos ortocirculos.

7.4.6 Teorema. Las lineas geodésicas en D son precisamente los arcos de ortocirculos.
La conexion hiperbolica mas corta entre dos puntos distintos zy, 2z, € D es el arco entre
zo Y z1 del unico ortocirculo que pasa por zy Yy 21.

Demostracion. Basta mostrar que existe un camino de integracién mas corto entre dos
puntos distintos zg, 21 € D, y que este es un arco de un ortocirculo.

Existe A € [0,27) tal que ¢ := (T\ o f,,)(z1) € (0,1). Para f := T\ o f,, € Aut(D)
tenemos f(z0) =0y f(z1) =c. Siy =y +iv (7: [a,b] = D, 71,7%: [a,b] = R) es un
camino de integracion en D de 0 a ¢, entonces

b / by
(7.4.4) Lh(g):/ %dlé/ %dt

c 1 1+c
/01—32 s =g los 77— = In((0,¢)

Aqui usamos la regla de sustitucién presentada en la seccion 2.1. En seguida, la conexién
hiperbdlica més corta entre 0 y ¢ es el segmento [0,¢|, y su longitud hiperbélica es
5 log 1%£. Por la invariancia de dy, bajo f la linea geodésica entre zy y 21 es v := f~'o[0, ¢].
Por la invariancia de circulos y rectas bajo f también v es un arco o un segmento, y
porque f es conforme en C, los dngulos de interseccion de RU{oco} con 0D y de f(RU{oo})
con 0D son los mismos. En consecuencia, try es un arco de un ortocirculo. O]

7.4.7 Teorema. Sean zy,z; € D y sean a,b € 0D los puntos de interseccion del orto-
circulo pasando por zy y z1 con OD. Entonces

1 _
(7.4.5) (20, 21) = 5 [10g FD (2, a, 21, b)| = artanh |-
2 — 2071
Y
dn(z, 20) 1
7.4.6 li = .
(740 o Tl T TP

Las topologias generadas por la métrica hiperbolica y por la métrica euclidiana coinciden.
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Demostracion. Sea f € Aut(D) el automorfismo de la demostracion del Teorema 7.4.6
tal que f(z0) =0y f(z1) =c € (0,1). Segin (7.4.4) tenemos que

1
(7.4.7) dn(z0,21) = log re
1—c¢
Representemos la fraccion de manera invariante bajo automorfismos de D:
(7.4.8)
1
: ¢ ED(0,1,¢,—1) = FD(¢, —1,0,1) = FD(0, =1, ¢, 1) = FD(c, 1,0, —1)~"
—c

El automorfismo f~! manda los puntos —1 y 1 a los Puntos a,b de interseccién del
ortocirculo pasando por zy y 23 con dD. Luego la invariancia de las fracciones dobles
bajo transformaciones de Mobius (Teorema 7.2.7), (7.4.7) y (7.4.8) implican la primera
igualdad de (7.4.5). Aqui el orden de zy y 21 y de a y b no importa porque un intercambio
nada més causa un cambio de signo en el logaritmo por (7.4.8).

Para wy := 0 y wy := ¢ la Proposicion 7.3.4 implica que

w1 — Wo Z1 — 20

(7.4.9) c= ‘

1—’(11011)1 - 1—2021 ’
La areatangente hiperbdlica real estd definida en (—1,1) y tiene la forma

1+c¢
1—¢’

artanh c = 5 log

asi que (7.4.7) y (7.4.9) implican la segunda igualdad de (7.4.5).
Usamos la serie de Taylor

= 1
tanhr = S 2kl
artanh x Z T
k=0
Con (7.4.5) se sigue que
d L (2k+l
T Z S
=20 |2 — 29| 2o z—z0| 2k+1 1 — 2oz
2 — 20 | 1
_ 1= %0 | _
Zig’lol].—Z()Z|kZ;2k+1 1—2021 1—|Zo‘2’

es decir, (7.4.6). En consecuencia, existe 79 > 0 tal que

1 d 2
- < h(za ZO) < .
2(1—1z0]*)  |z—2| 11—z

para todo z € D, ().

Esto muestra que localmente las métricas son equivalentes y que luego generan las mismas
topologias. O
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7.4.8 Nota. La ecuacién (7.4.5) y la Proposicién 7.3.4 implican para zg, 21, wp, w; € D
que existe f € Aut(D) tal que f(z;) = w; para j = 0, 1 siy s6lo si dy (20, 21) = dn(wo, w1).

7.4.9 Nota. Para todo zg € D y » > 0 el disco cerrado
{z€D|dy(z,2) <7}

en la métrica hiperbdlica es un subconjunto compacto de ID: basta mostrarlo para zy = 0.
En esa situacion,

{z€D|du(20) <r} = Diannr(0)
por (7.4.5), y tanhr < 1.

7.4.10 Teorema. Sea h: D — D una funcion holomorfa. Entonces h no incrementa
distancias hiperbolicas, es decir, para zp, z1 € D se tiene que dyw(f(20), f(21)) < dn(20, 21).
St para un par de puntos distintos aqui se tiene igualdad, entonces h es un automorfismo

de D.

-1 cumple con
las hipotesis del Lema de Schwarz (Teorema 7.3.1), con la notacién de (7.3.1). Si existe
A € [0,27) tal que g = T), entonces h € Aut(DD). Si esto no sucede, entonces por el
Teorema 7.3.1 se tiene que |g(¢)| < || para todo ¢ € D, es decir, | fu, (h(2))] < |fx(2)]
para todo z € D\{zp}. Por consiguiente, usando (7.4.5) obtenemos

Demostracion. Sean zp € Dy wy := h(z). Entonces g := fu, o ho f_

h(z) — h(zo) z— zy
7.4.10 tanh dy(h(2), h(20)) = — —| = tanh dy(z, 2p).
(7.4.10) (), W) = [P (2 )
La monotonia estricta de la areatangente hiperbodlica implica la afirmacion. O]

Una consecuencia es una generalizacion del Lema 7.4.1:

7.4.11 Corolario (Lema de Schwarz-Pick). Para una funcion holomorfa h: D — D se

tiene que
|7'(2)] 1
< todo z € D.
I—WEP = 1=z TS
Demostracion. Basta dejar z — zy en (7.4.10). O

La métrica hiperbdlica genera una geometria hiperbolica en . El espacio métrico
hiperbolico D se llama el plano hiperbdlico, los ortocirculos son las rectas hiperbélicas,
y los automorfismos de DD se llaman movimientos hiperbélicos. Como angulos uno toma
los angulos euclidianos ya que automorfismos son conformes. Se cumplen los mismos
axiomas para la geometria hiperbdlica como para la geometria euclidiana, con excepciéon
del axioma de las rectas paralelas: dado una recta y un punto en el plano hiperbdlico,
tales que el punto no se encuentre en la recta, por el punto pasa un ntmero infinito de
rectas que no intersecan a la recta dada. Una consecuencia de la falta del axioma de las
paralelas es que en un tridangulo hiperbdlico la suma de los dangulos interiores es menor
que 7.
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7.5. Familias normales de funciones holomorfas

En la construccion de funciones conformes un método importante es formar limites de
sucesiones de funciones conformes. Para asegurar que tal limite es conforme necesitamos
buenos criterios que aseguran la holomorfia de un limite de funciones holomorfas, y que
aseguran que el limite es inyectivo si todas las funciones de la sucesion son inyectivas.
La rigidez de las funciones holomorfas implica que ambas propiedades son un resultado
de la acotacién localmente uniforme de la sucesion de funciones.

La funcién limite de una sucesion de funciones holomorfas que converge localmente
uniformemente siempre es holomorfa por el Teorema 3.4.4.

7.5.1 Teorema (Hurwitz). Sea (f;) una sucesion de funciones holomorfas en la region
G que converge localmente uniformemente a una funcion no constante f. Si f —wy tiene
un cero del orden n en zg € G, entonces existen vecindades arbitrariamente chicas V de
2o en G tal que cada f; —wy tiene, para j suficientemente grande, precisamente n ceros
en V', contados con multiplicidades.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que wy = 0. Escogemos
¢ > 0 suficientemente chico tal que el tinico cero de f en D.(z) C G es z. Ponemos
0 := min.cg (2)|f(2)] > 0. Sea j tan grande que para j > jo siempre se cumple que
min.eg ()| f(2) = fj(2)| < 4. para j > jy el teorema de Rouché (Teorema 6.6.7), aplicado
afj=f+(f; —f) en D.(2), implica la afirmacién. O

7.5.2 Corolario. En la situacion del Teorema 7.5.1 sean las funciones f; inyectivas. Si
su limite f no es constante, entonces [ es inyectiva.

Demostracion. Si f no fuera inyectiva, entonces existirian puntos distintos zg,2; € G
tal que wy := f(z0) = f(21). Por el Teorema 7.5.1 existirfan vecindades ajenas Vy y V)
de zp y z1 en G tales que f; — wy tiene al menos un cero en cada una de ellas para j
suficientemente grande, en contradiccién con la inyectividad de f;. m

Recordemos algunas nociones necesarias para el teorema de Arzela-Ascoli. Una familia
F de funciones f: X — C en un espacio métrico X es equicontinua si para cada ¢ > 0
existe 0 > 0 tal que

VfeFVryeX: (dz,y) <d=[f(z) - fly) <e).

La familia F es acotada si existe M > 0 tal que
Ve FVre X:|f(x) <M.

F es localmente equicontinua respectivamente localmente acotada si para cada xg € X
existe r > 0 tal que F| Dy (w0) €S Una familia equicontinua respectivamente acotada.

7.5.3 Lema. Sea U C C abierto. Una familia F localmente acotada de funciones holo-
morfas F en U es localmente equicontinua.
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Demostracion. Sean |f| < M en D,(a) CU paratodo f € Fyseae>0.S1 fe Fy
20,21 € K := Dy 5(a), entonces

|f(20) = f(21)| =

<z — x| F(2)].
< |2 — 21| mix| (=)

/[zom] f'(z)dz

La desigualdad de Cauchy (3.4.2) implica que

4M
If'(2)] < - para todo z € K.

Ponemos ¢ :=re/(4M), asi que
Vzo,21 € K: (|20 — 21| <6 = |f(20) — f(z1)] S €).
Como 6 no depende ni de 2y, 21 ni de f, la familia F es equicontinua en D, /2(20). [

7.5.4 Definicion. Sea F una familia de funciones holomorfas en el subconjunto abierto
U de C. F se llama una familia normal si cada sucesién en F tiene una subsucesion que
converge localmente uniformemente a una funcién holomorfa o a oo.

7.5.5 Teorema (Montel). Una familia localmente acotada de funciones holomorfas es
normal.

Demostracion. Sea (f;) una sucesion localmente acotada de funciones holomorfas en el
subconjunto abierto U de C. Por el Lema 7.5.3 (f;) es localmente equicontinua. Cubri-
mos a U con discos D, CC U, k € N. Esto es posible porque U es una espacio métrico
separable, es decir, es 2-numerable. Cubrimos a U con discos Deisi(z,00y/2(%) (x € U) y
aplicamos el teorema de Lindelof para obtener una subcubierta numerable. Otro argu-
mento seria escribir U como unién numerable de subconjuntos compactos, y cubrir cada
uno de ellos con un nimero finito de discos compactamente contenidos en U. Para toda
k la restriccion de (f;) a Dy es una familia acotada y equicontinua, asf que el teorema de
Arzela-Ascoli implica que tiene una subsucesién uniformemente convergente en Dj. Un
proceso diagonal de extraccion de subsucesiones nos proporciona una subsucesion de (f;)
que converge uniformemente en Dy, para cada k € N, es decir, ella converge localmente
uniformemente en U. O

Las familias normales permiten un criterio muy fuerte de convergencia localmente
uniforme:

7.5.6 Teorema. Sea F una familia normal en la region G, y sea (f;) una sucesion
en F que converge puntualmente en un subconjunto no discreto N C G a una funcion
g: N — C. Entonces (f;) converge en G localmente uniformemente (posiblemente a co).

Demostracion. Primero supongamos que g no sea la funcién constante oo en N. Sea f el
limite holomorfo de una subsucesién localmente uniformemente convergente de (f;). Si
la sucesién completa (f;) no converge localmente uniformemente en G, entonces existe
una subsucesién (fj,) que no converge a f localmente uniformemente, es decir, existen
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g0 >0, D,(a) C G y puntos z; € D,(a) tales que |f;, (21) — f(2x)| > o para todo k € N.
Pasando a una subsucesion de (f;, ) podemos suponer que (f; ) converge localmente
uniformemente en . Esa funcién holomorfa limite necesariamente es distinta a f, pero
coincide con f en N. Por el teorema de identidad obtenemos una contradiccion.

Ahora sea g = oo en N. Si (f;) no converge a oo localmente uniformemente entonces
existen una subsucesién (f;, ), M > 0, D,(a) C G y puntos 2z € D,(a) tales que
| £ (z1)] < M para todo k € N. Pasando a una subsucesiéon podemos suponer que (f;,)
converge localmente uniformemente a una funcién holomorfa limite f en G. Como f;
tiende a oo en N obtenemos una contradiccion. [

7.6. EIl teorema de equivalencia conforme de Riemann

7.6.1 Definicién. Una region G C C se llama simplemente coneza si o bien G = Co
bien existe 7' € Aut(C) tal que oo ¢ T'(G) y T(G) es simplemente conexo.

En esta seccion clasificaremos las clases de equivalencia conforme de las regiones sim-
plemente conexas en C.

La esfera de Riemann no es conformemente equivalente ni a C ni a D, ya que estos dos
espacios topoldgicos no son compactos pero C silo es. La “esfera pinchada” G := C\{p}
es conformemente equivalente a C para cualquier p € C: cualquier automorfismo 7" de C
con T'p = 0o es un mapeo conforme entre G y C. Ya vimos que C no es conformemente
equivalente al disco unitario por el teorema de Liouville. Solo falta considerar regiones
simplemente conexas G C C\{p, q} para dos puntos distintos p,q € C. El préximo
teorema muestra que estas son conformemente equivalentes a ID. Entonces existen sélo
tres clases de equivalencia conforme entre las regiones simplemente conexas en @, con
los conjuntos modelo C, C y D, ver Tabla 7.1.

A

G=C|G=C\{p} | GCC\{pq}
X X
v X
X v

glae
R AR RN

Tabla 7.1: Equivalencia conforme entre regiones simplemente conexas G en ®

7.6.2 Teorema (de equivalencia conforme de Riemann). Sea G C C una region simple-
mente conexa tal que @\G contiene al menos dos puntos. Entonces G es conformemente
equivalente al disco unitario D mediante un mapeo conforme f. Uno puede prescribir en
un punto zy # oo las condiciones f(zy) =0 y f'(z9) > 0; ellas determinan a f.

Antes de empezar la demostracién de ese teorema formulamos un resultado técnico:

7.6.3 Lema. Sea G C D una region simplemente conexa que contiene a 0. Entonces
existe una funcion holomorfa inyectiva h: G — D con h(0) =0 y A'(0) > 1
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Demostracion. Sea ¢ € D\G. El automorfismo 7;: z — (2 — ¢)/(1 — ¢z) de D satisface
Ti(c) = 0y T1(0) = —c. La regién T1(G) es simplemente conexa y no contiene a 0.
Por el Ejemplo 5.1.5(b) existe en 77(G) una rama g de la raiz cuadrada. Como g es
la inversa de una funcién, g es inyectiva. Ademas se cumple que ¢g(71(G)) C D. Para
d == g(—c) y algtin A € R definimos T, € Aut(D) por T(2) := ez — d)/(1 — d2), y
definimos h := Ty 0 go Ty1: G — D. Se tiene que h(0) = To(g(—c)) = 0, y A se puede
escoger de tal manera que h'(0) > 0. Mostremos que h/(0) > 1: para g*(z) := 22 la
funcién h* ;= T, o g*o T, ' es holomorfa de I en si, y su restriccion a h(G) es la inversa
de h. Se tiene que h*(0) = 0. Si h* fuera una rotacion 7),, entonces g* = Ty o T), o Ty
serfa un automorfismo de D, una contradiccién ya que ¢* no es inyectiva. Entonces h*
no es una rotacién. Por el Lema de Schwarz (Teorema 7.3.1) |(R*)'(0)| < 1, es decir,

R(0) = 1/(h*)(0) > 1. O

Demostracion del Teorema 7.6.2. Paso 1: Primero mostremos que solo existe un mapeo
conforme con las propiedades dadas. Si f y g son dos mapeos conformes entre GG y ID con
f(z0) = g(20) =0, f'(20) > 1y ¢'(20) > 1, entonces S := f o g~! es un automorfismo de
D con S(0) =0y

S'(0) = f'(g7(0))/g'(g7(0)) = f'(20)/9(20) > 0.

Por el Teorema 7.3.3(a) S = idp, es decir, f = g.

Paso 2: Para la existencia de f trabajaremos en tres pasos. Primero construiremos una
funcién conforme f1: G — G* C D tal que fi(z0) =0y fi(20) > 0. Luego buscaremos
entra las funciones inyectivas f: G* — D con f(0) =0y f’(0) > 0 una que maximiza a
f'(0). La idea es que esto es, al menos localmente, una medida de la expansividad de f.
En el ultimo paso mostraremos que esa funcién maximizante es conforme de G* en D.

Paso 3: Sean a,b € C\G y 2z € G\{oo}. Escogemos T} € Aut(C) tal que Tia = 0
y T1b = co. Entonces G := T1(G) es una regién simplemente conexa en C, asf que en
(G, existe una rama holomorfa ¢ de la raiz cuadrada (Ejemplo 5.1.5(b)). Como ¢ es la
inversa de una funcién, g es inyectiva, una funcién conforme entre Gy y G := g(G1) C C.
Afirmamos que existe un disco cerrado D.(wg) € C\Ga: para wy € —Gy existe € > 0
tal que D.(—wp) C Gy ya que —wy € Gs. Si z € D.(w) estuviera en Gy, entonces los
puntos z y —z estarfan en G5, en contradiccién con la inyectividad de ¢g=! en G5. Eso
muestra la afirmacion. Escogemos, con la ayuda de la Nota 7.2.10, T; € Aut(@) tal que
T5(C\D.(wo)) = D. En consecuencia, G := T5(G5) C D. Por el Teorema 7.3.3 existe
S € Aut(D) tal que para f; := S oTh0goT; se tiene que fi(20) =0y fi(z9) > 0.

Paso 4: Recordemos que G* := f1(G) C D es una regién y cumple 0 € G*. Definimos
la familia

F:={f: G* = D| f es holomorfa y inyectiva, f(0) =0, f'(0) > 0},

la cual es acotada por 1, es decir, es una familia normal de funciones holomorfas. F no
es vacio ya que idg+ € F. Ponemos

a:=sup{f(0) | f € F} e RU{+o0}.
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Como la identidad pertenece a F tenemos que o > 1. Existe una sucesién (f;) en F tal
que f7(0) — a. Por el Teorema 7.5.5 existe una subsucesién localmente uniformemente
convergente de (f;), la cual seguiremos denotando por (f;). Sea f* el limite de (f;).
Obviamente f*(0) = 0. Por el teorema de Weierstrass (Teorema 3.4.4) tenemos que
f3(0) — (f*)(0), asi que a = (f*)"(0) < oo. Como a # 0, f* no es constante. Ademds,
|f;| < 1implica que |f*| <1 en G*, asi que el principio del méximo (Teorema 3.4.8) nos
dice que |f*| < 1 en G*, es decir, f*(G*) C D. El Corolario 7.5.2 demuestra que f* es
inyectiva y luego que f* € F. Esta es una funcién que maximiza f’(0) en la familia F.
Paso 5: Nada mas falta ver que f*(G*) = D. Si esto no fuera cierto, entonces existiria
h: f*(G*) — D holomorfa e inyectiva tal que h(0) = 0 y A/(0) > 1, por el Lema 7.6.3.
La funcién g := ho f*: G* — D serfa holomorfa e inyectiva, cumpliria que g(0) =0y
g'(0) =R (0)(f*)(0) > a, y luego g € F. Pero esto serfa una contradiccion a la definiciéon
de a. Entonces necesariamente f*(G*) = D. Esto termina la demostracion. [

Analizaremos el comportamiento de las funciones conformes dados por el teorema de
Riemann.

7.6.4 Proposicion. Sean G C C una region simplemente conexa tal que G # C, y sea
f una funcion conforme entre G y ID. Si K C 0G es un arco analitico a un lado de 0G,
entonces f tiene una extension holomorfa a través de K.

Demostracion. Para todo z € G se cumple que |f(z)| < 1. Mostremos que
(7.6.1) |f(2)| — 1 siempre cuando z — 0G en G.

Para ello sea (z;) C G tal que 2z — 0G cuando k — oo. Supongamos por contradiceién,
pasando a una subsucesién, que limg_,o|f(2;)| < 1. Nuevamente pasando a una subsuce-
si6n podriamos suponer que f(z;) — w € D. Entonces z;, = f~'(f(z)) — f~(w) € G,
por continuidad de f~!, una contradiccién.

Fijemos zy € K. La Definicién 3.9.4 implica que existe una vecindad admisible V' de
20, es decir, un disco D, simétrico con respecto a R, una vecindad abierta V' de zy y una
funcién biholomorfa ¢: D — V tal que ¢(D NR) =V N K y tal que s6lo una de las dos
componentes Vs, Vo de V\ K, digamos Vj, estd contenida en GG. Podemos suponer por
(7.6.1) que f no tiene ceros en V;, tomando D lo suficientemente chico. Por ser conforme
con una de las componentes de D\R, las cuales son simplemente conexas, el conjunto V;
es simplemente conexo por el Teorema 4.3.6(a). Por el Teorema 5.1.6 existe un logaritmo
g de f alla, es decir, f = e en V.

Sea L el arco analitico global iR. Como |f| < 1 en G, necesariamente Reg < 0 en G.
Mostremos que

(7.6.2) dist(g(zx), L) — 0 siempre cuando z — 0G en V].

Notemos que Reg(z) = dist(g(z),L) para todo z € Vi. Sea (z) C Vi tal que
2, — 0G cuando k — oo. Supongamos por contradiccion que lim infy_, o dist(g(zx), L) =
lim infy_,., Re g(zx) < 0. Entonces

lim inf| f(2;)| = lim inf|exp(g(zx))| = exp(liminf Re g(2x)) < 1,
k—o0 k—o0 k—ro0
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contradiciendo (7.6.1).

La ecuacién (7.6.2) permite aplicar el Teorema 3.9.5 para obtener una extensién holo-
morfa de g a través de vN K. Como f|y; = e, ella proporciona una extension holomorfa
de f|V1 a través de V N K. Como zy € K era arbitrario, podemos juntar las extensio-
nes locales de f a una extension holomorfa de f a través de K usando el teorema de
identidad. O]



8 Aproximacion racional e
interpolacion

En esta seccidon mostraremos teoremas de interpolacion. Ellos dan una respuesta a la
pregunta: ;Existe una funcién que tiene los ceros y polos prescritos en un conjunto dis-
creto? para resolver esta pregunta necesitamos primero resultados sobre la aproximacion
de funciones holomorfas por funciones racionales.

8.1. El teorema de Runge

Recordemos que las funciones racionales son precisamente los mapeos holomorfos cC—>C
(Teorema 6.3.11). En esto, un mapeo holomorfo con un tinico polo en oo es un polinomio
segin el Teorema 6.3.10. Sea K C C un conjunto compacto y f: K — C una funcién.
Trataremos de aproximar f uniformemente en K por funciones racionales con polos en
@\K . Dos condiciones necesarias en f son

(8.1.1) f es continua en K;
(8.1.2) f es holomorfa en int K.

El teorema de Mergelyan afirma que estas dos condiciones son suficientes si C\ K tiene
s6lo un numero finito de componentes conexas. Aqui mostraremos un resultado mucho
mas sencillo:

8.1.1 Teorema (débil de Runge). Sean K C C compacto y f una funcion holomorfa
en una vecindad abierta de K. Entonces existe una sucesion de funciones racionales con
polos en C\K que converge a f uniformemente en K.

Demostracion. Sean U una vecindad abierta del conjunto compacto K y f una funciéon
holomorfa en U. Dado ¢ > 0 mostraremos la existencia de una funciéon racional ¢ con
polos del primer orden en C\ K, limite 0 en oo y tal que

(8.1.3) jg}g!f(Z) —g(z)| <e

El Lema 4.3.3 nos proporciona un ciclo I' en U\K tal que n(I',z) = 1 para todo
z € K. Escribimos I' = Z?Zl n;7; con caminos de integracion ;. Podemos suponer que
los 7; son continuamente diferenciables y que todos tienen el dominio [0, 1] (después de
partirlos en caminos parciales y hacer reparametrizaciones). Definimos

1
fj(z)::%/w%dg para j=1,2,...,kyz € K.



146 8 Aproximacion racional e interpolacion

El teorema global de Cauchy implica que

21 Jp ( — 2

k
f(z) = i/ 1O d¢ = anfj(z) para todo z € K.

Sean 1 := dist(tr [, K)/2,

J o te(0,1) zetr I

M := méx{mtax\f( )| méx sup |v;(t)], max\z| + max|z\}
z€E

5 ) 2rrle
=min{ —— rs.
kM méax;n;’

Consideramos para 5 = 1,2,...,ky z € K la representacion

11 fl()(t)
W =55 | T

Las familias de funciones {(f o v;)7j}¥_, v {7;}¥_, son equicontinuas en [0,1]. En con-
secuencia, podemos encontrar una particion 0 = t, < t; < --- < t, = 1 y puntos
s¢ € (te—q,te) (0 =1,2,...,n) tales que las funciones escalonadas definidas por

wi(t) == f(v(s)vj(se), ¥i(t) :==5(se),  sit € (teor, ),

cumplen

méx sup |f(y;(£))7;(t) — ;)| <0
J tefo,1]

max sup |v;(t) — ¢;(t)| < o.
J tel0,1]

Los valores de ¢, y 1, en los puntos ¢, no importan. Podemos tomar ¢; y v; continuas
por la derecha en [0, 1) y continuas por la izquierda en 1. Se sigue que

lz—1; ()] > |z2—; ()| =]y (t) =, (t)] > r para todo z € K, t € [0,1], j =1,2,... k.
Fijemos una j € {1,2,...,k}. La definicién de ¢, y v, implica que

sup [i0(£)| < max|f ()] sup [v;(6)] < M
te[0,1] z€tr te(0,1)

sup supjy); (1) — 2| < méx sup(jy;(1)] + [2]) < M
te[0,1] z€K te0,1] zek
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Para z € K y t € [0, 1] estimamos

fOs@®)() soj(t) _ Q@)@ (t) — 2) — ¢ ()(3(t) — 2)]

vt =z P(t) — (75 (8) = 2)(¥;(F) — 2)]|
<| (% (@) (@) — @ ()] - [ () — 2| + | ()] - |5 (8) — ;(D)]
- 212
< M5/r2
2me
< —
— kméx; n;
Definimos

/ % _ 1 wilse)

9 9n i(t) — z 2mi = j(se) — 2

asi que g; es una funcién racional con polos del primer orden en C\ K, g;(z) — 0 cuando
2] = o0y

€
— q. < -
meaigqu( 2) —9;(2)l < k max; n;
La funcién g := > ?:1 n;g; tiene todas las propiedades deseadas. [

Mostraremos una versién mas refinada del teorema de Runge. Para ello necesitaremos
un resultado técnico:

8.1.2 Lema (de empujar polos). Sean K C C compacto, G una componente coneza de
@\K, a,b € G ya# oco. Entonces cada funcion racional f con un unico polo en a puede
ser aproximada uniformemente en K por funciones racionales unicamente con polos en
b. Si b= oo entonces las funciones aprorimantes son polinomios.

Demostracion. Para zg € C sea A(zg) el conjunto de los mapeos holomorfos en C con un
tinico polo en zy y con un cero en 0o, y sea A(oo) el conjunto de los polinomios. Ademas,
denotamos para zp,wy € G por I'(zp, wp) € A(zp) el conjunto de las funciones de A(z)
que son aproximables uniformemente en K por funciones de A(wp). Basta mostrar que

(8.1.4) T(a,b) = Ala).

Es obvio que A(zg) es un C-dlgebra de funciones para todo zy € C. Si zg # oo, entonces
la funciom h,,: z — 1/(z — 2z) genera A(zp). Afirmamos que I'(zg, wp) es una subdlgebra
de A(zp) si 29, wp € G. Para demostrar esto sean ¢,d € C, f,g € I'(20,wo), vy (f;), (95)
sucesiones en A(wp) que convergen a f y g respectivamente, uniformemente en K. Existe
M > 0 tal que

x| f A < M.
sgpglgglfg(@la max|g(z)| <
En consecuencia,

méx|(cf(2) +dg(2)) — (cf;(2) + dg;(2))]
< méx(|e} [ f(2) = fi(2)] + ld] |g(2) = g;(2)]) = 0
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méx|f(2)g(2) = f;(2)g;(2)| = max(|f(2) = fi(2)19(2)| + [ f;(2)[ l9(2) = g;()])
< Mmax(|f(2) = f;(2)] +19(2) = g;(2)]) = 0

cuando j — oo. Como cf; + dg; v fjg; se encuentran en A(wy) para todo j, también
cf +dgy fg se encuentran en I'(z, wp). Eso muestra que I'(zg, wp) es un algebra.
Primero tratamos el caso de b # oco. Sea U el conjunto de puntos zy en G\{oco} tal
que I'(z0,b) = A(z0). Usando la conexidad de G'\{oo} mostremos que U = G\{o0}, asi
que se cumple (8.1.4) en ese caso.
El conjunto U no es vacio ya que b € U. Mostremos que U es abierto. Sea 2z, € U. Para
cualquier z € Edist(ZO7K)/2(Zo> y w € K tenemos que |z — zo| < |w — 20|/2. En seguida,

r 1 i zZ— 2
w—2z w-—2 w — 2o

k=0

converge uniformemente en w € K, ya que la serie esta dominada por la serie geométrica
del valor 1/2. Eso muestra que h, € I'(z, zp). Como I'(z, z9) es un algebra y h. genera
todo A(2), ['(z, z0) = A(z). Falta ver que I'(z, z9) C ['(2,b). Sea f € I'(z, 29). Existe una
sucesion (f;) € A(zp) que converge a f uniformemente en K. Como 2y € U, A(z) =
I'(20,b). En seguida, existe para cada j € N una funcién g; € A(b) tal que méx,ex|f;(2)—
gj(2)] <1/j. Por lo tanto,

max|f(z) — g;(2)] < méx(|f(2) = f;(2)| +1£;(2) = g;(2)]) = O
cuando j — 00, es decir, f € I'(z,b). Esto implica
A(z) =T(z,20) CT'(z,b) C A(2),

as{ que I'(z,b) = A(z) y z € U. Por consiguiente, mostramos que Dais(z0.x)/2(20) € Uy
luego que U es abierto.

Para ver que U es relativamente cerrado en G\{oo}, sea zp € G\ (UU{o0}). Si existiera
2 € Daist(zo,K)/3(20) N U, entonces tendriamos para todo w € K que

1 1
|20 — 2| < §|zo —w| < g(\zo -zl + |z —w)|).

Subtrayendo |zg — z|/3 en ambos lados y multiplicando por 3/2 obtenemos que |zg — z| <
|z — w|/2. Tomando el minimos sobre todo w € K eso da 29 € Daisi(z.x)/2(2). Pero como
z € U, lo que mostramos arriba implicaria que zy € U, una contradiccién. Por lo tanto,
Daist(z0,5)/3(20) € G\(UU{00}), mostrando que G'\\(UU{oc}) es abierto, respectivamente
que U es relativamente cerrado. En conclusién, mostramos (8.1.4) para b # oc.

Sea ahora b = oo. Mostremos que I'(a,00) = A(a). Para ello sean f € A(a) y r > 0
tan grande que K C D,(0). Escogemos wy € C\D,(0). Por lo que mostramos arriba,
['(a,wo) = A(a), es decir, para cualquier € > 0 existe g € A(wy) tal que

miix|f() = g(2)| < 5.
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Por otro lado, g es holomorfa en D,(0), asi que su serie de Taylor Y ;- cx2" converge
uniformemente en K. Para kg suficintemente grande y h: z — ZZ(’ZO cx2* tenemos que

mix|g(z) — h(:)] < 5.
asi que
x| () ~ h(2)| < =
Entonces f € I'(a, 00) ya que h € A(c0) y € era arbitrario. O

8.1.3 Teorema (de Runge). Sean K C C compacto y P C @\K tal que cada componente
conexa de @\K contiene precisamente un punto de P. Entonces cada funcion f que
es holomorfa en una vecindad de K puede ser aproximada uniformemente en K por
funciones racionales que unicamente tienen polos en P.

Demostracion. Sea f holomorfa en una Vecindad de K y sea e > 0. Por el Teorema 8.1.1
existe una funciéon racional g: z Z - tal que 3; € C\K para todo j y que
cumple

116

(8.1.5) méx|f(z) — g(2)| <

zeK

[\JI(‘f)

Sea U; la componente conexa de @\K que contiene a 3;, y sea p; € P NU,. Por el
Lema 8.1.2 existe una funcién racional ¢; con un tnico polo en p; tal que

1 3
max
B =2 Y S ey
Con la definicién h := Z?Zl a;q; obtenemos
€
méx|g(2) - |<Zlag|gl€alg< 5]_z —q| <5

Junto con la ecuacion (8.1.5) obtenemos la afirmacién, ya que h tinicamente tiene polos
en P. O

Ahora cambiamos un poco nuestro punto de vista y buscamos aproximar localmente
uniformemente una funcién holomorfa en un conjunto abierto U por funciones racionales
con polos fuera de U.

8.1.4 Definicién. Sea K un subconjunto compacto del conjunto abierto U C C. La
envolvente U-convexa Ky es la unién de K con todas las componentes conexas de U \K
que son compactamente contenidas en U. K es U-convexo si Ky = K. SiU = C entonces
K¢ se llama la envolvente polinomialmente convexa de K, y si Kc = K entonces K se
llama polinomialmente convexo.
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Muchas veces escribimos K := Ky si el conjunto U es fijo. la intuicién es que K se
obtiene de K llenando todos los hoyos de K que estan contenidos en U.

8.1.5 Proposicion. Sea K un subconjunto compacto del conjunto abierto U C C. En-
tonces se cumplen:

(a) K es compacto;
(b) K es U-convezo siy sdlo si K=K;

(¢c) K =K y K es U-convexo;

(d) existe una sucesion creciente K1 C Ky C ... de subconjuntos compactos y U-
convezos de U tal que U = U‘;’;l int K.

Demostracion. Mostremos primero la implicacion

(8.1.6) Vr>0: (K CD,= K CD,)
y la igualdad

(8.1.7) dist(K,0U) = dist(K, dU ).

Para mostrar (8.1.6) fijemos r > 0 tal que K C D,. Si V CC U es una componente
conexa de U\ K, mostremos que 0V C K. Si z € 9V\ K, entonces existe D,(z) C U\K
ya que z € U\K. Como D,.(z) NV # @ y V es una componente conexa de U\K,
D,.(z) € V, lo cual contradice a z € dV. Entonces no existe tal z y luego 9V C K.
Si V\D, # @ fuera cierto, esto implicaria que OV\D, # @, ya que V es acotado, en
contradiccion con OV C K C D,.. Luego V C D, y (8.1.6) es cierto.

Mostremos (8.1.7). Si 90U = & la igualdad es obvia. Supongamos entonces que U # &.
Sean V' CC U una componente conexa de U\K y z € V. Existe v € 90U tal que
dist(z,0U) = |z — v|. Si [z,v) C V fuera cierto, entonces v € 9V seria cierto, en
contradiccién con V' C U. Entonces [2,v) € V y existe w € [2,0) N K. Se sigue que
dist(z,0U) = |z —v| = |z — w| + |[w — v| > dist(K,0U). Tomando el infimo sobre los
z € V esto implica dist(V,0U) > dist(K,9U). Se sigue que dist(K,9U) > dist(&, 90U
por la definicién de K. La desigualdad “<” de (8.1.7) es trivial, ya que K C K.

Inciso (a): Por (8.1.6) K es acotado. El conjunto U\K es la unién de componentes
conexas de U\ K, las cuales son conjuntos abiertos. Entonces U \K es abierto y K relati-
vamente cerrado en U. La ecuacién (8.1.7) implica que dist (K, oU) = dist(K, 0U) > 0.
Es facil ver que luego K es cerrado. Estos hechos muestran que K es compacto.

Inciso (b): Esto es una consecuencia inmediata de la definicién de K.

Inciso (c): Por definicién, U \f( no tiene componentes conexas que son compactamen-

te contenidas en U. Esto muestra que K=K. Luego K es U-convexo por el inciso (b).

Inciso (d): Definimos para j € N

1 —
Kji={zeU ‘ dist(=,00) > ~} N D;.

<
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Es obvio que los K; forman una sucesiéon creciente de subconjuntos compactos de U
tal que U = UjeN int K;. Nada més falta mostrar que cada K; es U-convexo. Fijemos

j. Como K C D;, (8.1.6) para K; en vez de K implica que f(j C D;. Junto con la
desigualdad (8.1.7) obtenemos que K ; = Kj, es decir, K; es U-convexo por el inciso (b).
O

Con estas nociones podemos formular una otra versién del teorema de Runge:

8.1.6 Teorema. Sean K C U C C conjuntos con K compacto y U abierto. Entonces
son equivalentes:

(1) K es U-convezxo;

(11) toda funcion holomorfa en una vecindad de K puede ser aproximada uniformemen-
te en K por funciones holomorfas en U;

(111) toda funcion holomorfa en una vecindad de K puede ser aprozimada uniformemen-
te en K por funciones racionales con polos fuera de U.

Demostracion. Inciso (1) implica inciso (111): Sea V' una componente conexa acotada
de C\K. El conjunto V no esté contenido en U, ya que K es U-convexo. Como en la
demostracion de la Proposiciéon 8.1.5 tenemos que 0V C K. Este hecho implica que V' no
estd contenido en U. Sea P un conjunto formado por oo y por puntos p € V\U, precisa-
mente un punto para cada componente conexa acotada V' de C\ K. Por el Teorema 8.1.3
cada funciéon holomorfa en una vecindad de K puede ser aproximada uniformemente en
K por funciones racionales con polos en P, es decir, fuera de U.

Inciso (111) implica inciso (11): Trivial.

Inciso (11) implica inciso (1): Mostremos que si (I) no es cierto, entonces (I1) tam-
poco lo es. Sea V' CC U una componente conexa de U\K. Como arriba se sigue que
0V C K. Escogemos a € V' y mostremos que f(z) := 1/(z — a) no puede ser aproxima-
da uniformemente en K por funciones holomorfas en U. Si (f;) fuera una sucesiéon de
funciones holomorfas en U que converge a f uniformemente en K, entonces

Ve > 0 djo Vi, j > jo: maig<|fl(z) — fi(z)] <e.
ze
Por el principio del méaximo y porque 0V C K esto implicaria

Ve > 0 3jo Vi, j > Jjo: Su‘l?|fi(z) — fi(z)| <Le.
zEe

En consecuencia, (f;) convergeria uniformemente en K UV a una funcién fy, la cual
serfa holomorfa en V| continua en K UV y coincidiria con f en K. La funcién g(z) :=
1 — (2 — a) fo(2) serfa la constante 0 en 9V C K, continua en V y holomorfa en V. Por
el principio del maximo (Teorema 3.4.8(b)) g = 0 en V. Por otro lado, la definicién de g
da g(a) = 1, una contradiccién ya que a € V. Entonces no existe tal sucesion (f;) y (11)
no es cierto. [
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8.1.7 Teorema. Sea U C C abierto. Toda funcion holomorfa en U puede ser aproximada
localmente uniformemente en U por funciones racionales con polos fuera de U.

Demostracion. Sea f una funcién holomorfa en U, y sea K; C Ky C ... una sucesion
creciente de subconjuntos compactos y U-convexos de U tal que U = U]EN int Kj, la
cual existe por la Proposicién 8.1.5(d). Por el Teorema 8.1.6 existe, para cada j € N,
una funcién racional f; con polos fuera de U tal que

max|f(z) — f;(2)] < -

zeK;

K)I}—‘

En seguida, para cada ¢ € N la sucesion (f;) converge a f uniformemente en K; cuando
Jj — 00. 81 z € U, entonces existe ¢ tal que z € int K;, y (f;) converge uniformemente en
esa vecindad K; de z. Eso muestra la convergencia localmente uniforme de (f;). ]

Otra consecuencia del Teorema 8.1.6 es una caracterizacion de conjuntos abiertos sim-
plemente conexos por aproximabilidad de funciones holomorfas en ellos por polinomios.

8.1.8 Teorema. Sea G C C una region. Entonces G es simplemente conexa si y solo si
toda funcion holomorfa f en G puede ser aprorimada localmente uniformemente en G
por polinomios.

Demostracion. Sean primero GG una regiéon simplemente conexa y f una funcién holo-
morfa en G. Si K C G es compacto y G-convexo, mostremos que K es C-convexo.
Para una componente conexa acotada V' de C\K tenemos que 0V C K C @G, asi que
Gy := GUV = GUYV es abierto. Como V C Gy es compacto, existe un ciclo I' en
Go\V C G que tiene homologia nula en G y cumple n(I',2) = 1 para todo z € V. En
seguida, V C G ya que G es simplemente conexa. Eso muestra que V C K ya que K
es G-convexo. Por consiguiente, K es C-convexo. Por el Teorema 8.1.3 f es uniforme-
mente aproximable en K por polinomios. Como en la demostraciéon del Teorema 8.1.7 se
construye con esta informaciéon una sucesion de polinomios que converge a f localmente
uniformemente en G.

Inversamente, sea cada funcién holomorfa en G el limite de una sucesién localmente
convergente de polinomios. Si zp € C\G y I' es un ciclo en G, entonces la funcién
f(z) :=1/(z — 2p) puede ser aproximada localmente uniformemente por polinomios ( f;)
en (G. Se sigue que

1 1
r dz :—1 =0,
n(l' 20) = 27r1Az—zo 2mi Jggo/f]

ya que las funciones f; son enteras. Eso muestra que G es simplemente conexo. O
Caractericemos la envolvente U-convexa por propiedades de funciones holomorfas:

8.1.9 Teorema. Sea K un subconjunto compacto del conjunto abierto U C C y sea
z € U. Entonces z € Ky si y sélo si para toda funcion holomorfa f en U se cumple que

(8.1.8) £(2)] < mi] ()]
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Demostracién. Sean primero z € Ky. Basta considerar el caso de z € V, donde V CC
es una componente conexa de U\K. Se sigue que 0V C K. El principio del maximo
implica que

F()] < méx|f(w)] < méx| f(w)].

Inversamente, sea zy ¢ KU. Existe una funciéon f; holomorfa en una vecindad de
K := Ky U {2} tal que

folz)=1 v  folg, =0.

Si V es la componente conexa de U\Ky que contiene a zj, entonces V\{z} es una
componente conexa de U\K; y V\{zy} =V, la cual no es compactamente contenida en
U. Las otras componentes conexas de U\Ky y U\ K coinciden. Por lo tanto, U\ (Ky U
{z0}) es U-convexo. Por el Teorema 8.1.6 existe una funcién holomorfa en U tal que

méx |f(2) - fol2)| < =

zeKU{z0} Z

Ella cumple

7o)l = 1)l ~ Lfolzo) = F(z0)] > § > 7 > més]f(2)]

zeK

Entonces (8.1.8) no es cierto para toda funciéon holomorfa en U. O]

8.2. El teorema de Mittag-Leffler

En esta seccion trataremos un problema particular de interpolacién: encontrar una fun-
cion meromorfa que tenga partes principales de series de Laurent prescritas en un con-
junto discreto de polos prescritos.

8.2.1 Definicién. Una parte principal con punto de desarrollo a es un polinomio en

1/(z — a) de la forma
—1

he(z) :== Z ar(z — a)".
k=—n
Para un subconjunto abierto U de C una distribucion de partes principales en U es una
coleccion H = {h, | a € P} de partes principales con puntos de desarrollo en P (sin
repeticiones), donde P es un subconjunto discreto de U.

Una funciéon meromorfa f en U determina una distribucién de partes principales H (f)
como la coleccién de las partes principales de sus series de Laurent en vecindades pin-
chadas de todos sus polos. Si f es holomorfa, entonces ponemos H(f) = &.

8.2.2 Definicion. Una distribuciéon H de partes principales en U se llama resoluble si
existe una funcién meromorfa f en U tal que H = H(f). En ese caso la funcién f se
llama una solucion de H.



154 8 Aproximacion racional e interpolacion

Si una distribucion de partes principales H es finita, entonces la suma de las partes
principales es una solucion de H. Si H es infinito podriamos intentar sumar las partes
principales. Inmediatamente surge el problema de convergencia de la serie de funciones
meromorfas.

8.2.3 Definicion. La serie z;’il f; de funciones meromorfas en un conjunto abierto
U C C converge (absoluta y) localmente uniformemente en U si para todo zy € U
existen r > 0y jo € N tal que D,(z) C U, tal que f; es holomorfa en D,(z,) para
j > joy tal que E;}i i [i converge (absoluta y) uniformemente en D, (zp). En ese caso
el conjunto P de los polos de todas las funciones f; es discreto en U y Z]Oil fj converge
a una funciéon meromorfa f en U con polos en P.

8.2.4 Teorema (Mittag-Leffler). Toda distribucion de partes principales en un subcon-
junto abierto U de C es resoluble.

Demostracion. Sea K1 C Ky C ... una sucesién de conjuntos compactos y U-convexos
en U tal que U = Uj’;l int K;, dado por la Proposicién 8.1.5(d). Definimos para j € N
fijo la funcién meromorfa

fj = Z ha

a€Kjt1\K;
en U, una suma finita ya que el conjunto de polos de H es discreto en U. Como f; es
holomorfa en una vecindad de K y por el Teorema 8.1.6 existe una funcién holomorfa
g; en U tal que

, 1
max|f;(z) = g;(2) < 55

El criterio de la serie dominante implica que .- j( fi — g;) converge absoluta y unifor-
memente en K;. Por la propiedad U = U;’;l int K la serie de funciones meromorfas
Zj‘;l( fj — gj) converge absoluta y localmente uniformemente en U a una funcién mero-

morfa f. Como para todo j € N las partes principales de 23;11 (fi — gi) son precisamente
los h, € H tales que a € K y como > (f; — g;) es una funcién holomorfa en int K,
f es una soluciéon de H. O

En las aplicaciones trataremos principalmente funciones meromorfas en todo C, asi
que vale la pena anotar una version particular para este caso:

8.2.5 Corolario. Sea (aj)Jo-‘;O una sucesion de puntos distintos en C tal que ay = 0,
laj| < |aji1] para todo j € N y |a;| — oo cuando j — oo. Para cada j € Ny sea hj una
parte principal con punto de desarrollo a;; aqui permitimos hy = 0. Entonces existen
numeros k;j € No U{—1}, j € N, tal que si g; es el polinomio de Taylor de h; del orden
k; entonces

(8.2.1) f=ho+ 3 (h; = ;)

converge absoluta y localmente uniformemente a una solucion f de la distribucion de
partes principales {hj};iu En esto el polinomio de Taylor del orden —1 es 0.
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Demostracién. En esta situacion definimos K := D|,;|/2. Como cada K es polinomial-
mente convexo, podemos aproximar h; uniformemente en K; por un polinomio de Taylor
de h; con orden suficientemente grande. O

El Teorema 8.2.4 implica un analogo del Corolario 6.3.12 para funciones meromorfas:

8.2.6 Teorema (Fracciones parciales para una funcién meromorfa). Sean f una funcién
meromorfa en el conjunto abierto U C C, Py = {ay,as,...} el conjunto de los polos de
fy H(f) = {ha,, hay, ..} la distribucion de partes principales de f. Entonces existen
una funcion entera g y funciones racionales g; con polos fuera de U tal que

(8.2.2) f=g+ Z(haj — ;)

converge absoluta y localmente uniformemente en U.
St U = C entonces podemos tomar polinomios para las funciones g;.

Demostracion. El Teorema 8.2.4 nos proporciona una solucion fde H (f). Basta poner
g := f — f, la cual es una funcion entera. O

8.2.7 Nota. El orden de enumeracion de los polos de f en el Teorema 8.2.6 no importa
yva que todas las series consideradas convergen absolutamente.

8.2.8 Ejemplo. Calculemos soluciones de distribuciones de partes principales del orden
uno con residuos dados.

(a) Sea (a;)72, € C una sucesién como en el Corolario 8.2.5 y sea (c¢;)32, € C tal que
¢; # 0 para j > 1. Consideremos la distribucién de partes principales h;(z) =
¢j/(# —a;). Sea 3777 &; una serie convergente de sumandos positivos. La serie de
Taylor de 1/(z — a;) en 0 es

1 1 & ‘
= ——Z (i> para j € N.

zZ — CLj CLj —o CL]‘

Si escogemos k; € Ny U {—1} tal que

1 1 & 2\* £;
()=
z—a; a4 S \q; ]
para |z| < |a;|/2, entonces
o0 k]
_ % <
(8.2.3) fl) ="+ > g (Z — M)
j=1 I =0 Y

es una funciéon meromorfa en C con polos del primer orden con residuos c; en los
puntos a;.
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(b) Como en el inciso (a) especifiquemos las sucesiones por a; := jy ¢; := 1, j € Z.
Aqui podemos escoger k; = 0 para todo j € Z\{0}: para z € D, y |j| > 2r se tiene

que
1 1 || r 2r

— + = = = — < — = —,
z—g gl lllz—=g0 — lillil/2 52

y la serie >y J% converge. Entonces

(8.2.4) f(z) = % + 0y (i — %)

JEZ\{0}

es una funciéon meromorfa en C con polos del primer orden con residuos 1 en los
puntos de Z.

(c¢) Construiremos un ejemplo con polos del primer orden que no necesita términos
para generar convergencia de la serie. Ponemos a; := j* y ¢; := 1 para j € N.
Para |z| <1y j? > 2r se sigue que

1 2

< 3 < =

7=zl 7

1
z— j?

Por consiguiente,
1
z=]

2

(8.2.5) fle) =+ + >

Jj=1

es una funciéon meromorfa en C con polos simples con residuo 1 en los puntos j2,
J € Np.

8.3. El teorema de productos infinitos de Weierstral3

En esta seccion ataquemos el problema de interpolar ceros con multiplicidades pres-

critas. Si el nimero de ceros es finito, digamos {ay,as,...,ax} con multiplicidades
mi, Ma, ..., My}, una funcién que los interpola es el polinomio
k
e
[1Gz=a)m.
Jj=1

Para un conjunto infinito de ceros tendremos que formar productos infinitos y considerar
su convergencia.

8.3.1 Definicién. Sea (a;) C C una sucesién. Si todos a; son distintos de cero entonces
decimos que el producto H;’il a; converge y tiene el limite a si existe

k
a = lim a; # 0.

k—o00 -
J=1
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En general decimos que el producto H;’;l a; converge si casi todos los a; son distintos
de cero y si [],. 4 @ existe. Si al menos uno de los factores a; es cero, entonces el valor
J

del producto convergente es cero. Ademds, definimos H;L:m a; :=1sin <m.

Para series infinitas convergentes se tiene que la sucesion de sumandos tiende a cero.
Analogamente, se tiene que la sucesiéon de los factores de un producto infinito convergente
tiende a 1: sea [[;°, a; = a # 0 un producto convergente. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que todos los a; son distintos de cero (sélo nos interesan los factores
en el limite). Eso implica

= Hf 1 @

J
Hz 1a7J

cuando j — oo. Por ello es conveniente escribir los productos infinitos como

S

)
(1+0b;)
7j=1

8.3.2 Definicién. Un producto infinito H;i1(1+bj) se llama absolutamente convergente
si el producto [[2, (1 + [bj]) converge.

8.3.3 Proposicién. Sea (a;) C C.
(a) El producto [[;Z, e% converge si )77, a; converge.

(b) La convergencia de uno de los limites

o0

H(1+|a]|)7 Z|a]|7 Zlog(1+|a]|)
j=1 Jj=1

Jj=1
implica la convergencia de los otros dos.

(c) El producto [[32,(1+ |a;|) converge siy sdlo si existe jo tal que a; € C\(—o0,—1]
para j > jo y converge la serie Z] —j,|Log(1 + a;)].
d) El producto T];=, €% converge absolutamente si » ., a; converge absolutamente.
Jj=1 j=17

(e) Convergencia absoluta de un producto infinito implica convergencia simple del pro-
ducto.

Demostracion. Inciso (a): Para todo k € N tenemos

k k
He“i = exp <Z aj> .
j=1 j=1

La continuidad de la exponencial implica la afirmacién, ya que exp (> a;) # 0.
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Inciso (b): Para todo k € N tenemos

k k
(8.3.1) H (1+]aj|) =exp (Z log(1 + \aﬂ))
Jj=1 j=1

y luego

(8.3.2) log H(l + la;|) = Zlog(l + |a,).

Junto con la continuidad de la exponencial y del logaritmo real, estos hechos implican
que [ 72, (1 + |aj|) converge si y sélo si Zle log(1 + |a,|) converge. Para todo z € D4
tenemos por la serie de potencias de Log(1 + z) en 0 (ver ecuacién (5.1.5)) que

., _ I
<D b= <zl
‘= 1-— |z| 3

|

|Log(1 + 2)|

= || 2
Log(1 > |zl — ) = 1-— > —
Log(L+ )] 2|2l - 3 m( ES

Jj=2

Estas desigualdades implican que

1 2 4
(8.3.3) §log(1 +z2|) < §|z] < |Log(1 + 2)| < §|z| < 2log(1+ |z|)

para todo z € 51/4.

Por consiguiente, Zle log(1 + |a;|) converge siy solo si Z?:1|aj| converge.

Inciso (c): Si [[;Z,(1 + |aj|) converge, entonces a; — 0 cuando j — oo. En seguida,
existe jy tal que a; € Dy C C\(—o00, —1] para j > jo. El inciso (b) y (8.3.3) implican que
> =, [Log(1 + a;)| converge. Para mostrar la implicacién inversa sea a; € C\(—o0, —1]
para j grande. La convergencia de > ¢ i—iolLog(1 + a;)| dice por la continuidad de la
exponencial que (1 + a;) = exp(Log(l + a;)) — 1, es decir, a; — 0. Existe j, tal que
a; € Dy € C\(—o0, —1] para j > jo. La aﬁrmaci()n es una consecuencia del inciso (b)
v de (8.3.3).

Inciso (d): Como a; — 0y lim, ,o(e*—1)/z = 1, existe M > 0 tal que (e —1)/a;| <
M para todo j. Se sigue que [e% —1| < M|a;|, asi que 372 [e% — 1| converge. El inciso (b)
implica la afirmacion.

Inciso (e): Si [[;Z,(1 + |a;|) converge, entonces existe jo tal que ) 77 |Log(l +
a;)| converge, por el inciso (c). Para series sabemos que convergencia absoluta implica
convergencia simple, asi que el inciso (a) da la afirmacion. [

8.3.4 Definicién. Sea A un conjunto y sea (f;) una sucesién de funciones comple-
jas en A. El producto [[;Z,(1 + f;) converge (absoluta y) puntualmente a la funcion
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fsi [[;2,(1 + fj(x)) converge (absolutamente) a f(z) para todo x € A. El producto

[152, (L + f;) converge (absoluta y) (localmente) uniformemente si el producto converge
puntualmente y si la sucesion de los productos parciales converge (absoluta y) (local-

mente) uniformemente.

8.3.5 Proposicién. Sean U C C abierto, K un subconjunto compacto de U y (f;) una
sucesion de funciones complejas en U.

(a) Elproducto [, e’ converge uniformemente en K si ) -~ f; converge uniforme-
mente en K.

(b) La convergencia uniforme en K de uno de los limites

o0

(8.3.4) [Ta+16D. D tes(+14D, Y IAl

=1
implica la convergencia uniforme en K de los otros dos.

(c) El producto [T72,(1 + |f;]) converge uniformemente en K si y sélo si eviste un
indice jo tal que f;j(K) C C\(—o0, —1] para j > jo y la serie 3~ . [Log(1 + f;)|
converge uniformemente en K.

(d) El producto H;’il efi converge absoluta y uniformemente en K si Z;; f; converge
absoluta y uniformemente en K.

(e) Convergencia absoluta y uniforme en K de un producto infinito de funciones im-
plica convergencia simple uniforme en K del producto.

(f) Los incisos (a)—(e) son vadlidos reemplazando convergencia uniforme en K por con-
vergencia localmente uniforme en U.

(g) Silas f; son funciones holomorfas y si H?;(l + fj) converge localmente unifor-
memente en U, entonces su funcion limite es holomorfa.

Demostracion. Inciso (a): Sea K un subconjunto compacto de U. Como »_; f; con-
verge uniformemente en K, f; — 0 uniformemente en K y existe M > 0 tal que
sup, ey madx.ek|fj(2)] < M. La exponencial es uniformemente continua en [—M, M].
Como en la demostracion de Proposicion 8.3.3(a) esto implica que H;’il ei converge
uniformemente en K.

Los incisos (b)—(e) se demuestran como los incisos (b)—(e) de la Proposicién 8.3.3,
siempre restringiéndose a un subconjunto compacto de U.

Incisos (f): Trivial.

Inciso (g): Esto es una consecuencia del Teorema 3.4.4. O

Ataquemos el problema de interpolacién de ceros y polos con ordenes prescritos.
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8.3.6 Definicion. Un divisor en un conjunto abierto U C C es una funcion D: U — Z
que toma valores distintos de cero s6lo en un conjunto |D| discreto en U. Un divisor D
es positivo si D(z) > 0 para todo z € U, y también se llama una distribucion de ceros.
El grupo abeliano de todos los divisores en U esta denotado por A(U).

Recordemos que el conjunto de las funciones meromorfas en una regiéon GG es un campo
(Teorema 6.3.2), al cual denotaremos por K(G), y cuyo grupo multiplicativo esta deno-
tado por K*(G). Si n es el orden de un polo zy de una funcién meromorfa, diremos que
—n es el orden del cero zy. Si zp ni es un polo ni un cero, entonces el orden del cero z
es 0. La relacion entre divisores y ceros y polos de funciones meromorfas es la siguiente:

8.3.7 Definicién. Sean G una regién y f € K*(G). El divisor Div(f) de f es el mapeo
que asigna a cada z € G el orden del cero z. Si D es un divisor en G, una funcién
g € K*(G) es una solucién de D si Div(g) = D.

Una funcién es holomorfa si y sélo si su divisor es positivo. En ese caso su divisor es
la distribucién de sus ceros.

8.3.8 Proposicion. El mapeo Div: K*(G) — A(G) es un homomorfismo de grupos
abelianos, es decir, Div(fg) = Div(f) + Div(g) y Div(1/f) = — Div f. El nicleo de Div
es el subgrupo de K*(G) de las funciones holomorfas sin ceros.

Demostracion. Que Div es un homomorfismo es una consecuencia de la Proposicién 3.3.6
y del Teorema 6.2.5. La segunda afirmacion se sigue directamente de la definicion. [

Con estas nociones interpolacién de ceros y polos con sus 6rdenes significa encontrar
una funcién meromorfa f en una region G tal que Div(f) es un divisor prescrito en G.

8.3.9 Teorema (de productos infinitos de Weierstra$l). Sean G C C una region y D un
divisor positivo en G. Entonces existe una funcion holomorfa f en G tal que Div(f) = D.

Demostracion. Basta considerar el caso donde |D| es infinito, porque el caso finito esta
resuelto por polinomios. Sea (zx)72; una enumeracion de |D| y sean ny := D(z) los
érdenes de los ceros. Sea (K;) la sucesién de compactos G-convexos en G definida en la
demostracién de la Proposicién 8.1.5(d).

Fijemos k y el tnico indice j tal que z, € K;41\K;. Por la definicién de los conjuntos
K necesitamos considerar dos casos:

(1) Sidist(zx,0G) < 1/7, entonces escogemos wy, € OG tal que dist(zy, 0G) = |z — wy|
y ponemos Ay := [z, w]. Es obvio que A, N K; = @.

(11) Si 2, € C\Dj, entonces escogemos wy, = o0 y Ay, = {tz;, | t > 1}. También en este
caso Ay N K; = @.

A

En ambos casos escogemos v, € Ap\{zp,wr} y definimos T € Aut(C) por
(Tkzk, Trvr, Trwy) = (0, —1, 00). Esto implica que Ti(Ay) = (—o0, 0]. Por lo tanto, T} es
una funcién holomorfa en GG, y su tnico cero es 2. La composicion fi := Log o7} esta
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bien definida y es una funcién holomorfa en C\Ay, lo cual es una vecindad de K;. El
Teorema 8.1.6 nos proporciona una funciéon holomorfa g, en G tal que

1
max|fr(z) — ge(2)] < —.
zeKjlfk( ) —gr(2)] < Sy
Para cada j sea kj el dltimo indice que cumple que 2,1 € Kj, asi que K; N Ay = &
para k > k;. Tenemos que la serie

[e.e]

Z 1 (fr = gr)

k=k;

de funciones holomorfas en una vecindad de K; converge absoluta y uniformemente en
K. La Proposicion 8.3.5 muestra que el producto

(8.3.5) f(z) = HT;”“e*”kgk = Hexp(nk(fk —gr))

de funciones holomorfas en G converge absoluta y uniformemente en K. Esto implica
que el producto en (8.3.5) converge absoluta y localmente uniformemente en G' a una
funcion holomorfa f, porque U = U;; int K;. Como z;, es el tnico cero de T}, en C y
como su orden es 1, Div(f) = D. O

8.3.10 Corolario. Sea G una region en C. Para cada divisor D € A(G) existe una
funcion meromorfa f en G tal que Div(f) = D, y esta es el cociente de dos funciones
holomorfas en KC*(G). En otras palabras, el mapeo Div: K*(G) — A(G) es un epimor-
fismo.

Demostracién. Sea D € A(G) y sean D¥: G — 7 divisores positivos definidos por
D*(2) := méx{+D(z),0}. Se sigue que D = D —D~. El Teorema 8.3.9 nos proporciona
f* € K*(Q) tal que Div(f*) = D*. Para f := (f*/f~) € K*(G) obtenemos Div(f) = D,
ya que Div es un homomorfismo. m

Vimos en el Teorema 6.3.3 que cada funcién meromorfa es localmente un cociente de
dos funciones holomorfas.

8.3.11 Corolario. Sea G una region en C. Cada funcion meromorfa en G es el cociente
de dos funciones holomorfas en G. En otras palabras, el campo cociente del anillo de las
funciones holomorfas en G es K(G).

Demostracion. Sea f € K*(G). Por el Corolario 8.3.10 existe g € K(G) que es el cociente
de dos funciones holomorfas en £*(G) y que cumple Div(g) = Div(f). La funcién h :=
f/g € K*(G) cumple Div(h) = 0 ya que Div es un homomorfismo. En seguida, h es
holomorfa, sin ceros, y se cumple f = gh. O
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8.3.12 Nota. Analizaremos la relacion entre interpolacion de ceros y de partes principa-
les. Sean G C C una region, D un divisor positivo en G. Enumeramos |D| = {z1, 22, ... }
y ponemos n; := D(z;). Si f es una solucién de D entonces obtenemos para cada k y

g; = f/(z = z)" que
f'(z)  nilz=2)" () + (2= z)Vgi(2) ;| g;(2)

) (= 2)g;(2) T 5 )

Como g, es holomorfa en una vecindad de z; y ¢;(2;) # 0, n; /(2 —z;) es la parte principal
de la serie de Laurent de f'/f en z;, es decir, f’/f es una solucién de la distribucién de

partes principales
n 12 3
H = , , s e
Z— 21 RZ—Z Z—2Z3

Sea ahora G simplemente conexo. Supongamos que existe una sucesion K; C Ky C ...
de subconjuntos compactos y G-convexos de G tal que int Ky # @, G = U;; int K; y tal
que int K es simplemente conexo para cada 7 € N. Mostremos que bajo estas condiciones
podemos construir una solucién del divisor D usando el teorema de Mittag-LefHer.

Sea h una solucion de H, dada por el teorema de Mittag-Leffler en la forma

b =3 om (2 0).

J=1

donde las funciones holomorfas g; en G aseguran convergencia localmente uniforme de
la serie. De hecho, las g; se pueden tomar como polinomios. Sin pérdida de generalidad
supongamos que 0 € int K. Como G es simplemente conexo, g; tiene una antiderivada
G en G tal que G;(0) = 0. Formamos

n
u;(2) = (1 - i) enitil®)

j

asi que

u;(2) - (Z —1 Zj +gj(z)> '

fZI HUJ'

converge localmente uniformemente, asi que f es una solucién de D. Para ello fijamos
Jy ko tal que z, € G\K; para todo k > ko. Para tal k la funcién uj /uy es holomorfa
en int K;. Como int K; es simplemente conexo, existe una antiderivada vy, de ) /uy en
int K; tal que v,(0) = 0. Se sigue que

e\’
U o

Mostremos que
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en int K;. Como int K es conexo, e’ /uy es constante alld. Y como e(© = 1 = u;(0),

evk

. . ) . . . s
= uy, en int K;. Como la serie ) o converge uniformemente en int K, también la
serie » v, converge uniformemente alla. Esto se ve expresando vy (z) como una integral
de la funcién u}, /uy, sobre un camino de 0 a z en int K;. La Proposicién 8.3.5(a) implica

que [Jux =[] e converge uniformemente en Kj.

Motivados por la Nota 8.3.12 daremos para el caso G = C una version del teorema de
Weierstral que permite construir explicitamente los factores que generan convergencia
del producto. Recordemos que

o0
g E Z'],

j=0
con antiderivada

>

1

8.3.13 Definicion. Los factores elementales de Weierstraf$ Ej se definen como

Eo(z) =1—2

i) = - e (352),

=1 7
El factor Fj es una funcién entera y tiene precisamente un cero, el cual estd en 1y
tiene el orden 1.
Para la convergencia necesitaremos
8.3.14 Lema. Sean k € Ny yn € N. Si |z|*t! < L entonces
(8.3.6) [(Er(2))™ — 1] < 2n]z|F*.
Demostracion. Fijamos k > 1 y mostremos primero

(8.3.7) |Ei(2) — 1] < |z|FH si|z] < 1.

Como Ej(0) =1y como Ej es una funcién entera, existen coeficientes a; € C tal que

(8.3.8) Ep(z) =1+ Zajzj para todo z € C.
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Por un lado calculamos

Ej(z) = (-1 +(1-2) in’l) exp (Z 27])

con b; > 0. Por otro lado, la representacién (8.3.8) implica

L(2) = Zjajzj_l = Z(] + Daj27.
j=1 =0

Comparaciéon de los coeficientes en estas dos representaciones de Ej. implica
a=ay=---=aqa, =0, a; <0 para j € N.
Usando 0 = Ej(1) =1+ 377, ., a; obtenemos
(o]
Doyl =1
j=k+1

Con esta informacion estimamos para |z| <1

o o oo
B(z)— 1 = | 3 02| = 2 S a2 < S oyl = [
j=k+1 j=k+1 j=k+1

Esto muestra (8.3.7).
Sin > 1, calculamos para [z| <1y |z[*! < £ usando (8.3.7)

|Ek(2)" — 1 = [(Ex(2) =1+ 1)" — 1

-[ (7 -y

J=

Z (") |27 k+D
J

= |gfkH Z (”) ’Z‘(j—l)(k—i-l)
J

J=1
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206

j=1

()0

J=1

core{(o02) )

< (e — 1)n|z|".

IN

O

8.3.15 Teorema. Sea (z;) € C una sucesion tal que |z;| — oo cuando j — oo y sea
(n;) una sucesion en N. Sea D € A(C) el divisor positivo dado por |D| ={z; | j € N}
y D(z;) = n;. Si (kj) C Ny es tal que

o] R kj+1
(8.3.9) Zn]< ) < 00 para todo R > 0
j=1

\Zj|

entonces

(8.3.10) f(2) = lj (Ekj (Zi]) ) N

converge absoluta y localmente uniformemente en C a una funcion entera f tal que

Div(f) =D.
Demostracion. Sea R > 0. Como la serie en (8.3.9) converge, existe jo tal que
R\ Mt
n; (—) <1 para todo 7 > jg.
]
Por el Lema 8.3.14 esto implica que
R\ kitl o
(B, (2/25))" — 1] < 2n; (m) para todo z € Dg, j > jo.
<j
Por (8.3.9) la serie
D (B (z/z)" =1
j=1

converge uniformemente en Dg, v la Proposicién 8.3.5(b) implica que el producto en
(8.3.10) converge absoluta y uniformemente en Dgp. Como R > 0 era arbitrario, esa
convergencia es absoluta y localmente uniforme en C. La funcién limite f es entera por
el Teorema 3.4.4, y cumple Div(f) = D porque el factor Ly (z/z;) tiene precisamente
un cero del orden 1 en z;. O]
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8.3.16 Corolario (Factorizacion de Weierstral). Sean f un funcion entera, D :=
Div(f), IDI\{0} = {z1,22,...} y nj := D(z;). Sea ny el orden del cero de f en 0.

Entonces existen una sucesion (k;) € No y una funcion entera g tales que

1) = e ]| (5, (—))

para todo z € C.

Demostracion. Es facil construir una sucesién (k;) C N tal que la hipdtesis (8.3.9) se
cumple. Por el Teorema 8.3.15 la funcion

=

es entera y tal que Div(h) = Div(f). En seguida, Div(f/h) = 0, es decir, f/h es una
funcién entera sin ceros. Por el Teorema 5.1.6 existe una funcién entera g tal que f/h =
ed. O

Juntando los teoremas de Mittag-Leffler y de Weierstral podemos interpolar secciones
finitas de series de Laurent:

8.3.17 Teorema. Sea A = { z; }jeN un conjunto discreto en la region G C C. Para
cada j € N sean mj,n; € Ny y
Li(z) = ) aj(z—2)"
k=—m;

una serie de Laurent finita. Entonces existe una funcion meromorfa f en G tal que f
solo tiene polos en A y tal que la serie de Laurent en una vecindad pinchada de z; es

[e.9]

(8.3.11) Li(z)+ Y al(z—z)k,

k:nj-l—l
con coeficientes adicionales aj,, k > nj + 1.

Demostracion. El Teorema 8.3.9 nos proporciona una funciéon holomorfa g en G tal que
para D := Div(g) tenemos |D| = A y D(z;) = n; + 1. Para cada j sea h; la parte
principal de la serie de Laurent de la funcién L;/g en una vecindad pinchada de z;. Sea
h una solucién de la distribucién de partes principales { h; },_ segin el Teorema 8.2.4.
Ponemos f := gh. Entonces f tiene todos sus polos en A, ya que g es holomorfa y h
unicamente tiene polos en A. Para un j ponemos Bj :=h — L;j/g y observamos que

L. - A
f:g<j+hj) = L; + gh;.

Como /Azj es holomorfa en z; y g tiene un cero del orden n; + 1 en z;, f tiene la serie de
Laurent (8.3.11) en una vecindad pinchada de z;. O



9 Aplicaciones de aproximacion e

interpolacion

9.1. Desarrollos clasicos

Aqui presentaremos algunos desarrollos de funciones elementales. Obtendremos como
consecuencia representaciones clasicas del niimero 7. Empecemos con fracciones parciales

para funciones meromorfas.
Recordemos el Ejemplo 8.2.8(b).

9.1.1 Lema. La funcion meromorfa definida por
g (Y
Jjez\{0} REAR
es periodica con periodo 1.
Demostracion. Para n € N sea

=—+Z (z_j )+Z<z_3

j=-n

Entonces f,, converge a f absoluta y localmente uniformemente en C. Para z € C\Z fijo

calculamos

fn(Z + 1) - fn(z)

-1 n
1 1 1 1 1 1
_z+1_5+jz_n(z—<j—1>_z—j)+j1 z—(j—l)‘z—j)
1 1 1 1 1 1
= — -1 - +- -
z+1 2z z4+n+1 241 2z z-—n
o 1
Cz4n+1 z—n’
asi que
F(z 1) = F(2) = im (fulz+1) = ful2) = 1 : L )-0 @
z — f(2) = lim (£, (2 — fu(2)) = lim — =0.
n—00 n—oo \ 2+n-+1 zZ—n
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9.1.2 Teorema. Las siguientes representaciones por fracciones parciales son ciertas,
con series que convergen absoluta y localmente uniformemente en C:

(9.1.1) (Se;m)? => ﬁ

JEL
s 2 1
(9.1.2) ( > U S
COSTZ ;(z_]_%)z
1 1 1
(9.1.3) Teotmr = — + Z (—,4__.) :
z <=1 ]
JEZ\{0}
1 1
(9.1.4) Ttanmz = — ( : + - ) ;
]Ze; A RS

Demostracion. Denotamos

f(z):_§+ > (iﬁ-l)

Jez{0} J

Por el Ejemplo 8.2.8(b) esta serie converge absoluta y localmente uniformemente en C
a una funciéon meromorfa f con polos del primer orden en los puntos de Z, todos con el
residuo 1. Por el Lema 9.1.1 f es 1-periddica. La funcién 7 cot 7z es meromorfa y tiene
polos del primer orden en los puntos de Z, todos con el residuo 1. Para j € Z esto es
una consecuencia de

igr}(z — j)meotmz = ili[}ﬂ'(Z B j)sen Tz yg;ﬂ(z - ])SGD(W(Z - 7))

Entonces existe una funciéon entera f, tal que
(9.1.5) weotwz = fo+ f.

Si|z| < Ry |j] > 2R, entonces

1 1 4
52

Esta cota muestra que
1
(9.1.6) fi(z) = Zz—
JEL

converge localmente uniformemente en C a una funcién meromorfa. Como ella es la
derivada de f también f; es 1-periédica. Derivamos (9.1.5) en ambos lados y obtenemos

(9.1.7) ( a )2=f6+f1~

senmz
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Sea S :={zx+iy|xe|0,1], yeR, |y >1}. Siz e [0,1] yj € Z\{0,1}, entonces
|z — j| > min{|j|,|j — 1] }, asi que

1|7 {1 1 }
| <max<{ —, ————— para todo z € S, j € Z\{0,1}.
2= 7> (G —1)? MO

En consecuencia, la convergencia en (9.1.6) es uniforme en S. Dado € > 0 existe jop € N
tal que

<

Jo 1
‘ para todo z € S.

f(z) = Z [EETE

z =)

€
— 2

j=jo
Existe R > 0 tal que

Jo 1
2 (z =)

Jj=—Jjo

< para todo z € S, |Imz| > R.

DN ™

En seguida, |f(z)] — 0 cuando |Im(z)| — oo, z € S. Las propiedades del sen implican que
también 1/|sen 7z| — 0 cuando |Im(z)| — oo, z € S. Como sen7z y fi son 1-periddicas,
estos hechos y (9.1.7) muestran que la funcién entera f es 1-periédica y tiende a cero
uniformemente cuando [Imz| — oo y z € S. Por consiguiente, f{ es acotada y tiende
a cero uniformemente cuando |Im z| — co. Por el teorema de Liouville fj = 0, asi que
(9.1.7) implica (9.1.1).

La funcion fy es constante. La cotangente y la funciéon f son funciones impares, asi
que (9.1.5) implica que fy = 0y luego (9.1.3) es cierto.

La representacion (9.1.2) es una consecuencia de cos 7z = sen(m(z + 3)). Similarmente
como arriba, usando (9.1.2), obtenemos (9.1.4).

O

Mostraremos ahora desarrollos en productos infinitos. La funcién del seno tiene un
cero del primer orden en 0. Por su periodicidad y como sen(z + ) = — sen z, todos sus
ceros { km | k € Z } son del primer orden.

9.1.3 Teorema. Las siguientes representaciones son ciertas:

oo 2
(9.1.8) senmz = 7TZH (1 — Z—) ;

2
j=1 J

2 z
(9.1.9) COSTTZ = (1 — - ) exp < , )
1] J+3 J+3

JET

Demostracion. Para interpolar los ceros del seno usando el Teorema 8.3.15 necesitamos

encontrar nimeros k; tales que
R kj+1
> (5 <
J

JEZ\{0}
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se cumple. Basta tomar k; := 1 para toda j. Por el Corolario 8.3.16 existe una funcién
entera g tal que

(9.1.10) senmz = e9%) 2 H <1——)
JEeZ\{0}

Para jalar g formamos la derivada logaritmica f’/f en ambos lados:

meotTz = ¢'(z + + Z ( )
J

JEZ\{0}

El desarrollo de la cotangente (9.1.3) implica que ¢’ = 0, es decir, g es constante. El pro-
ducto en (9.1.10) converge localmente uniformemente, asi que vale intercambiar producto
y limite en el siguiente calculo:

sen 7wz
7 = lim T =e9 lim H (1——)ea—e9
z—0 VA z—0 ) ]
JeZ\{0}

Esto implica (9.1.8) si juntamos los indices j y —j en el producto.
La demostracién de (9.1.9) es andloga. O

9.1.4 Corolario (Representacion de Wallis). Se tiene

- 22 44 6-6
9.1.11 .
(9-1.11) }_[12]—1 2]+1) 1.3 '35 5.7
Demostracion. Usamos (9.1.8) con z = 1/2:
1/2 rrrU—3)0U+3)  myr( 23—1 2j+1)
1—sen___H( >_§jHl ; _5JHI .

9.2. Funciones Elipticas

Las funciones trigonométricas y hiperbodlicas son peridédicas y tienen nada mas un periodo
minimal (médulo multiplicacién con -1). En la teorfa de las funciones elipticas conside-
ramos funciones con dos periodos. Estas tienen aplicaciones importantes y clasicas en el
analisis de las integrales elipticas que aparecen en la geometria analitica.

Consideremos primero funciones meromorfas peridédicas en general. Un ntimero w € C
es un periodo de una funcién meromorfa f en C si f(z + w) = f(z) es cierto para todo
z € C. Si wy y wy son periodos de f, entonces niw; + nsws son periodos para todos
ny,ne € 7Z. Cada funcién tiene el periodo 0, y las funciones constantes tienen todos
los elementos de C como periodos. En consecuencia, los periodos de una funcién dada
forman un subgrupo del grupo aditivo de C.
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9.2.1 Proposicién. Los periodos de una funcion meromorfa no constante en C forman
un subgrupo aditivo discreto de C.

Demostracion. Si a es un punto de acumulacion de periodos de la funcién meromorfa f,
existen periodos w; # a tal que w; — a cuando j — oo. Se sigue para todo punto de
holomorfia z € C de f que

f(z+a) = lim f(z+w;) = f(2),

J—00

es decir, también a es un periodo de f. Sea zy un punto de holomorfia de f. Entonces
2o+ a es un punto de holomorfia de f y f(20+w;) = f(20) para todo j. Como (29 + wj);
converge a 2y + a, f es constante en su dominio de holomorfia (el cual es conexo), por el
Teorema de Identidad, Teorema 3.3.7. O

Existe una clasificacién de los subgrupos aditivos discretos de C:

9.2.2 Teorema. Sea ) un subgrupo aditivo discreto de C. Entonces precisamente uno
de los siguientes casos es cierto:

(1) Q={0} (grupo de rango 0);
(11) existe w € Q\{0} tal que Q@ ={nw |n € Z} (grupo del rango 1);

(111) existen dos elementos wy,wy €  que son linealmente independientes sobre R, y
tales que Q = {njwy + nows | n1,ny € Z '} (grupo de rango 2).

Una funcién meromorfa se llama aperiodica si el rango de su grupo de periodos es 0,
stmplemente periodica si el rango es 1y doblemente periddica si el rango es 2.

9.2.3 Definicién. Un subgrupo discreto de C del rango dos se llama una reja periddica.
Dos ntimeros wy,ws € C que generan una reja periddica ) forman una base de €). La
region fundamental de Q respecto a la base {wy,ws} es el conjunto

PQ = {pﬂﬂl + P22 | P1, P2 € [07 ]‘) }

Una funcion eliptica f para la reja periodica () es una funcién meromorfa en C cuyo
grupo de periodos contiene (2.

9.2.4 Nota. Las funciones elipticas para una reja periédica ) forman el campo K(€2),
el cual contiene las funciones constantes.

9.2.5 Proposicién. Una funcion eliptica entera es constante.

Demostracion. Sea f una funcién entera y eliptica para la reja periddica (). Por la
periodicidad se tiene que f(C) = f(Pqy). Y como f es continua y Py, compacto, f es
acotada en Pq, es decir, en C. El teorema de Liouville implica que f es constante. [
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9.2.6 Teorema. Sea f wuna funcion eliptica para la reja periodica 2, y sean
{z1,22,...,21 } los polos de f en Pq. Entonces

k

(9.2.1) > res. f=0.

j=1

Demostracion. Primero supongamos que ninguno de los polos z; cae en la frontera de
P := P,. El teorema de los residuos implica que

F 1
Zresz» f=—=1[ f
J 27T1 P

j=1
1
LU Y Sy
2mi [0,w1] [wi,w1+wa] [0,w2] [w2,w1Fwa]
0,

ya que f toma los mismos valores en [0,wi] v [wo,wy + ws], y en [wy,wi + ws] v [0, ws).
Si algunos de los polos caen en 9P entonces aplicamos el argumento anterior a a + P,
donde a es tal que a + int P contiene todos los polos z1, 29, . . ., 2. [

9.2.7 Corolario. Una funcion eliptica f para una reja periodica ) que tiene un solo
polo del primer orden en Pqo es constante.

9.2.8 Corolario. Una funcion eliptica no constante f para la reja periddica 2 asume
todos los valores en C el mismo nimero de veces, contados con multiplicidades.

Demostracion. Para toda ¢ € C la funcién f'/(f — c) es eliptica para €2 y la suma de sus
residuos en P, es cero segin el Corolario 9.2.7. Por otro lado, el principio del argumento
(Corolario 6.6.2) implica que esa suma es el resto del nimero de ceros de f — ¢ y del
numero de polos de f en Py. O]

En los resultados de arriba mostramos muchas restricciones para las funciones elipticas
no constantes. Falta mostrar que existen funciones elipticas no constantes. Segun el
Teorema 9.2.6 las posibilidades mas sencillas para funciones elipticas no constantes son
las funciones con un solo polo del orden 2 y con residuo 0 en la region fundamental, y las
funciones con dos polos del primer orden con residuos que se suman a cero. Trataremos
el primer caso:

9.2.9 Teorema. Sea ) una reja periodica en C. La funcion
1 1 1
9.2.2 = — —_— = —
(622) o=+ ¥ (oo )
we\{0}

es una funcion eliptica para €2, la llamada Funcion P de Weierstrafl para €.
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Demostracion. Mostremos primero la convergencia absoluta y localmente uniforme de
la serie en (9.2.2). Sea R > 0. Si |2| < Ry |w| > 2R, entonces

1 1

12| |2w — 2| 3Rlw| _ 12R
(z—w)? w? - = =

PR el = opEE = TP

Entonces basta demostrar que
5 1
(9.2.3) > — <o
we\{0}

Sea {wy,wsy } una base de €. Consideremos el mapeo R-lineal p: C — C dado por
o(wy) =1y p(wy) = 1. Se sigue que

In1 + ing| = [@(niwy + naws)| < [l [n1wi + naws| para todo ni,ng € Z.

En consecuencia,

1 s 1
Z e < [l Z o1 +imaP

we\{0} (n1,n2)€Z2\{0}

Para n € N sea Q,, := [—n,n]?. En dQ,, existen 8n puntos del tipo n; + iny, y todos
tienen al menos el valor absoluto n. Tenemos que

! 1 8n
Iny +ingl® — <)) — <
Sy oy 1y
(n1,m2)€Z2\{0} N1 + ing| e |y + ing| n

asi que también (9.2.3) es cierto.
Mostremos la periodicidad de P. Su derivada es

P'(z) = —2 Z ﬁ,

y esta funcién obviamente es eliptica para (). Se sigue para w; € €2, j = 1,2, que

d
&(P(z +w;) = P(z)) =P (z+w;) —P'(2) =0  para todo z € C\{,

asi que P(z + w;) — P(z) = ¢; para una constante ¢; en C. Como % ¢ Q obtenemos

w;j w;
ORI
Por otro lado P es una funcién par, asi que lo de arriba implica que ¢; = 0, 7 = 1, 2. Por

consiguiente, P es una funcion eliptica para ). O]

La importancia de esta funcion eliptica no constante mas sencilla es que ella y su
derivada generan todo el campo de la funciones elipticas para una reja periddica:
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9.2.10 Teorema. Sea f una funcion eliptica para la reja periddica 2, y sea P la funcion
de Weierstrafs para 2. Entonces existen funciones racionales R, S tales que

(9.2.4) f=R(P)+P'S(P).

Demostracion. Si f es constante, la afirmacién es trivial. Supongamos entonces que f
no es constante. Escribimos P := F,.

Primero sea f una funcion par. Por el Corolario 9.2.8 existe m € N tal que cada valor
en C estd asumido m veces por f, contado con multiplicidades. Sea Z el conjunto de
los ceros de f’ en Pq, el cual es finito por el teorema de identidad (Teorema 3.3.7). Sea
ce C\f(Z).Siae f~'(c)N P entonces a es un cero del orden 1 de f — c. Se tiene que
f(=a+w) = f(—a) = f(a) = c para todo w € Q.

Mostremos que

(9.2.5) YVweQ: —a+w #a.
Si (9.2.5) no fuera cierto, entonces existirfa w € §2 tal que a = —a + w. Tendriamos para
todo z € C
fla+2z)=f(ma+w+2)=f(—a+2) = fla—2).
Derivando en ambos lados respecto a z obtendriamos f'(a + z) = —f'(a — z) y particu-
larmente f’(a) = 0, en contradiccién con la seleccion de ¢. Entonces (9.2.5) es cierto.
Para cada a € f~!(c) N P existe w € Q tal que ¢’ := —a+w € P,y por (9.2.5)

se verifica @’ # a. En consecuencia, el nimero de ceros de f — ¢ en P es par, digamos
m = 2k para un k € N, y podemos escribir

fHe)nNP=1{ay,d, ad,... aa},}.

Este conjunto consiste de ceros simples de f — ¢. Sea d € C\(f(Z) U {c}) otro valor de
ese tipo, con

f_l(d)mP:{b17b,1762ab/27"'7bk7b;c}'

La funcién
z)—c
F(z):= —f( )
f(z) —d
es eliptica para €, tiene como ceros precisamente los elementos de f~!(c), y como polos
precisamente los elementos de f~'(d). Adicionalmente, todos los ceros y polos tienen el
orden 1.

Recordemos que la funciéon P para €2 tiene un solo polo en 0, del orden 2. En seguida, P
asume cada valor en C dos veces (con multiplicidades). Ademads, como P es par, tenemos
P(da}) = P(—a; + w) = P(—a;) = P(a;) para j = 1,2,...,k (y una afirmacién andloga
es cierta para los b;). Como los conjuntos f~'(c) y f~(d) son ajenos, P(a) # P(b) si
a€ f~Hc)NPybe f~' N P. Estos hechos implican que también la funcién
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es eliptica para 2, tiene como ceros precisamente los elementos de f~!(¢) y como polos
precisamente los elementos de f~'(d). Adicionalmente, todos los ceros y polos tienen el
orden 1.

Por lo que hemos mostrado, Div(F') = Div(G), asi que F//G es una funcién entera sin
ceros. Pero como F//G también es eliptica, la Proposicién 9.2.5 implica que es constante,
digamos F'/G = e. Si resolvemos F' = eG respecto a f, obtenemos una representacién
de f como una funcién racional de P.

Si f es impar, entonces f/P’ es par, ya que P’ es impar. Luego f/P’ es una funcién
racional de P. Y en el caso general escribimos f como la suma de una funcién par y una
funciéon impar:

1 1
F2) = UG+ F(=2) + 5(F(2) = F(=2).
La representacién (9.2.4) es una consecuencia de estos hechos. O

Una problema particular pero muy ttil es representar la funcién eliptica y par (P’)?
como una funcién racional de P:

9.2.11 Teorema. La funcion P de Weierstraf§ para una reja periodica €2 cumple la
ecuacion diferencial

(9.2.6) (P')? = 4P° — goP — g,
donde

go =60 Z % Yy gz := 140 Z

we\{0} weQ\{0}

Demostracion. Encontremos primero la serie de Laurent de P y P’ en 0, el tinico polo
de estas funciones. Para w € Q\{0} y |z| < |w| tenemos

1 1 =1 i1
(z—w)Q_E_jz:; witl”’

Entonces

1 i- ,
PO+ ¥ YL i( X )
J

we\{0} j=2 weN\{0}
en una vecindad pinchada de 0. Como —€) = (), se verifica

1
Z oIt 0

weQ\{0}

cuando j es par. Haciendo el cambio de indice 5 — 2j 4+ 1 obtenemos

1 o
:—2—1—2023,2]———1—022 +eg2t +.
J=1
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donde 1
5 = (25 + 1) Z WITE
we\{0}
las llamadas Series de Fisenstein. Se sigue que
1 3c
P(z)3:5+z—;+3c4+...
2
P'(z) = = +2c02 + deg 2’ + .
4 802
P/(Z>2:;—?—16C4+....

Consideremos la funcién eliptica
fi=(P)? —4P? + 20cyP + 28¢;.

El tinico posible polo de esta funcion esta en 0. Pero la comparaciéon de la definicién con
las series de Laurent de arriba muestra que f tiene una singularidad removible en 0 con
el valor f(0) = 0. En consecuencia, f es holomorfa, y por la Proposicién 9.2.5, f = 0.
Por la definicién de los cy; esto implica la afirmacién del Teorema. n

Apliquemos estos resultados a ciertas integrales del andlisis real, las integrales elipticas.
Consideramos el caso particular de una reja €2 con base (wy,ws), donde wy > 0y wy = iw)
con wy > 0. sea P la funcién de Weierstral respectiva. Como w € Q si w € Q, P(R) C
R U {o0}, y también go,g93 € R para las constantes definidas en el Teorema 9.2.11.
Ponemos p; := w1 /2y 1 := P(p1).

9.2.12 Teorema. P: (0,p1] — [e1,00) es una biyeccion. Para x > ey la siguiente
relacion es vdlida:

o 1
(9.2.7) (Plon) " (z) = / dy.
(O] x \/4?/3—92?J—93

Demostracion. Para x € (0, p1] se tiene —x+w; > p;. La funcién P asume todo valor dos
veces en Pg. Como P(z) = P(—x+wi), P asume el valor P(x) s6lo una vez en (0, p1]. En
seguida, P|(o,,,) s inyectiva. Por otro lado, P es continua en (0, py], lim, o1 P(x) = +00
y lim,_,,,— P(z) = e;. Esto muestra que P((0, p1]) = [e1,00) ¥y que P es estrictamente
decreciente en (0, p1]. Por el Teorema 9.2.11 y como P’ < 0 en (0, p1] tenemos

P'(x) = =V/4P(2)* — 9P (2) — gs.
Para la inversa £ de P|(,,,) eso implica

1 -1
= P'(P~1(x)) - \/4x3 - gg'

Junto con el hecho de que lim,_,o, F(z) = 0 eso termina la demostracion de (9.2.7). O

E'(x)
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Se puede mostrar en general que la funcién inversa de una integral eliptica

(9.2.8) /Oo ;(y) dy,

donde p es un polinomio del orden 3 o 4 con ceros simples, tiene una extensiéon meromorfa
a una funciéon eliptica en C. Esto es analogo al hecho de que la inversa de la integral
en (9.2.8) es una funcién trigonométrica (es decir, simplemente periédica), si p es un
polinomio del orden 2 con ceros simples.

Las integrales elipticas surgen en la geometria analitica, por ejemplo cuando uno quie-
re calcular la longitud de arcos de elipses. En general estas integrales no pueden ser
resueltos de manera explicita por funciones elementales. Esta es la razon por investigar
sus extensiones meromorfas a C, las funciones elipticas.







10 Familias normales meromorfas y
aplicaciones

10.1. EIl teorema de Marty

En la seccién 6.3 mencionamos que la proyeccién estereografica ¢: S% — C induce una
métrica natural en C, la llamada métrica cordal. En esto usamos la métrica en 2 inducida
por la métrica Euclidiana en R*. Aqui consideraremos una métrica equivalente en S2, la
métrica Riemanniana dg2. Ella estd definida midiendo la longitud de caminos en S? en
la métrica Euclidiana, y tomando como distancia entre dos puntos en S? el infimo de
las longitudes de caminos que los conectan. Sus geodésicas son precisamente los arcos
en circulos grandes en S?. Luego transportamos esa métrica a C mediante la proyeccion
estereogréifica como antes. Usando ¥ := ¢! resulta la siguiente

10.1.1 Definicién. La métrica esférica en C esta dada por
(1011) dS(Zo,Zl) = d52(19(20),19<21)).

Recordemos que si G C C es una region, entonces f: G — C se llama un mapeo
holomorfo si f es una funcion meromorfa en G. Extendemos esa nocién también llamando
al mapeo f = oo un mapeo holomorfo. El mapeo z — 1/z es un homeomorfismo de ¢ y
un mapeo holomorfo, donde definimos 1/00 : =0y 1/0 := 0.

10.1.2 Nota. Un célculo directo muestra para z € C que

. 1 0 0
ﬁ(—)— 0 —1 0] 9(z),
“ 0 0 —1

es decir, el punto ¥(1/z) es el punto ¥(z) rotado por 7 alrededor del eje de la primera
coordenada. Como la métrica Riemanniana es invariante bajo rotaciones, se sigue que
11 .
(10.1.2) ds | —, — | = ds(20,21) para todo zp, 2, € C.
20 <1
10.1.3 Definicién. Sean U C C abierto vfifa:U— C mapeos para n € N. Entonces
decimos que f,, converge a f normalmente si f, — f localmente uniformemente en U
respecto a la métrica d, en C.

10.1.4 Nota. La sucesién f, converge a f normalmente si y sélo si 1/f, — 1/f, por
laNota 10.1.2.
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10.1.5 Proposicién. Sean G C C una region y (f,) una sucesion de mapeos holomor-
fos en U que converge normalmente a un mapeo f: G — C. Entonces f es un mapeo
holomorfo. Si todos los mapeos f, son funciones holomorfas, entonces o bien f es una
funcion holomorfa o bien f = oco.

Demostracion. El mapeo f es continuo como limite localmente uniforme de mapeos
continuos. Si 29 € G\({oo} U f7!(c0) entonces existe una vecindad U C G de z, tal
que UN f~Yo0) = @y f, — f uniformemente en U. para n suficientemente grande la
restriccion de f, a U es una funcién holomorfa, asi que el Teorema 3.4.4 implica que
f es una funcién holomorfa en U. Si 29 € (G N f~!(c0))\{oc} entonces basta aplicar
el argumento anterior a 1/f, y 1/f, usando la definicién de un mapeo holomorfo y la
Nota 10.1.4. Y si zy = oo, basta componer todas las funciones con la inversiéon en el
argumento y usar los argumentos anteriores.

Si todos f,, son funciones holomorfas, consideramos el caso zy € G\{oo} v f(z0) = 0.
Si f no fuera constante, entonces 1/f, tendria el limite no constante 1/f, el cual seria
una funcién holomorfa con un cero en z. Por el Teorema 7.5.1 esto implicaria que 1/ f,
tiene ceros cerca de zg para n grande, en contradiccién con la holomorfia de f,,. Por lo
tanto, f = oo en ese caso, y mostramos la segunda afirmacion. O]

10.1.6 Definicién. Sean G C C una region y F una familia de funciones meromorfas en
(. Si toda sucesion en F tiene una subsucesion que converge normalmente en GG entonces
F se llama una familia normal de funciones meromorfas en G.

Necesitamos una nocién de longitud de caminos en C que es consistente con la métrica
esférica. Es natural tomar para la longitud de un camino v en C la longitud de ¥ o~. Un
calculo elemental nos proporciona la férmula

(10.1.3) /01 %(007)‘:/01 21|

1+ y*
10.1.7 Definicion. Para un camino de integracién v: [a,b] — C definimos su longitud
esférica por

(10.1.4) Ly(7) = /bMdt

T+ h(OF ™

Las propiedades bésicas son las siguientes:

10.1.8 Proposicidn. Sean v, v, y 72 caminos de integracion en C. Entonces se cumplen:
(a) Ls(v™") = Ls(7);
(b) Ls(me) = Ls(m) + Ls(12);

(¢) Ls(3) = Lo(v) 51 0 ¢ try.
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Demostracion. Los incisos (a) y (b) se demuestran en la misma manera como los incisos
(b) ¥ (c) de la Proposicién 7.4.3. Para demostrar (c) sea 0 ¢ tr+. Calculamos

L)< [HOI_ P pan
(A R |7|2(1+H) o 1+l

Ahora podemos considerar caminos de integracién que pasan por oc.

10.1.9 Definicién. Un mapeo 7: [a,b] — C es un camino de integracion si 9 oy es un
mapeo continuamente diferenciable a trozos de [a,b] en R3.

Es fécil mostrar que si v: [a,b] — C es un camino de integracién, entonces sélo uno de
los conjuntos yv~1(0) y 7~ !(c0) puede ser infinito. En consecuencia existe una particion
de [a, b] en subintervalos tal que  asume el valor co en un nimero finito de ellos, y tal
que alli 7 no tiene ceros. Si I = [¢,d] es uno de estos intervalos, definimos

Ly(1l1) = L. (%)

Sumando las longitudes esféricas sobre todos los subintervalos obtenemos Lg(7y), lo cual
es precisamente la longitud de 9 o 7.

10.1.10 Nota. (a) Las definiciones de dy y Ly implican para zp, z; € C que

(10.1.5) dy(z0, 21) = mf{Ls(y) | 7 es un camino de integracién en C de zy a 2 }.

(b) La Proposicién 10.1.8(c) implica nuevamente la invariancia de la métrica esférica,
ecuacion (10.1.2).

(c) Es conocido que para dos puntos en S? siempre existe una geodésica més corta que
los conecta. Esto implica la existencia de geodésicas para la métrica esférica en C.

En ciertos subconjuntos la métrica Euclidiana y la métrica esférica son comparables:

10.1.11 Proposicion. Sean R, > 0. Entonces existen constantes Cy,Cy > 0 tales que

1
(10.1.6) E|z1 — 25| < ds(z1,29) < Ch|z1, 29 para todo z1,z9 € Dp
1
Y
111 1 1 1
(10.1.7) — |— = —| <ds(z1,20) < Cy | — — — para todo z1, zo € C\D,.
Cy |2 22 21 22

Demostracion. Por la definicién de la métrica esférica es obvio que
ds(z1, 29) < 2|21 — 29| para todo 21, 25 € C,

asi que la segunda desigualdad de (10.1.6) es cierta.
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Mostremos la primera desigualdad en (10.1.6). Por contradiccién supongamos que
existen sucesiones (21,) v (22,,) en Dy tales que

ds(zl,m Z2,n)

10.1.8
( ) |Zl,n - Z2,n|

cuando n — oo. Como las sucesiones son acotadas, necesariamente ds(21 ., 22,) — 0
cuando n — oo. Por la equivalencia de la métrica cordal y la métrica Riemanniana
en S? eso implica que |9(21,,),%(22.,)] — 0. Geométricamente es obvio que existe una
vecindad U de PN en S? tal que las geodésicas entre 9(z;1,,) v ¥(z2,,) se encuentran en
S?\U para n suficientemente grande. Esto implica que existe R; > 0 tal que si v, es una
geodésica con dominio [0, 1] entre z;,, y 22, respecto a la métrica esférica en C, entonces
trv, C Dg, para todo n suficientemente grande. En consecuencia,

1 1
20! | 2 / 2
Ly(7) = nl_ > > e, — 2o

y luego

ds(zl,ny ZZ,n) Z |zl7n - 22,n|

1+ R?

para n suficientemente grande, por la ecuacién (10.1.5). Esto contradice a (10.1.8) y
termina la demostracion de (10.1.6).

La existencia de Cy tal que se cumple (10.1.7) es una consecuencia de (10.1.9) y
(10.1.6). O

Si U C C es abierto, v un camino de integracién en U con dominio [a,b] y f una
funcién holomorfa en U entonces f o~ es un camino de integracién en C y

(10.1.9) Ly(f o) :/a ng;fﬁi%/)(;)'dt.

Este hecho es la motivacién para considerar la expresién 2| f/|/(1 + | f|?). Si f no tiene
ceros, entonces podemos considerar la funcién holomorfa g := 1/f y calculamos

291 _ 21!
[PV

(10.1.10) donde f no tiene polos ni ceros.

10.1.12 Definicion. Sean U C C abierto y f una funcién meromorfa en U. Ponemos
g :=1/f. La derivada esférica f* de f en U se define como

2|f'|

CE e )
2=
Wl eoyo)
NV |

Por la ecuacién (10.1.10) esta definicién es consistente.
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10.1.13 Nota. Sea v un camino de integracién en un conjunto abierto U con dominio
[a,b], y sea f una funciéon meromorfa en U. Entonces

(10.111) L(for) = [ Fa®M®la

Esto es una consecuencia de la definicion de la longitud esférica de un camino de inte-
gracién en C y de la Definicién 10.1.12.

10.1.14 Lema. Sean G C C una region y F una familia de funciones de U en C.
Entonces F es normal si y solo si F es localmente equicontinua.

Demostracion. Que F es normal es equivalente a que la restriccién de F a un subcon-
junto compacto K de G es relativamente compacta en C°(K, @), el espacio métrico de
las funciones continuas de K en C (con la métrica duo(f, ) := max.ex d(f(2), g(2))).
Y que F es localmente equicontinua es equivalente a que la restriccion de F a un sub-
conjunto compacto K de G es equicontinua. Como C es compacto, la afirmaciéon es una
consecuencia del teorema de Arzela-Ascoli, aplicando un proceso diagonal como en la
demostracion del Teorema 7.5.5. O]

10.1.15 Lema. Sea G C C una region. St f,, f son funciones meromorfas en G y si
fn — f normalmente, entonces fi — f* localmente uniformemente.

Demostracién. En G\ f~1(c0) la sucesion de funciones holomorfas f,, converge a f nor-
malmente. Como f # oo, el Teorema 3.4.4 implica que también f;, converge normalmente
a f', lo cual implica que ff converge a f* localmente uniformemente. En G\ f~1(0) la
sucesion g, := 1/f, converge a g := 1/f normalmente. Aplica el mismo argumento de
arriba, y la definicién de la derivada f* implica la afirmacién. m

10.1.16 Teorema (Marty). Sean G C C una region y F una familia de funciones
meromorfas en G. Entonces F es normal si y solo si las derivadas esféricas de las
funciones en F son localmente uniformemente acotadas en G.

Demostracion. Supongamos primero que las derivadas esféricas de las funciones en F
son localmente uniformemente acotadas en G. Sea K C G compacto. Existe C > 0 tal
que sup,cx f#(z) < C para toda funcién f € F. Para 2,21 € K y f € F esto implica,
usando (10.1.11) para la longitud esférica del camino f o [z, 21]:

1
ds(f(z0), f(21)) < /0 FH(L = 1)z0 + tz1)|21 — 2ol dt < Clz1 = 2.

Como la constante C' es independiente de f, la familia F|x es equicontinua en K. En
consecuencia, F es localmente equicontinua y el Lema 10.1.14 implica que F es normal.

Inversamente, sea F normal. Si la afirmacion no fuera cierta, existiria K C U compacto
y una sucesiéon (f,) C F tales que

(10.1.12) sup f#(z) = oo.
z€K
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Como F es normal, podriamos suponer, después de pasar a una subsucesion, que (f,)
converge normalmente en U. Por el Lema 10.1.15 la sucesién (f%) serfa uniformemen-
te convergente en K, en contradiccién con (10.1.12). Esto muestra que las derivadas
esféricas de las funciones en F son localmente uniformemente acotadas en G. m

10.2. Los teoremas de Montel y Picard

Empecemos con un resultado técnico, el cual es la base para el teorema de Montel:

10.2.1 Teorema (El lema de Zalcman). Sean G C C wuna regidn y F una familia de
funciones meromorfas en G. Si F no es normal, entonces existe una sucesion (z,) C G
que converge a un punto en G, una sucesion de numeros positivos p, que converge a 0
y funciones f, € F tales que la funciones escaleadas g,(z) := fn(zn + pnz) convergen
normalmente a una funcién meromorfa no constante g en C con las propiedades g*(0) = 1
yg*<1enC.

Demostracion. Supongamos que J no es normal. Por el Teorema 10.1.16 existen un
subconjunto compacto K C G, funciones f,, € F y puntos w, € K tales que f#(w,) —
0o. Pasando a una subsucesion y haciendo una traslaciéon podemos suponer que w,, —
0 € G. Existe r > 0 tal que D, C G. Definimos

Ry = méx fi(2)(r — |2]).

ZGDT

Como w,, — 0y f%(w,) — oo se tiene que R, — oco. Para cada n sea z, € D, un punto
en el que

Ry = fi(za)(r = |zal)-

Estos puntos existen por la continuidad de f#. Se sigue que

R, R

fi(z) > > 0.
r— |z r
Definimos |
Pn = 5
fﬁ(zn)

asi que p, > 0y p, — 0. Observemos que

ann = pnfrg(zn)(r - |Zn|) =Tr-—= |ZN|

En seguida,

Dann(Zn) g br g G

para cada n. Esto nos permite definir

gn(2) == fu(zn + pn2), para z € Dg,,.
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Como R,, — o0, en todo conjunto compacto en C la funciéon g, esta bien definida si n
es suficientemente grande. Se tiene

Fijamos R > 0 y supongamos que n es tan grande que R, > 2R. Entonces g, esta
definida en Dp y

fvg(zn + pn2)(r — |Zn + pnz]) < R,

Esto implica para z € Dy que

1

T r— |z, + pnz| _r—|zn|—an:ann—an_1—R—n

Por el Lema 10.1.15 la coleccién de las funciones g, forma una familia normal en Dg
y contiene una subsucesion que converge normalmente a una funcion meromorfa g en
Dg. Como 1/(1 — R/R,) — 1, el Lema 10.1.15 y (10.2.1) implican que ¢ < 1 en
Dg. Adicionalmente, como ¢%(0) = p,f#(z,) = 1 para cada n obtenemos ¢*(0) = 1.
Cubriendo C con una coleccién numerable de discos Dy la afirmacién es la consecuencia
de un proceso diagonal. O]

10.2.2 Teorema (Montel). Una familia de funciones meromorfas en una region G C C
que omite tres valores en C es normal.

Demostracion. Como normalidad es una propiedad local, podemos suponer que G es
simplemente conexo. Formando composiciones de las funciones en F con transformacio-
nes de Mobius podemos suponer que co ¢ Gy que los valores omitidos son 0,1 y oo.
Entonces las funciones en F son holomorfas, no tienen ceros, y luego existen ramas de
todas las raices por el Teorema 5.1.6. Para k € N sea Fj, la coleccién de todas las ramas
de la raiz del orden 2* de todas las funciones en F. La familia Fj, omite los valores 0, oo
y todas las raices unitarias del orden 2*.

Mostremos que una de las familias Fj es normal. Por contradiccion, supongamos que
Fr no es normal para ninguna k € N. Para cada k sea g, la funcién entera dada por
el Teorema 10.2.1, con las propiedades g,ﬁ€ <lenCy g,ﬁg(()) = 1. g es el limite normal
de restricciones de las funciones holomorfas en Fj, apropiadamente escaleadas. Como
estas funciones omiten todas las raices unitarias del orden 2F, el teorema de Hurwitz
(Teorema 7.5.1) implica que también g, omite todas las raices del orden 2*.

Como g,i < 1 en C para toda k, la familia { g },.y es normal por el Teorema 10.1.16.
Sea ¢ el limite de una subsucesién normalmente convergente de (g). Si existieran wg €
C y £ € N tales que (g(w0>)24 = 1, entonces tendriamos puntos w; € C tales que
(gk(wk))ﬂ = 1 para k suficientemente grande. Esto implicaria para k > ¢ grande que

ok—£

(9n(w))* = (w0 = ((@u(w))*) =1

yva que los exponentes son enteros, en contradiccién con que g, omite todas las raices
unitarias del orden 2*. Por consiguiente, g omite el conjunto A de todas las raices uni-
tarias de los érdenes 2%, k € N. Ademas, como ¢*(0) = 1, la funcién entera g no es
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constante. Por el teorema de la funcién abierta (Teorema 3.4.7) el conjunto C\g(C), el
cual contiene el conjunto A, es cerrado. En seguida, 0D C A C C\g(C), es decir, g omite
el circulo unitario. Como ¢(C) es conexo, sélo hay dos opciones: o bien |g| < 1 o bien
lg| > 1 en todo C. En el primer aplicamos el teorema de Liouville a g y en el segundo
caso a 1/g para obtener que g es constante, una contradiccién. Esto muestra que una de
las familias Fj, es normal.

Sea Fy, esa familia normal. Si (f;) C F es una sucesion, existen funciones holomorfas h;
en G tales que hjzk = f; para toda j. En seguida, (h;) C Fj. Pasando a una subsucesion,
podemos suponer que (h;j) converge normalmente en G. Como la restriccion de la 2F-
ésima potencia a un subconjunto acotado es una funcién uniformemente continua, se
sigue facilmente que (f;) también converge normalmente. Esto muestra que F es una
familia normal. O

10.2.3 Definicién. Sea zy € C y sea f una funcién meromorfa en el disco pinchado
D, (%), para algtin r > 0. Decimos que f omite el valor wy € C en z si existe § € (0,7]
tal que f(z) # wy para todo z € Ds(z0). Si 29 = 00 y si f es una funcién meromorfa en

C\D, para algtin © > 0 entonces decimos que f omite el valor wy € C en oo si existe
R > r tal que f(z) # wy para todo z € C\Dg.

1/z

10.2.4 Ejemplo. La funcién e*/# omite los valores 0 y oo en 0. La funciéon e€* omite los

valores 0 y oo en oo.

10.2.5 Teorema (grande de Picard). Sea f una funcion meromorfa en el disco pinchado
D,(z), para algunos zg € C y r > 0. Si f omite tres valores de C en z, entonces f
tiene una extension meromorfa a D,(2).

Demostracién. Supongamos que z, = 0y que f omite los valores 0, 1y oo en D, (después
de tomar r mas chica y de aplicar una transformacién de Mobius). En seguida, f es una
funcién holomorfa sin ceros en Dr. Sea &,, una sucesion decreciente de niimeros positivos
tal que €, — 0. Definimos

In(2) := f(en2) para z € D,.

Entonces (g,) es una familia de funciones meromorfas en D, que omite los valores 0, 1
y 00. Por la Proposicién 10.1.5 y el Teorema 10.2.2 podemos suponer que (g,) converge
normalmente en D, a una funcién holomorfa ¢ o a la funcién g = co. En el primer caso
fijamos p € (0,7) y escogemos M tal que |g| < M en S,. En seguida existe ng tal que
para n > ny se tiene |f(e,2)| = |gn(2)| < M para |z| = p. Por el principio del maximo,
|f] < M en el anillo Ky(e,p,€n,p) si n > ng. eso implica que f tiene una singularidad
removible en 0. En el otro caso aplicamos el argumento anterior a la funcién 1/f y
obtenemos que 1/ f tiene una extensiéon holomorfa a 0 con el valor 0, es decir, f tiene un
polo en 0. [

10.2.6 Nota. Un caso particular del Teorema 10.2.5 dice que si zp es una singularidad
esencial de la funcién holomorfa f en D,(zy), entonces f sélo omite un valor de C en z.
Esto es una mejora del teorema de Casorati-Weierstrafl (Teorema 6.2.6).
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10.2.7 Corolario (Teorema chico de Picard). Una funcion entera y no constante asume
cada valor en C, con una posible excepcion.

Demostracion. Sea f una funcién entera que omite dos puntos en C. La funcién g(z) :=
f(1/z) tiene una singularidad aislada en 0 y omite dos valores en C, y el valor co. Por el
Teorema 10.2.5 0 es una singularidad removible o un polo de g. Por ello co es removible
o un polo para f, es decir, f es un mapeo meromorfo en C tal que f~(o0) C {oo}. El
Teorema 6.3.10 implica que f es un polinomio que omite dos valores en C, y el teorema
fundamental del algebra implica que f es constante. O

10.3. lteracion de funciones racionales

Aqui consideramos mapeos holomorfos f: C — C, es decir, funciones racionales, y sus
iteraciones
f”;:fofofo-uof, nENo
NS g
Vv

n veces

Fr=(MY neN

En esto siempre supongamos que f no es constante, asi que f es suprayectiva por ser
una aplicacién abierta. Para cada z € C la iteracién de f induce una sucesion (f"(z))y
en C, es decir, la iteracion de f mueve los puntos de C en pasos discretos. Por ello uno
considera la iteracion de f como un sistema dindmico de tiempo discreto en C. Resulta
que este movimiento tiene caracteristicas muy complejas, en las cuales se pueden observar
fenémenos interesantes.

Primero observemos que basta considerar ciertos subconjuntos de la clase de las fun-
ciones racionales, con propiedades que facilitan los calculos.

10.3.1 Definiciéon. Sean f, g funciones racionales. Ellas se llaman conjugadas si existe
o € Aut(C) tal que g = po fopl.

Si f y g son conjugadas por ¢, entonces ¢g" = ¢ o f* o ¢! es decir, f* y ¢g" son

conjugadas para todo n € N. El comportamiento de los sitemas dindmicos generados
por f v g es esencialmente idéntico, y basta analizar un sélo mapeo de cada clase de
conjugacion.

10.3.2 Ejemplo. Sea f(2) := a,2" + an_12""' + -+ + a¢ un polinomio del orden n.
Usamos una conjugacién ¢(z) := ¢z con un ¢ € C y obtenemos

(pofop ™ H(2)=cT"az"+....

Tomando ¢ tal que ¢! ™"a,, = 1 transformamos f por conjugaciéon en un polinomio ménico,
es decir, con coeficiente 1 en frente de la potencia mas alta.

Una herramienta basica para analizar funciones racionales iteradas es la particion de
C en un conjunto regular y un conjunto irregular:
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10.3.3 Definicién. Sea f una funcién racional y sea G la familia de sus iteradas. El con-
junto F' de Fatou de f consiste de todos los puntos en C que tienen una vecindad abierta
en la cual G forma una familia normal. El conjunto J de Julia de f es el complemento
del conjunto de Fatou en C.

Es obvio de la definicién que el conjunto de Fatou es abierto y el conjunto de Julia
cerrado en C. Para mostrar las primeras propiedades de estos conjuntos necesitamos una
nueva nocion:

10.3.4 Definicién. Sean X, Y espacios métricos y F una familia de mapeos entre X y
Y. F es equicontinua en un punto xro € X si para cada £ > 0 existe 0 > 0 tal que para
todo f € Fy y € Bs(xg) se tiene que d(f(xg), f(y)) < e.

10.3.5 Proposicion. Sea f una funcion racional y G la familia de sus iteradas. Entonces
el conjunto de Fatou de f es el conjunto de los puntos donde G es equicontinua.

Demostracion. Sean F el conjunto de Fatou de f y U el conjunto de los puntos donde
G es equicontinua. Es obvio que F' C U. Sea inversamente z, € U. Sélo tratamos el
caso zy # 00 ya que el otro se sigue por inversion. Por la Proposicién 10.1.11 existe una
constante C > 0 tal que

1
6|Z1 — 25| < dg(z1,29) < Chlz1 — 29
1

si dg(21,0),ds(22,0) < 2. Sea § > 0 tal que d(f™(2), f*(z)) < T para todon € Ny

z € Dys(20). Sin € N es tal que dg(f"(20),0) < 7, entonces

3C17T
4

/" (2)| < Cids(f"(2),0) <

para todo z € Dys(zp). Por la férmula de Cauchy eso implica que

) < 1Y@ = |5 [ f"_@d<'<301
S26(20)

2mri (C—2)2 |~ &2

para todo z € Dj(29). Sin € Nes tal que ds(f"(20),0) > 7, entonces ponemos g := 1/ f"
y obtenemos ds(g(20), g(z)) < ¥ para todo z € Das(20) y ds(g(20),0) = 7 —ds(g(z0, 00) <
5. Como arriba eso implica que

3C

n\t 1

(f")H (=) < 352
para todo z € Ds(z). El Teorema 10.1.16 implica que G es normal en Ds(zp), asi que
2o € F. ]

10.3.6 Teorema. Sean f una funcion racional, F' su conjunto de Fatou y J su conjunto
de Julia. Entonces las siguientes identidades son ciertas:

f(Fy=F  [fAF)=F  f())=J  [J)=J

En otras palabras, F'y J son completamente invariantes bajo f.
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Demostracion. Sea G la familia de las iteradas de f. Usaremos la caracterizacion de F
dada en la Proposicién 10.3.5. Mostremos primero la contencion

(10.3.1) fH(F)CF

Sea 29 € f~Y(F). Existe wy € F tal que f(z9) = wp. Sea € > 0. Existe §; > 0 tal que
ds(f™(wo), f"(w)) < € para todo n € Ny w € B, (wp) (la bola respecto a la métrica
esférica). Como f es continua, existe d, > 0 tal que Bs,(20) C f~'(Bs, (wp)). Paran € N,
n > 2,y todo z € By,(29) se sigue para w := f(z) que

ds(f"(20), ["(2)) = ds(f" " (wo), [ (w)) <.

En consecuencia, G es equicontinua en zg y luego zg € F'. Eso muestra (10.3.1).
Ahora mostramos la contencion

(10.3.2) f(F)CF.

Para ello sea wy € f(F'). Existe zp € F tal que wy = f(zp). Sea € > 0. Existe §; > 0 tal
que ds(f™(z0), f*(2)) < e paratodon € Ny z € Bs,(2). Como f es abierta, existe d2 > 0
tal que Bs,(wo) C f(Bs,(20)). Para todo n € Ny todo w € Bg,(wy) existe z € B, (z0)
tal que f(z) = w. Se sigue que

dy(f™ (wo), f™(w)) = ds(f"(20), ["(2)) < e.

En consecuencia, G es equicontinua en wy y luego wy € F. Eso muestra (10.3.2).
Recordamos que f es suprayectiva y que luego f(f~!(A4)) = A para todo subconjunto
A CC. Con (10.3.1) eso implica

F=f(f(F) C f(F),
asi que (10.3.2) da f(F) = F. Por otro lado,

) =) 2 F 2 fH(F),

nuevamente por (10.3.1). En seguida, f~!(F) = F. Formar el complemento en esta
ultima igualdad implica J = f~1(J), y aplicar f en ambos lados da f(J) = J. O]

Las iteraciones de transformaciones de Mobius pueden ser analizadas facilmente de
manera explicita. Por ello nos fijamos en una clase de funciones racionales que generan
un sistema dindmico no trivial pero que todavia tienen una forma simple, los polinomios
monicos del orden mayor o igual a 2. Todos estos polinomios tienen un punto fijo en oo.

10.3.7 Definicion. Sean f una funcién racional y zy € C un punto fijo de f. El conjunto
de atraccion A(zy) de z esté formado por los puntos z € C tales que lim,, — cof"(2) = 2.

10.3.8 Teorema. Sea f un polinomio del orden mayor o igual a 2. El conjunto de
atraccion A(oo) de 0o es una vecindad abierta de 0o. El conjunto de Julia J de f coincide
con la frontera de A(00) y es un subconjunto compacto y no vacio de C. Toda componente
acotada de C\J es simplemente coneza.
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Demostracion. Ponemos A := A(c0). Por el Teorema 3.6.1 existe R > 0 tal que |f(z)| >
2|z| para todo z € Uy := C\Dg. Esto implica para todo z € Ur y n € N que |f"(z)| >
2"|z| > 2"R. En seguida, (f™) converge a oo uniformly en Ug y luego Ur C F', el conjunto
de Fatou de f. Se tiene que z € A siy sélosi f(z) € Ug para n suficientemente grande,
asi que
A= rUn).
neN

Como los mapeos f™ con continuos y Ug es abierto, A es abierto. Por el Teorema 10.3.6
f~™(Ugr) C F para cada n. En consecuencia, A C F.

Es obvio que f(A) C Ay f~!'(A) C A. como en la demostraciéon del Teorema 10.3.6
eso implica que

fA)=4, 4 =4  fC\4)=C\4, [(C\4)=C\A

Como A es abierto tenemos 0A C C\A y luego f(0A) C f(C\A) = C\A. Por otro
lado, si zp € 0A, entonces existe una sucesién (zx) C A tal que z; — zp. En seguida,
(f(zx)) € Ay, por continuidad, f(z;) — 20. Eso implica que 2y € A, es decir, f(0A) C A.
Estos hechos muestran que f(0A) C 0A y luego que

f"(0A) C0A para todo n € N.

Como JA C Dp, las iteradas de f son uniformemente acotadas en dA. El principio del
maximo implica que las iteradas de f son uniformemente acotadas en las componentes
conexas acotadas de C\OA. En seguida a es la inica componente conexa no acotada de
C\OA. Ademaés, por el Teorema 7.5.5 f™ forma una familia normal en cada componente
conexa acotada de C\OA, asi que ellas pertenecen a F'y J C 0A. Si z9 € 0A y si V es
una vecindad abierta de zy entonces f" converge a co en V N A pero queda acotada en
zo. Esto muestra que zy € J, es decir,

J = 0A.

Como f tiene grado > 2 existe al menos un punto fijo zg € C de f. Obviamente,
20 & A, asi que A # C y J # @. Como A es conexo, también A = AU J es conexo. Eso
implica que toda componente conexa acotada de F' = C\J es simplemente conexa, por
el Teorema 4.3.5. O

10.3.9 Ejemplo. (a) El conjunto de Julia de f(z) := 2% es 5.
(b) El conjunto de Julia de f(z) := 2% — 2 es [—2,2].

Estos son los tinicos ejemplos de polinomios 22 + ¢, ¢ € C, que tienen como conjunto
de Julia la traza de una curva suave. Pero atin en el caso de f(z) = 2% la dindmica de
la iteradas en S es complicada: existe un conjunto denso de puntos en S; que inician
orbitas periodicas, y existe un conjunto denso en S; de puntos que inician érbitas densas
en Sl.

El préximo teorema permite ver que los conjuntos de Julia son autosimilares:
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10.3.10 Teorema. Sean f un polinomio del orden al menos 2 y J el conjunto de Julia
de f. St 29 € J y si U es una vecindad abierta de zy entonces existe n € N tal que

(10.3.3) JC O fE).

k=0

Ademas, el conjunto

(10.3.4) U )

es denso en J para todo z, € J.

Demostracion. Podemos suponer que f es moénico, por el Ejemplo 10.3.2. Fijemos zy € J
y una vecindad abierta U de zy. Por la definiciéon del conjunto de Julia la familia G de
las iteradas de f no es normal en U. Como f™ no asume el valor co en U para ningin
n € N, el Teorema 10.2.2 implica que G omite a lo mas un valor en C.

Si G omite ningin valor en C, entonces

(10.3.5) JC G fF(U) =c.

Como f* no es constante para ninguna k los conjuntos f*(U) son abiertos. La compacidad
de J implica la existencia de n € N tal que (10.3.3) es cierto.
Por otro lado, si G omite el valor wy € C, entonces

U 7(U) = C\{wo}.

keN

Si existiera 2 € C\{wp} tal que f(2) = wp, entonces habria k € N tal que z € f*(U).
Esto implicaria wy = f(z) € f*1(U) C C\{wp}, una contradiccién. Entonces wy es el
tinico cero del polinomio f —wg y luego f(2) —wy es un multiple constante de (z —wp)?,
donde d > 2 es el grado de f. Como f es ménico, f(z) = wy + (z — wy)?. Para k € Ny
z € Dy /2(wy) obtenemos que

dk
75— wol = 2~ wl” < (5) =0

cuando k — oo, independientemente de z. Eso muestra que (f*) converge uniformemente
en Dy o(wp), asi que wy € F. En seguida, J C C\{wy} y (10.3.5) también se cumple en
este caso.

Para mostrar la segunda afirmacion, sean z; € J y €2 un subconjunto relativamente
abierto de J. Existe U C C abierto tal que = J N U. Por (10.3.3) existe k tal que
z1 € fH(U). Por consiguiente, usando f~!(.J) = J obtenemos

QNfrz)=UnJnf z)=Unf"z)+a. O
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10.3.11 Nota. El Teorema 10.3.10 implica que J es autosimilar el el siguiente sentido:
sea zp € J tal que f* no tiene derivada cero en zy para ninguna k. Sea U una vecindad
abierta de zy y sea n el nimero dado en (10.3.3). Si V' C U es abierto y suficientemente
chica, entonces la restricciéon de f* a V es un mapeo conforme para k = 1,2,...,n.
Por la invariancia completa de J se tiene que f*¥(V N .J) = f*(V) N J para estas k, es
decir, imagenes conformes locales de J aparecen en muchos lados en J, nada més en otra
escala.

Para poder aprovechar de las representaciones graficas de conjuntos de Julia necesita-
mos:

10.3.12 Definicién. Sea f una funcién racional. El conjunto de Julia relleno de f es
la unién del conjunto de Julia de f con todas las componentes acotadas del conjunto de
Fatou de f.

Restringiéndonos a polinomios de la forma f.(z) := 2% + ¢, ¢ € C, denotamos por J,
el conjunto de Julia de f..

10.3.13 Definicién. El conjunto de Mandelbrot M es el conjunto de todos los parame-
tros c tal que (f¥(0))x es una sucesién acotada.

Se puede mostrar que ¢ € M si y sélo si J. es conexo. En lo siguiente mostramos
la forma de algunos de estos conjuntos, ver figuras 10.1- (generadas con el programa
fragtive, el cual puede ser descargado de http://fraqtive.mimec.org/).

Figura 10.1: El conjunto de Mandelbrot
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Figura 10.2: Conjunto de Julia relleno para ¢ = 0.251.

Figura 10.3: Conjunto de Julia relleno para ¢ = —0.148 — 0.6521i.

Figura 10.4: Conjunto de Julia relleno para ¢ = —0.1 — 0.7i.
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