
Posgrado de la UNAM
Maestría en ciencias matemáticas

Curso Básico de Análisis

Análisis Complejo I

Nils Ackermann

2015-1





Índice general

1. Números y funciones complejos 5
1.1. El campo complejo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Funciones holomorfas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4. Convergencia uniforme y series de potencias . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5. Funciones elementales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2. Integración compleja 21
2.1. Caminos de integración . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2. Antiderivadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3. Intercambio de límites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3. Funciones holomorfas 35
3.1. El teorema de Cauchy en conjuntos convexos . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2. Las fórmulas de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3. Desarrollo en series de potencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.4. Desigualdades de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.5. La Propiedad del Promedio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.6. Funciones enteras y polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.7. Funciones realmente analíticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.8. Funciones armónicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.9. Extensión por reflexión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4. El teorema de Cauchy global 67
4.1. El número de giros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2. El teorema y las fórmulas de Cauchy globales . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.3. Aplicaciones del número de giros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5. Las inversas de las funciones elementales 81
5.1. El logaritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.2. Potencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.3. Las funciones arco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6. Singularidades aisladas 91
6.1. Funciones holomorfas en anillos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.2. Singularidades aisladas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.3. Funciones meromorfas y la esfera de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . 98



4 Índice general

6.4. El teorema de los residuos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.5. Aplicaciones del teorema de los residuos en el análisis real . . . . . . . . 108
6.6. Consecuencias teóricas del teorema de los residuos . . . . . . . . . . . . . 122

7. Transformaciones conformes 125
7.1. Transformaciones conformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.2. Transformaciones de Möbius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
7.3. Automorfismos del disco unitario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
7.4. Geometría no Euclidiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
7.5. Familias normales de funciones holomorfas . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
7.6. El teorema de equivalencia conforme de Riemann . . . . . . . . . . . . . 141

8. Aproximación racional e interpolación 145
8.1. El teorema de Runge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
8.2. El teorema de Mittag-Leffler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
8.3. El teorema de productos infinitos de Weierstraß . . . . . . . . . . . . . . 156

9. Aplicaciones de aproximación e interpolación 167
9.1. Desarrollos clásicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
9.2. Funciones Elípticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

10.Familias normales meromorfas y aplicaciones 179
10.1. El teorema de Marty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
10.2. Los teoremas de Montel y Picard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
10.3. Iteración de funciones racionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187



1 Números y funciones complejos

1.1. El campo complejo
Consideramos el espacio vectorial real R2 con la multiplicación definida según la fórmula

(a1, b1) · (a2, b2) := (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

Con estas operaciones y el elemento neutro (1, 0) de la multiplicación obtenemos un
campo algebraicamente completo, el campo complejo C. El conjunto R × {0} es un
subcuerpo de C, isomorfo al cuerpo R, y C es la completación algebraica de R. Si a ∈ R
escribimos a en vez de (a, 0), así que R ⊆ C mediante esta identificación.
Escribimos i := (0, 1) ∈ C, y para a, b ∈ R:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a+ b i = a+ i b.

Se tiene que
i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.

Si x, y ∈ R y z := x + i y entonces llamamos a x la parte real y a y la parte imaginaria
de z, escribiendo

x = Re z, y = Im z.

Los operadores Re y Im son proyecciones realmente lineales de R2 ' C en R. Como es
usual escribimos 1/z := z−1 si z 6= 0. En ese caso se tiene

1
z

= x

x2 + y2 − i y

x2 + y2 .

Mostremos otra diferencia algebraica fundamental entre R y C.

1.1.1 Definición. Un campo F está ordenado si existe un orden total ≤ tal que

(i) a+ c ≤ b+ c si a ≤ b;

(ii) 0 ≤ ab si 0 ≤ a y 0 ≤ b.

Los números reales forman un campo ordenado con su orden natural.

1.1.2 Proposición. No existe orden en C que vuelva C en un campo ordenado.

Demostración. En un campo ordenado los cuadrados son no negativos: si a ≥ 0, entonces
a2 = a · a ≥ 0. Si −a ≥ 0 entonces a2 = (−a) · (−a) ≥ 0.
Si C fuera ordenado entonces 1 = 12 > 0 y luego 0 = 1 − 1 > −1 = i2 > 0, una

contradicción.
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Consideremos la conjugación en C, la biyección C→ C dada por

z = x+ iy 7→ z̄ := x− iy.

Geométricamente se trata de la reflexión en el eje R×{0}. La definición de las operaciones
en C implican para wz ∈ C, z = x+ iy, x, y ∈ R:

w + z = w + z̄, wz = w z̄, (z̄) = z, zz̄ = x2 + y2

y
Re z = 1

2(z + z̄), Im z = 1
2i(z − z̄).

Particularmente, z = z̄ implica z ∈ R.
Recordemos que para a ∈ R el valor absoluto de a está definido por

|a| :=
{
a a ≥ 0
−a a < 0.

En C no podemos definir un valor absoluto (una norma) en esta forma por la falta de
un orden compatible. Se usa la norma Euclidiana, pero escrita como el valor absoluto:

|z| :=
√
zz̄ =

√
x2 + y2.

Este valor absoluto es consistente con el valor absoluto del subcampo R. Se tiene

−|z| ≤ Re z ≤ |z| − |z| ≤ Im z ≤ |z|.

A parte de las propiedades de una norma el valor absoluto en C cumple

|wz| = |w| |z|.

Esto se ve como sigue:

|wz|2 = wz wz = wz̄wz = wwz̄z = |w|2|z|2.

Si z 6= 0 esto implica ∣∣∣∣wz
∣∣∣∣ = |w|
|z|
.

Recordemos la representación polar en R2: si z = x + iy 6= 0 con x, y ∈ R, entonces
existe ϕ ∈ R tal que

z = |z|(cosϕ+ i senϕ).

Bajo la condición ϕ ∈ (−π, π] solamente existe un ϕ con esa propiedad. En ese caso
escribimos ϕ = Arg z, así que Arg : Ċ→ (−π, π]. Aquí

Ċ := C\{0}.
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La función Arg es la rama principal del argumento.
La representación polar permite una interpretación geométrica de la multiplicación de

complejos w = |w|(cosϕ+ i senϕ) y z = |z|(cosψ + i senψ):

wz = |w| |z|(cosϕ+ i senϕ)(cosψ + i senψ)
= |w| |z|(cos(ϕ+ ψ) + i sen(ϕ+ ψ))

significa que los valores absolutos están multiplicados y que los argumentos están suma-
dos. Nota que los valores de la función Arg no necesariamente están sumados, ya que
podría pasar que ϕ+ψ /∈ (−π, π] aún si ϕ, ψ ∈ (−π, π]. La función z 7→ wz es la rotación
por el ángulo ϕ y la extensión por |w|. Si |w| = 1 entonces multiplicación por w es nada
más una rotación.
Usaremos el valor absoluto en C para definir la métrica d(w, z) = |w−z|. Esta métrica

y su topología generada coinciden con la de R2. Denotaremos para z0 ∈ C y r > 0

Dr(z0) := {z ∈ C | |z − z0| < r} disco abierto
D̄r(z0) := {z ∈ C | |z − z0| ≤ r} disco cerrado
Sr(z0) := {z ∈ C | |z − z0| = r} esfera.

Además, denotamos por
Ḋr(z0) := Dr(z0)\{z0}

el disco abierto pinchado y por
D := D1(0)

el disco unitario. Si en las definiciones de arriba z0 = 0, muchas veces suprimimos el
centro del disco de la notación.
El conjunto {z ∈ C | Re z > 0} es el semiplano derecho, y el conjunto {z ∈ C | Im z >

0} es el semiplano superior.
Si U ⊆ C es abierto, la notación M ⊂⊂ U significa que M es compacto y que M ⊆ U .
Si M ⊆ C y f, g : M → C, entonces definimos funciones f + g, fg, f̄ y |f | aplicando

las operaciones respectivas en cada punto de M . La visualización de funciones tomando
valores complejos no es fácil. Uno puede acercarse al comportamiento de una función
compleja f dibujando conjuntos de constancia para Re f , Im f y |f |.
Para considerar continuidad de funciones nos basamos en la métrica natural definida

en C. Ya sabemos que las operaciones del espacio vectorial R2 son continuas. Mostremos
que la multiplicación en C es una función continua C × C → C: sean (an), (bn) ⊆ C
sucesiones convergentes, con an → a y bn → b. Entonces

|anbn − ab| ≤ |an| |bn − b|+ |b| |an − a| → 0,

es decir, anbn → ab. Esto muestra la continuidad de la multiplicación. En consecuencia,
sumas, productos, y composiciones de funciones continuas son continuas. Inversas son
continuas en puntos que no son ceros. Eso implica que también Re, Im, el valor absoluto
y la conjugada de una función continua son continuas.
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1.1.3 Definición. Un camino en M ⊆ C (o una trayectoria) es una función continua
γ : [a, b]→M , donde a ≤ b son números reales. γ(a) es el origen o punto inicial y γ(b) el
destino o punto final de γ. Decimos que γ es un camino de γ(a) a γ(b) o que γ conecta
a γ(a) con γ(b).

1.1.4 Definición. Un espacio métrico X es conexo si X y ∅ son los únicos subconjuntos
de X que son abiertos y cerrados al mismo tiempo. X es arcoconexo si para todo x, y ∈ X
existe un camino en X de x a y. A ⊆ X es (arco)conexo si es (arco)conexo en si mismo,
respecto a la topología inducida por X.

Una región en C es un subconjunto abierto, no vacío y conexo de C. Como C es
localmente arcoconexo, un subconjunto abierto de C es conexo si y sólo si es arcoconexo.

1.2. Funciones holomorfas
Para definir la diferenciabilidad compleja de funciones complejas de una variable comple-
ja nos basamos en la definición de diferenciabilidad de funciones reales de una variable
real. Así establecemos desde el inicio el cálculo complejo, que es formalmente mas sencillo
que el cálculo de funciones entre regiones de R2. Si f es una función real definida en un
intervalo I, su diferenciabilidad en un punto x0 ∈ I es equivalente a la existencia de una
función ∆: I → R, el cociente diferencial en x0, que es continua en x0 y cumple

f(x) = f(x0) + (x− x0)∆(x) para todo x ∈ I.

En ese caso ∆(x0) = f ′(x0) es la derivada de f en x0. La misma definición funciona para
números complejos sin cambio:

1.2.1 Definición. Sean U ⊆ C abierto, f : U → C una función y z0 ∈ U . La función f
es (complejamente) diferenciable en z0 si existe una función ∆: U → C que es continua
en z0 y que cumple

f(z) = f(z0) + (z − z0)∆(z) para todo z ∈ U.

En ese caso escribimos
df
dz (z0) := f ′(z0) := ∆(z0)

y llamamos a f ′(z0) la derivada de f en z0.

La función ∆ está bien definida en U\{z0} en todo caso y se llama el cociente diferencial
en z0. f es complejamente diferenciable en z0 si y sólo si

f ′(z0) = ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

existe.
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1.2.2 Definición. Si f : U → C es diferenciable en todo punto z del subconjunto abierto
U de C, entonces f es holomorfa. Una función f es holomorfa en z0 si lo es en una vecindad
abierta de z0. Una función holomorfa en C se llama entera.

1.2.3 Ejemplo. (a) Un función constante es entera, con derivada 0:

f(z) = f(z0) + 0 · (z − z0).

(b) La función f(z) := z es entera, con derivada 1:

z = z0 + 1 · (z − z0).

(c) La función f(z) := z̄ no es diferenciable en ningún punto: si f fuera diferenciable
en z0 = x0 + iy0, tendríamos

ĺım
x→x0

f(x+ iy0)− f(x0 + iy0)
(x+ iy0)− (x0 + iy0) = 1

y
ĺım
y→y0

f(x0 + iy)− f(x0 + iy0)
(x0 + iy)− (x0 + iy0) = −1,

en contradicción con la existencia de

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

.

El último ejemplo muestra que es muy fácil encontrar una función sencilla (¡continua!)
que no es diferenciable en ningún punto, algo que es muy difícil de construir en el análisis
de una variable real. Este hecho es una indicación de que la clase de funciones holomorfas
es pequeña, o, en otras palabras, que la propiedad de holomorfía impone una gran rigidez
en las funciones.
Como la definición de diferenciabilidad es la misma que en el análisis real, los hechos

siguientes se muestran en la misma manera:

1.2.4 Proposición. Una función que es complejamente diferenciable en un punto tam-
bién es continua allí.

1.2.5 Proposición. Sean U ⊆ C abierto y f, g : U → C diferenciable en z0 ∈ U .
Entonces

(a) f + g es diferenciable en z0 y (f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0).

(b) fg es diferenciable en z0 y (fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0).

(c) Si f(z0) 6= 0 entonces 1/f está bien definido en una vecindad de z0 y diferenciable
en z0, con la derivada (

1
f

)′
(z0) = − f

′(z0)
f(z0)2 .
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1.2.6 Proposición. Sean U, V ⊆ C abiertos, f : U → V diferenciable en un z0 ∈ U y
g : V → C diferenciable en w0 := f(z0). Entonces g ◦ f es diferenciable en z0 y

(g ◦ f)′(z0) = g′(w0)f ′(z0).

1.2.7 Definición. Una función f : U → V , donde u, V ⊆ C son abiertos, es biholomorfa
si es biyectiva y si f y f−1 son holomorfas.
1.2.8 Proposición. La función f : U → V es biholomorfa si y sólo si f es biyectiva y
holomorfa, f−1 es continua, y f ′(z) 6= 0 para toda z ∈ U . En ese caso

(1.2.1) (f−1)′(w) = 1
f ′(z) para w = f(z).

Estas reglas de diferenciación implican
1.2.9 Proposición. Polinomios en z, p(z) =

∑n
ν=0 aνz

ν, forman funciones enteras; se
cumple

p′(z) =
n∑
ν=1

νaνz
ν−1.

Funciones racionales en z son holomorfas en su dominio, y sus derivadas son funciones
racionales.

1.3. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann
En esta sección comparamos la diferenciabilidad compleja con la diferenciabilidad real
bajo la identificación C ' R2.
Sea U ⊆ C un conjunto abierto. Una función real g : U → R se llama realmente

diferenciable en z0 = x0 + iy0 ∈ U si existen funciones reales ∆1 y ∆2 en U , continuas
en z0, tales que

(1.3.1) g(z) = g(z0) + (x− x0)∆1(z) + (y − y0)∆2(z) para todo z = x+ iy ∈ U.

Los valores ∆1(z0) y ∆2(z0) son las derivadas parciales de g en z0 respecto a x y y:

gx(z0) := ∂g

∂x
(z0) = ∆1(z0), gy(z0) := ∂g

∂y
(z0) = ∆2(z0).

Una función compleja f = g + ih : U → C es realmente diferenciable si g y h lo son,
según el cálculo real. Usando (1.3.1) y su equivalente para h esa diferenciabilidad real se
puede expresar como sigue:
1.3.1 Definición. Una función f : U → C es realmente diferenciable en z0 ∈ U si existen
funciones ∆1,∆2 : U → C que son continuas en z0 y cumplen

(1.3.2) f(z) = f(z0) + (x− x0)∆1(z) + (y − y0)∆2(z) para todo z ∈ U.

Los valores ∆1(z0) y ∆2(z0) son las derivadas parciales de f respecto a x y y:

fx(z0) := ∂f

∂x
(z0) = ∆1(z0), fy(z0) := ∂f

∂y
(z0) = ∆2(z0).
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Para ver la equivalencia de las dos definiciones de diferenciabilidad real, sea f = g+ih
con funciones reales g, h. Sean primero g y h realmente diferenciable:

g(z) = g(z0) + (x− x0)A1(z) + (y − y0)B1(z)
h(z) = h(z0) + (x− x0)A2(z) + (y − y0)B2(z),

y las Ai, Bi son funciones reales, continuas en z0. Se sigue que

f(z) = f(z0) + (x− x0)(A1(z) + iA2(z)) + (y − y0)(B1(z) + iB2(z)).

Inversamente, sea f realmente diferenciable en el sentido de la Definición 1.3.1. Esto
implica

Re f(z) = Re f(z0) + (x− x0) Re ∆1(z) + (y − y0) Re ∆2(z)
Im f(z) = Im f(z0) + (x− x0) Im ∆1(z) + (y − y0) Im ∆2(z),

es decir, Re f y Im f son realmente diferenciables.
Estas consideraciones muestran que

fx = gx + ihx, fy = gy + ihy
y luego que

f̄x = fx, f̄y = fy.

Además,

(cf)x = cfx, (cf)y = cfy,

(f1f2)x = f1,xf2 + f1f2,x, (f1f2)y = f1,yf2 + f1f2,y.

En otras palabras, las derivadas parciales son operadores reales (ya que conmutan con
la conjugación); son C-lineal y cumplen la regla de Leibniz.
Similarmente caracterizamos la diferenciabilidad real de una función compleja de una

variable real: sean I un intervalo y t0 ∈ I. Una función f : I → C es realmente diferen-
ciable en t0 si existe una función ∆: I → C que es continua en t0 y que cumple

f(t) = f(t0) + (t− t0)∆(t).

En ese caso
f ′(t0) := df

dt (t0) := ∆(t0)

es la derivada de f en t0. Nuevamente la diferenciabilidad de f = g + ih es equivalente
a la diferenciabilidad de g y h, con

f ′ = g′ + ih′,

y d/dt es un operador real C-lineal que cumple la regla de Leibniz. La regla de la cadena
también vale en la siguiente forma: Si I y J son intervalos y ϕ : J → I y f : I → C son
diferenciables, entonces f ◦ ϕ es diferenciable y

(f ◦ ϕ)(t) = f ′(ϕ(t))ϕ′(t).

Tratamos de liberarnos de las coordenadas reales en la Definición 1.3.1:
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1.3.2 Proposición. Una función f : U → C es realmente diferenciable en z0 ∈ U si y
sólo si existen funciones A1, A2 : U → C que son continuas en z0 y tales que

(1.3.3) f(z) = f(z0) + (z − z0)A1(z) + (z̄ − z̄0)A2(z) para todo z ∈ U.

En ese caso

A1(z0) = 1
2(fx(z0)− ify(z0))(1.3.4)

y

A2(z0) = 1
2(fx(z0) + ify(z0)),(1.3.5)

así que A1 y A2 están definidas de manera única por f .

Demostración. Sea f realmente diferenciable en z0, es decir, existe una descomposición

(1.3.6) f(z) = f(z0) + (x− x0)∆1(z) + (y − y0)∆2(z).

Usando

(x− x0) = 1
2(z − z0 + z̄ − z̄0), y − y0 = − i

2(z − z0 − z̄ + z̄0)

obtenemos

f(z) = f(z0) + (z − z0)1
2(∆1(z)− i∆2(z)) + (z̄ − z̄0)1

2(∆1(z) + i∆2(z)),

es decir, (1.3.3).
Inversamente, sea cierta la representación (1.3.3). La descomposición

z − z0 = x− x0 + i(y − y0), z̄ − z̄0 = x− x0 − i(y − y0)

implica

f(z) = f(z0) + (x− x0)(A1(z) + A2(z)) + (y − y0)i(A1(z)− A2(z)),

es decir, (1.3.2).

1.3.3 Definición. Los valoresA1(z0) yA2(z0) de la Proposición 1.3.2 se llaman derivadas
de Wirtinger de f en z0 y son denotadas por

fz(z0) := ∂f

∂z
(z0) := A1(z0) y fz̄(z0) := ∂f

∂z̄
(z0) := A2(z0).

Se tiene

(1.3.7) fz = 1
2(fx − ify) y fz̄ = 1

2(fx + ify).
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1.3.4 Teorema. Para una función f : U → C y z0 ∈ U son equivalentes:

(i) f es complejamente diferenciable en z0;

(ii) f es realmente diferenciable en z0 y se cumple

∂f

∂z̄
(z0) = 0.

Demostración. Sea f complejamente diferenciable en z0, es decir,

f(z) = f(z0) + (z − z0)∆(z) + (z̄ − z̄0) · 0 ∀z ∈ U,

donde ∆ es continua en z0. Así f cumple (1.3.3), es decir, es realmente diferenciable en
z0 con fz̄(z0) = 0.
Sea ahora f realmente diferenciable en z0 con fz̄(z0) = 0. Existen funciones Ai : U → C

que son continuas en z0 y cumplen

f(z) = f(z0) + (z − z0)A1(z) + (z̄ − z̄0)A2(z) para todo z ∈ U.

Por hipótesis tenemos que A2(z0) = 0. Definimos

∆̂(z) :=
{
A2(z) z̄−z̄0

z−z0
, z 6= z0,

0, z = z0.

Como |z̄ − z̄0|/|z − z0| = 1 y A2(z0) = 0, ∆̂ es continua en z0. Poniendo ∆ := ∆̂ + A1,
obtenemos que ∆ es continua en z0 y cumple

f(z) = f(z0) + (z − z0)∆(z) para todo z ∈ U.

Eso muestra que f es complejamente diferenciable en z0.

1.3.5 Nota. Si f es complejamente diferenciable en z0 entonces

f ′(z0) = ∂f

∂z
(z0) = 1

2

(
∂f

∂x
(z0)− i∂f

∂y
(z0)

)
.

Mostramos arriba que las funciones complejamente diferenciables son las funciones
realmente diferenciables que satisfacen la ecuación diferencial fz̄ = 1

2(fx + ify) = 0. Si
f = u+ iv con funciones reales u, v, esto equivale a ux − vy + i(vx + uy) = 0. Separando
las partes reales y imaginarias en esta ecuación, obtenemos el siguiente sistema real de
ecuaciones diferenciales, las llamadas Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

(1.3.8)
ux = vy,

uy = −vx.

Las funciones holomorfas son precisamente las funciones realmente diferenciables que
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
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Considerando una función holomorfa f como una función entre regiones de R2, es
decir, f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)), la derivada de f tiene la representación

(1.3.9) Df =
(
ux uy
vx vy

)
.

La ecuación (1.3.8) implica que det(Df) = uxvy−uyvx = u2
x+u2

y ≥ 0. Si Df 6= 0, entonces
Df es una rotación-extensión: con α :=

√
u2
x + u2

y > 0 y ϕ := sgn(−uy) arc cos(ux/α) se
tiene

(1.3.10) Df = α

(
cosϕ − senϕ
senϕ cosϕ

)
.

1.3.6 Teorema. Si G es una región en C y f : U → C es holomorfa con derivada
(compleja) idénticamente cero, entonces f es constante.

Demostración. Sea f = u + iv con funciones reales u, v. Las hipótesis implican que
fz ≡ fz̄ ≡ 0 en G. Por (1.3.7) eso implica que fx ≡ fy ≡ 0 en G. Tomando las partes
reales y imaginarias obtenemos que ux ≡ uy ≡ vx ≡ vy ≡ 0 en G. Por los teoremas del
análisis real, u y v son constantes.

Notemos las reglas para calcular con las derivadas parciales y de Wirtinger para funcio-
nes f, g realmente diferenciables (una respectivamente dos veces) y una función compleja
ϕ de una variable real t. Todas las reglas son consecuencias de las definiciones.

(a) ∂

∂z
y ∂

∂z̄
son operadores C-lineales que cumplen la regla de Leibniz;

(b) ∂f

∂z
=
(
∂f̄

∂z̄

)
y ∂f

∂z̄
=
(
∂f̄

∂z

)
;

(c) Si f es una función real, entonces ∂f
∂z

=
(
∂f

∂z̄

)
;

(d) ∂f

∂z̄
= 0 si f es holomorfa, ∂f

∂z
= 0 si f̄ es holomorfa;

(e) ∂z

∂z
= 1, ∂z

∂z̄
= 0, ∂z̄

∂z
= 0, ∂z̄

∂z̄
= 1;

(f) ∂2f

∂z∂z̄
= 1

4

(
∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2

)
;

(g) ∂(g ◦ f)
∂z

= ∂g

∂w

∂f

∂z
+ ∂g

∂w̄

∂f̄

∂z
, ∂(g ◦ f)

∂z̄
= ∂g

∂w

∂f

∂z̄
+ ∂g

∂w̄

∂f̄

∂z̄
;

(h) d(f ◦ ϕ)
dt = ∂f

∂z

dϕ
dt + ∂f

∂z̄

dϕ̄
dt .
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1.4. Convergencia uniforme y series de potencias
Formulamos algunas nociones y algunos hechos sobre sucesiones y series infinitas de
números complejos. Todas las demostraciones son idénticas a las dadas en el análisis
real.
Una serie infinita

∑∞
ν=0 aν converge (al número complejo a) si la sucesión de las

sumas parciales (
∑n

ν=0 aν)n converge (a a). En ese caso escribimos
∑∞

ν=0 aν = a. Una
serie

∑∞
ν=0 aν se llama absolutamente convergente si

∑∞
ν=0|aν | converge. Convergencia

absoluta implica convergencia. En el caso de una serie absolutamente convergente la
convergencia y el límite no dependen del orden de la sumación. La convergencia absoluta
se analiza con las mismas herramientas como en el análisis real, por ejemplo con los
criterios del cociente y de la raíz.
Consideremos ahora sucesiones y series de funciones. Si (fν)ν es una sucesión de fun-

ciones complejas definidas en M ⊆ C y si f : M → C, entonces ĺımν→∞ fν = f significa
que ĺımν→∞ fν(z) = f(z) para todo z ∈ M . En ese caso decimos que (fν) converge a f
puntualmente.

1.4.1 Definición. Una sucesión (fν) de funciones complejas en M converge uniforme-
mente a una función f si para todo ε > 0 existe ν0 ∈ N tal que

|fν(z)− f(z)| ≤ ε ∀ν ≥ ν0 ∀z ∈M.

Si U ⊆ C es abierto, (fν) converge localmente uniformemente en U si todo z0 ∈ U tiene
una vecindad V (z0) en U tal que (fν) converge uniformemente en V (z0).

Como en el análisis real se demuestra

1.4.2 Teorema. Si U ⊆ C es abierto y si (fν) es una sucesión de funciones continuas
en U que converge localmente uniformemente en U , entonces su límite es una función
continua.

La convergencia de series de funciones con dominio M ⊆ C se trata similarmente
mediante la sucesión de las sumas parciales. El criterio de Cauchy para la convergencia
uniforme de una serie de funciones es lo siguiente:

∑∞
ν=0 fν converge uniformemente en

M si y sólo si para cada ε > 0 existe un ν0 tal que∣∣∣∣ m∑
ν=n

fν(z)
∣∣∣∣ ≤ ε ∀m ≥ n ≥ ν0 ∀z ∈M.

La serie
∑∞

ν=0 fν converge absolutamente si
∑∞

ν=0|fν | converge. Como en el análisis real
se demuestra el

1.4.3 Teorema. Sean
∑∞

ν=0 fν una serie de funciones fν : M → C y
∑∞

ν=0 aν una serie
convergente de números no negativos. Si

|fν(z)| ≤ aν ∀ν ∈ N0 ∀z ∈M

entonces
∑∞

ν=0 fν converge en M absoluta y uniformemente.
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Una serie de potencias en z es una serie infinita de la forma
∞∑
ν=0

aν(z − z0)ν .

Los números aν son complejos, y z0 se llama el punto de desarrollo. Nos interesan el
conjunto M de los puntos z donde converge la serie y las propiedades de la función
límite en M .
1.4.4 Ejemplo. La serie geométrica

∑∞
ν=0 z

ν tiene las sumas parciales
n∑
ν=0

zν =
{

1−zn+1

1−z , z 6= 1,
n+ 1, z = 1.

Si |z| < 1 entonces ĺımn→∞ z
n+1 = 0, es decir,

∞∑
ν=0

zν = 1
1− z .

Si |z| ≥ 1, zν no forma una sucesión que converge a cero, así que
∑∞

ν=0 z
ν no converge.

El conjunto de convergencia de
∑∞

ν=0 z
ν es es disco D1 := D1(0), y su función límite

es holomorfa en D1.
En general sólo podemos asegurar lo siguiente:

1.4.5 Teorema. Una serie de potencias

P (z) :=
∞∑
ν=0

aν(z − z0)ν

o bien converge absoluta y localmente uniformemente en C o bien existe r ∈ [0,∞) tal que
P (z) converge absoluta y localmente uniformemente en Dr(z0) y diverge en C\Dr(z0).
El número r se llama el radio de convergencia de P . Si P converge en todo C ponemos

r :=∞. Si r = 0 decimos que P no converge en ningún lado (aunque sí converge en z0).
Si r ∈ (0,∞) entonces Dr(z0) se llama el disco de convergencia de P . No hay resultados
generales respecto a convergencia de P en los puntos de la esfera Sr(z0), cualquier cosa
puede pasar allí.
Antes de demostrar el Teorema 1.4.5, damos el

1.4.6 Lema. Sea z1 6= z0 un punto, en el que la sucesión an(z1 − z0)n queda acotada.
Entonces P converge absoluta y localmente uniformemente en D|z1−z0|(z0).
Demostración. Es suficiente mostrar la convergencia absoluta y uniforme en Dr(z0) para
cualquier r ∈ (0, |z1 − z0|). Fijando tal r y M > 0 tal que |an(z1 − z0)n| ≤M para todo
n ∈ N0 obtenemos para z ∈ Dr(z0)

|an(z − z0)n| = |an(z1 − z0)n|
∣∣∣∣ z − z0

z1 − z0

∣∣∣∣n ≤M

(
r

|z1 − z0|

)n
.

Como r < |z1 − z0|, el criterio de la mayorante y la convergencia de la serie geométrica
implica el enunciado.
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Demostración del Teorema 1.4.5. Sea r dado por la Fórmula de Cauchy-Hadamard:

(1.4.1) r := 1
ĺım supn→∞ n

√
|an|

.

Aquí definimos 1/0 := +∞ y 1/∞ := 0.
Primero supongamos que r > 0. Si 0 < r1 < r entonces ĺım supn→∞ n

√
|an| = 1/r <

1/r1 implica la desigualdad |an| < 1/rn1 para casi todo n ∈ N. La sucesión (anrn1 ) es
acotada y por el Lema 1.4.6 P converge absoluta y localmente uniformemente en Dr1(z0).
Como r1 ∈ (0, r) era arbitrario, lo mismo es cierto en Dr(z0).
Ahora supongamos que 0 ≤ r < ∞. Si |z − z0| > r, es decir, 1/|z − z0| < 1/r =

ĺım supn→∞ n
√
|an|, entonces existe un número infinito de índices n tal que 1/|z − z0|n <

|an|. Eso implica que la sucesión an(z− z0)n no converge a cero y la serie P no converge
en z.

Notamos que la función límite de una serie de potencias en el disco de convergencia
es continua, por el Teorema 1.4.2.

1.5. Funciones elementales
Trataremos aquí la exponencial y las funciones trigonométricas, y hiperbólicas. Como
n
√
n!→∞ cuando n→∞, la serie de potencias

exp(z) :=
∞∑
ν=0

1
ν!z

ν

converge en todo C. Su límite exp(z) es la exponencial. Se define e := exp(1) y se suele
escribir ez en vez de exp(z). Para z, w ∈ C fijos tenemos por la convergencia absoluta

∞∑
ν=0

∞∑
µ=0

zν

ν!
wµ

µ! =
∞∑
ν=0

ν∑
µ=0

zν−µ

(ν − µ)!
wµ

µ! =
∞∑
ν=0

1
ν!

ν∑
µ=0

(
ν

µ

)
zν−µwµ =

∞∑
ν=0

1
ν! (z + w)ν ,

es decir, se cumple la ecuación funcional

(1.5.1) ezew = ez+w ∀z, w ∈ C.

La exponencial es una función entera: usando (1.5.1) y la continuidad de la función límite
de una serie de potencias obtenemos

ĺım
h→0

ez+h − ez
h

= ez ĺım
h→0

eh − 1
h

= ez ĺım
h→0

∞∑
ν=1

1
ν!h

ν−1 = ez,

es decir,

(1.5.2) (ez)′ = ez ∀z ∈ C.
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Definimos las funciones trigonométricas

sen z :=
∞∑
ν=0

(−1)ν
(2ν + 1)!z

2ν+1

y

cos z :=
∞∑
ν=0

(−1)ν
(2ν)! z

2ν .

Igual que la exponencial, estas series convergen en todo C. Usando i2 = −1 estas defini-
ciones implican

(1.5.3) cos z + i sen z = eiz ∀z ∈ C.

Como cos(−z) = cos z y sen(−z) = − sen z, reemplazando z por −z (1.5.3) da

cos z − i sen z = e−iz,

así que se cumplen las Fórmulas de Euler

(1.5.4) cos z = 1
2
(
eiz + e−iz) , sen z = 1

2i
(
eiz − e−iz) .

Como exp es entera con derivada dada en (1.5.2), las reglas de diferenciación compleja
implican que

(sen z)′ = cos z, (cos z)′ = − sen z.

Las fórmulas de adición

cos(w + z) = cosw cos z − senw sen z(1.5.5)
sen(w + z) = senw cos z + cosw sen z(1.5.6)

son una consecuencia sencilla de (1.5.1) y (1.5.4).
Estudiemos la exponencial en más detalle, basándonos en (1.5.3). Para z = x+ iy con

x, y ∈ R obtenemos

(1.5.7) ez = exeiy = ex(cos y + i sen y)

como representación polar de ez. Esto implica las relaciones

(1.5.8) |ez| = eRe z, arg(ez) = Im z,

donde “arg” significa un argumento de ez, no el valor de la rama principal del argumento.
En particular la función

t 7→ eit = cos t+ i sen t
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es un epimorfismo del grupo aditivo de R en el grupo multiplicativo S1 de los números
complejos del valor absoluto 1. Similarmente, (1.5.1) implica que

(1.5.9) C→ Ċ, z 7→ ez

es un homomorfismo del grupo aditivo de C en el grupo multiplicativo Ċ. Este también
es suprayectivo: si w ∈ Ċ tomamos x := log|w| (el logaritmo natural)y y cualquier
argumento de w y ponemos z := x+ iy. Entonces (1.5.8) dice que ez = w.
La Ecuación (1.5.7) además implica que e2πi = 1, así que ez+2kπi = ez(e2πi)k = ez

para todo k ∈ Z y z ∈ C. En otras palabras, la exponencial tiene el período 2πi. Si
ez1 = ez2 , poniendo z := z1 − z2 = x+ iy obtenemos 1 = ez = ex(cos y + i sen y), así que
x = 0, cos y = 1 y sen y = 0. Por las propiedades de las funciones trigonométricas reales
esto implica que y ∈ 2πiZ. Eso muestra que 2πik con k ∈ Z son los únicos períodos de
exp, o, en otras palabras, que 2πiZ es el núcleo del homomorfismo dado en (1.5.9). Una
consecuencia es que para cada a ∈ R la restricción de la exponencial a la tira horizontal

{z ∈ C | a ≤ Im z < a+ 2π}

es una biyección con Ċ.
Por las fórmulas (1.5.4) podemos analizar las extensiones de las funciones geométricas

a C. Encontremos primero todos los ceros: si sen z = 0 entonces e2iz = 1, así que por lo
de arriba z ∈ πZ. El seno complejo no tiene más ceros que los ya conocidos en R. Como

(1.5.10) sen
(
z + π

2

)
= sen z cos π2 + cos z sen π2 = cos z

lo mismo es cierto para el coseno. Investiguemos la periodicidad. Por la periodicidad
de exp y por (1.5.4) el coseno y el seno tienen los períodos 2πk con k ∈ Z. Cualquier
período w ∈ C del seno cumpliría senw = sen 0 = 0, es decir, w ∈ πZ. Como kπ sólo es
un período para k par, k ∈ 2πZ. Los elementos de 2πZ son los únicos períodos de del
seno. Por (1.5.10) lo mismo es cierto para el coseno. Por otro lado, las fórmulas de Euler
implican, para x, y ∈ R, las representaciones

cos(x+ iy) = cos x cosh y − i sen x senh y
sen(x+ iy) = sen x cosh y + i cosx senh y,

así que cos y sen no son acotados en ninguna tira vertical {z ∈ C | a ≤ Re z ≤ b}.
Extendamos también la tangente y la cotangente a números complejos, en la siguiente

manera:

tan z := sen z
cos z para z /∈ π2 + πZ,

cot z := cos z
sen z para z /∈ πZ.

Usando la exponencial obtenemos

tan z = 1
i

e2iz − 1
e2iz + 1 , tan z = ie

2iz + 1
e2iz − 1 .
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Las derivadas complejas son

(tan z)′ = 1
cos2 z

= 1 + tan2 z, (cot z)′ = −1
sen2 z

= −(1 + cot2 z).

La tangente y cotangente tienen precisamente kZ como conjunto de períodos.
La extensión de las funciones hiperbólicas a funciones enteras en C es muy natural,

usando las fórmulas conocidas del análisis real:

senh z := 1
2
(
ez − e−z

)
, cosh z := 1

2
(
ez + e−z

)
.

Las fórmulas de Euler implican las relaciones

senh z = 1
i sen iz, cosh z = cos iz,

sen z = 1
i senh iz, cos z = cosh iz.

Ellas muestran que en el plano complejo las funciones trigonométricas y las hiperbólicas
coinciden módulo una rotación y multiplicación con una constante. Por ejemplo, el coseno
real es la restricción del coseno complejo a R, y el coseno hiperbólico es la restricción del
coseno complejo a iR.



2 Integración compleja
La teoría de funciones holomorfas está íntimamente ligada a la existencia de antiderivadas
y por eso a la integración a lo largo de caminos. Varios teoremas fundamentales del
análisis complejo son resultados sobre estos integrales. En esta sección introducimos la
noción de la integral de una función compleja continua a lo largo de un camino de
integración y coleccionamos las herramientas técnicas para trabajar con ese integral
complejo.

2.1. Caminos de integración
Sea I := [a, b] ⊆ R un intervalo compacto. Una función f : I → C se llama continua a
trozos si existe una partición a = t0 < t1 < · · · < tn = b de I tal que la restricción de
f a cada (tk−1, tk) es continua y tiene una extensión continua a [tk−1, tk]. Similarmente,
llamamos a f continuamente diferenciable a trozos si f es continua y si existe una
partición como arriba tal que f es continuamente diferenciable en cada [tk−1, tk]. Eso
significa, en particular, que las derivadas unilaterales existen en cada tk, k = 0, 1, . . . , n;
no obstante, no necesariamente coinciden en los tk para k = 1, 2, . . . , n− 1. Definimos la
integral de una función f compleja y continua a trozos por

(2.1.1)
∫
I

f :=
∫ b

a

f =
∫ b

a

f(t) dt :=
∫ b

a

Re f(t) dt+ i
∫ b

a

Im f(t) dt.

Aquí se entiende que la integral es la suma de integrales de Riemann en un número finito
de subintervalos compactos, donde la restricción de f es continua después de cambiar
a lo más dos puntos (en la frontera). La integral es un operador real y C-lineal: para
funciones f, f1, f2 : I → C continuas a trozos y números c1, c2 ∈ C se tiene∫

I

(c1f1 + c2f2) = c1

∫
I

f1 + c2

∫
I

f2 y
∫
I

f̄ =
∫
I

f.

El Teorema Fundamental de Cálculo también es válido en esta situación: si f : I → C es
continua y si F : I → C es diferenciable con F ′ = f , entonces

(2.1.2)
∫ b

a

f = F (b)− F (a).

Estos hechos se comprueban fácilmente considerando las partes reales y imaginarias por
separado. Similarmente, existe una regla de sustitución: sea ϕ : [a, b]→ R diferenciable a
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trozos, y sea g : ϕ[a, b]→ C continua a trozos tal que g ◦ϕ es continua a trozos. Entonces
g y (g ◦ ϕ)ϕ′ tienen antiderivadas, así que∫ b

a

(g ◦ ϕ)ϕ′ =
∫ ϕ(b)

ϕ(a)
g.

2.1.1 Lema. Sea f : [a, b]→ C continua a trozos. Entonces∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f |.

Demostración. Para s ∈ R se cumple que

eis
∫ b

a

f =
∫ b

a

eisf

y luego que

(2.1.3) Re
(

eis
∫ b

a

f

)
=
∫ b

a

Re
(
eisf

)
≤
∫ b

a

|eisf | =
∫ b

a

|f |.

Si
∫ b
a
f = 0 no hay nada que demostrar. Si

∫ b
a
f 6= 0 entonces ponemos s := −Arg

∫ b
a
f .

Se sigue que

eis
∫ b

a

f = eis
∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ e−is =
∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ,
es decir, la primera integral es un valor real. Junto con (2.1.3) esto prueba la afirmación.

2.1.2 Definición. Un camino de integración en U ⊆ C es un camino γ : [a, b] → U
continuamente diferenciable a trozos.

Si γ es continuamente diferenciable en [a, b] y γ′(t) 6= 0 para todo t ∈ [a, b], entonces
decimos que γ es suave. Si γ(a) = γ(b) entonces γ es un camino de integración cerrado
(o un lazo). Si γ es cerrado e inyectivo en [a, b) entonces decimos que γ es simplemente
cerrado. El rango γ[a, b] también se llama la traza, y escribimos tr γ := γ[a, b]. Si un
subconjunto M de C es la traza de un camino γ, decimos que γ parametriza a M .
Muchas veces denotaremos a un camino y a su traza por el mismo símbolo.

2.1.3 Ejemplo. (a) sea z0 ∈ C y r > 0. La función

κ : [0, 2π]→ C, t 7→ z0 + reit

es continuamente diferenciable: κ′(t) = ireit. Es un camino suave y simplemente
cerrado con traza Sr(z0). Denotaremos a este camino por κ(r, z0) y lo llamaremos
el círculo positivamente orientado.

(b) Para z0, z1 ∈ C la función γ : [0, 1] → C, γ(t) := (1 − t)z0 + tz1, parametriza el
segmento [z0, z1] entre z0 y z1.
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(c) Más generalmente: si z0, z1, . . . , zn ∈ C están dados, definimos un camino de inte-
gración γ : [0, n]→ C por

γ(t) := (k + 1− t)zk + (t− k)zk+1 si t ∈ [k, k + 1].

la traza de γ es una cadena de segmentos, y escribiremos γ = [z0, z1, . . . , zn]. En
el caso particular de un triángulo ∆ con los vértices z0, z1 y z2 (es decir, ∆ es la
envolvente convexa de {z0, z1, z2}), [z0, z1, z2, z0] es una parametrización de ∂∆.

Introduzcamos los procesos de pegar y cortar caminos de integración. Sean γ1 : [a, b]→
C y γ2 : [c, d] → C caminos de integración tales que γ1(b) = γ2(c). El camino pegado
γ1γ2 : [a, b+ d− c]→ C de γ1 y γ2 está dado por

(γ1γ2)(t) :=
{
γ1(t) t ∈ [a, b]
γ2(t+ c− b) t ∈ [b, b+ d− c].

es obvio que γ1γ2 también es un camino de integración. Por inducción se define el pe-
gado γ1γ2 . . . γn de un número finito de caminos γk con la propiedad que coinciden el
punto final de γk con el punto inicial de γk+1, para k = 1, 2, . . . , n − 1. Decimos en
este caso que los γ1, γ2, . . . , γn son pegables. Nuevamente, si todos los caminos γk son
caminos de integración, también γ1γ2 . . . γn es un camino de integración. Por ejemplo,
[a0, a1, . . . , an] = [a0, a1][a1, a2] . . . [an−1, an].
Si γ : [a, b]→ C es un camino de integración y a = t0 < t1 < · · · < tn = b una partición

de [a, b], entonces la restricción γk := γ|[tk−1,tk] es un camino de integración. Los γk son
los caminos parciales de γ y γ está dividido en los caminos parciales γk. Obviamente γ es
pegado de los γk en esa situación. Si los γk son suaves, entonces decimos que γ es suave
a trozos.
Para un camino γ : [a, b] → C definimos el camino inverso γ−1 : [a, b] → C por

γ−1(t) := γ(a+b− t). Intuitivamente γ−1 recorre la traza de γ en la dirección inversa, in-
tercambiando punto inicial y punto final. Por ejemplo, el camino inverso de κ := κ(r, z0)
es κ−1(r, z0) := κ(r, z0)−1, el círculo negativamente orientado. Por la periodicidad de la
exponencial se tiene que κ−1(t) = z0 + re−it para t ∈ [0, 2π].
El sentido del recorrido de la traza de un camino lo denotaremos por una flecha.

Invertir la dirección del camino inverso la flecha.
Un camino de integración γ : [a, b]→ C es rectificable, con la longitud

(2.1.4) L(γ) =
∫ b

a

|γ′|.

Este hecho se mostró en el análisis real para caminos rectificables en Rn.

2.1.4 Definición. Sean γ : [a, b] → C un camino de integración y f : tr γ → C una
función continua. Definimos la integral de f a lo largo de γ (o sobre γ) por

(2.1.5)
∫
γ

f :=
∫
γ

f(z) dz :=
∫ b

a

(f ◦ γ)γ′ =
∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt.
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En esta definición el integrando es continuo a trozos ya que f es continua y γ conti-
nuamente diferenciable a trozos, así que la integral está bien definida según (2.1.1).

2.1.5 Ejemplo. (a) Sea z0 ∈ C. Integramos la función f(z) := 1/(z − z0) a lo largo
de κ(r, z0):

(2.1.6)
∫
κ(r,z0)

dz
z − z0

=
∫ 2π

0

1
reit ire

it dt = 2πi.

Notemos que el resultado no depende del radio r.
Muchas veces escribiremos∫

|z−z0|=r
f o

∫
∂Dr(z0)

f en vez de
∫
κ(r,z0)

f.

(b) Sea γ : [a, b]→ R dado por γ(t) := t. Entonces∫
γ

f(z) dz =
∫ b

a

f(t) dt,

es decir, las notaciones de (2.1.1) y de (2.1.5) son compatibles.

(c) Si tr γ es un solo punto, entonces ∫
γ

f = 0

ya que γ′ ≡ 0.

(d) Sea γ : [0, π] → C dado por γ(t) := ei(π−t), es decir, un medio círculo superior de
−1 a 1. Como |z| = 1 en tr γ obtenemos∫

γ

|z| dz =
∫ π

0
γ′ = γ(π)− γ(0) = 2.

Por otro lado, la integral de la misma función a lo largo del segmento [−1, 1] da∫
[−1,1]
|z| dz =

∫ 1

−1
|t| dt = 1.

Este ejemplo muestra que en general los integrales a lo largo de caminos no sólo
dependen de los puntos iniciales y finales.

Hablemos de las propiedades de la integral sobre un camino γ. Es obvio que es C-lineal,
es decir, que ∫

γ

(c1f1 + c2f2) = c1

∫
γ

f1 + c2

∫
γ

f2

si c1, c2 ∈ C. Está válida la desigualdad estándar :
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2.1.6 Teorema. Sean γ un camino de integración y f una función continua en tr γ.
Entonces ∣∣∣∣∫

γ

f

∣∣∣∣ ≤ L(γ) máx
z∈tr γ
|f(z)|.

Demostración. Sea [a, b] el dominio de γ. Por el Lema 2.1.1 y con M := máxz∈tr γ|f(z)|
obtenemos ∣∣∣∣∫

γ

f

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ b

a

(f ◦ γ)γ′
∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|(f ◦ γ)γ′| ≤M

∫ b

a

|γ′| = ML(γ).

Para los siguientes resultados necesitamos que detallar transformaciones de paráme-
tros.

2.1.7 Definición. Sean I, J intervalos compactos. Una transformación de parámetros
de J en I es una función ϕ : J → I que es suprayectivo, continuamente diferenciable en
trozos, y tal que ϕ′(t) > 0. En los puntos donde ϕ′ no es continua esto significa que las
derivadas unilaterales son positivas.

Si ϕ, ψ son transformaciones de parámetros, entonces también ϕ ◦ ψ y ϕ−1 lo son. Si
γ : I → C es un camino de integración y ϕ : J → I una transformación de parámetros,
entonces también γ ◦ ϕ es un camino de integración. Ese camino está obtenido de γ por
una reparametrización. Los puntos iniciales y finales y la traza de un camino no cambia
bajo una reparametrización. Lo mismo es cierto para una integral sobre un camino:

2.1.8 Teorema. Sean γ1 y γ2 caminos de integración en C, donde γ2 es una reparame-
trización de γ1. Entonces se cumple para toda f : tr γ1 → C continua que∫

γ1

f =
∫
γ2

f.

Demostración. Los dominios de γ1 y γ2 sean [a, b] y [c, d], y sea γ2 = γ1 ◦ ϕ con una
transformación de parámetros ϕ : [c, d]→ [a, b]. Le regla de substitución implica que∫

γ1

f(z) dz =
∫ b

a

f(γ1(t))γ′1(t) dt

=
∫ d

c

f(γ1(ϕ(s)))γ′1(ϕ(s))ϕ′(s) ds

=
∫ d

c

f(γ2(s))γ′2(ϕ(s)) ds

=
∫
γ2

f(z) dz.

2.1.9 Teorema. Sea γ un camino de integración y γ−1 el camino inverso. Entonces se
cumple para toda f : tr γ → C continua que∫

γ−1
f = −

∫
γ

f.
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Demostración. Sea [a, b] el dominio de γ y γ−1. Como γ−1(t) = γ(a + b − t), se tiene
(γ−1)′(t) = −γ′(a+ b− t). Con la sustitución s = a+ b− t obtenemos∫

γ−1
f = −

∫ b

a

f(γ(a+ b− t))γ′(a+ b− t) dt = −
∫ b

a

f(γ(s))γ′(s) ds = −
∫
γ

f.

2.1.10 Teorema. Sean γ1, γ2, . . . , γn caminos de integración que son pegables y γ el
pegado. Entonces se cumple para toda f : tr γ → C continua que∫

γ

f =
∫
γ1

f +
∫
γ2

f + · · ·+
∫
γn

f.

Demostración. Mostremos el caso de dos caminos pegados. El caso general se sigue por
inducción.
Sean γ1, γ2 caminos de integración con dominios [a, b] y [c, d]. Con la sustitución s =

c+ t− b calculamos∫
γ1γ2

f =
∫ b

a

f(γ1(t))γ′1(t) dt+
∫ b+d−c

b

f(γ2(c+ t− b))γ′2(c+ t− b) dt

=
∫ b

a

f(γ1(t))γ′1(t) dt+
∫ d

c

f(γ2(s))γ′2(s) ds

=
∫
γ1

f +
∫
γ2

f.

Será útil generalizar más aún el concepto de pegado de caminos, permitiendo que no
coinciden puntos finales de unos con puntos iniciales de otros. Además, permitiremos que
un camino se recorre un número entero de veces, es decir, con una multiplicidad n ∈ Z.

2.1.11 Definición. Una cadena de caminos en U ⊆ C es un mapeo Γ del conjunto de
todos los caminos de integración en U en Z que toma un valor distinto a cero sólo en un
número finito de caminos.

El conjunto de cadenas en U forma, mediante sumación de los mapeos Γ, un grupo
abeliano, el grupo libre sobre los caminos de integración en U . Identifiquemos a un
camino γ con la cadena que toma el valor 1 en γ y el valor cero en los demás caminos y
denotemos esta cadena fundamental también por γ. Con esta notación, cada cadena Γ
es una combinación lineal de cadenas fundamentales γj:

Γ =
k∑
j=1

njγj,

donde nj ∈ Z. Cadenas se suman puntualmente: si γ1, . . . , γ4 son caminos de integración,
entonces con

Γ1 := γ1 − 2γ2 + 3γ3 y Γ2 := 2γ2 − γ3 + 5γ4

obtenemos
Γ1 + Γ2 = γ1 + 2γ3 + 5γ4.
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La traza de Γ =
∑k

j=1 njγj está definida por

tr Γ :=
⋃
nj 6=0

tr γj,

y la longitud de Γ es

L(Γ) :=
k∑
j=1

|nj|L(γj).

Para una función continua f : tr Γ→ C definimos∫
Γ
f :=

k∑
j=1

nj

∫
γj

f.

Las propiedades de integrales sobre caminos se extienden a integrales sobre cadenas:
∫

Γ f
es C-lineal en f ; la desigualdad estándar tiene la forma

(2.1.7)
∣∣∣∣∫
γ

f

∣∣∣∣ ≤ L(Γ) máx
z∈tr Γ
|f(z)|

Además se tiene ∫
Γ1+Γ2

f =
∫

Γ1

f +
∫

Γ2

f

si f : tr(Γ1 + Γ2)→ C es continua.

2.2. Antiderivadas
En esta sección extendemos el teorema fundamental del cálculo para funciones complejas
en intervalos a funciones complejas en caminos de integración.

2.2.1 Definición. Sean U ⊆ C abierto y f : U → C una función. Una función F : U → C
se llama antiderivada de f si F es holomorfa y F ′ = f . Decimos que f tiene antiderivadas
locales en U si para cada z0 ∈ U existe una vecindad abierta V ⊆ U de z0 tal que f |V
tiene una antiderivada.

La existencia de una antiderivada tiene una consecuencia importante para los integrales
sobre caminos:

2.2.2 Teorema. Sea f : U → C una función continua que posee una antiderivada F .
Entonces para cada camino de integración de z0 a z1 en U se tiene∫

γ

f = F (z1)− F (z0).
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Demostración. Sea [a, b] el dominio de γ y sea a = t0 < t1 < · · · < tn = b una partición
tal que γk := γ|[tk−1,tk] es continuamente diferenciable para k = 1, 2, . . . , n. Mostremos
primero que

(2.2.1) (F ◦ γk)′ = (F ′ ◦ γk)γ′k para todo k = 1, 2, . . . , n.

Fijamos k y t∗ ∈ [tk−1, tk] y calculamos:

(F ◦ γk)′(t∗) = ĺım
t→t∗

t∈[tk−1,tk]

F (γ(t))− F (γ(t∗))
t− t∗

= ĺım
t→t∗

t∈[tk−1,tk]

F (γ(t))− F (γ(t∗))
γ(t)− γ(t∗) · γ(t)− γ(t∗)

t− t∗

= ĺım
z→γ(t∗)

F (z)− F (γ(t∗))
z − γ(t∗) ĺım

t→t∗
t∈[tk−1,tk]

γ(t)− γ(t∗)
t− t∗

= F ′(γ(t∗))γ′(t∗).

Esto muestra (2.2.1).
Calculemos la integral:∫

γ

f =
∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt por la Definición 2.1.4

=
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

f(γk(t))γ′k(t) dt por el Teorema 2.1.10

=
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

F ′(γk(t))γ′k(t) dt porque f = F ′

=
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

(F ◦ γk)′(t) dt por (2.2.1)

=
n∑
k=1

(
F (γ(tk))− F (γ(tk−1))

)
por (2.1.2)

= F (z1)− F (z0).

La Ecuación (2.1.2) (el teorema fundamental del cálculo en un intervalo) se pudo usar
ya que γ′k y luego (F ◦ γk)′ es una función continua para todo k.

2.2.3 Corolario. Sea f : U → C una función continua que posee una antiderivada.
Entonces ∫

γ

f = 0

para todo lazo γ en U .
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2.2.4 Ejemplo. (a) Sea n ∈ N0. Entonces f(z) := zn tiene la antiderivada F (z) :=
zn+1/(n + 1) en C. En consecuencia, si γ es un camino de integración de z0 a z1,
se cumple ∫

γ

zn dz = 1
n+ 1(zn+1

1 − zn+1
0 ).

Un polinomio
∑n

k=0 akz
k tiene la antiderivada

∑n
k=0 akz

k+1/(k + 1).

(b) Sea n ∈ N, n ≥ 2. Entonces f(z) := z−n tiene la antiderivada z−n+1/(−n + 1) en
C\{0}. Esto es una consecuencia de la Proposición 1.2.5(c) y del ejemplo (a). En
consecuencia

(2.2.2)
∫
γ

dz
zn

= 0 si n = 2, 3, . . . y si γ es un lazo en C\{0}.

(c) Por el Ejemplo 2.1.5(a) y el Corolario 2.2.3 la función 1/z no tiene una antiderivada
en C\{0}, ya que ∫

|z|=1

dz
z

= 2πi 6= 0.

(d) En el Ejemplo 2.1.5(d) mostramos que la integral de |z| sí depende del camino.
Entonces |z| no posee una antiderivada en C.

Como en el análisis real, existe la inversión del último teorema:

2.2.5 Teorema. Sea f continua en la región G. Para cada lazo γ en G sea
∫
γ
f = 0.

Entonces f tiene una antiderivada en G.

Antes de demostrar este Teorema mostramos un resultado general sobre la existencia
de caminos de integración.

2.2.6 Lema. Sean G ⊆ C una región y z0, z1 ∈ G. Entonces existe un camino de
integración de z0 a z1.

Demostración. Sean κ : [a, b] → G un camino de z0 a z1 (¡G es arcoconexo!) y U =
{U1, U2, . . . , Un} una cubierta finita de trκ por discos abiertos Uk tales que Uk ⊆ G.
Definimos t0 := a. Sea k1 tal que z0 ∈ Uk1 . DefinimosM := {t ∈ [a, b] | κ(t) ∈ Uk1}. Como
κ(t0) = z0 ∈ Uk1 , t0 ∈ M . Además, M es un subconjunto compacto de [a, b], es decir,
está bien definido t1 := máxM . Se sigue que [κ(t0), κ(t1)] ⊆ Uk1 ⊆ G. Si t1 = b, entonces
terminamos. Si t1 < b, entonces κ(t) /∈ Uk1 para t ∈ [t1, b]. Reemplazamos a t0 por t1 y
a z0 por κ(t1) y repetimos el proceso. Con un número finito de repeticiones (ya que U
es finito) obtenemos, inductivamente, una partición a = t0 < t1 < · · · < tn = b tal que
[κ(tk−1), κ(tk)] ⊆ G para k = 1, 2, . . . , n. Entonces [z0, κ(t1), κ(t2), . . . , κ(tn−1), z1] ⊆ G
es el camino de integración buscado.
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Demostración del Teorema 2.2.5. Sea z∗ ∈ G un punto fijo. Si z ∈ G, entonces escogemos
un camino de integración γz de z∗ a z en G, usando el Lema 2.2.6. Si σ es otro camino
de integración de z∗ a z en G, entonces σ−1 y γz son pegables y σ−1γz es un lazo. La
hipótesis implica que

0 =
∫
σ−1γz

f = −
∫
σ

f +
∫
γz

f.

Entonces está bien definido
F (z) :=

∫
γz

f,

ya que la integral no depende del camino de integración γz de z∗ a z en G.
Mostremos que F es una antiderivada de f . Sean z0 ∈ G y

A(z) := F (z)− F (z0)
z − z0

, z ∈ G\{z0},

el cociente diferencial de F en z0. Tenemos que mostrar que A(z)→ f(z0) cuando z → z0.
Sea r > 0 tal que Dr(z0) ⊆ G. Si z ∈ Dr(z0) entonces [z0, z] ⊆ G y γ := γz0 [z0, z]γ−1

z es
un lazo en G. La hipótesis implica que

0 =
∫
γ

f =
∫
γz0

f +
∫

[z0,z]
f −

∫
γz

f.

En seguida,

F (z)− F (z0) =
∫
γz

f −
∫
γz0

f

=
∫

[z0,z]
f

=
∫ 1

0
f((1− t)z0 + tz)(z − z0) dt,

es decir,

A(z) =
∫ 1

0
f((1− t)z0 + tz) dt si z ∈ Ḋr(z0).

Entonces, para z ∈ Ḋr(z0) se cumple

|A(z)− f(z0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(
f((1− t)z0 + tz)− f(z0)

)
dt
∣∣∣∣

≤ máx
t∈[0,1]

|f((1− t)z0 + tz)− f(z0)|

→ 0

cuando z → z0. Esta convergencia es una consecuencia de la continuidad uniforme de f
en Dr(z0).
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En conjuntos convexos una condición menos estricta es suficiente para la existencia de
una antiderivada:

2.2.7 Teorema. Sea G una región convexa y f : G→ C continua. Para cada triángulo
∆ en G sea

∫
∂∆ f = 0. Entonces f tiene una antiderivada en G.

Demostración. Sea z∗ ∈ G un punto fijo. Para z ∈ G ponemos γz := [z∗, z], así que
γz ⊆ G por la convexidad de G. Definimos

F (z) :=
∫
γz

f.

Si z, z0 ∈ G, el triángulo ∆ con los vértices z∗, z0, z está contenido en G por la convexidad
de G. Para el lazo ∂∆ = γz0 [z0, z]γ−1

z la hipótesis implica que

0 =
∫
∂∆
f =

∫
γz0

f +
∫

[z0,z]
f −

∫
γz

f.

La demostración desde este punto es la misma como en el caso del Teorema 2.2.5.

Como cada punto en un abierto U tiene una vecindad abierta convexa en U (por
ejemplo, un disco suficientemente chico), vale el

2.2.8 Corolario. Sean U ⊆ C abierto y f : U → C continua. Para cada triángulo ∆ en
U sea

∫
∂∆ f = 0. Entonces f tiene antiderivadas locales en U .

Los resultados anteriores también podrían ser demostrados usando resultados del aná-
lisis real. Expresemos primero la integral compleja sobre un camino mediante la integral
real sobre un camino definida en el análisis real. Sean γ = g+ih un camino de integración
en C ' R2 y f = u+ iv una función continua en tr γ, con u, v funciones reales. Se sigue
que

(2.2.3)

∫
γ

f =
∫ b

a

(f ◦ γ)γ′

=
∫ b

a

(u ◦ γ + iv ◦ γ)(g′ + ih′)

=
∫ b

a

(
(u ◦ γ)g′ − (v ◦ γ)h′

)
+ i
∫ b

a

(
(v ◦ γ)g′ + (u ◦ γ)h′

)
=
∫ b

a

(
u ◦ γ
−v ◦ γ

)
·
(
g′

h′

)
+ i
∫ b

a

(
v ◦ γ
u ◦ γ

)
·
(
g′

h′

)
=
∫
γ

(
u
−v

)
+ i
∫
γ

(
v
u

)
.

Sean F = U + iV una función holomorfa en un subconjunto abierto G ⊆ C, con
funciones reales U y V . Por (1.3.7)

(2.2.4) F ′ = 1
2(Fx − iFy) = 1

2(Ux + Vy − i(Uy − Vx)) = Ux − iUy = Vy + iVx,
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ya que Ux = Vy y Uy = −Vx.
Si f = u + iv := F ′ es continua, entonces U es continuamente diferenciable con

gradiente

∇U =
(
Ux
Uy

)
=
(
u
−v

)
por (2.2.4). Similarmente, V es continuamente diferenciable con gradiente

∇V =
(
Vx
Vy

)
=
(
v
u

)
por (2.2.4). Junto con (2.2.3) esto implica por resultados del análisis real que

∫
γ
f = 0

para todo lazo γ en G.
Sea inversamente G una región en C y f = u+ iv : G→ C continua, tal que

∫
γ
f = 0

para todo lazo γ en G. Tomando parte real y imaginaria en (2.2.3) eso implica que los
campos vectoriales

(2.2.5) X :=
(
u
−v

)
y Y :=

(
v
u

)
en R2 tienen integral cero sobre todo lazo γ en G. Por un resultado del análisis real,
X y Y son los gradientes de funciones realmente diferenciables U y V en G. Definimos
F := U + iV y obtenemos Ux = u = Vy y Uy = −v = −Vx, es decir, F es holomorfa.
Además, f = F ′ por la ecuación (2.2.4), es decir, f tiene una antiderivada.
Mostremos que una función holomorfa f en un conjunto abierto U tiene antiderivadas

locales si f ′ es continua. Consideremos nuevamente los campos vectoriales X y Y en R2.
En ese caso uy = −vx y vy = ux por las ecuaciones de Cauchy-Riemann. En consecuencia,
en cada disco D ⊆ U los campos X y Y son gradientes, por los resultados del análisis
real. En seguida, como antes f tiene una antiderivada en D. Similarmente, una función
holomorfa f en una región convexa G con derivada continua tiene una antiderivada en
G, y las integrales de f sobre lazos en G se anulan.

2.3. Intercambio de límites
Necesitaremos considerar más en adelante la dependencia de integrales de parámetros.
Esta se analiza mediante la noción de continuidad uniforme. Similarmente, convergencia
uniforme de sucesiones y series de funciones implica que uno puede intercambiar integra-
ción y limitación. La sección actual contiene estos resultados y algunos otros similares.

2.3.1 Teorema. Sean γ un camino de integración y (fk) una sucesión de funciones que
son continuas en tr γ, y que convergen uniformemente allí a una función f . Entonces

ĺım
k→∞

∫
γ

fk =
∫
γ

f.
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Demostración. La convergencia uniforme en tr γ se expresa por
ĺım
k→∞

máx
z∈tr γ
|fk(z)− f(z)| = 0.

En seguida, ∣∣∣∣∫
γ

f −
∫
γ

fk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫
γ

(f − fk)
∣∣∣∣ ≤ L(γ) máx

z∈tr γ
|fk(z)− f(z)| → 0

cuando k →∞.
2.3.2 Corolario. Sean U ⊆ C abierto y

∑
fk una serie de funciones continuas en U

que converge localmente uniformemente en U . Si γ es un camino de integración en U ,
entonces ∫

γ

∞∑
k=0

fk =
∞∑
k=0

∫
γ

fk.

2.3.3 Teorema. La serie de potencias P (z) :=
∑∞

k=0 akz
k tenga el radio de con-

vergencia R > 0. Entonces P es una función holomorfa en DR(z0) con derivada
P ′(z) =

∑∞
k=1 kakz

k−1.
Demostración. Primero mostremos que Q(z) :=

∑∞
k=1 kakz

k−1 tiene el radio de con-
vergencia R: sea (|ak` |) la subsucesión maximal positiva de (|ak|). Se sigue de R > 0
que
(2.3.1) x := ĺım sup

`→∞
|ak`|1/k` <∞.

Denotando x` := |k`ak` |1/k` > 0 obtenemos ĺım sup`→∞ x` = x y luego

ĺım sup
`→∞

|k`ak` |1/(k`−1) = ĺım sup
`→∞

exp
(

1
k` − 1 log|k`ak` |

)
= ĺım sup

`→∞
exp

(
k`

k` − 1 log x`
)

= x.

Aquí usamos que exp y log son funciones continuas y crecientes en (0,∞). El cálculo
sigue siendo correcto en el caso x = 0. Esto muestra que los radios de convergencia de
las dos series coinciden.
Sea γ un lazo en DR(z0). Para k ∈ N la función k(z− z0)k−1 tiene la antiderivada (z−

z0)k. El Corolario 2.2.3 implica que
∫
γ
k(z− z0)k−1 dz = 0, así que por el Corolario 2.3.2

se sigue que ∫
γ

Q =
∞∑
k=1

ak

∫
γ

k(z − z0)k−1 = 0.

Como γ era un lazo arbitrario en DR(z0), el Teorema 2.2.5 dice que Q tiene una antide-
rivada en DR(z0). Según la demostración del Teorema 2.2.5 una antiderivada está dada
por ∫

[z0,z]
Q =

∞∑
k=1

ak

∫
[z0,z]

k(z − z0)k−1 dz =
∞∑
k=1

ak(z − z0)k = P (z)− a0.

Eso muestra que P es una función holomorfa con derivada Q.
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2.3.4 Teorema. Sean γ un camino de integración en C, M un espacio métrico local-
mente compacto y f : tr γ ×M → C una función continua.

(a) La función F : M → C dada por

F (x) :=
∫
γ

f(ζ, x) dζ

es continua.

(b) Sean M ⊆ C abierto y tenga f una derivada parcial ∂f
∂xi

(ζ, x) que es continua en
tr γ ×M , entonces F tiene una derivada parcial continua:

∂F

∂xi
(x) =

∫
γ

∂f

∂xi
(ζ, x) dζ.

(c) Sean M ⊆ C abierto y f(ζ, ·) complejamente diferenciable para todo ζ ∈ tr γ fijo,
con derivada continua fz(ζ, z) en tr γ ×M . Entonces F es holomorfa en M , con
derivada

F ′(z) =
∫
γ

fz(ζ, z) dζ.

Demostración. Los incisos (a) y (b) son consecuencias inmediatas de teoremas del análi-
sis real (dependencia de integrales de parámetros), aplicadas a la parte real e imaginaria
de los integrales.
En el caso del inciso (c), el inciso (b) implica que

Fz(z) =
∫
γ

fz(ζ, z) dζ y Fz̄(z) =
∫
γ

fz̄(ζ, z) dζ.

Como fz̄ ≡ 0, también Fz̄ ≡ 0, es decir, F es holomorfa.

El siguiente Teorema es una consecuencia del teorema de Fubini, aplicado a las partes
reales e imaginarias de los integrales sobre los dominios de los caminos:

2.3.5 Teorema. Sean α y β dos caminos de integración y f : trα× tr β → C continua.
Entonces ∫

α

(∫
β

f(z, w) dw
)

dz =
∫
β

(∫
α

f(z, w) dz
)

dw.



3 Funciones holomorfas
En este capítulo veremos que holomorfía es un concepto fundamentalmente diferente a
diferenciabilidad real. Por ejemplo, mostraremos aquí que una función holomorfa au-
tomáticamente es complejamente diferenciable infinitas veces, y que en cada punto del
dominio de la función existe un desarrollo en una serie de potencias centrada en el.

3.1. El teorema de Cauchy en conjuntos convexos
El siguiente resultado forma la base de todo el desarrollo siguiente. En comparación con
lo que vimos al final de la sección 2.2 la gran diferencia es que ya no falta suponer que
la derivada de una función holomorfa sea continua. Últimamente la continuidad de la
derivada compleja saldrá como consecuencia de los teoremas. Este es el punto donde el
análisis complejo se muestra muy diferente al análisis real.

3.1.1 Teorema (Goursat). Sea ∆ un triángulo cerrado en C. Si f es una función
holomorfa en una vecindad de ∆, entonces∫

∂∆
f = 0.

Demostración. Sean U ⊆ C abierto, ∆ ⊆ U y f holomorfa en U . Partimos ∆ en cuatro
triángulos ∆1

1, . . . ,∆4
1 juntando los centros de los lados. Consideremos los lazos ∂∆k

1,
recorriendo la frontera en el sentido positivo. Si [z1, z2] es una conexión de dos centros,
entonces [z1, z2] es parte de un lazo ∂∆l

1, y [z2, z1] es parte de otro lazo ∂∆`
1. Formando

4∑
k=1

∫
∂∆k

1

f,

se anulan los integrales sobre tal parte [z1, z2]. En consecuencia,∣∣∣∣∫
∂∆
f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
4∑

k=1

∫
∂∆k

1

f

∣∣∣∣∣ ≤ 4 máx
k

∣∣∣∣∣
∫
∂∆k

1

f

∣∣∣∣∣ .
Escogemos de los cuatro triángulos el que realiza el máximo de arriba, y lo llamamos
∆1. Eso da ∣∣∣∣∫

∂∆
f

∣∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣∣∫
∂∆1

f

∣∣∣∣ .
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Aplicamos la misma construcción a ∆1 y obtenemos un nuevo triángulo ∆2 con∣∣∣∣∫
∂∆1

f

∣∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣∣∫
∂∆2

f

∣∣∣∣ .
por inducción obtenemos una sucesión de triángulos

∆ =: ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ . . .

con las propiedades

(3.1.1)
∣∣∣∣∫
∂∆
f

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣∫
∂∆n

f

∣∣∣∣
y

(3.1.2) L(∂∆n) = 1
2L(∂∆n−1) = · · · = 2−nL(∂∆).

Como todos los ∆n son compactos existe un punto z0 ∈ ∆ tal que⋂
n∈N0

∆n = {z0}.

Usemos la diferenciabilidad compleja de f en z0 para estimar la integral
∫
∂∆n

f . Existe
una función continua A con A(z0) = 0 tal que

f(z) = f(z0) + (z − z0)(f ′(z0) + A(z)) para todo z ∈ U.

La función lineal f(z0) + (z − z0)f ′(z0) tiene una antiderivada, así que∫
∂∆n

(
f(z0) + (z − z0)f ′(z0)

)
= 0.

por consiguiente,∣∣∣∣∫
∂∆n

f

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫
∂∆n

(z − z0)A(z) dz
∣∣∣∣ ≤ L(∂∆n) máx

z∈∂∆n

(
|z − z0| |A(z)|

)
≤ (L(∂∆n))2 máx

z∈∂∆n

|A(z)|.

En la última desigualdad usamos el hecho obvio que |z − z0| ≤ L(∂∆n) para todo
z, z0 ∈ ∆n. Combinamos este resultado con (3.1.1) y (3.1.2) y obtenemos

(3.1.3)
∣∣∣∣∫
∂∆
f

∣∣∣∣ ≤ 4n(L(∂∆n))2 máx
z∈∂∆n

|A(z)| ≤ (L(∂∆))2 máx
z∈∂∆n

|A(z)|.

Para cualquier ε > 0 existe δ > 0 tal que |A(z)| ≤ ε para todo z ∈ Dδ(z0). Eso es una
consecuencia de la continuidad de A y de A(z0) = 0. Existe n0 tal que ∆n ⊆ Dδ(z0) para
todo n ≥ n0. Entonces

máx
z∈∂∆n

|A(z)| ≤ ε para todo n ≥ n0.
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Estos hechos muestran que
máx
z∈∂∆n

|A(z)| → 0

cuando n→∞, y la cota (3.1.3) implica la afirmación.

Mostremos una extensión útil del Teorema de Goursat que permite tratar funciones
que son holomorfas excepto en un punto.

3.1.2 Teorema. Sea ∆ un triángulo cerrado en C y z0 un punto en ∆. Si f es una
función holomorfa en una vecindad de ∆, con la posible excepción de z0, y si f es
continua en z0, entonces ∫

∂∆
f = 0.

Demostración. (a): Mostremos primero el caso donde z0 es un vértice de ∆. Tomamos
un punto z1 en un lado de ∆ que es adyacente a z0. Partimos ∆ en tres triángulos ∆1,
∆2 y ∆3, como dibujado en la Figura 3.1. Aquí sea el lado de ∆1 enfrente de z0 paralelo

z0 z1

z′1

∆1

∆2 ∆3

Figura 3.1: Para la demostración del Teorema 3.1.2.

al lado de ∆ enfrente de z0. Por el Teorema 3.1.1 tenemos∫
∂∆2

f =
∫
∂∆3

f = 0,

así que ∫
∂∆
f =

∫
∂∆1

f.

Eso muestra que la integral en la derecha de la última ecuación es independiente de z1.
Por otro lado, como f es acotado en ∆, la desigualdad∣∣∣∣∫

∂∆1

f

∣∣∣∣ ≤ L(∂∆1) máx
z∈∆
|f(z)|

implica que
ĺım
z1→z0

∫
∂∆1

f = 0.
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z0

∆1 ∆2

Figura 3.2: Para la demostración del Teorema 3.1.2.

Esto comprueba la afirmación en este caso.
(b): Sea ahora z0 un punto en un lado de ∆. Partimos ∆ en dos triángulos, como se

muestra en la Figura 3.2. Por los resultados del inciso (a) tenemos∫
∂∆
f =

∫
∂∆1

f +
∫
∂∆2

f = 0.

(c): Si z0 está en el interior de ∆, entonces partimos ∆ en dos triángulos, como se
muestra en la Figura 3.3. Por los resultados del inciso (b) tenemos

z0
•

∆1 ∆2

Figura 3.3: Para la demostración del Teorema 3.1.2.

∫
∂∆
f =

∫
∂∆1

f +
∫
∂∆2

f = 0.

Los teoremas Teorema 3.1.2 y Teorema 2.2.7 implican el siguiente resultado:

3.1.3 Teorema. Sean G ⊆ C un conjunto abierto y convexo y f : G → C una función
continua que es holomorfa en G, posiblemente excepto a un punto. Entonces f tiene una
antiderivada en G.

Si G no es convexo, obtenemos que f al menos tiene antiderivadas locales, por el
Corolario 2.2.8.
El Teorema 3.1.3 y el Corolario 2.2.3 implican el
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3.1.4 Teorema (Teorema de la integral de Cauchy para convexos). Sean G ⊆ C un
conjunto abierto y convexo y f : G→ C una función continua que es holomorfa, posible-
mente excepto en un punto. Entonces se cumple para todo lazo γ en G que∫

γ

f = 0.

3.2. Las fórmulas de Cauchy
3.2.1 Teorema (Fórmula de Cauchy). Sean G ⊆ C abierto y f : G → C una función
holomorfa. Sea además D := Dr(z0) ⊂⊂ G un disco abierto. Entonces para cada z ∈ D
se cumple

(3.2.1) f(z) = 1
2πi

∫
∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ.

Demostración. Existe ε > 0 tal que D ⊂⊂ U := Dr+ε(z0) ⊆ G. Sea z ∈ D fijo.
Consideremos en U la función

g(ζ) :=


f(ζ)− f(z)

ζ − z
ζ 6= z

f ′(z) ζ = z.

Como f es complejamente diferenciable en U , g es una función continua. Además, g es
holomorfa en U\{z}. Por el Teorema 3.1.4 obtenemos

0 =
∫
∂D

g(ζ) dζ =
∫
∂D

f(ζ)− f(z)
ζ − z

dζ =
∫
∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ − f(z)
∫
∂D

1
ζ − z

dζ.

Por ello es suficiente demostrar

(3.2.2)
∫
∂D

1
ζ − z

dζ = 2πi.

Para z ∈ D escribimos
h(z) :=

∫
∂D

1
ζ − z

dζ.

Por el Teorema 2.3.4(c) la función h es holomorfa en D, con derivada

h′(z) =
∫
∂D

1
(ζ − z)2 dζ.

Como el integrando de la última integral tiene una antiderivada (véase el Ejem-
plo 2.2.4(b)), h′ ≡ 0 en D. Por el Teorema 1.3.6 h es constante, y

h(z) ≡ h(z0) =
∫
∂D

1
ζ − z0

dζ = 2πi

es una consecuencia de (2.1.6).
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En la fórmula (3.2.1) el integrando es continuamente diferenciable respecto a z. El
Teorema 2.3.4(c) permite intercambiar diferenciación y integración, así que para z ∈ D
obtenemos

(3.2.3) f ′(z) = 1
2πi

∫
∂D

f(ζ)
(ζ − z)2 dζ.

El integrando nuevamente es holomorfo en z. Además, una representación análoga vale
en cualquier punto z ∈ G. En consecuencia, también f ′ es una función holomorfa, y
podemos calcular su derivada mediante la fórmula (3.2.3), aplicada a f ′. Eso implica el

3.2.2 Teorema. Cada función holomorfa es complejamente diferenciable infinitas veces.
Cualquiera de sus derivadas es una función holomorfa.

Derivando (3.2.1) n veces, obtenemos una fórmula para la n-ésima derivada:

3.2.3 Teorema. Sean U ⊆ C abierto, f : U → C holomorfa y D ⊂⊂ U un disco.
Entonces para cada z ∈ D y n ∈ N se cumple

(3.2.4) f (n)(z) = n!
2πi

∫
∂D

f(ζ)
(ζ − z)n+1 dζ.

La existencia de antiderivadas locales de una función f implica por el Teorema 3.2.2
que f es holomorfa, ya que cada una de sus antiderivadas locales en una vecindad de un
punto es una función holomorfa. Esta observación nos da algunos criterios de holomorfía:

3.2.4 Teorema (Morera). Sean U ⊆ C abierto y f : U → C una función continua tal
que ∫

∆
f = 0

para todo triángulo ∆ ⊆ U . Entonces f es una función holomorfa.

Demostración. El Corolario 2.2.8 implica la existencia de antiderivadas locales para f .
La afirmación es una consecuencia de la observación de arriba.

3.2.5 Teorema. Sean U ⊆ C abierto y f : U → C continua. Si existe un conjunto
discreto M ⊆ U tal que f es holomorfa en U\M , entonces f es holomorfa en todo U .

Demostración. Sean z0 ∈ M y Dr(z0) ⊆ U tal que Dr(z0) ∩M = {z0}. Por el Teore-
ma 3.1.3 f tiene una antiderivada en Dr(z0), es decir, es holomorfa en Dr(z0).

En el teorema anterior la condición de continuidad puede ser debilitada. Formulamos
un resultado para nada más un punto:

3.2.6 Teorema (de levantamiento de Riemann). Sea z0 un punto en el conjunto abierto
U ⊆ C y sea f : U\{z0} → C holomorfa. Si f es acotada en Ḋr(z0) para un r > 0,
entonces existe una extensión holomorfa de f a todo U .
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Demostración. Ponemos

F (z) :=
{

(z − z0)f(z) z ∈ U\{z0}
0 z = z0.

La función F es holomorfa en en U\{z0}. Como f es acotada cerca de z0, F es continua
en z0. Por el Teorema 3.2.5 F es complejamente diferenciable en z0. Por consiguiente
existe una función A : U → C que es holomorfa en U\{z0} y continua en z0, y que cumple

F (z) = (z − z0)A(z) para todo z ∈ U.

En U\{z0} tenemos A = f por la construcción de F . Nuevamente por el Teorema 3.2.5
también A es holomorfa en todo U , es decir, A es la extensión de f que buscábamos.

3.3. Desarrollo en series de potencias
A parte de ser infinitas veces complejamente diferenciable, mostraremos aquí que una
función holomorfa tiene la propiedad de ser desarrollable en una serie de potencias en
cada punto. Esto significa para una función f : U → C que para cada z0 ∈ U existen una
serie de potencias

∞∑
k=0

ak(z − z0)k

con centro de desarrollo z0 y radio de convergencia r > 0 y una vecindad abierta V ⊆
Dr(z0) ∩ U tal que

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k para todo z ∈ V.

Por el Teorema 2.3.3 f es holomorfa en V en ese caso.

3.3.1 Teorema. Sean U ⊆ C abierto y f : U → C holomorfa. Entonces f es desarro-
llable en cada z0 ∈ U en una serie de potencias

(3.3.1) f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k.

Los coeficientes ak son únicamente determinados por la fórmula

(3.3.2) ak = f (k)(z0)
k! ,

es decir, la serie es la Serie de Taylor de f en z0. Ella converge al menos en el disco
más grande DR(z0) que es un subconjunto de U . Si r ∈ (0, R), entonces también vale la
representación

ak = 1
2πi

∫
κ(r,z0)

f(ζ)
(ζ − z0)k+1 dζ.
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Demostración. Fijamos z0 ∈ U y consideramos el disco más grande DR(z0) que es un
subconjunto de U . Si U = C, ese disco es todo C. Además, sea r ∈ (0, R) fijo, y sea
κ := κ(r, z0). Para |z − z0| < r tenemos por la fórmula de Cauchy

(3.3.3) f(z) = 1
2πi

∫
κ

f(ζ)
ζ − z

dζ.

Desarrollamos el Kernel de Cauchy 1/(ζ−z) en una serie de potencias de (z−z0)/(ζ−z0):

1
ζ − z

= 1
1− z−z0

ζ−z0

1
ζ − z0

=
∞∑
k=0

(z − z0)k
(ζ − z0)k+1 .

Junto con (3.3.3) obtenemos

(3.3.4) f(z) = 1
2πi

∫
κ

( ∞∑
k=0

f(ζ)
(ζ − z0)k+1 (z − z0)k

)
dζ.

Para z fijo la serie
∞∑
k=0

(z − z0)k
(ζ − z0)k+1

converge uniformemente en ζ ∈ κ, ya que∣∣∣∣z − z0

ζ − z0

∣∣∣∣ ≤ |z − z0|
r

< 1

y por el Teorema 1.4.3. Como f es acotada en κ, también la serie en el integrando de
(3.3.4) converge uniformemente en ζ ∈ κ, así que podemos intercambiar sumación e
integración por el Corolario 2.3.2. En consecuencia,

(3.3.5) f(z) =
∞∑
k=0

(
1

2πi

∫
κ

f(ζ)
(ζ − z0)k+1 dζ

)
(z − z0)k =

∞∑
k=0

ak(z − z0)k,

donde definimos
ak := 1

2πi

∫
κ

f(ζ)
(ζ − z0)k+1 .

El Teorema 3.2.3 implica la representación (3.3.2), así que los coeficientes ak son inde-
pendientes de r. Como r ∈ (0, R) era arbitrario, la serie en (3.3.5) converge localmente
uniformemente en DR(z0).
Los coeficientes con la propiedad (3.3.1) son únicos, ya que derivación de la serie da

la fórmula (3.3.2).

En general no es cierto que la R del teorema anterior sea el radio de convergencia de la
serie de Taylor P . Puede pasar, si D es el disco de convergencia de P , que f no coincide
en todo U ∩D con P .
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3.3.2 Teorema. Sea
P (z) =

∞∑
k=0

ak(z − z0)k

una serie de potencias con disco de convergencia DR(z0). Entonces P puede ser desarro-
llada en cada punto z1 ∈ DR(z0) en una serie de potencias

Q(z) =
∞∑
k=0

bk(z − z1)k.

El radio de convergencia de la nueva serie es al menos R− |z1 − z0|.

Demostración. Como P define una función holomorfa, aplica el Teorema 3.3.1.

3.3.3 Teorema. Si
∑
ak(z − z0)k es una serie de potencias con función límite f y si

D es su disco de convergencia, entonces no existen una vecindad abierta U de D y una
extensión holomorfa f̂ de f a U .

Demostración. Argumentamos por contradicción. Si f̂ fuera una extensión holomorfa de
f a U , entonces f̂ tendría un desarrollo en una serie de potencias en z0 que converge
en un disco D′ ⊃ D. Pero los coeficientes de las dos series tendrían que coincidir, por
(3.3.2), igual que sus radios de convergencia. ¡Contradicción!

El ejemplo
1

1 + x2 =
∞∑
k=0

(−x2)k

muestra que la afirmación del Teorema 3.3.3 no es cierta en el análisis real.
Un resumen de los resultados sobre funciones holomorfas es el siguiente

3.3.4 Teorema. Sean U ⊆ C abierto y f : U → C una función. Entonces son equiva-
lentes:

(i) f es holomorfa;

(ii) f tiene antiderivadas locales;

(iii) f es realmente diferenciable y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann;

(iv) f tiene un desarrollo en una serie de potencias en cada z0 ∈ U .

Usemos los desarrollos en series de potencias como herramienta para analizar en más
detalle las funciones holomorfas.

3.3.5 Definición. Una función holomorfa f tiene un cero del orden n en z0 si satisface

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (n−1)(z0) = 0 y f (n)(z0) 6= 0.

f asume el valor w del orden n en z0 o tiene un punto w del orden n en z0 si f −w tiene
un cero del orden n en z0.
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En vez de orden también se dice multiplicidad. Un cero del orden 0 no es un cero. El
orden ∞ también es posible. La función zn tiene un cero del orden n en 0.

3.3.6 Proposición. Los siguientes incisos son equivalentes:

(i) f tiene un cero del orden n en z0;

(ii) el desarrollo de Taylor en z0 tiene la forma

f(z) =
∞∑
k=n

ak(z − z0)k, an 6= 0;

(iii) existe una función holomorfa g en una vecindad abierta U de z0 tal que

(3.3.6) g(z0) 6= 0 y f(z) = g(z)(z − z0)n para todo z ∈ U .

La equivalencia de los incisos (ii) y (iii) se sigue considerando las series de Taylor de
f y g en z0.
La función f ≡ 0 tiene un cero del orden ∞ en cualquier punto z0 ∈ C. Lo siguiente

muestra que esa propiedad caracteriza a la función nula:

3.3.7 Teorema (Identidad). Sean G ⊆ C una región y f : G→ C holomorfa. Entonces
son equivalentes:

(i) f ≡ 0;

(ii) f tiene un cero del orden ∞ en G;

(iii) existe un subconjunto no discreto N ⊂ G tal que f(z) = 0 para todo z ∈ N .

Un conjunto M ⊂ G es discreto si todo z0 ∈ G tiene una vecindad abierta U en G tal
que U ∩M es finito.

Demostración. (I) implica (III): Es trivial.
(III) implica (II): Existe z0 ∈ G y una sucesión (z`) ⊆ N tal que z` → z0 y z` 6= z0

para todo `. Mostremos que f tiene un cero del orden ∞ en z0. Notemos primero que

f(z0) = ĺım
`→∞

f(z`) = 0.

Para la serie de Taylor

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k

de f en z0 eso implica que a0 = 0. Por inducción, supongamos que ya hemos demostrado
que a0 = a1 = · · · = an−1 = 0. Dividimos (para ` suficientemente grande)

0 = f(z`) =
∞∑
k=n

ak(z` − z0)k



3.3 Desarrollo en series de potencias 45

entre (z` − z0)n y obtenemos

(3.3.7) 0 = an + (z` − z0)g(z`),

con la función holomorfa

g(z) :=
∞∑

k=n+1

ak(z − z0)k−n−1.

Como en la demostración del Teorema 2.3.3 se muestra que el radio de convergencia de
g es igual al de la serie de Taylor de f . Dejando ` → ∞ en (3.3.7) da 0 = an. Esto
concluye la demostración de (ii).
(II) implica (I): Supongamos que f tenga un cero del orden ∞ en z0 ∈ G. Conside-

ramos el conjunto
M := {z ∈ G | f (k)(z) = 0, k ∈ N0}.

Como
M =

⋂
k∈N0

{z ∈ G | f (k)(z) = 0}

y las funciones f (k) son continuas, M es relativamente cerrado en G. Además, z0 ∈ M .
Por otro lado, si z1 ∈M , entonces en la serie de Taylor

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z1)k

de f en z1 cumple que ak = 0 para todo k ∈ N0, y entonces que f ≡ 0 en una vecindad
de z1, por el Teorema 3.3.1. Pero esto implica que esa vecindad está contenida en M , y
hemos mostrado que M es abierto. Como G es conexo, M = G y luego f ≡ 0 en G.

Una forma alternativa del teorema anterior es la siguiente:

3.3.8 Teorema. Sean G ⊆ C una región y f, g : G → C holomorfas. Entonces son
equivalentes:

(i) f ≡ g;

(ii) existe z0 ∈ G tal que f (k)(z0) = g(k)(z0) para todo k ∈ N0;

(iii) existe un subconjunto no discreto N ⊂ G tal que f(z) = g(z) para todo z ∈ N .

Es una consecuencia del Teorema 3.3.7, aplicado a f − g. Los teoremas de identidad
muestran, por ejemplo, que una función holomorfa no constante en una región asume un
valor w, contado con multiplicidades, sólo un número finito de veces en un compacto.
El teorema de identidad dice que una función holomorfa en una región G está deter-

minada por sus valores en un subconjunto de G muy chico, por ejemplo, en un pedazo C
de una curva. Propiedades que son identidades entre funciones holomorfas en G pueden
ser demostradas verificándolas solamente en C. Este método de extender una propiedad
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de C a todo G se llama el Principio de Permanencia. Damos un ejemplo: la función
f(z) := cot(πz) es holomorfa en C\Z; f tiene el período 1 en R\Z, es decir, las dos
funciones holomorfas f y f(1 + ·) coinciden en el conjunto no discreto R\Z ⊆ C\Z. Por
el Principio de Permanencia esto es cierto en todo C\Z, así que la periodicidad de la
cotangente se extiende de R\Z a todo C\Z.
Para calcular las series de Taylor, en general la fórmula ak = f (k)(z0)/k! no sirve

mucho, porque las derivadas de alto orden no son fáciles de calcular. Pero al menos para
funciones racionales existe un método sencillo. Primero uno las escribe como una suma
finita de términos de la forma 1/(z − a)k (fracciones parciales). Para cualquier z0 6= a
tenemos la serie

(3.3.8) 1
z − a

= −
∞∑
k=0

(z − z0)k
(a− z0)k+1 .

Ella converge en D|a−z0|(z0). Para obtener las series de las funciones 1/(z − a)k, nada
más hay que derivar k − 1 veces la serie de 1/(z − a).
Por ejemplo, desarrollemos la función

f(z) := −1
(z − 1)2(z − 2)

en el punto 0. La representación en fracciones parciales es

f(z) = 1
z − 1 + 1

(z − 1)2 −
1

z − 2 = −
∞∑
k=0

zk +
∞∑
k=1

kzk−1 +
∞∑
k=0

1
2k+1 z

k

=
∞∑
k=0

(
k + 1

2k+1

)
zk.

3.4. Desigualdades de Cauchy
3.4.1 Teorema (Desigualdades de Cauchy). Sea f holomorfa en una vecindad del disco
Dr(z0). Entonces se cumple para todo δ ∈ (0, r] la cota

|f (n)(z)| ≤ r

δ

n!
δn

máx
|ζ−z0|=r

|f(ζ)| para todo z ∈ Dr−δ(z0).

Demostración. Para z ∈ Dr(z0) tenemos la fórmula de Cauchy

f (n)(z) = n!
2πi

∫
∂Dr(z0)

f(ζ)
(ζ − z)n+1 dζ.

Si z ∈ Dr−δ(z0) entonces |ζ − z| ≥ δ en el denominador del integrando. La afirmación se
sigue de la desigualdad estándar, el Teorema 2.1.6.

Usando δ = r y δ = r/2 en el teorema anterior obtenemos el
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3.4.2 Corolario. En la situación del Teorema 3.4.1 se cumplen

(3.4.1) |f (n)(z0)| ≤ n!
rn

máx
|ζ−z0|=r

|f(ζ)|

y

(3.4.2) |f (n)(z)| ≤ 2n+1 n!
rn

máx
|ζ−z0|=r

|f(ζ)| para todo z ∈ Dr/2(z0).

3.4.3 Nota. Para los coeficientes de la serie de potencias f(z) =
∑
ak(z − z0)k el

Corolario 3.4.2 y la fórmula (3.3.2) implican la cota

(3.4.3) |an| ≤
1
rn

máx
|ζ−z0|=r

|f(ζ)|.

3.4.4 Teorema (de convergencia de Weierstraß). Sea U ⊆ C abierto y sea (fk) una
sucesión de funciones holomorfas en U que converge localmente uniformemente a una
función f . Entonces f es holomorfa y todas las derivadas de (fk) convergen localmente
uniformemente a la derivada respectiva de f :

f
(n)
k → f (n).

Demostración. La función f es continua en U como límite localmente uniforme de una
sucesión de funciones continuas. Si γ es una parametrización de la frontera de un trián-
gulo cerrado que está contenido en U , entonces la convergencia uniforme de (fk) en tr γ
y el Teorema de Goursat implican que∫

γ

f = ĺım
k→∞

∫
γ

fk = 0.

Por el Teorema de Morera la función f es holomorfa.
Por inducción es suficiente mostrar que f ′k → f ′ localmente uniformemente en U .

Sea entonces D := Dr(z0) ⊂⊂ U . Apliquemos a f − fk las desigualdades de Cauchy,
ecuación (3.4.2):

|f ′k(z)− f ′(z)| ≤ 4
r

máx
|ζ−z0|=r

|f(ζ)− fk(ζ)| para todo z ∈ Dr/2(z0).

La convergencia uniforme de (fk) en Dr(z0) implica la convergencia uniforme de (f ′k) en
Dr/2(z0).

Otra consecuencia sencilla de las desigualdades de Cauchy son el principio del máximo
y del mínimo, de la aplicación abierta y de la invariancia de regiones. Empecemos con
un principio del mínimo muy particular:

3.4.5 Lema. Sea la función f holomorfa en una vecindad de Dr(z0). Si se cumple

|f(z0)| < mı́n
|z−z0|=r

|f(z)|

entonces f tiene un cero en Dr(z0).
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Demostración. Supongamos por contradicción que f no tenga cero en Dr(z0). Entonces
g := 1/f es una función holomorfa en una vecindad de Dr(z0), ya que |f | > 0 en Sr(z0).
Las desigualdades de Cauchy para n = 0 implican

|g(z0)| ≤ máx
|z−z0|=r

|g(z)|,

es decir,
1

|f(z0)| ≤ máx
|z−z0|=r

1
|f(z)| = 1

mı́n|z−z0|=r|f(z)| ,

en contradicción con la hipótesis.

3.4.6 Definición. Sean X y Y dos espacios topológicos. Un mapeo f : X → Y es abierto
si f(U) es abierto en Y para cada subconjunto abierto U de X.

3.4.7 Teorema (Invariancia de la región, función abierta). Sean G una región y f : G→
C holomorfa y no constante. Entonces f(G) es una región y f es una función abierta.

Demostración. Como f es continua, f(G) es conexo. Sea U ⊆ G abierto. Sean w0 ∈ f(U)
y z0 ∈ U tales que f(z0) = w0. Por el Teorema de Identidad y porque f no es constante
existe r > 0 tal que Dr(z0) ⊂⊂ U y tal que z0 es el único punto w0 en Dr(z0). Luego
existe ε > 0 tal que

|f(z)− w0| ≥ 3ε para todo z ∈ Sr(z0).

Mostremos que Dε(w0) ⊆ f(U). Si w ∈ Dε(w0), entonces

|f(z)− w| ≥ |f(z)− w0)| − |w − w0| ≥ 3ε− ε = 2ε para todo z ∈ Sr(z0).

Por otro lado tenemos para z = z0 que

|f(z0)− w| = |w − w0| < ε.

El Lema 3.4.5 implica que f − w tiene al menos un cero en Dr(z0), lo que implica que
w ∈ f(U). Con eso hemos mostrado que Dε(w0) ⊆ f(U). Como w0 ∈ f(U) era arbitrario,
f(U) es abierto.

Una implicación del teorema anterior es que una función holomorfa en una región es
constante si su parte real o imaginaria es constante, o si su valor absoluto es constante.

3.4.8 Teorema (Principio del Máximo para funciones holomorfas). Sean G una región
y f : G→ C holomorfa.

(a) Si |f | tiene en z0 ∈ G un máximo local, entonces f es constante en G.

(b) Si además G es acotado y f continua en G, entonces |f | alcanza su máximo sobre
G en un punto de ∂G:

máx
z∈G
|f(z)| = máx

z∈∂G
|f(z)|.
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Demostración. Sea U ⊆ G una vecindad abierta de z0 tal que |f(z0)| ≥ |f(z)| para todo
z ∈ U . Entonces

f(U) ⊆ {w ∈ C | |w| ≤ |f(z0)|}.
Esto implica que f(U) no es una vecindad de f(z0). Por el Teorema 3.4.7 obtenemos que
f ≡ f(z0) en U , y el Teorema 3.3.8 dice que f es constante en todo G.
La segunda afirmación es una consecuencia sencilla de la primera.

Análogamente tenemos el

3.4.9 Teorema (Principio de Mínimo para funciones holomorfas). Sean G una región
y f : G→ C holomorfa.

(a) Si |f | tiene en z0 ∈ G un mínimo local, entonces f(z0) = 0 o f es constante en G.

(b) Si además G es acotado y f continua en G, entonces f tiene ceros en G o |f |
alcanza su mínimo sobre G en un punto de ∂G:

mı́n
z∈G
|f(z)| = mı́n

z∈∂G
|f(z)|.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 3.4.8 a la función 1/f .

3.5. La Propiedad del Promedio
En la sección anterior deducimos el Principio del máximo de la invariancia de la región.
Aquí mostremos que en realidad el principio del máximo es cierto para una clase de
funciones más grande, las que satisfacen una propiedad de promedios.
Si f es holomorfa en un conjunto abierto U , z0 ∈ U y Dr(z0) ⊂⊂ U para un r > 0,

entonces la fórmula integral de Cauchy implica

f(z0) = 1
2πi

∫
κ(r,z0)

f(ζ)
ζ − z0

dζ = 1
2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reit)
reit rieit dt = 1

2π

∫ 2π

0
f(z0 + reit) dt.

En otras palabras, el valor de f en z0 es el promedio de los valores de la función t 7→
f(z0 + reit) en el intervalo [0, 2π].

3.5.1 Definición. Una función f en el conjunto abierto U tiene la propiedad del promedio
si es continua y si existe, para cada z0 ∈ U , un R > 0 tal que para todo r ∈ (0, R] se
tiene

f(z0) = 1
2π

∫ 2π

0
f(z0 + reit) dt.

Denotamos a la integral de arriba por µr(f, z0). Ya demostramos arriba que

3.5.2 Teorema. Funciones holomorfas tienen la propiedad del promedio.

La propiedad del promedio es invariante bajo combinaciones lineales y bajo conjuga-
ción:
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3.5.3 Teorema. Tengan f y g la propiedad del promedio. Entonces también af + bg
tiene la propiedad del promedio si a, b ∈ C. Además, f̄ , f y Im f tienen la propiedad del
promedio.
Demostración. Esto se sigue de las propiedades de integrales tratadas en la sección 2.1.

Por ejemplo, la función 1/x = Re z tiene la propiedad del promedio.
3.5.4 Teorema. Sean U abierto y f : U → C una función con la propiedad del promedio.
Si |f | tiene en z0 ∈ U un máximo local, entonces f es constante en una vecindad de z0.
Demostración. Si f(z0) = 0, entonces trivialmente f ≡ 0 en una vecindad de z0. Supon-
gamos que f(z0) 6= 0. Entonces existe c ∈ C tal que cf(z0) = |f(z0)|. Reemplazando f
por cf (la cual también tiene la propiedad del promedio) podemos suponer que f(z0) > 0.
Escogemos R > 0 tal que

f(z0) ≥ |f(z)| para todo z ∈ DR(z0)
f(z0) = µr(f, z0) para todo r ∈ (0, R].

Definimos la función g(z) := Re f(z) − f(z0), la cual también tiene la propiedad del
promedio. Además se cumple que

g(z) ≤ |f(z)| − f(z0) ≤ 0 para todo z ∈ DR(z0)

y g(z0) = 0. Si r ∈ (0, R], entonces

0 = g(z0) = µr(g, z0) = 1
2π

∫ 2π

0
g(z0 + reit) dt.

Como el integrando es continuo en [0, 2π] y siempre no positivo, se sigue que g(z0+reit) =
0 para t ∈ [0, 2π]. Como r ∈ (0, R] era arbitrario, obtenemos g ≡ 0 en DR(z0). Por la
definición de g esto implica que Re f ≡ f(z0) en DR(z0). Las desigualdades

|f | ≤ f(z0) ≡ Re f ≤ |f |,

implican que |f | ≡ Re f y luego que f ≡ Re f ≡ f(z0) en DR(z0).
3.5.5 Teorema. Sean G una región y f : G → C una función con la propiedad del
promedio. Si |f | alcanza un máximo global en z0 ∈ G, entonces f es constante. Si G es
acotado y f continua en G, entonces |f | alcanza su máximo sobre G en ∂G.
Demostración. Sean f(z0) = c y M := f−1(c). Entonces M es relativamente cerrado en
G y no vacío. Para cualquier z1 ∈M se cumple que z1 es un máximo local de f , así que
f ≡ c en una vecindad de z1, por el Teorema 3.5.4. Eso implica que z1 ∈ intM . Como
z1 ∈M era arbitrario, obtenemos queM es abierto. Como G es conexo,M = G, es decir,
f es constante. La segunda afirmación es una consecuencia sencilla de la primera.
3.5.6 Nota. Es un ejercicio sencillo comprobar principios del máximo para funciones
reales con la propiedad del promedio, análogos al Teorema 3.5.4 y al Teorema 3.5.5. En
esto, veremos más adelante que en verdad un máximo local interior es suficiente en el
Teorema 3.5.5 para funciones reales.
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3.6. Funciones enteras y polinomios
Recordemos que las funciones enteras son las que son definidas y holomorfas en todo C.
Una función entera es desarrollable en cualquier z0 ∈ C en una serie de potencias con
radio de convergencia∞. Polinomios son funciones enteras. Una función entera que no es
un polinomio se llama una función trascendente. Investigaremos aquí el comportamiento
de funciones enteras para |z| grande.
Mostremos primero que la potencia más grande de un polinomio domina el compor-

tamiento del mismo.

3.6.1 Teorema. Sea p(z) :=
∑n

k=0 akz
k un polinomio del grado n. Entonces se cumple

(3.6.1) |p(z)| ≤
( n∑
k=0

|ak|
)
|z|n para todo z ∈ C\D1(0).

Además existe, para todo ε ∈ (0, 1), un ρε ≥ 1 tal que para todo z ∈ C\Dρε(0) se cumple

(3.6.2) (1− ε)|an| |z|n ≤ |p(z)| ≤ (1 + ε)|an| |z|n.

Demostración. La desigualdad (3.6.1) es una consecuencia directa de la desigualdad del
triángulo, usando |z| ≥ 1:∣∣∣∣ n∑

k=0

akz
k

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=0

|ak||z|k ≤
( n∑
k=0

|ak|
)
|z|n.

Definimos

p̃(z) :=
n−1∑
k=0

akz
k,

así que
p(z) = p̃(z) + anz

n.

Sea ε ∈ (0, 1). Como an 6= 0, podemos definir

ρε := máx
{

1, 1
ε|an|

n−1∑
k=0

|ak|
}
.

En consecuencia, con (3.6.1) se sigue para |z| ≥ ρε que

|p̃(z)| ≤
(n−1∑
k=0

|ak|
)
|z|n−1 = 1

|z|

(n−1∑
k=0

|ak|
)
|z|n ≤ ε|an| |z|n,

y luego que

(1− ε)|an| |z|n ≤ |an| |z|n − |p̃(z)| ≤ |p(z)| ≤ |an| |z|n + |p̃(z)| ≤ (1 + ε)|an| |z|n.
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3.6.2 Nota. La demostración del Teorema 3.6.1 muestra (dejando ε→ 1) que todos los
ceros del polinomio están contenidos en el disco cerrado{

z ∈ C
∣∣∣∣ |z| ≤ máx

{
1, 1
|an|

n−1∑
k=0

|ak|
}}

.

3.6.3 Teorema (Teorema fundamental del Álgebra). Todo polinomio no constante com-
plejo tiene un cero en C.

Demostración. Sea p(z) un polinomio del grado n ≥ 1. En el Teorema 3.6.1 escogemos
ε = 1/2 y R ≥ máx{1, ρε} tan grande que |p(0)| < |an|Rn/2 es cierto. Entonces
|p(0)| < mı́n|z|=R|p(z)|, así que el principio del mínimo (Teorema 3.4.9) implica que p
tiene un cero en DR(0).

Mostremos ahora la inversión del Teorema 3.6.1, la cual nos proporcionará otra de-
mostración del Teorema Fundamental del Álgebra.

3.6.4 Teorema. Sea f una función entera. Si existen n ∈ N y M,R > 0 tales que
|f(z)| ≤ M |z|n para todo z ∈ C\DR(0), entonces f es un polinomio del grado a lo más
n.

Demostración. Consideremos la serie de Taylor de f en 0:

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k.

Por las desigualdades de Cauchy (3.4.3) tenemos para r ≥ R que

|ak| ≤ r−k máx
|z|=r
|f(z)| ≤ r−kMrn.

Para k > n dejamos tender r →∞ en esta desigualdad y obtenemos ak = 0, es decir, f
es un polinomio del grado a lo más n.

Un caso particular (n = 0) está tan usado que lo formulamos a parte:

3.6.5 Teorema (Liouville). Una función entera y acotada es constante.

El Teorema de Liouville nos proporciona otra demostración del Teorema Fundamental
del Álgebra: si p(z) es un polinomio sin ceros en C, entonces la función f := 1/p también
es entera. Nuevamente por el Teorema 3.6.1 existen M,R > 0 tales que |p(z)| ≥ M |z|n
para todo z ∈ C\DR(0). Aquí n es el grado de p. Esto implica que f es acotada en
C\DR(0). Por otro lado, f también es acotada en DR(0), ya que es continua en ese
conjunto compacto. Por el Teorema de Liouville f es constante y así p también lo es.
Nótese que todos estos resultados últimamente son consecuencias de las desigualdades

de Cauchy.
El Teorema fundamental del Álgebra implica la representación de polinomios por un

producto de factores lineales, aplicando la Proposición 3.3.6(iii) y división en el anillo
de polinomios:
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3.6.6 Teorema. Sea p(z) un polinomio del grado n ≥ 1. Los ceros de p sean denotados
por b1, b2, . . . , bk, y sus multiplicidades respectivas por m1,m2, . . . ,mk. Entonces existe
c ∈ C tal que

p(z) = c

k∏
`=1

(z − b`)m`

para todo z ∈ C.

Una consecuencia es que p asume cada w ∈ C precisamente n veces, contados con las
multiplicidades. Esto es porque los puntos en p−1(w) son los ceros del polinomio p− w.
En los resultados anteriores vimos que son precisamente los polinomios que crecen a lo

más como una potencia de |z| cuando |z| → ∞. Por otro lado, las funciones trascendentes
tienen un comportamiento mucho menos controlado. Recordemos, por ejemplo, que la
exponencial es una biyección de la tira

{z ∈ C | a ≤ Im z < a+ 2π}

con Ċ para cualquier a ∈ R, así que todo elemento de Ċ está asumido por exp infinitas
veces. En general podemos mostrar por el momento:

3.6.7 Teorema. Sea f una función entera trascendente. Entonces f(C\DR) es denso
en C para todo R > 0.

En otras palabras, para cada w0 ∈ C existe una sucesión (zk) ∈ C tal que f(zk)→ w0
y |zk| → ∞ cuando k →∞.

Demostración. Por contradicción supongamos que existen w0 ∈ C, R ≥ 1 y ε > 0 tales
que f(C\DR) ⊆ C\Dε(w0). Como f no es constante, f sólo tiene un número finito de
puntos w0 en DR(0), denotados por b1, b2, . . . , bk con multiplicidades m1,m2, . . . ,mk. Por
la fórmula

g(z) := f(z)− w0∏k
`=1(z − b`)m`

definimos una función entera sin ceros. Aquí usamos la representación de ceros dada en
la Proposición 3.3.6(iii). En seguida, también 1/g es una función entera. Por el Teore-
ma 3.6.1 tenemos que ∣∣∣∣ k∏

`=1

(z − b`)m`
∣∣∣∣ ≤ C1|z|n,

con una constante C1 > 0 y n := m1 + m2 + · · · + mk. Como además |f(z) − w0| ≥ ε
para |z| ≥ R, obtenemos∣∣∣∣ 1

g(z)

∣∣∣∣ ≤ C2|z|n para todo z ∈ C\DR(0).
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Aquí C2 > 0 es otra constante. Por el Teorema 3.6.4 1/g es un polinomio. Como 1/g no
tiene ceros, 1/g y así también g son funciones constantes, g ≡ c ∈ C. Esto implica por
la definición de g que

f(z) = w0 + c
k∏
`=1

(z − b`)m`

es un polinomio, una contradicción.

Una consecuencia inmediata es un resultado análogo al Teorema 3.6.4:

3.6.8 Teorema. Sea f una función entera. Si existen n ∈ N y M,R > 0 tales que
|f(z)| ≥ M |z|n para todo z ∈ C\DR(0), entonces f es un polinomio del grado al menos
n.

Demostración. Para z ∈ C\DR se cumple que |f(z)| ≥ MRn. Entonces 0 /∈ f(C\DR).
Por el Teorema 3.6.7 f es un polinomio del grado m. El Teorema 3.6.1 implica que

M |z|n ≤ |f(z)| ≤M1|z|m

para todo z ∈ C\DR1 con un R1 ≥ R. Por consiguiente,

|z|n−m ≤M1/M

cuando |z| → ∞, es decir, m ≥ n.

3.7. Funciones realmente analíticas
A las funciones holomorfas también las llamamos (complejamente) analíticas. Para el
análisis real existe una noción análoga: sean U ⊆ R abierto y f : U → R infinitas veces
realmente diferenciable. Si f tiene en cada x0 ∈ U una serie de Taylor con radio de
convergencia positivo, y si f coincide con las funciones límite de su series de Taylor,
entonces f es realmente analítica.
En la sección 1.5 vimos que algunas de la funciones realmente analíticas elementales

tienen extensiones a funciones holomorfas en subconjuntos abiertos de C. Introduzcamos
ese procedimiento para el caso general:

3.7.1 Definición. Sean I ⊆ R un intervalo abierto y f : I → R una función. Una
extensión holomorfa de f es una función holomorfa F : U → C en un conjunto abierto
U ⊆ C tal que se cumple I ⊆ U y F |I = f .

Polinomios reales y funciones racionales reales tienen extensiones holomorfas inmedia-
tas, simplemente reemplazando a x por z.
Si f tiene una extensión holomorfa F , ella tiene un desarrollo en su serie de Taylor

en un x0 ∈ I. Además, f es infinitas veces diferenciable, y las derivadas de f en x0
coinciden con las de F . Entonces las series de Taylor de f y F también coinciden en x0.
Eso muestra que f necesariamente es realmente analítica. Veremos que esa condición es
suficiente para la existencia de extensiones holomorfas:
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3.7.2 Teorema. Sean I un intervalo abierto y f : I → R una función. Entonces f tiene
una extensión holomorfa si y sólo si f es realmente analítica.

Demostración. Para x ∈ I sea rx > 0 el radio de convergencia de la serie de Taylor de f
en x. En el disco Ux := Drx(x) ⊆ C definimos la función holomorfa Fx por

Fx(z) :=
∞∑
k=0

f (n)(x)
k! (z − x)k.

Si para x1, x2 ∈ I la intersección Ux1 ∩Ux2 no es vacía, entonces contiene un subintervalo
abierto J no vacío de I. Para x ∈ J se tiene que Fx1(x) = f(x) = Fx2(x). Por el
Teorema 3.3.8 Fx1 y Fx2 coinciden en Ux1 ∩Ux2 . Eso nos permite definir en U :=

⋃
x∈I Ux

una extensión holomorfa F de f mediante

F (z) := Fx(z) si z ∈ Ux.

Por el Teorema 3.3.8 una función realmente analítica sólo posee a lo más una extensión
holomorfa a una región. Por otro lado puede pasa que dos extensiones analíticas de f en
abiertos U1 y U2 no coinciden en U1 ∩ U2 si esa intersección no es conexa.

3.7.3 Teorema. Sean I ⊆ R un intervalo y f : I → R una función que es infinitas veces
realmente diferenciable. f es realmente analítica si y sólo si para cada x0 ∈ I existen
constantes K, δ > 0 tales que para todo n ∈ N y todo x ∈ I con |x − x0| < δ se cumple
que

(3.7.1) |f (n)(x)|
n! · δn ≤ K.

Demostración. Sean x0 ∈ I y K, δ > 0 tales que para todo n ∈ N y x ∈ I con |x − x0|
se cumple (3.7.1). Fijamos tal x y ponemos r := |x − x0| < δ. Para cada n ∈ N existe
sn ∈ [0, 1] tal que

(3.7.2) f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(x0)
k! (x− x0)k +

f (n)(x0 + sn(x− x0)
)

n! (x− x0)n

por el Teorema de Taylor. Como x0 + sn(x− x0) ∈ (x0 − δ, x0 + δ), la hipótesis implica
que ∣∣∣∣∣f (n)(x0 + sn(x− x0)

)
n! (x− x0)n

∣∣∣∣∣ ≤ K

(
r

δ

)n
para todo n ∈ N. Y como r/δ < 1, esto implica junto con (3.7.2) que la serie de Taylor
de f converge en x a f(x). Como eso es cierto en una vecindad de x0, y como x0 ∈ I era
arbitrario, f es realmente analítica.
Inversamente sea f realmente analítica. Sean x0 ∈ I y r′ > 0 el radio de convergencia

de la serie de Taylor de f en x0. Sea F la extensión holomorfa de f a Dr′(x0). Escogemos
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δ ∈ (0, r′/2) y ponemos r := 2δ. Las desigualdades de Cauchy (Teorema 3.4.1) implican
que

|f (n)(x)|
n! δn ≤ 2 máx

ζ∈Dr(x0)
|F (ζ)|

para todo n ∈ N y x ∈ Dδ(x0).

Nótese que en el último teorema utilizamos resultados del análisis complejo (las de-
sigualdades de Cauchy) para demostrar un resultado del análisis real.

3.8. Funciones armónicas
En esta sección estudiaremos las partes reales y imaginarias de funciones holomorfas.
Recordemos que una función holomorfa cumple que

∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2 = 4 ∂2f

∂z∂z̄
= 0,

ya que f es realmente diferenciable infinitas veces. Esto es una consecuencia de las reglas
de diferenciación al final de la sección 1.3. Repetimos la calculación explícitamente: si
f = u+iv con funciones reales u y v, entonces calculamos con las ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

uxx + uyy = (ux)x + (uy)y = (vy)x + (−vx)y = vyx − vxy = 0.

Similarmente obtenemos

vxx + vyy = (vx)x + (vy)y = (−uy)x + (ux)y = −uyx + uxy = 0.

Definimos el Laplaciano, un operador diferencial dado por

∆ := ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 .

Una función f : U → C es armónica en el conjunto abierto U ⊆ C si es dos veces real y
continuamente diferenciable y satisface la ecuación diferencial parcial

∆f = 0

en U . Como el Laplaciano cumple ∆f̄ = ∆f , una función f = u+ iv con u, v funciones
reales es armónica si y sólo si u y v lo son. Como el Laplaciano es un operador C-lineal,
el conjunto de las funciones armónicas en U es un espacio vectorial sobre C. Incluye las
funciones constantes.
Ya demostramos arriba que

3.8.1 Teorema. Funciones holomorfas y sus partes reales y imaginarias son funciones
armónicas.
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Inversamente tenemos

3.8.2 Teorema. Sea G ⊆ C abierto y convexo. Entonces cada función real armónica en
G es parte real de una función holomorfa, y parte imaginaria de otra función holomorfa.

Demostración. Sea u : G→ R armónica. El campo vectorial

V :=
(
−uy
ux

)
satisface (−uy)y = −uyy = uxx = (ux)x en G, es decir, V es el gradiente de una función
v : G → R que es dos veces real y continuamente diferenciable. Ya que vx = −uy y
vy = ux, la función f := u+ iv es holomorfa. Además, la función g := if es holomorfa y
tiene la parte imaginaria u.

3.8.3 Corolario. Una función real armónica en un subconjunto abierto U de C es
infinitas veces realmente diferenciable.

Demostración. Si u : U → R es armónica, z0 ∈ C, y si r > 0 es tal que D := Dr(z0) ⊆ U ,
entonces u es la parte real de una función holomorfa f definida enD, por el Teorema 3.8.2.
Esto implica que f y por tanto también u son infinitas veces realmente diferenciables en
D.

3.8.4 Teorema (Teorema de Identidad para funciones armónicas). Sean G ⊆ C una
región y u : G → R una función armónica. Si existe un subconjunto abierto y no vacío
U de G tal que u|U ≡ 0, entonces u ≡ 0 en G.

Demostración. Definimos el conjunto

V := {z ∈ G | u ≡ 0 en una vecindad de z}.

Como U ⊆ V , V 6= ∅. Obviamente V es abierto. Mostremos que V es relativamente
cerrado en G. Sea z0 ∈ V ∩ G (esta es la cerradura de V en G). Existen un disco
D := Dr(z0) ⊂⊂ G y, por el Teorema 3.8.2, una función holomorfa f en D tales que u es
la parte real de f en D. El conjunto D∩V es abierto y no vacío. Sea entonces z1 ∈ V ∩D.
La parte real u de f se anula en una vecindad de z1 en D. Por el Teorema 3.4.7 f es
constante en D, es decir, u ≡ 0 en D. Eso implica que z0 ∈ V . Como z0 ∈ V ∩ G era
arbitrario, obtenemos que V ∩ G = V , es decir, que V es relativamente cerrado en G.
Como G es conexo, V = G.

Nótese que el Teorema anterior permite que una función armónica se anule en un
conjunto no discreto sin que la función necesariamente sea constante. Por ejemplo, la
función Re z es armónica en C, no constante, y se anula en el conjunto no discreto iR. El
Teorema de Identidad para funciones armónicas es menos fuerte que el para funciones
holomorfas.
Una consecuencia inmediata de Teorema 3.8.2, Teorema 3.5.2 y Teorema 3.5.3 es el

3.8.5 Teorema. Funciones armónicas tienen la propiedad del promedio.
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3.8.6 Teorema (Principio del Máximo y del Mínimo para funciones armónicas). Sean
G ⊆ C una región y u : G→ R una función armónica.

(a) Si u alcanza un máximo (mínimo) local en z0 ∈ G, entonces u es constante.

(b) Si G es acotado y u continua en G, entonces u alcanza su máximo (mínimo) sobre
G en ∂G.

Demostración. Si u tiene un máximo local en z0 ∈ G, Teorema 3.8.5, Teorema 3.5.4 y
Nota 3.5.6 implican que u es constante en una vecindad de z0. Por el Teorema 3.8.4 u es
constante en G. La afirmación para el mínimo se sigue aplicando la anterior a la función
−u. El inciso (b) es una consecuencia sencilla de estos hechos.

Por el Teorema 3.8.2 las funciones reales armónicas determinan las funciones holo-
morfas, módulo una constante. Esta es la razón para también estudiar las funciones
armónicas en el análisis complejo. En el resto de esta sección desarrollaremos una Fór-
mula de Cauchy real para funciones armónicas reales y veremos consecuencias de ella,
por ejemplo una caracterización de las funciones armónicas como las funciones reales que
tienen la propiedad del promedio. El problema de Dirichlet, que estudiaremos en esto,
es un punto de partida para el campo de las ecuaciones diferenciales parciales elípticas,
mostrando nuevamente la conexión del análisis complejo con muchos otros campos de
las matemáticas.
Mostremos una variante de la fórmula de Cauchy que conmuta con las proyecciones a

las partes reales y imaginarias:

3.8.7 Teorema. Sean R > 0 y f holomorfa en una vecindad de DR. Entonces

f(z) = 1
2π

∫ 2π

0
f(Reit) R

2 − |z|2

|Reit − z|2
dt para todo z ∈ DR.

Demostración. Por la fórmula de Cauchy tenemos, para z ∈ DR, la expresión

f(z) = 1
2πi

∫
κ

f(ζ)
ζ − z

dζ = 1
2πi

∫ 2π

0

f(Reit)
Reit − z

Rieit dt = 1
2π

∫ 2π

0

f(Reit)R
R− e−itz

dt.

Apliquemos esta fórmula a la función w 7→ f(w)/(R2− z̄w), la cual es holomorfa en una
vecindad de DR, en el punto w = z:

f(z)
R2 − |z|2

= 1
2π

∫ 2π

0

f(Reit)R
(R2 −Reitz̄)(R− e−itz) dt

= 1
2π

∫ 2π

0

f(Reit)
|R− e−itz|2

dt

= 1
2π

∫ 2π

0

f(Reit)
|Reit − z|2

dt,

es decir, la afirmación.
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3.8.8 Definición. La función

P (ζ, z) := 1
2π
|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2

se llama el Kernel de Poisson.

3.8.9 Teorema (Fórmula Integral de Poisson). Si u : DR → R es continua, y armónica
en DR, entonces

u(z) =
∫ 2π

0
u(Reit)P (Reit, z) dt para todo z ∈ DR.

Demostración. Supongamos primero que u sea armónica en una vecindad convexa U de
DR. Entonces u es la parte real de una función holomorfa f en U que tiene la represen-
tación

f(z) =
∫ 2π

0
f(Reit)P (Reit, z) dt para todo z ∈ DR,

por el Teorema 3.8.7. Como P es una función real, basta tomar la parte real en esta
identidad para obtener la representación de Poisson para u.
Sea ahora u como en la afirmación. Definimos una sucesión de funciones por

uk(z) := u

((
1− 1

k

)
z

)
para z ∈ DRk/(k−1), k = 2, 3, . . . .

Entonces cada función uk es armónica en la vecindad DRk/(k−1) de DR, así que

(3.8.1) uk(z) =
∫ 2π

0
uk(Reit)P (Reit, z) dt para todo z ∈ DR.

Fijamos z ∈ DR. Como u es uniformemente continua en DR, la sucesión (uk) converge
uniformemente en DR a la función límite u. Por el Teorema 2.3.1 la afirmación se sigue
de (3.8.1).

3.8.10 Nota. El Kernel de Poisson tiene, para R > 0, ζ ∈ SR y z ∈ DR, las propiedades
P (ζ, z) > 0 y

(3.8.2)
∫ 2π

0
P (Reit, z) dt = 1.

La última identidad es una consecuencia del Teorema 3.8.9, aplicado a la función armó-
nica constante 1. En seguida, la Fórmula Integral de Poisson dice que el valor de una
función armónica en un punto z en el interior de un disco es un promedio de los valores
en la frontera, con un peso que depende de z.
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3.8.11 Teorema. Sea h : SR → R una función continua. Entonces la función

u(z) :=


∫ 2π

0
h(Reit)P (Reit, z) dt, z ∈ DR,

h(z), z ∈ SR,

es continua en DR y armónica en DR.

Demostración. Para ζ ∈ SR fijo y z ∈ DR tenemos que

Re
(

1
2π

ζ + z

ζ − z

)
= 1

2π
1
2

(
ζ + z

ζ − z
+ ζ̄ + z̄

ζ̄ − z̄

)
= 1

2π
|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2
= P (ζ, z).

Entonces P (ζ, z) es la parte real de la función holomorfa (en z)

1
2π

ζ + z

ζ − z
,

es decir, P (ζ, ·) es armónica en DR. En la definición de u podemos derivar bajo la integral
y obtenemos ∆u ≡ 0 en DR.
Para mostrar la continuidad sea z0 = Reit0 ∈ SR fijo. Para simplificar la demostración,

sólo tratamos el caso de t0 ∈ (0, 2π). El caso t0 = 0 tiene la misma prueba, con notación
modificada. Sea ε > 0. Fijamos δ0 > 0 tan chico que

J := [t0 − 2δ0, t0 + 2δ0] ⊆ [0, 2π]

y

(3.8.3) |h(Reit)− h(z0)| ≤ ε

2 para todo t ∈ J.

Definimos además el sector

Σ := {reit | r ∈ [0, R), t ∈ [t0 − δ0, t0 + δ0]} ⊆ DR.

Fijamos c > 0 tal que

|Reit − z| ≥ c para todo z ∈ Σ, t ∈M := [0, 2π]\J.

Si z ∈ Σ, entonces por (3.8.2)

u(z)− u(z0) =
∫ 2π

0
(h(Reit)− h(z0))P (Reit, z) dt

=
∫
J

(h(Reit)− h(z0))P (Reit, z) dt+
∫
M

(h(Reit)− h(z0))P (Reit, z) dt

=: I1 + I2.
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Estimamos, usando (3.8.2), P ≥ 0 y (3.8.3)

|I1| ≤
∫
J

|h(Reit)− h(z0)|P (Reit, z) dt ≤ ε

2

∫ 2π

0
P (Reit, z) dt = ε

2 .

Por otro lado, con K := máx|h| estimamos

|I2| ≤
1

2π

∫
M

(
|h(Reit)|+ |h(z0)|

) R2 − |z|2

|Reit − z|2
dt

≤ K

πc2

∫ 2π

0
(R2 − |z|2) dt

= 2K
c2 (R2 − |z|2).

Fijamos δ > 0 tal que

∀z ∈ Dδ(z0) ∩DR : z ∈ Σ y R2 − |z|2 ≤ c2ε

4K .

Esto es posible ya que z0 ∈ SR y z0 = Reit0 , donde t0 es el centro de J . Se sigue que si
z ∈ Dδ(z0) ∩DR, entonces

|I1| ≤
ε

2
y

|I2| ≤
ε

2
y luego |u(z) − u(z0)| ≤ ε. Para z ∈ Dδ(z0) ∩ SR tenemos que z = Reit con t ∈
[t0 − δ0, t0 + δ0] ⊆ J , es decir, |u(z) − u(z0)| = |h(z) − h(z0)| ≤ ε/2, por la definición
de J . Eso muestra que |u(z) − u(z0)| ≤ ε siempre cuando z ∈ DR cumple |z − z0| ≤ δ.
Como ε > 0 y z0 ∈ SR eran arbitrarios, eso muestra la continuidad de u en DR.

En el Teorema anterior resolvimos el caso particular del disco para el Problema de
Dirichlet: si G ⊆ C es una región y h : ∂G → R una función continua, encontrar una
función continua u : G→ R tal que u es armónica en G y tal que u|∂G = h. Si existe una
solución para el problema de Dirichlet, ella siempre es la única:

3.8.12 Teorema. Sea G ⊆ C una región acotada. Entonces existe a lo más una solución
de un problema de Dirichlet en G.

Demostración. Sean h : ∂G→ R continua y u, v dos soluciones del problema de Dirichlet
asociado. Entonces u − v es continua en G, armónica en G y se anula en ∂G. Por el
Teorema 3.8.6 u− v asume su mínimo y su máximo en ∂G, es decir, u− v ≡ 0 en G.

3.8.13 Teorema. Una función es armónica si y sólo si tiene la propiedad del promedio.
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Demostración. Que una función armónica tiene la propiedad del promedio se demostró
en el Teorema 3.8.5. Inversamente, sean U ⊆ C abierto y u : U → R una función con
la propiedad del promedio. Sea z0 ∈ U y r > 0 tal que D := Dr(z0) ⊂⊂ U . Entonces
existe una función continua v : D → R que es armónica en D y cumple v|∂D = u|∂D, por
el Teorema 3.8.11. Por el Teorema 3.8.5 la función u− v también tiene la propiedad del
promedio, y se anula en ∂D. El Teorema 3.5.5 implica que u−v alcanza su máximo y su
mínimo en ∂D, es decir, u ≡ v en D y u es armónica en D. Como z0 ∈ U era arbitrario,
u es armónica en U .

3.8.14 Nota. La combinación del Teorema 3.8.13 con el Teorema 3.8.6 mejora el Teore-
ma 3.5.4: si una función real con la propiedad del promedio tiene un máximo o mínimo
local en una región, entonces es constante en ella.

3.9. Extensión por reflexión
Mostraremos aquí que una función armónica o holomorfa puede ser extendida al otro
lado de la frontera de su dominio si la frontera es suficientemente regular y si la función
se comporta bien cerca de la frontera.
Denotaremos en esta sección para A ⊆ C

A± := {z ∈ A | ± Im z > 0}.

Recordemos que el operador de conjugación es un operador real lineal de R2 en R2,
la reflexión en R × {0}. Decimos que un subconjunto A ⊆ C es simétrico respecto a
(reflexión en) R si

A := {z ∈ C | z̄ ∈ A} = A.

3.9.1 Teorema (Principio de reflexión de Schwarz para funciones armónicas). Sea G ⊆
C una región simétrica respecto a R y sea v : G+ → R una función armónica tal que

(3.9.1) ĺım
dist(z,R)→0

z∈G+

v(z) = 0.

Entonces existe una y sólo una extensión armónica v̂ de v a G. Ella tiene las propiedades

(3.9.2) v̂(z) = −v(z̄) para todo z ∈ G−

y

(3.9.3) v̂(z) = 0 para todo z ∈ G ∩ R.

Demostración. Definimos la función v̂ : G→ R por

v̂(z) :=


v(z), z ∈ G+,

0, z ∈ G ∩ R,
−v(z̄), z ∈ G−.
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Por (3.9.1) v̂ es continua. Es fácil ver que v̂ es armónica en G−, así que v̂ tiene la
propiedad del promedio en G\R, por el Teorema 3.8.5. Si z0 ∈ G ∩ R, sea R > 0 tan
pequeño que DR(z0) ⊆ G. Para cualquier r ∈ (0, R] obtenemos que∫ 2π

0
v̂(z0 + reit) dt =

∫ π

0
v̂(z0 + reit) dt+

∫ 2π

π

v̂(z0 + reit) dt

=
∫ π

0
v(z0 + reit) dt−

∫ 2π

π

v(z0 + re−it) dt

=
∫ π

0
v(z0 + reit) dt−

∫ −π
−2π

v(z0 + reit) dt

=
∫ π

0
v(z0 + reit) dt−

∫ π

0
v(z0 + reit) dt

= 0.

Por lo tanto, v̂ tiene la propiedad del promedio en todo G, y el Teorema 3.8.13 implica
que v̂ es armónica en G. Por el Teorema 3.8.4 la función es la única extensión armónica
de v a G.
3.9.2 Nota. Si G ⊆ C es una región simétrica respecto a R y v : G+ → R una función
infinitas veces diferenciable tal que (3.9.1) se cumple, la extensión continua definida por v̂
como en el Teorema 3.9.1 en general no es diferenciable en G∩R. Por ello es sorprendente
que en caso de una función armónica la extensión por reflexión da una función infinitas
veces diferenciable (vea el Corolario 3.8.3).
3.9.3 Teorema (Principio de reflexión de Schwarz para funciones holomorfas). Sea
G ⊆ C una región simétrica respecto a R y sea f : G+ → C una función holomorfa tal
que

(3.9.4) ĺım
dist(z,R)→0

z∈G+

Im f(z) = 0.

Entonces existe una y sólo una extensión holomorfa f̂ de f a G. Ella tiene las propiedades

(3.9.5) f̂(z) = f(z̄) para todo z ∈ G−

y

(3.9.6) Im f̂(z) = 0 para todo z ∈ G ∩ R.

Demostración. Primero mostramos que cualquier extensión holomorfa g de f a G cumple
que

(3.9.7) g(z) = f(z̄) para todo z ∈ G−.

Definimos ϕ : C→ C por ϕ(z) := z̄ y h(z) := g(z̄) para z ∈ G, así que h = ḡ ◦ϕ. Usando
las fórmulas sobre las derivadas de Wirtinger obtenemos

(3.9.8) ∂h

∂z̄
= ∂ḡ

∂w
· ∂ϕ
∂z̄

+ ∂ḡ

∂w̄
· ∂ϕ̄
∂z̄

= ∂g

∂w̄︸︷︷︸
=0

·∂z̄
∂z̄

+ ∂g

∂w
· ∂z
∂z̄︸︷︷︸
=0

= 0,
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es decir, h es una función holomorfa en G. Notamos que g y h coinciden en el subconjunto
no discreto G∩R de G ya que g, siendo una extensión continua de f , necesariamente es
real allá. Como también g es holomorfa, g ≡ h en G, por el Teorema 3.3.8. Eso demuestra
(3.9.7).
Sea f = u + iv con funciones u, v : G+ → R. Primero fijamos z0 ∈ G ∩ R y R > 0 tal

que D := DR(z0) ⊆ G. Por el Teorema 3.9.1 existe una extensión armónica v̂ : D → R
de v|D+ . Sea û : D → R una función armónica tal que g̃ := û + iv̂ es holomorfa en D.
Ella existe según el Teorema 3.8.2. Como Im(f − g̃) ≡ 0 en D+, el Teorema 3.4.7 implica
que existe una constante C ∈ R tal que f ≡ g̃+C en D+. En seguida, g := g̃+C es una
extensión holomorfa de f |D+ a D. En particular, Im g ≡ 0 en D ∩ R y existe el límite

ĺım
z→z0
z∈D+

u(z)

para todo z0 ∈ D∩R. Más aún, aplicando lo de arriba, se cumple (3.9.7), reemplazando
G por D.
Lo anterior nos permite definir la extensión f̂ : G→ C por

f̂(z) :=


f(z), z ∈ G+,

ĺım
w→z
w∈G+

f(w), z ∈ G ∩ R,

f(z̄), z ∈ G−.

Como en (3.9.8) resulta que f̂ es holomorfa en G\R. Y para z0 ∈ G ∩ R ya mostramos
que f̂ coincide con una extensión holomorfa de f a una vecindad de z0. Por ello f̂ es una
extensión holomorfa de f a G que cumple (3.9.5) y (3.9.6).

El principio de reflexión de Schwarz se puede aplicar más generalmente para extender
una función holomorfa al otro lado de ciertos conjuntos suaves.

3.9.4 Definición. Un arco analítico es un subconjunto conexo K de C tal que cada
punto z0 ∈ K tiene una vecindad abierta V tal que existen un disco D, simétrico con
respecto a R, y una función biholomorfa ϕ entre D y V tales que ϕ(D ∩ R) = V ∩K.
Una vecindad V de z0 con estas propiedades se llama una vecindad admisible. Un arco
analíticoK es global si existen una región G ⊆ C, simétrica con respecto a R, un intervalo
abierto I ⊆ G∩R, una función biholomorfa ψ : G→ ψ(G) tal que ψ−1 es uniformemente
continua y tal que K = ψ(I), y ε > 0 tal que {z ∈ C | dist(z,K) < ε} ⊆ ψ(G).
Si V es una vecindad admisible de un punto z0 en un arco analítico K, las dos compo-

nentes de V \K se llaman los lados de la vecindad admisible V . Si U ⊆ C es abierto y si
K ⊆ ∂U entonces K está a un lado de ∂U si cada vecindad admisible tiene sólo un lado
contenido en U . Si además f : U → C es holomorfa, entonces decimos que f tiene una
extensión holomorfa a través de K si existe un conjunto abierto W tal que W ∩∂U = K
y tal que f tiene una extensión holomorfa a U ∪W .
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3.9.5 Teorema. Sean U ⊆ C abierto y f : U → C una función holomorfa. Sea K ⊆ ∂U
un arco analítico que está a un lado de ∂U . Supongamos además que para cada z0 ∈ K
existen una vecindad admisible V de z0 y un arco analítico global L tal que

(3.9.9) ĺım
z→K
z∈V

dist(f(z), L) = 0.

Entonces f tiene una extensión analítica a través de K.

Demostración. Primero mostraremos la existencia de extensiones locales. Para ello sean
z0 ∈ K, V una vecindad admisible de z0 y L un arco analítico global tal que (5.1.1) se
cumple. Existen un disco D y una región G en C que son simétricos con respecto a R, un
intervalo abierto I ⊆ G ∩ R y mapeos biholomorfos ϕ : D → V y ψ : G → G′ tales que
ϕ(D ∩ R) = V ∩K y ψ(I) = L. Tomando D lo suficientemente chico podemos suponer
que f(V ∩ U) ⊆ G′ y que ϕ es uniformemente continua. Sin pérdida de generalidad
ϕ(D+) ⊆ U y ϕ(D−) ∩ U = ∅.
Consideremos la función holomorfa g : D+ → G+ dada por g := ψ−1 ◦ f ◦ ϕ. Por las

propiedades de ϕ, f y ψ−1 resulta que

ĺım
z→R
z∈D+

Im g(z) = 0.

Por el Teorema 3.9.3 existe una extensión holomorfa ĝ de g a todo D tal que f(D) ⊆ G.
Entonces la función f̂ := ψ ◦ ĝ ◦ ϕ−1 es una extensión holomorfa de f a V .
Podemos pegar las extensiones holomorfas locales de f a una extensión global a través

de K usando el teorema de identidad.





4 El teorema de Cauchy global
En esta sección extenderemos el teorema y las fórmulas de Cauchy para discos a cadenas
de caminos en conjuntos abiertos. La condición para que estos resultados sean ciertos
es informalmente que los giros que la cadena tiene alrededor de un hoyo en el conjunto
se suman a cero. Para exactamente formular este hecho introduciremos una herramienta
que mide el número de giros de una cadena respecto a un punto.

4.1. El número de giros
Consideremos el lazo γn : [0, 2π] → C dado por γn(t) := eint. Si n ∈ N la dirección es
positiva, y en un sentido intuitivo ese camino hace n giros alrededor de cada punto en
D1, y ningún giro alrededor de un punto en C\D1. Si n ∈ Z es negativa, entonces γn
hace |n| giros alrededor de cada punto en D1, en dirección negativa. En otras palabras,
también en este caso γn gira n veces alrededor de cada punto en D1.
Definiremos ese número de giros para lazos generales, y además para cadenas de lazos.

Necesitamos averiguar esa noción con más cuidado. Para ello, denotaremos el punto
inicial de un lazo γ por α(γ) y el punto final de γ por ω(γ).

4.1.1 Definición. Una cadena Γ =
∑k

`=1 n`γ` se llama cerrada o un ciclo si todo punto
z ∈ C es el punto inicial de uno de los γ` tantas veces como es el punto final de uno de
los γ`, tomando en cuenta las multiplicidades n`. Formalmente la condición es∑

` : z=α(γ`)

n` =
∑

` : z=ω(γ`)

n` para todo z ∈ C.

Notamos que los ciclos forman un subgrupo de todas las cadenas en un conjunto fijo
U .

4.1.2 Ejemplo. (a) Cada lazo y cada combinación lineal de lazos es un ciclo. Particu-
larmente, la cadena de la frontera con orientación positiva de un conjunto abierto
es un ciclo.

(b) Si γ es un camino de integración, entonces γ + γ−1 es un ciclo.

(c) Si γ1, γ2, . . . , γk son caminos pegables cuyo pegado es un lazo (es decir, ω(γ`−1) =
α(γ`) para ` = 2, 3, . . . , k y α(γ1) = ω(γk)), entonces la cadena γ1 + γ2 + · · · + γk
es un ciclo.

Generalizemos los resultados de la sección 2.2:
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4.1.3 Teorema. Sean G ⊆ C una región y f : G→ C continua. La función f tiene una
antiderivada si y sólo si

(4.1.1)
∫

Γ
f = 0 para todo ciclo Γ en G.

Demostración. Como todo lazo es un ciclo, el Corolario 2.2.3 dice que (4.1.1) implica
que f tiene una antiderivada.
Para mostrar la otra implicación, sean F una antiderivada de f y Γ =

∑k
`=1 n`γ` un

ciclo en G. Entonces ∫
Γ
f =

k∑
`=1

n`

∫
γ`

f

=
k∑
`=1

n`
(
F (ω(γ`))− F (α(γ`))

)
=
∑
z∈C

( ∑
` : ω(γ`)=z

n` −
∑

` : α(γ`)=z

n`

)
F (z)

= 0.

Aquí la suma sobre los z ∈ C se toma para aquellos z que son punto inicial o final de un
γ`.

4.1.4 Definición. Sean Γ un ciclo y z ∈ C\ tr Γ. Entonces el numero de giros de Γ
alrededor de z es

n(Γ, z) := 1
2πi

∫
Γ

1
ζ − z

dζ.

Esta definición no es geométrica, pero es fácilmente manejable en la manipulación de
integrales sobre caminos. Más en adelante veremos que ese número corresponde con lo
que intuitivamente llamaríamos el número de giros.
Una consecuencia inmediata de la definición es que n(·, z) es lineal en el primer argu-

mento:

(4.1.2) n(n1Γ1 + n2Γ2, z) = n1n(Γ1, z) + n2n(Γ2, z), z /∈ tr Γ1 ∪ tr Γ2, n1, n2 ∈ Z.

4.1.5 Ejemplo. (a) Sean m ∈ Z y γ(t) := z0 + reimt para t ∈ [0, 2π]. Entonces

n(γ, z0) = 1
2πi

∫
γ

1
ζ − z0

dζ = 1
2πi

∫ 2π

0

imreimt

reimt dt = m.

Si m = 1 entonces la fórmula de Cauchy (Teorema 3.2.1) para la función holomorfa
constante 1 implica que

n(γ, z) = 1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ = 1 para todo z ∈ Dr(z0).
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Además,

n(γ, z) = 1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ = 0 para todo z ∈ C\Dr(z0),

ya que en ese caso la función 1/(ζ − z) es holomorfa en ζ en una vecindad convexa
de Dr(z0), y por el teorema de Cauchy en conjuntos convexos (Teorema 3.1.4).
Aquí queda la duda si n(γ, z) también será independiente de z ∈ Dr(z0) para otros
m.

(b) Sea Γ := κ(R, z0)− κ(r, z1) tal que Dr(z1) ⊂⊂ DR(z0), entonces

n(Γ, z) =
{

1 z ∈ DR(z0)\Dr(z1)
0 z ∈ Dr(z1) ∪ (C\DR(z0)).

Esto es una consecuencia del inciso (a) y de (4.1.2).

Para que puedamos interpretar el número de giro definido arriba como lo que intuiti-
vamente esperamos, al menos tiene que ser un número entero:

4.1.6 Teorema. Sean Γ un ciclo y z ∈ C\ tr Γ. Entonces n(Γ, z) es un número entero.

Demostración. Sea Γ =
∑k

`=1 n`γk. Como las integrales sobre caminos no están afectadas
por reparametrizaciones, podemos suponer que todos los caminos γ` son parametrizados
sobre [0, 1]. Definimos h : [0, 1]→ C por

(4.1.3) h(t) := 1
2πi

k∑
`=1

n`

∫ t

0

γ′`(s)
γ`(s)− z

ds.

Entonces h(0) = 0 y h(1) = n(Γ, z). Mostremos e2πih(1) = 1, lo cual implicará la afirma-
ción por los resultados de la sección 1.5.
La función h es continuamente diferenciable a trozos, ya que los integrandos en (4.1.3)

son continuos a trozos y la suma es finita. En consecuencia, la función

g(t) := e−2πih(t)
k∏
`=1

(γ`(t)− z)n`

es continuamente diferenciable a trozos. Calculamos

g′(t) = e−2πih(t)
k∏
`=1

(γ`(t)− z)n`
(
−2πih′(t) +

k∑
j=1

njγ
′
j(t)

γj(t)− z

)
= 0,

por la definición de h. En seguida, g es constante en [0, 1] y existe c ∈ C tal que

k∏
`=1

(γ`(t)− z)n` = ce2πih(t).
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Como el lado izquierdo de esta identidad no se anula, c 6= 0.
Basta mostrar que

(4.1.4)
k∏
`=1

(γ`(0)− z)n` =
k∏
`=1

(γ`(1)− z)n` ,

ya que en ese caso e2πih(1) = e2πih(0) = 1. Sea w un punto en C que es un punto inicial o
final de un γ`. Entonces ∑

` : w=γ`(0)

n` =
∑

` : w=γ`(1)

n`

porque Γ es un ciclo. Pero eso significa que el factor (w − z) aparece el mismo número
de veces en los dos productos de (4.1.4). Como eso es cierto para todos puntos iniciales
y finales, (4.1.4) es cierto, lo cual termina la demostración.

4.1.7 Teorema. Sea Γ un ciclo. Entonces el número de giros n(Γ, ·) es constante en
cada componente conexa de C\ tr Γ, y se anula en la componente conexa no acotada.

Demostración. Sea Γ =
∑k

`=1 n`γk. La función z 7→ n(Γ, z) es continua en C\ tr Γ ya que
el integrando en la definición de n(Γ, ·) depende continuamente de z. Como n(Γ, z) ∈ Z
para todo z ∈ C\ tr Γ, n(Γ, ·) es constante en las componentes conexas de C\ tr Γ (porque
cada punto en Z forma al mismo tiempo un subconjunto abierto y cerrado de Z).
El conjunto tr Γ es compacto, así que C\DR ⊆ C\ tr Γ para R > 0 suficientemente

grande. Como C\DR es conexo, esto muestra que sólo existe una componente conexa no
acotada de C\ tr Γ. Existe una sucesión (zj) en esa componente tal que |zj| → ∞ cuando
j →∞. Obtenemos por la desigualdad estándar (2.1.7) que

ĺım
j→∞
|n(Γ, zj)| ≤

1
2πL(Γ) ĺım

j→∞
máx
z∈tr Γ
|z − zj|−1

≤ 1
2πL(Γ) ĺım

j→∞
(|zj| −R)−1

= 0.

Como n(Γ, ·) es constante en esa componente no acotada de C\ tr Γ, n(Γ, ·) ≡ 0 allí.

El último Teorema resuelve la duda del Ejemplo 4.1.5(a). El Ejemplo 4.1.5(b) muestra
que también en componentes acotadas de C\ tr Γ se puede anular el número de giro.

4.2. El teorema y las fórmulas de Cauchy globales
Nos liberaremos en esta sección de la restricción de convexidad para el teorema de Cauchy
(Teorema 3.1.4). Además mostraremos las fórmulas de Cauchy para ciclos mucho más
generales que fronteras de discos, como en las hipótesis del Teorema 3.2.1. Todavía se
requiere de una restricción, la cual formularemos en términos del número de giros.
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4.2.1 Definición. Sean U ⊆ C abierto y Γ un ciclo en U . Decimos que Γ tiene homología
nula en U o es homólogo a cero en U si n(Γ, ·) se anula en C\U . Decimos que dos ciclos
Γ1 y Γ2 son homólogos en U si su diferencia es homóloga a cero en U .

Por ejemplo, el ciclo κ(r, 0) no es homólogo a cero en Ċ porque n(κ(r, 0), 0) = 1. Por
otro lado, si r, r′ > 0 entonces el ciclo Γ := κ(r, 0)− κ(r′, 0) es homólogo a cero en Ċ ya
que n(Γ, 0) = n(κ(r, 0), 0)− n(κ(r′, 0), 0) = 1− 1 = 0.
El siguiente es uno de los resultados fundamentales del análisis complejo:

4.2.2 Teorema (Teorema y fórmulas de Cauchy globales). Sean U ⊆ C abierto, Γ
homólogo a cero en U y f holomorfa en U .

(a) Se cumple que
∫

Γ
f = 0.

(b) Para todo z ∈ U\ tr Γ y todo k ∈ N0 se cumple que

n(Γ, z)f (k)(z) = k!
2πi

∫
Γ

f(ζ)
(ζ − z)k+1 dζ.

Demostración. Primero mostremos el inciso (b). En esto nos restringimos al caso k = 0,
ya que el caso de k ≥ 1 se sigue por derivación bajo la integral. Demostremos

n(Γ, z)f(z) = 1
2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ para todo z ∈ U\ trU.

Por la definición de n(Γ, z), esta afirmación es equivalente a la afirmación

(4.2.1)
∫

Γ

f(ζ)− f(z)
ζ − z

dζ = 0 para todo z ∈ U\ trU.

La idea para demostrar (4.2.1) es considerar esta integral como una función de z, mostrar
que ella tiene una extensión a una función entera h, y mostrar que esa función verifica
ĺım|z|→∞ h(z) = 0. En seguida, el teorema de Liouville (Teorema 3.6.5) implicará que
h ≡ 0 .
Primero consideraremos el integrando como función de ζ y z al mismo tiempo: sea

g(ζ, z) :=


f(ζ)− f(z)

ζ − z
, ζ 6= z,

f ′(z), ζ = z,

definido en U ×U . Mostremos la continuidad de g. En un punto (ζ0, z0) ∈ U ×U tal que
ζ0 6= z0 la función g está dada por la primera linea de su definición en una vecindad de
(ζ0, z0), es decir, g es continua allí. Sea ahora ζ0 = z0. Ya sabemos por el Teorema 3.2.2
(lo cual era una consecuencia del Teorema de Cauchy en conjuntos convexos) que f ′ es
una función continua. Dado ε > 0 escogemos δ > 0 tan chico que Dδ(z0) ⊂⊂ U y

(4.2.2) |f ′(w)− f ′(z0)| ≤ ε para todo w ∈ Dδ(z0).
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Analizamos g en V := Dδ(z0)×Dδ(z0). Para (ζ, z) ∈ V

(4.2.3) g(ζ, z)− g(z0, z0) = f ′(z)− f ′(z0) si ζ = z,

y

(4.2.4) g(ζ, z)− g(z0, z0) = f(ζ)− f(z)
ζ − z

− f ′(z0)

= 1
ζ − z

∫
[z,ζ]

(
f ′(w)− f ′(z0)

)
dw si ζ 6= z.

La integral está bien definida ya que el segmento [z, ζ] está contenido en el conjunto
convexo Dδ(z0) ⊆ U . Se sigue de (4.2.2) en el caso (4.2.3)

|g(ζ, z)− g(z0, z0)| ≤ ε

y en el caso (4.2.4) (usando la desigualdad estándar, Teorema 2.1.6)

|g(ζ, z)− g(z0, z0)| ≤ 1
|ζ − z|

|ζ − z| máx
w∈[z,ζ]

|f ′(w)− f ′(z0)| ≤ ε,

siempre cuando (ζ, z) ∈ V . Esto muestra la continuidad de g en (z0, z0).
Ponemos

h0(z) :=
∫

Γ
g(ζ, z) dζ,

así que h0 es continua en todo U (Teorema 2.3.4(a)). Mostremos que h0 es holomorfa en
U , usando el Teorema de Morera (Teorema 3.2.4). Sea γ una parametrización positiva
de la frontera de un triángulo en U . Por el teorema de Fubini (Teorema 2.3.5) se sigue
que ∫

γ

h0(z) dz =
∫
γ

(∫
Γ
g(ζ, z) dζ

)
dz =

∫
Γ

(∫
γ

g(ζ, z) dz
)

dζ

ya que el integrando g es continuo en U×U . Para ζ fijo la función g(ζ, ·) es holomorfa en
U\{ζ} y continua en U . Por el teorema de levantamiento de Riemann (Teorema 3.2.6)
g(ζ, ·) es holomorfa en todo U . El Teorema de Goursat (Teorema 3.1.1) implica que∫

γ

g(ζ, z) dz = 0,

así que también
∫
γ
h0(z) dz = 0. Como el triángulo en U era arbitrario, el Teorema de

Goursat implica que h0 es una función holomorfa en U .
Sea

U0 := {z ∈ C\ tr Γ | n(Γ, z) = 0}.
En U ∩ U0 la función h0 tiene la representación más sencilla

h0(z) =
∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ − 2πin(Γ, z)f(z) =
∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ =: h1(z).
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Como tr Γ∩U0 = ∅, la función h1 es holomorfa en todo U0 y coincide con h0 en U ∩U0.
Esto nos permite definir una función holomorfa en U ∪ U0 por

h(z) :=
{
h0(z), z ∈ U,
h1(z), z ∈ U0.

Como Γ es homólogo a cero, tenemos U ∪ U0 = C, es decir, h es una función entera.
Sea R > 0 tan grande que tr Γ ⊆ DR. Para z ∈ C\D2R ⊆ U0 se sigue de la desigualdad

estándar (2.1.7) que

(4.2.5) |h(z)| = |h1(z)| =
∣∣∣∣∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ
∣∣∣∣ ≤ L(Γ) máx

ζ∈tr Γ
|f(ζ)| 1

|z| −R
≤ L(Γ)

R
máx
ζ∈tr Γ
|f(ζ)|.

Esto implica que la función entera h es acotada. Por el Teorema de Liouville (Teore-
ma 3.6.5) h es constante. Como (4.2.5) además implica que ĺım|z|→∞|h(z)| = 0, h ≡ 0 en
C y luego también h0 ≡ 0 en U . Por consiguiente, hemos mostrado (4.2.1).
Para mostrar el inciso (a) sea a ∈ U\ tr Γ. La función F (z) := f(z)(z−a) es holomorfa

en U y satisface F (a) = 0. Una aplicación del inciso (b) da

0 = n(Γ, a)F (a) = 1
2πi

∫
Γ

F (z)
z − a

dz = 1
2πi

∫
Γ
f(z) dz.

4.2.3 Corolario. Sean Γ1 y Γ2 dos ciclos homólogos en un conjunto abierto U ⊆ C.
Entonces ∫

Γ1

f =
∫

Γ2

f

para toda función holomorfa f en U .

Discutimos la condición de homología a cero en el Teorema 4.2.2. Si Γ es un ciclo no
homólogo a cero en un conjunto abierto U , entonces existe una función holomorfa f en
U tal que

∫
Γ f 6= 0: tomamos a ∈ C\U tal que n(Γ, a) 6= 0 y usamos f(z) := 1/(z − a).

Eso muestra que la condición no se puede quitar del Teorema.
Sean G abierto y convexo y Γ un ciclo en G. Para z ∈ C\G fijo la función f(ζ) :=

1/(ζ − z) es holomorfa en G. Por el Teorema 3.1.3 f tiene una antiderivada en G, así
que

n(Γ, z) = 1
2πi

∫
Γ
f(ζ) dζ = 0

por el Teorema 4.1.3. Eso muestra que cualquier ciclo en G tiene homología nula, y
el Teorema de Cauchy para regiones convexas (Teorema 3.1.4) es una consecuencia del
Teorema 4.2.2(a).
Si U es abierto, f holomorfa en U y Dr(z0) ⊂⊂ U , entonces κ(r, z0) es un ciclo

homólogo a cero en U , ya que C\U ⊆ C\Dr(z0), y n(κ(r, z0), ·) es cero en C\Dr(z0).
Esto implica que la Fórmula de Cauchy en el disco (Teorema 3.2.1) es un caso especial
del Teorema 4.2.2(b).
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4.3. Aplicaciones del número de giros
Los resultados de las secciones anteriores sólo son interesantes si tenemos una herramien-
ta para calcular números de giros. Aquí desarrollaremos tal herramienta, mostrando que
el número de giros está incrementado por 1 si cruzamos una trayectoria “de la derecha
a la izquierda”. Para poder formular precisamente a que se refiere eso, necesitamos una
nueva noción: un camino γ : I → C en una región G va de frontera a frontera en G si se
cumplen las siguientes condiciones:

(i) Existen puntos t1, t2 ∈ I tales que t1 < t2, γ(t1), γ(t2) ∈ ∂G y γ(t1) 6= γ(t2);

(ii) para t ∈ (t1, t2) se tiene γ(t) ∈ G;

(iii) para t ∈ I\[t1, t2] se tiene γ(t) /∈ G;

(iv) G\ tr γ tiene precisamente dos componentes conexas, y tr γ ∩G está contenida en
la frontera de cada una de esas componentes.

4.3.1 Ejemplo. Si γ es un camino suave y inyectivo, entonces cada punto z0 = γ(t0)
con t0 ∈ int I tiene una vecindad conexa G tal que γ va de frontera a frontera en G.
Para ver eso, sea T el espacio tangente a γ en z0. Después de una traslación y rotación
podemos suponer que z0 = 0 y T = R (aquí los ejes reales y imaginarias en C no
tienen ningún significado, ya que sólo consideramos la geometría). Usando el teorema
de la función implícita representamos a tr γ localmente como la gráfica de una función
continuamente diferenciable h: existen 0 < r2 ≤ r1 y h : (−r1, r1) → (−r2, r2) tal que
con G := (−r1, r1)× (−r2, r2) se tiene

(tr γ) ∩G = {(x, h(x)) | |x| < r1}.

En ese caso γ va de frontera a frontera en G.

En casos concretos normalmente las condiciones de los incisos (i)–(iv) son obvias.
Hagamos precisa la noción del incremento del número de giros cruzando un lazo de

la derecha a la izquierda. Sea γ un lazo que va de frontera a frontera en el disco D.
Sean t1 < t2 dados como en la definición de esa propiedad y sean a := γ(t1) y b :=
γ(t2). Esto implica que a, b ∈ ∂D. Definimos el camino parcial γ0 := γ|[t1,t2]. Sea κ una
parametrización positiva de la frontera ∂D, sea κ1 la parte de κ que conecta b con a en
el sentido positivo, y sea κ2 la parte de κ que conecta a con b en el sentido positivo. Las
componentes conexas D1, D2 de D\ tr γ sean enumeradas de tal manera que tr γj ⊆ ∂Dj

para j = 1, 2. Entonces los números de giros satisfacen:

4.3.2 Teorema. Si zj ∈ Dj, j = 1, 2, entonces n(γ, z1) = n(γ, z2) + 1.

Demostración. Sean γ1 y γ2 caminos parciales de γ tales que γ1, γ0, γ2 son pegables en
ese orden y tal que γ = γ1γ0γ2. Definimos para el momento para cualquier cadena (¡no
ciclo!) y z ∈ C\ tr Γ el número

n(Γ, z) := 1
2πi

∫
Γ

1
ζ − z

dζ.
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γ0
a

b

κ1

κ2

D1

D2

Figura 4.1: La situación en el Teorema 4.3.2

Entonces

n(γ, z1)− n(γ, z2) = n(γ0, z1)− n(γ0, z2) + n(γ1 + γ2, z1)− n(γ1 + γ2, z2).

Tenemos que γ1 − κ1 + γ2 es un lazo (reemplazamos γ0 por −κ1). Además, D ∩ tr(γ1 −
κ1 + γ2) = ∅. Por consiguiente

n(γ1 − κ1 + γ2, z1) = n(γ1 − κ1 + γ2, z2),

así que

(4.3.1) n(γ, z1)− n(γ, z2) = n(γ0, z1)− n(γ0, z2) + n(κ1, z1)− n(κ1, z2).

Como z1 está en la componente conexa no acotada de C\ tr(κ2 − γ0) y z2 está en la
componente conexa no acotada de C\ tr(κ1 + γ0), tenemos

n(κ2 − γ0, z1) = 0 y n(κ1 + γ0, z2) = 0.

Con estas identidades concluimos de (4.3.1) que

n(γ, z1)− n(γ, z2) = n(γ0, z1) + n(κ1, z1)
= n(γ0, z1) + n(κ1, z1) + n(κ2 − γ0, z1)
= n(κ1 + κ2, z1)
= 1.

Para los próximos resultados necesitamos un resultado técnico:

4.3.3 Lema. Sea A ⊆ C compacto y sea U ⊆ C abierto tal que A ⊆ U . Entonces existe
un ciclo Γ en U\A tal que

n(Γ, z) = 1 para todo z ∈ A
n(Γ, z) = 0 para todo z ∈ C\U.
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Demostración. Como el caso de A = ∅ es trivial, podemos suponer que A no es vacío.
En el primer paso sea A conexo. Escogemos δ ∈ (0, dist(A, ∂U)/

√
2) y a ∈ A.

Consideramos el cuadrado Q0 := [−δ/2, δ/2]2 con sus vértices p1 := (−δ/2,−δ/2),
p2 := (δ/2,−δ/2), p3 := (δ/2, δ/2) y p4 := (−δ/2, δ/2). Consideremos también el con-
junto de cuadrados

(4.3.2) Q :=
{
a+ (kδ, `δ) +Q0 | k, ` ∈ Z

}
.

Como A es acotado existen n ∈ N y cuadrados Q1, Q2, . . . , Qn ∈ Q tales que

A ⊆
n⋃
j=1

Qj y Qj ∩ A 6= ∅ para todo j = 1, 2, . . . , n.

Las definiciones de δ y Q implican que además

Qj ⊆ U para todo j = 1, 2, . . . , n.

Fijemos j para un momento. Si Qj = a + (kδ, `δ) + Q0 entonces Qj tiene los vértices
qm := a+(kδ, `δ)+pm,m = 1, 2, 3, 4. Los caminos γ1 := [q1, q2], γ2 := [q2, q3], γ3 := [q3, q4]
y γ4 := [q4, q1] son pegables, y su pegado γ1γ2γ3γ4 es un lazo que da una parametrización
positiva de ∂Qj. En esa situación denotamos por Γj := γ1 + γ2 + γ3 + γ4 el ciclo de los
segmentos de ∂Qj.
Definimos Γ :=

∑n
j=1 Γj. Si un segmento de la frontera de los cuadrados Qj aparece

dos veces en esa combinación lineal de segmentos, los coeficientes son 1 y −1, es decir, se
cancelan. Por ello Γ es la suma de aquellos segmentos que son lado de precisamente un
cuadrado Qj. Sea κ uno de tales segmentos. Si fuera cierto que trκ∩A 6= ∅, entonces los
dos cuadrados en Q de las cuales κ es segmento de la frontera tendrían intersección no
vacía con A, es decir, pertenecerían a la lista de los Qj. Pero esto sería en contradicción
con la propiedad de κ mencionada antes. En consecuencia, trκ ∩ A = ∅ y luego trκ ⊆
C\A. Por otro lado, κ es segmento de la frontera de un cuadrado que tiene intersección no
vacía con A, es decir, que está contenido en U . Por ello trκ ⊆ U . Estos hechos implican
que

tr Γ ⊆ U\A.
Existe precisamente un cuadrado Qj0 tal que a ∈ intQj0 . En seguida, n(Γj0 , a) = 1.

Por otro lado, n(Γj, a) = 0 si j 6= j0. Esto implica que

n(Γ, a) =
n∑
j=1

n(Γj, a) = 1.

Como A es conexo, A está contenido en una sola componente conexa de C\ tr Γ, así que

n(Γ, z) = n(Γ, a) = 1 para todo z ∈ A.

Si z ∈ C\U entonces n(Γj, z) = 0 para todo j, así que

n(Γ, z) = 0 para todo z ∈ C\U.
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En el segundo paso tenga A a lo más un número finito de componentes conexas. Nue-
vamente escogemos δ ∈ (0, dist(A, ∂U)/

√
2) y definimos Q0 := [−δ/2, δ/2]2. Tomamos

un punto ai en cada componente conexa de A. Existen puntos únicos āi ∈ [−δ/2, δ/2)2

tales que para todo i existen k, ` ∈ Z con ai = āi + (kδ, `δ) (tomar k :=
⌊Re a

δ
+ 1

2

⌋
y ` :=

⌊ Im a
δ

+ 1
2

⌋
). Como el conjunto de los āi es finito, existe ε > 0 tal que, para

a := (−ε,−ε) se tiene āi ∈ a + intQ0 para todo i. Ahora definimos Q como en (4.3.2)
y seguimos el mismo procedimiento como arriba para definir Γ con tr Γ ⊆ U\A. Para
cada i se sigue que ai está en el interior de precisamente un cuadrado de los en Q que
tienen intersección no vacía con A, y como antes se sigue que n(Γ, ·) es constante 1 en
cada componente conexa de A, es decir, en todo A. Igual como antes se sigue que n(Γ, ·)
es igual a cero en C\U .
En el último paso sea A un subconjunto compacto de U general. Cubrimos a A con un

número finito de discos abiertos Dj tales que Dj ⊂⊂ U para todo j. Aplicamos el paso
anterior al conjunto

⋃
j Dj, el cual es compacto, contenido en U , contiene a A y tiene a

lo más un número finito de componentes conexas.

Las regiones donde los Teoremas de Cauchy globales son ciertos sin hipótesis sobre el
ciclo Γ merecen un nombre particular:

4.3.4 Definición. Una región, en la cual todo ciclo tiene homología cero se llama sim-
plemente conexa.

Por ejemplo, vimos en la sección 4.2 que regiones convexas son simplemente conexas.
Existe una caracterización más precisa de esas regiones:

4.3.5 Teorema. Sea G ⊆ C una región. Entonces son equivalentes:

(i) G es simplemente conexo;

(ii) Si A = A1 ∪A2 es una partición de A := C\G en dos conjuntos cerrados y ajenos
A1 y A2, y si A1 es compacto, entonces A1 = ∅.

Demostración. (I) implica (II): Sean G simplemente conexo, A = A1∪A2 una partición
de A := C\G en dos conjuntos cerrados y ajenos A1 y A2, y A1 compacto. Entonces
U := A1 ∪ G es un conjunto abierto, ya que C\U = A2 es cerrado. Por el Lema 4.3.3
existe un ciclo Γ en U\A1 = G tal que n(Γ, a) = 1 para todo a ∈ A1. Pero como por
hipótesis Γ tiene homología nula, A1 = ∅.
(II) implica (I): Por contradicción supongamos que G no fuera simplemente conexo,

y que Γ fuera un ciclo no homólogo a cero en G. Ponemos

A1 :=
{
z ∈ C\G | n(Γ, z) 6= 0

}
A2 :=

{
z ∈ C\G | n(Γ, z) = 0

}
.

Esto implica que A := A1 ∪ A2 = C\G, A1 ∩ A2 = ∅ y que A1 es acotado y no vacío.
Mostremos que A1 y A2 son conjuntos cerrados. Sea (zk) una sucesión en A1 que converge
a z∗ en C. Como A es cerrado, z∗ ∈ A, así que z∗ ∈ C\ tr Γ. Como n(Γ, ·) es localmente
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constante en C\ tr Γ, n(Γ, z∗) 6= 0, es decir, z∗ ∈ A1. Eso muestra que A1 es cerrado. La
prueba para A2 es análoga. La hipótesis implica que A1 = ∅, en contradicción con que
Γ no es homólogo a cero. Entonces G tiene que ser simplemente conexo.

La propiedad de ser simplemente conexo es invariante bajo ciertas funciones:

4.3.6 Teorema. Sea G una región simplemente conexa.

(a) Si F : G → G′ es una función biholomorfa entre G y el conjunto abierto G′, en-
tonces G′ es una región simplemente conexa.

(b) Si F : C → C es un homeomorfismo, entonces G′ := F (G) es una región simple-
mente conexa.

Demostración. (a): Sea Γ′ cualquier ciclo en G′, Γ′ =
∑k

j=1 njκj. Definimos el ciclo
Γ := F−1 ◦ Γ′ :=

∑k
j=1 njF

−1 ◦ κj en G. Escribimos γj := F−1 ◦ κj, así que

γ′j(t) =
κ′j(t)

F ′(γj(t))
.

Si f es una función holomorfa en G′, entonces tenemos para cada j, si [t0, t1] es el dominio
de κj:

0 =
∫
γj

f(F (z))F ′(z) dz =
∫ t1

t0

f(F (γj(t)))F ′(γj(t))
κ′j(t)

F ′(γj(t))
dt

=
∫ t1

t0

f(κj(t))κ′j(t) dt =
∫
κj

f.

Sumando sobre j eso implica
∫

Γ′ f = 0. Particularmente, si a ∈ C\G′, la función z 7→
1/(z − a) es holomorfa en G′. Entonces n(Γ′, a) = 0 es cierto para todo a ∈ C\G′, es
decir, Γ′ tiene homología nula.
(b): Como F es un homeomorfismo de C en si mismo, aplica el criterio del Teore-

ma 4.3.5(ii).

Mostremos ahora, aprovechando de la herramienta del número de giros, un caso par-
ticular del Teorema de separación de Jordan:

4.3.7 Teorema. Sea γ un camino de integración simplemente cerrado en C tal que para
cada punto z0 ∈ tr γ exista un disco Dr(z0) tal que γ va de frontera a frontera en el.
Entonces γ divide el plano complejo en dos regiones, de las cuales precisamente una es
acotada, y tal que la frontera de cada una de ellas es tr γ.

Demostración. Ponemos C := tr γ y U := C\C y procedemos en tres pasos:
Afirmación (a): U tiene al menos dos componentes conexas.
Sean z0 ∈ C y D un disco centrado en z0, en el cual γ va de frontera a frontera. Sean

D1 y D2 las componentes conexas de D\C, y sean z1 ∈ D1, z2 ∈ D2. Por el Teorema 4.3.2
se sigue que

n(γ, z1) 6= n(γ, z2).
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Como el número de giros respecto a γ es constante en las componentes de U , U tiene al
menos dos componentes.
Afirmación (b): Si U1 es una componente conexa de U , entonces ∂U1 = C.
Si z0 ∈ ∂U1\C fuera cierto, entonces existiría un discoD centrado en z0 tal queD ⊆ U .

Pero U1 ∪ D ⊆ U sería abierto y conexo (ya que es la unión de conjuntos conexos con
intersección no vacía) y U1 6= U1 ∪ D. Esto sería en contradicción con que U1 es una
componente conexa. Entonces ∂U1 ⊆ C. Observamos que ∂U1 es cerrado y no vacío (ya
que U1 6= C). Mostremos que ∂U1 es relativamente abierto en C. Para ello, sea z0 ∈ ∂U1,
y sea D un disco centrado en z0 en el cual γ va de frontera a frontera. Sean D1 y D2 las
dos componentes de D\C. Como U1 ∩D 6= ∅ y U1 ∩ C = ∅,

(U1 ∩D1) ∪ (U1 ∩D2) = U1 ∩ (D\C) 6= ∅.

Podemos suponer que U1∩D1 6= ∅, así que U1∪D1 es conexo, abierto y no vacío. Luego
D1 ⊆ U1. Como γ va de frontera a frontera en D, D ∩ C ⊆ ∂D1. Y como U1 ∩ C = ∅,
D ∩ C ⊆ ∂D1 ∩ C ⊆ ∂U1. Entonces encontramos una vecindad relativamente abierta
D∩C de z0 en C que está contenida en ∂U1. Como z0 ∈ ∂U1 era arbitrario, eso muestra
que ∂U1 es relativamente abierto en C. Y como C es un conjunto conexo (siendo la
imagen de un intervalo bajo una función continua), ∂U1 = C.
Afirmación (c): U tiene a lo más dos componentes conexas.
Sean U1 y U2 dos componentes conexas distintas de U . Por la Afirmación (b) ∂U1 =

∂U2 = C. Escogemos un disco D en el cual γ va de frontera a frontera. Nuevamente
usando la Afirmación (b) enumeramos las componentes conexas D1, D2 de D\C de tal
manera que D1 ⊆ U1 y D2 ⊆ U2. Si V es alguna componente conexa de U , entonces tiene
que satisfacer o bien D1 ⊆ V o bien D2 ⊆ V , es decir, o bien V = U1 o bien V = U2.
Para terminar la prueba, nada más anotamos que, como C es compacto, existe R > 0

grande tal que C ⊆ DR. El conjunto C\DR es conexo y contenido en una componente
conexa de U . Eso muestra que precisamente una de las componentes conexas de U no es
acotada.

Notamos que en el resultado anterior el número de giros es 1 o −1 en la componente
conexa acotada de C\ tr γ, por el Teorema 4.3.2 y porque ese número es cero en la
componente no acotada. En esa situación llamaremos a la componente no acotada lo
exterior de γ, y a la componente acotada lo interior de γ.





5 Las inversas de las funciones
elementales

En el análisis real es relativamente sencillo encontrar intervalos en los cuales una fun-
ción continua localmente inyectiva tiene una inversa (tomar intervalos de monotonía).
Por ejemplo, la función x2 tiene inversas en los intervalos (−∞, 0] y [0,∞). Ellas son
−√y y √y. En el plano complejo la función z2 tiene dos funciones inversas en cada
disco D|w|(w) donde w ∈ Ċ (lo mostraremos en esta sección). Pero no existen dominios
naturales maximales para definir estas extensiones y no existe ninguna inversa de z2 que
esté definida en todo Ċ. La búsqueda de dominios naturales para funciones inversas se
manifiesta en la definición de superficies de Riemann, lo cual no perseguiremos en el
momento. Consideraremos las opciones de definir inversas en subconjuntos de C.

5.1. El logaritmo
Para cualquier x > 0 siempre denotamos por log x el logaritmo natural real de x. Recor-
demos que la función exp es suprayectiva de C en Ċ y tiene el período 2πi. Para cada
z ∈ Ċ existe una infinidad de puntos w tales que ew = z. Uno de estos puntos es un
logaritmo de z. Por (1.5.8) todo logaritmo w de z tiene la forma

(5.1.1) w = log|z|+ i arg z,

con algún argumento de z. Los logaritmos de z difieren por múltiples enteros de 2πi. Un
número real positivo x tiene los logaritmos log x+ 2kπi, k ∈ Z. Un número real negativo
x tiene los logaritmos log|x|+(2k+1)πi, k ∈ Z. La unidad imaginaria i tiene el logaritmo
πi/2.
Si w1 y w2 son logaritmos de z1 y z2, entonces ew1+w2 = ew1ew2 = z1z2, es decir, w1 +w2

es un logaritmo de z1z2. No obstante, si w3 es un logaritmo de z1z2, no siempre es cierto
que w1 + w2 = w3, ya que w3 puede diferir de la suma por múltiples enteros de 2πi.
Si G ⊆ Ċ es una región, entonces hay muchas funciones que mandan cada punto en

G a uno de sus logaritmos. El problema surge si uno quiere una función continua o
holomorfa.

5.1.1 Definición. Sea G ⊆ Ċ una región. Una función continua f : G→ C con ef(z) = z
para todo z ∈ G se llama una rama del logaritmo en G.

Si f es una rama del logaritmo en una región G, entonces f es inyectiva. Las funciones
fk := f+2kπi también son ramas del logaritmo enG. Estas son todas ramas del logaritmo
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en G: si g es una rama del logaritmo en G, entonces se cumple para toda z ∈ G que
ef(z)−g(z) = ef(z)/eg(z) = z/z = 1, es decir, f(z)−g(z) = 2k(z)πi para un k(z) ∈ Z. Como
f y g son continuas, k también lo es, es decir, k es constante.
El problema análogo existe para el argumento de complejos. Si G ⊆ Ċ es una región,

una función continua ϕ : G→ R es una rama del argumento en G si ϕ(z) es un argumento
de z para toda z ∈ G.

5.1.2 Teorema. En una región G ⊆ Ċ existe una rama del argumento si y sólo si existe
una rama del logaritmo.

Demostración. Si ϕ es una rama del argumento en G, entonces z 7→ log|z| + iϕ(z) es
una función continua en G, una rama del logaritmo. Inversamente, si f es una rama del
logaritmo en G, entonces por (5.1.1) Im f(z) es un argumento de z. Como z 7→ Im f(z)
es una función continua, es una rama del argumento en G.

Por el Teorema anterior basta analizar el logaritmo.

5.1.3 Teorema. Cada rama del logaritmo es holomorfa, con derivada 1/z.

Demostración. Sean G ⊆ Ċ una región y f una rama del logaritmo en G. La función
f : G → f(G) es biyectiva, con inversa exp: f(G) → G. Para z0 ∈ G sea w0 := f(z0).
Por la continuidad de f y la holomorfía de exp

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

= ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)
ef(z) − ef(z0) = ĺım

w→w0

w − w0

ew − ew0
= 1

ew0
= 1
z0
.

5.1.4 Teorema. Sea G ⊆ Ċ una región. Entonces son equivalentes:

(i) En G existe una rama del logaritmo.

(ii) 1/z tiene una antiderivada en G.

(iii) Para todo ciclo Γ en G se cumple n(Γ, 0) = 0.

Si una de estas condiciones está satisfecha, entonces una rama del logaritmo es

(5.1.2) f(z) :=
∫
γz

1
ζ

dζ + log a,

donde a ∈ G es un punto fijo, γz es un camino de integración de a a z, y log a cualquier
logaritmo de a.

Demostración. (I) implica (II): Teorema 5.1.3.
(II) implica (I): Sea g : G→ C una antiderivada de 1/z. Entonces

(5.1.3) (ze−g(z))′ = (1− zg′(z))e−g(z) ≡ 0.

Por consiguiente, ze−g(z) es una constante no cero enG. Escribiéndola como ec, obtenemos
la rama del logaritmo f := g + c.
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(II) y (III) son equivalentes: Esto es una consecuencia de la definición de n(Γ, 0).
Para mostrar que (5.1.2) se cumple, notamos que para a ∈ G fijo,

g(z) :=
∫
γz

1
ζ

dζ

define una antiderivada de 1/z, con g(a) = 0. Como arriba, ze−g(z) es constante, y la
constante es ae−g(a) = a = ec, donde c es un logaritmo de a. Nuevamente, g + c define
una rama del logaritmo en G.

5.1.5 Ejemplo. (a) En Ċ no existe ninguna rama del logaritmo, ya que n(κ(r, 0), 0) 6=
0 para toda r > 0.

(b) Si G ⊆ Ċ es simplemente conexo, entonces (iii) del Teorema 5.1.4 se cumple y
existe una rama del logaritmo en G.

El caso particular más usado del Ejemplo 5.1.5(b) es el plano complejo cortado a lo
largo de los números negativos:

Ċ\(−∞, 0].
Denotemos este conjunto por G por el momento. Entonces G es abierto, conexo, y tiene
un complemento conexo no acotado, lo cual no es unión ajena de subconjuntos cerrados
y no vacíos. En consecuencia, el Teorema 4.3.5 implica que G es simplemente conexo.
Definimos en G una rama del logaritmo mediante

(5.1.4) Log z :=
∫

[1,z]

1
ζ

dζ,

la cual se llama la rama principal del logaritmo. Si t > 0, entonces

Log t =
∫

[1,t]

1
s

ds =
∫ t

1

1
s

ds = log t,

es decir, Log es una extensión del logaritmo real.
Sea z ∈ G. Existe un argumento arg(z) ∈ (−π, π) de z. Definimos el camino κ(t) :=
|z|eit arg(z), t ∈ [0, 1], de 1 a z en G. Como la definición de la rama del logaritmo no
depende del camino en G que escogemos, obtenemos

Log z =
∫

[1,|z|]

1
ζ

dζ +
∫
κ

1
ζ

dζ

= log|z|+
∫ 1

0

1
|z|eit arg(z) |z|i arg(z)eit arg(z) dt

= log|z|+ i arg(z) con arg(z) ∈ (−π, π).

Como en el análisis real tenemos la serie de Taylor

(5.1.5) Log(1 + z) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
zk si |z| < 1.
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No obstante, la ecuación funcional real log(x1x2) = log(x1) + log(x2) no es cierta en
general para argumentos complejos en G. Log(z1z2) = Log(z1)+Log(z2) es cierto si y sólo
si para los argumentos arg(z1), arg(z2) ∈ (−π, π) se tiene que también arg(z1)+arg(z2) ∈
(−π, π).
Análogamente, podemos cortar el plano complejo a lo largo de cualquier rayo S que

parte de 0. Si S 6= [0,∞), entonces existe en G := C\S una extensión holomorfa del
logaritmo real. Pero ella sólo coincide con la rama principal en la componente conexa
que contiene a (0,∞) de G ∩ (C\(−∞, 0]).
Usando la exponencial también podemos encontrar regiones con una rama del logarit-

mo. Sea G̃ una región en C tal que z1− z2 /∈ 2πiZ para todo z1, z2 ∈ G̃. Entonces exp |G̃
es inyectiva, y en G := exp(G̃) existe una rama del logaritmo, la inversa de exp. Si G̃ es
una tira {z ∈ C | a < Im z < a+ 2π}, entonces G es el plano complejo cortado a lo largo
del rayo partiendo de 0 por el punto eia.
Sea log una rama del logaritmo en C\S, donde S es un rayo partiendo de 0. Averigue-

mos como se comportan los valores de log cerca de puntos en S. Consideremos un camino
γ : [−1, 1] → Ċ que corta S precisamente en γ(0). La parte γ1 := γ|[−1,0] se encuentre a
la izquierda de S, y la parte γ2 := γ|[0,1] se encuentre a la derecha de S, relativamente
a la dirección en S de 0 a ∞. Entonces log γ1 y log γ2 tienen una extensión continua al
punto t = 0. Se tiene

ĺım
t→0
t>0

log γ(t)− ĺım
t→0
t<0

log γ(t) = 2πi.

En otras palabras, los valores de log saltan por 2πi cuando cruzamos a S.
Nos preguntamos cuando existe un logaritmo de una función holomorfa:

5.1.6 Teorema. Sean G ⊆ C una región simplemente conexa y f una función holomorfa
en G sin ceros. Entonces existe una función holomorfa g en G tal que f = eg en G.

Demostración. Como f no tiene ceros, la función f ′/f es holomorfa en G. Como G es
simplemente conexa, f ′/f tiene una antiderivada h. Calculamos

(fe−h)′ = (f ′ − fh′)e−h ≡ 0,

así que fe−h = ec con una constante c ∈ C. En consecuencia, f = eh+c.

5.1.7 Ejemplo. La importancia del Teorema anterior es que en el conjunto f(G), lo
cual es una región si f no es constante, no necesariamente existe una rama del logaritmo.
Por ejemplo, si

G := {z ∈ C | Re z > 0, |z| > 1}
y f(z) := z3, entonces G es simplemente conexo y f no tiene ceros en G. El Teorema 5.1.6
implica la existencia de un logaritmo g de f en G. Por otro lado, κ(2, 0) es un lazo en
f(G) = C\D1, y n(κ(2, 0), 0) = 1 6= 0, así que no existe una rama del logaritmo en f(G)
por el Teorema 5.1.4.

Como ya contamos con ramas del argumento, podemos interpretar en términos geo-
métricos la integral que define un número de giros. Por simplicidad consideramos n(γ, 0)
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para un lazo γ en Ċ con dominio [a, b]. Existe una partición a = t0 < t1 < · · · < tn = b
de [a, b] tal que cada camino parcial γk := γ|[tk−1,tk] tiene traza en un disco Dk abierto
en Ċ. Por el Teorema 5.1.2 y el Ejemplo 5.1.5 existen ramas del argumento en aque-
llos discos. Sean zk := γ(tk). Inductivamente escogemos ramas del argumento ϕk en
Dk de la siguiente manera: la rama ϕ1 sea arbitraria. Dado ϕk escogemos ϕk+1 tal que
ϕk(zk) = ϕk+1(zk). Esta condición define únicamente la rama ϕk+1. Definimos la función
continua ϕ : [a, b]→ R por

ϕ(t) := ϕk(γ(t)) si t ∈ [tk−1, tk].

Para cada t ∈ [a, b] ϕ(t) es un argumento de γ(t). Como en Dk existe la rama del
logaritmo fk(z) := log|z|+ iϕk, obtenemos para cada k por el Teorema 5.1.4∫

γk

1
z

dz = fk(zk)− fk(zk−1) = log|zk| − log|zk−1|+ i(ϕk(zk)− ϕk(zk−1)).

La parte imaginaria de esa integral mide el cambio en el argumento de γ cuando pasamos
de tk−1 a tk. Sumamos las integrales sobre k = 1, 2, . . . , n:

2πin(γ, 0) =
∫
γ

1
z

dz =
n∑
k=1

∫
γk

1
z

dz

= log|z0| − log|z0|+ i(ϕn(z0)− ϕ1(z0)) = i(ϕn(z0)− ϕ1(z0)).

La interpretación es que 2πn(γ, 0) mide el cambio total del argumento de γ(t) a lo largo
de [a, b], o, en otras palabras, n(γ, 0) cuenta el numero de giros γ hace alrededor de 0.

5.2. Potencias
En el análisis real se define la potencia general para a > 0 y b ∈ R por ab := exp(b log a).
Análogamente definimos potencias complejas: si a ∈ Ċ, b ∈ C y log a es algún logaritmo
de a, entonces el número ab := exp(b log a) es un valor de la b-ésima potencia de a.
Siempre hay que tomar en cuenta que ab depende del logaritmo de a: dos valores de ab
difieren por el factor exp(2kπib) con k ∈ Z. Si b ∈ C\Q, entonces existe una infinidad
numerable de valores de ab. Si b ∈ Z, entonces existe un sólo valor de ab, la potencia
usual, el producto de |b| copias de asgn(b). Si b = 1/n con n ∈ {2, 3, 4, . . . }, entonces
exp(2πik/n) = exp(2πik′/n) si y sólo si k−k′ es un múltiple entero de n. Por consiguiente,
escribiendo

(5.2.1) ζn := exp
(

2πi
n

)
,

exp(2πik/n) asume precisamente los n valores

ζn, ζ
2
n, ζ

3
n, . . . , ζ

n
n = 1
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cuando k varía sobre Z, las llamadas n-ésimas raíces unitarias. Si fijamos un logaritmo
de a ∈ Ċ, entonces a1/n asume precisamente los n valores

exp
(

log a
n

)
, ζn exp

(
log a
n

)
, ζ2

n exp
(

log a
n

)
, . . . , ζn−1

n exp
(

log a
n

)
.

Como (
ζkn exp

(
log a
n

))n
=
(

exp
(

log a
n

+ 2πik
n

))n
= exp(log a) = a

estos n valores son precisamente las n-ésimas raíces de a. Con la representación a = |a|eiϑ

en coordenadas polares obtenemos

n
√
|a| exp

(
i
n

(ϑ+ 2kπ)
)

como la representación polar de las n-ésimas raíces de a. Aquí n
√
|a| denota la raíz positiva

real usual. Geométricamente las n-ésimas raíces de a se encuentran en un círculo centrado
en 0 con radio n

√
|a| y forman los vértices de un polígono regular.

La expresión 0b sólo la definimos como 00 := 1, y como 0b = 0 para b ∈ N.
Si consideramos a o b en ab como variable, entonces obtenemos funciones holomorfas:

la exponencial con base a z 7→ az y la (función) potencia z 7→ zb. Discutiremos primero
la exponencial con base a. Sea a ∈ Ċ. Entonces z 7→ exp(z log a) es una función entera
para cada selección del logaritmo log a; cada una de esas funciones la denotamos por az.
Se tiene az1+z2 = az1az2 y

(5.2.2) d
dz (az) = (log a)az.

En el caso a = e siempre escogemos log e = 1, es decir, siempre se cumple ez = exp(z).
La discusión de las potencias es más complicada:

5.2.1 Definición. Sea G ⊆ Ċ una región en la cual existe una rama log del logaritmo,
y sea b ∈ C. Entonces la función z 7→ exp(b log z) es una rama de la b-ésima potencia en
G. También la denotaremos por z 7→ zb.

Cada rama de la b-ésima potencia es holomorfa, con

(5.2.3) d
dz (zb) = bzb−1,

donde zb−1 está definida con la misma rama del logaritmo. Se cumple la relación funcional

(5.2.4) (z1z2)b = zb1z
b
2 si log(z1z2) = log(z1) + log(z2).

Si existe una rama de la b-ésima potencia en una región G ⊆ Ċ, entonces en general
existe una infinidad numerable de ramas allí. Si b ∈ Z, entonces solo hay una rama, la
potencia usual.
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Consideramos en más detalle el caso b = 1/n con n = 2, 3, 4, . . . . Si log es una rama
fija en en G, entonces existen las n ramas

(5.2.5) exp
(

1
n

log z
)
, ζn exp

(
1
n

log z
)
, ζn−1

n exp
(

1
n

log z
)

de z1/n en G.

5.2.2 Teorema. Sea G una región en la cual existe una rama del logaritmo. Si f es
una función continua en G tal que f(z)n = z para todo z ∈ G, entonces f es una de las
ramas de z1/n dadas en (5.2.5).

Demostración. Sea log una rama del logaritmo en G. Ponemos g(z) := exp
( 1
n

log z
)
.

Como (f(z)/g(z))n ≡ 1 en G, f(z)/g(z) = ζ
k(z)
n en G (donde k(z) ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}).

Como f y g son continuas, la función z 7→ ζ
k(z)
n es continua. Y como las n-ésimas raíces

unitarias forman un subconjunto discreto de S1, z 7→ ζ
k(z)
n es una función constante,

ζ
k(z)
n = ζk0

n para un k0 ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} y todo z en G. Luego f(z) = ζk0
n g(z) en

G.

Notamos sin prueba que si existe una función continua f tal que f(z)n = z (n ≥ 2)
en una región G, entonces existe necesariamente una rama del logaritmo en G.
La rama de la b-ésima potencia definida en C\(−∞, 0] por medio de la rama principal

del logaritmo es la rama principal de la b-ésima potencia. Para b ∈ R ella coincide con
la potencia real usual en (0,∞). Para |z| < 1 la rama principal de (1 + z)b tiene como
desarrollo en 0 su serie de Taylor:

(5.2.6) (1 + z)b = 1 +
∞∑
κ=1

(
b

k

)
zk para |z| < 1,

donde (
b

k

)
:= 1

k!b(b− 1)(b− 2) · · · (b− k + 1).

Si una función holomorfa f sin ceros en una región G tiene un logaritmo holomorfo, es
decir, si existe una función holomorfa g en G tal que f = eg, entonces existen b-ésimas
potencias de f :

f b := exp(b(g + 2kπi)).
Por el Teorema 5.1.6 esto es el caso, por ejemplo, si G es simplemente conexa. Otro caso
sería cuando existe una rama holomorfa del logaritmo en f(G).
Consideramos el ejemplo de la función f(z) := (z−z1)/(z−z2) en la región C\{z1, z2},

z1 6= z2. Se cumple que f(G) = C\{0, 1}, así que ninguna de las condiciones anteriores
está satisfecha para la existencia de un logaritmo holomorfo de f . Definimos G∗ :=
C\[z1, z2] ⊆ G. Obtenemos que f(G∗) ⊆ C\(−∞, 0], en donde existe una rama del
logaritmo. En consecuencia, f tiene una rama de la b-ésima potencia en G∗ para cada
b ∈ C. Otra posibilidad de definir ramas de potencias de f seria considerar

G∗∗ := C\ ({z1 + t(z2 − z1) | t < 0} ∪ {z2 + t(z1 − z2) | t < 0})



88 5 Las inversas de las funciones elementales

en vez de G∗. La región G∗∗ es simplemente conexa, así que existe un logaritmo holomorfo
de f en G∗∗ y con el también potencias de f . Las dos regiones G∗ y G∗∗ donde existen
potencias de f fueron construidas de manera arbitraria. Para buscar dominios naturales
en los cuales existen potencias de f , uno aplicaría la teoría de superficies de Riemann.

5.3. Las funciones arco
Las funciones del seno, del coseno y de las otras funciones trigonométricas relacionadas
son periódicas en C, así que globalmente no tienen inversas. Buscaremos regiones lo más
grande posible en donde las funciones son inyectivas y existen inversas en las imágenes.
En esto trataremos de extender las funciones arco conocidas del análisis real.
Tratamos primero la función sen z = (eiz − e−iz)/2i.

5.3.1 Teorema. Sean

G0 := {z ∈ C | −π/2 < Re z < π/2} y G2 := C\{t ∈ R | |t| ≥ 1}.

Entonces existe una rama de w 7→ (1 − w2)1/2 en G2 con valor 1 en w = 0, la cual
denotaremos por

√
1− w2. La función sen es biyectiva entre G0 y G2. Su inversa, la

cual denotaremos por arc sen, tiene la representación

(5.3.1) arc sen(w) = 1
i Log

(
iw +

√
1− w2

)
para todo w ∈ G2.

Demostración. El seno es la composición g ◦ f de las funciones

f(z) := eiz y g(ζ) := 1
2i

(
ζ − 1

ζ

)
.

Analicemos primero la función g en Ċ. Se tiene que g(ζ1) = g(ζ2) si y sólo si

0 = ζ1 − ζ2 +
(

1
ζ2
− 1
ζ1

)
= (ζ1 − ζ2)

(
1 + 1

ζ1ζ2

)
.

Eso muestra que g sería inyectiva en una región que no contenga elementos ζ1, ζ2 con
ζ1ζ2 = −1. Tomamos

G1 := {ζ ∈ C | Re ζ > 0}.
Si ζ ∈ G1, entonces Re(−1/ζ) = −Re(ζ̄/|ζ|2) < 0, es decir, −1/ζ /∈ G1. Por consiguiente,
g es inyectiva en G1.
Mostremos que G2 = g(G1) y encontremos la inversa de g|G1 . Para w ∈ C y ζ ∈ Ċ

tenemos que

(5.3.2) g(ζ) = w si y sólo si (ζ − iw)2 = 1− w2.

Si w /∈ G2 entonces w ∈ R y w2 ≥ 1. Si existe ζ ∈ Ċ tal que g(ζ) = w, y si ζ − iw = eiϑ

con ϑ ∈ R, entonces por (5.3.2)

(ζ − iw)2 = e2iϑ ≤ 0,
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es decir, 2ϑ = (2k + 1)π con un k ∈ Z. En seguida, ϑ = (k + 1
2)π y luego ζ − iw ∈ iR.

Como w ∈ R, resulta ζ ∈ iR. Y como ζ ∈ g−1(w) era arbitrario, w /∈ g(C\iR). Eso
muestra que g(C\iR) ⊆ G2 y particularmente que g(G1) ⊆ G2.
Por otro lado, si t ∈ R\{0}, entonces g(it) = (t+ 1/t)/2 ∈ R y

|g(it)|2 = 1
4

(
t2 + 2 + 1

t2

)
= 1

4

(
4 +

(
t− 1

t

)2)
≥ 1.

En consecuencia, g(it) ∈ C\G2. Como t ∈ R\{0} era arbitrario, eso muestra que

(5.3.3) g−1(G2) ⊆ C\iR.

La función 1 − w2 no se anula en la región G2, la cual es simplemente conexa por el
Teorema 4.3.5 ya que su complemento consiste de dos componentes conexas no acotadas.
Por el Teorema 5.1.6 existe un logaritmo holomorfo de 1−w2 en G2, y por los resultados
de la sección 5.2 existen además precisamente dos ramas de la raíz cuadrada de 1− w2.
Denotemos por

√
1− w2 la rama con valor 1 en w = 0 y definamos la función holomorfa

h(w) := iw +
√

1− w2 para w ∈ G2. Por (5.3.2) obtenemos que g(h(w)) = w para toda
w ∈ G2. Observamos que h(G2) es un conjunto conexo. Además, (5.3.3) implica que
h(G2) ⊆ g−1(G2) ⊆ C\iR. Como h(0) = 1 ∈ G1, estos hechos implican que h(G2) ⊆ G1,
es decir, G2 ⊆ g(G1). Entonces g(G1) = G2 y h = (g|G1)−1.
La restricción f : G0 → G1 es biyectiva, con inversa 1

i Log : G1 → G0. Luego sen |G0 =
g ◦ f es biyectiva, con la inversa

arc sen(w) := f−1(g−1(w)) = 1
i Log

(
iw +

√
1− w2

)
.

5.3.2 Nota. Si uno escoge una otra rama del logaritmo en (5.3.1), entonces uno obtiene
una inversa de la restricción del seno a una tira trasladada por un múltiple entero de 2π,
con la misma región G2 como imagen. Si uno escoge en (5.3.1) la otra rama de la raíz
cuadrada de 1−w2 y una rama “log” del logaritmo en {z ∈ C | Re z < 0}, entonces uno
obtiene una inversa del seno en la tira{

z ∈ C
∣∣∣∣ π2 + 2kπ < Re z < 3π

2 + 2kπ
}

para algún k ∈ Z.
Como cos(z) = sen(z + π/2), construir una inversa arc cos del coseno es sencillo,

aprovechándose de la inversa del seno. Analicemos la arcotangente, una inversa de la
tangente.
5.3.3 Teorema. Sean

G0 := {z ∈ C | −π/2 < Re z < π/2} y G3 := C\{it | t ∈ R, |t| ≥ 1}.

La función tan es biyectiva entre G0 y G3. Su inversa, la cual denotaremos por arctan,
tiene la representación

(5.3.4) arctan(w) = 1
2i Log 1 + iw

1− iw para todo w ∈ G3.
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Demostración. Recordemos la definición

tan z = sen z
cos z = 1

i
e2iz − 1
e2iz + 1 para z ∈ C\

{π
2 + kπ

∣∣∣ k ∈ Z
}
.

Escribimos tan = g ◦ f con f(z) := e2iz y g(ζ) := 1
i
ζ−1
ζ+1 . La función f es una biyección

entre G0 y C\(−∞, 0]. Mostremos que g : C\(−∞, 0] → G3 es biyectiva, con inversa
h(w) := 1+iw

1−iw .
Si ζ 6= −1 y g(ζ) /∈ G3, entonces existe a ∈ R\{−1} tal que ζ−1

ζ+1 = a y |a| ≥ 1. Se
sigue que

ζ = (1 + a)/(1− a) = −1 + 2
1− a ∈ R.

Si a > 1 entonces 1− a < 0 y luego ζ < −1. Si a ≤ −1 entonces ζ ≤ 0. En ambos casos
g(ζ) /∈ G3 implica que ζ ∈ (−∞, 0], es decir, g(C\(−∞, 0]) ⊆ G3.
Si w 6= −i cumple h(w) ∈ (−∞, 0], entonces existe a ∈ (−∞, 0]\{−1} tal que 1+iw

1−iw = a.
En consecuencia,

w = 1
i
a− 1
a+ 1 ∈ iR y |w| =

∣∣∣∣a− 1
a+ 1

∣∣∣∣ = |a|+ 1
||a| − 1| ≥ 1,

es decir, w /∈ G3. Entonces h(G3) ⊆ C\(−∞, 0]. Un cálculo directo muestra que h ◦ g =
idC\(−∞,0] y g ◦ h = idG3 , así que g : C\(−∞, 0] → G3 es invertible con inversa h. Estos
hechos implican la fórmula (5.3.4).

Para buscar regiones en las cuales las funciones hiperbólicas son invertibles, y para
calcular las inversas al respecto, basta usar las relaciones entre ellas y las funciones
trigonométricas de la sección 1.5.



6 Singularidades aisladas
Funciones como 1

1+z2 , tan z y exp(1/z) son holomorfas en el complemento de un conjunto
discreto de singularidades. El análisis del comportamiento de una función holomorfa en
una vecindad de una singularidad aislada contribuye conocimientos teóricos y prácticos
importantes. Existen desarrollos en series de potencias positivas y negativas alrededor
de una singularidad aislada (series de Laurent), análogamente a las series de Taylor.
Existe una clasificación sencilla de las singularidades por medio del comportamiento de
la función en una vecindad. Generalizamos el teorema global de Cauchy por el teorema
de los residuos, el cual aplica a funciones holomorfas con singularidades aisladas. Ese
resultado tiene numerosas consecuencias en el cálculo de integrales, y en el análisis de
las propiedades de funciones holomorfas.

6.1. Funciones holomorfas en anillos
Para 0 < r < R y a ∈ C denotamos por

Ka(r, R) := {z ∈ C | r < |z − a| < R}
Ka(r, R) := {z ∈ C | r ≤ |z − a| ≤ R}

al anillo centrado en a con radios r y R. En esto permitimos r = 0 y R = ∞ en la
definición de Ka(r, R):

Ka(0, R) = ḊR(a) y Ka(r,∞) = C\Dr(a).

Si f es holomorfa en Ka(r, R), entonces en general no tiene una extensión a una región
más grande. No obstante, mostraremos que f es la suma de funciones holomorfas en
DR(a) y C\Dr(a).

6.1.1 Teorema. Sea f holomorfa en el anillo Ka(r, R). Entonces existen una función
holomorfa f1 en U1 := C\Dr(a) y una función holomorfa f2 en U2 := DR(a) tal que en
Ka(r, R) = U1 ∩ U2 se cumple f = f1 + f2. En esto podemos escoger f1 de tal manera
que ĺım|z|→∞ f(z) = 0. Esta condición determina a f1 y f2.

Demostración. Para cualquier ρ ∈ (r, R) definimos en Dρ(a) una función holomorfa f2,ρ
mediante

f2,ρ(z) := 1
2πi

∫
κ(ρ,a)

f(ζ)
ζ − z

dζ.

Si z ∈ U2 y máx{r, |z − a|} < ρ < ρ′ < R, la función ζ 7→ f(ζ)/(ζ − z) es holomorfa en
un anillo abierto U que es una vecindad U de Ka(ρ, ρ′). Como los lazos κ(ρ, a) y κ(ρ′, a)
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son homólogos en U , el teorema global de Cauchy implica que f2,ρ(z) = f2,ρ′(z). Por ello
tiene sentido la definición

f2(z) := f2,ρ(z) donde z ∈ U2, ρ ∈
(
máx{r, |z − a|}, R

)
,

y f2 es holomorfa en U2. Similarmente definimos la función holomorfa

f1(z) := −1
2πi

∫
κ(σ,a)

f(ζ)
ζ − z

dζ donde z ∈ U1, σ ∈
(
r,mı́n{R, |z − a|}

)
.

Fijemos σ1 ∈ (r, R). Si |z − a| ≥ 2R, la desigualdad estándar implica que

|f1(z)| ≤ máx
|ζ−a|=σ1

|f(ζ)| σ1

|z − a| −R
,

así que ĺım|z|→∞ f1(z) = 0.
Sean ahora z ∈ Ka(r, R) y r < σ < |z − a| < ρ < R. El ciclo Γ := κ(ρ, a) − κ(σ, a)

tiene homología cero en Ka(r, R). Además, n(Γ, z) = 1. Por consiguiente, la fórmula de
Cauchy implica que

f(z) = 1
2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ = 1
2πi

∫
κ(ρ,a)

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2πi

∫
κ(σ,a)

f(ζ)
ζ − z

dζ = f2(z) + f1(z).

Nada más falta ver la unicidad de la descomposición. Sea f = g1 + g2 una descompo-
sición análoga tal que ĺım|z|→∞ g1(z) = 0, entonces f1 − g1 = −f2 + g2 en U1 ∩ U2. En
seguida definimos por h := f1 − g1 en U1, h := −f2 + g2 en U2, una función entera con
ĺım|z|→∞ h(z) = 0. Por el teorema de Liouville, h ≡ 0, es decir, f1 = g1 y f2 = g2.

En la situación del Teorema 6.1.1 llamamos a f1 la parte principal de f , y a f2 la parte
secundaria de f .

6.1.2 Teorema. Sea f holomorfa en el anillo Ka(r, R). Entonces existe una represen-
tación

(6.1.1) f(z) =
−∞∑
k=−1

ak(z − a)k +
∞∑
k=0

ak(z − a)k.

La primera serie converge en C\Dr(a) localmente uniformemente a la parte principal de
f , y la segunda serie converge en DR(a) localmente uniformemente a la parte secundaria
de f . Para cualquier ρ ∈ (r, R) los coeficientes ak están dados por

(6.1.2) an = 1
2πi

∫
κ(ρ,a)

f(ζ)
(ζ − a)n+1 dζ para todo n ∈ Z.

Demostración. La parte secundaria tiene un desarrollo en una serie de potencias en U2:

f2(z) =
∞∑
k=0

ak(z − a)k.



6.1 Funciones holomorfas en anillos 93

Para encontrar un desarrollo análogo para f1 usaremos la función

F (w) := a+ 1
w
,

la cual es una función biholomorfa entre Ḋ1/r y C\Dr(a). La función f1 ◦F es holomorfa
en Ḋ1/r. Como ĺım|z|→∞ f1(z) = 0, también ĺımw→0 f1(F (w)) = 0, así que f1 ◦ F tiene
una extensión holomorfa a a con el valor 0 (teorema de levantamiento de Riemann,
Teorema 3.2.6). Por consiguiente, existe el desarrollo de f1 ◦ F en su serie de Taylor
alrededor de 0 en el disco D1/r:

f1(F (w)) =
∞∑
k=1

bkw
k,

la cual converge uniformemente en D1/ρ para todo ρ > r. Reemplazando (z − a)−1 por
w obtenemos

f1(z) =
∞∑
k=1

bk(z − a)−k,

así que la definición ak := b−k para k ∈ Z, k < 0, implica la representación (6.1.1). Esta
serie converge uniformemente en C\Dρ(a) para todo ρ > r.
Falta demostrar la fórmula para los coeficientes an. Para ρ ∈ (r, R) y n ∈ Z las series

f(z)
(z − a)n+1 =

−∞∑
k=−1

ak+n+1(z − a)k +
∞∑
k=0

ak+n+1(z − a)k

convergen uniformemente en κ(ρ, a). Por el Corolario 2.3.2 y por el Ejemplo 2.2.4 obte-
nemos ∫

κ(ρ,a)

f(z)
(z − a)n+1 dz = an

∫
κ(ρ,a)

1
z − a

dz = 2πian.

Ese nuevo tipo de serie merece un nombre propio:

6.1.3 Definición. Una Serie de Laurent es una serie de la forma

(6.1.3)
∞∑

k=−∞

ak(z − a)k :=
∑
k∈Z

ak(z − a)k.

Se llama convergente en z1 si ambas series
∑∞

k=0 ak(z−a)k y
∑∞

k=1 a−k(z−a)−k convergen
en z1; en ese caso su suma es el valor de la serie (6.1.3) en z1. La serie

−∞∑
k=−1

ak(z − a)k :=
∞∑
k=1

a−k(z − a)−k

se llama la parte principal de (6.1.3), y la serie
∞∑
k=0

ak(z − a)k
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es la parte secundaria de (6.1.3). Si la parte principal y la parte secundaria convergen
(localmente) uniformemente entonces (6.1.3) converge (localmente) uniformemente.

6.1.4 Teorema. (a) Sea L(z) :=
∑

k∈Z ak(z−a)k una serie de Laurent. Entonces exis-
ten r, R ∈ [0,∞] tales que la parte principal de L converge localmente uniforme-
mente en C\Dr(a), y la parte secundaria de L converge localmente uniformemente
en DR(a). Si r < R, entonces L converge localmente uniformemente en el anillo
Ka(r, R) a una función holomorfa. En ese caso se tiene que

(6.1.4) |an| ≤ ρ−n sup
|z−a|=ρ

|f(z)| para todo ρ ∈ (r, R), n ∈ Z.

(b) Sean L1(z) :=
∑

k∈Z ak(z − a)k y L2(z) :=
∑

k∈Z bk(z − a)k dos series de Laurent
que convergen a la misma función f en un anillo Ka(r, R). Entonces an = bn para
toda n.

Demostración. Inciso (a): La parte secundaria de L tiene un radio de convergencia
R ∈ [0,∞]. La serie de potencias

g(w) :=
∞∑
k=1

a−kw
k

tiene un radio de convergencia 1/r ∈ [0,∞]. Entonces la parte principal de L converge
localmente uniformemente en C\Dr(a) a la función g(1/(z − a)). Si r < R ambas par-
tes de L convergen localmente uniformemente en Ka(r, R), y L representa una función
holomorfa allí. La desigualdad (6.1.4) se sigue de (6.1.2) por la desigualdad estándar
Teorema 2.1.6.
Inciso (b): Si ρ ∈ (r, R), entonces integración de

1
(z − a)n+1L1(z) = 1

(z − a)n+1L2(z)

sobre κ(ρ, a) implica la identidad an = bn.

La serie de Laurent de una función holomorfa en un anillo normalmente no se calcula
explícitamente usando la fórmula (6.1.2). Es más común usar series de Taylor ya conoci-
das para calcular los coeficientes. Particularmente, en el caso de las funciones racionales
basta usar las series geométricas y sus derivadas.

6.1.5 Ejemplo. Consideremos la función

f(z) := 1
z(z − i)2 .

Existen cuatro anillos distintos naturales en donde la serie de Laurent de f es interesante,
dos para cada una de las singularidades 0 y i.
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(a) Desarrollo en K0(0, 1):

f(z) = −1
z

1(
1− z

i

)2 = −1
z

∞∑
k=0

(k + 1)
(
z

i

)k
= −1

z
+ i

∞∑
k=0

k + 2
ik zk

(b) Desarrollo en K0(1,∞):

f(z) = 1
z3

1(
1− i

z

)2 = 1
z3

∞∑
k=0

(k + 1)
(

i
z

)k
=
−∞∑
k=−3

(k + 2)i−k−1zk.

(c) Desarrollo en Ki(0, 1):

f(z) = 1
(z − i)2

1
z

= 1
(z − i)2

1
z − i + i = 1

(z − i)2
−i

1− i(z − i)

= 1
(z − i)2

∞∑
k=0

ik−1(z − i)k =
∞∑

k=−2

ik+1(z − i)k.

(d) Desarrollo en Ki(1,∞):

f(z) = 1
(z − i)2

1
z

= 1
(z − i)2

1
z − i + i = 1

(z − i)3
1

1 + i
z−i

= 1
(z − i)3

∞∑
k=0

(
1

i(z − i)

)k
=
−∞∑
k=−3

ik+3(z − i)k.

6.2. Singularidades aisladas
Usaremos la siguiente noción: si z0 ∈ C y U es una vecindad de z0 entonces U\{z0} es
una vecindad pinchada de z0.

6.2.1 Definición. Si z0 ∈ C y f es una función holomorfa en una vecindad pinchada de
z0 entonces z0 se llama una singularidad aislada de f .

6.2.2 Ejemplo. (a) La función f(z) := sen z
z

es holomorfa en Ċ y no definida en z = 0.
Entonces 0 es una singularidad aislada de f .

(b) La función f(z) := 1
z(z−i)2 tiene las singularidades aisladas 1 y i.

(c) La función f(z) := e1/z tiene una singularidad aislada en 0.

(d) La función f(z) := cot(πz) = cos(πz)
sen(πz) es definida y holomorfa en C\Z, así que todos

los puntos de Z son singularidades aisladas de f .
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(e) La función f(z) := cot π
z
es definida y holomorfa en C\(A∪{0}), donde A := {z ∈

C | 1
z
∈ Z}. El origen no es una singularidad aislada de f ya que es un punto de

acumulación de los puntos de A. No existe una vecindad pinchada de 0 en la cual
f es holomorfa. Pero A es un conjunto discreto en Ċ, así que los puntos 1/k para
k ∈ Z son singularidades aisladas de f en Ċ.

6.2.3 Definición. Sean z0 ∈ C, U una vecindad de z0 y f holomorfa en la vecindad
pinchada U\{z0}.

(i) Si f es acotada en una vecindad pinchada V \{z0} ⊆ U\{z0} de z0, entonces z0 se
llama una singularidad levantable (o removible) de f .

(ii) Si ĺımz→z0|f(z)| =∞, entonces z0 se llama un polo de f .

(iii) Si z0 ni es una singularidad levantable ni un polo de f , entonces z0 se llama una
singularidad esencial de f .

Por el Teorema 3.2.6 de levantamiento de Riemann un singularidad aislada es levan-
table si y sólo si existe una extensión holomorfa f̂ al conjunto U en la situación de la
Definición 6.2.3.
Analizamos primero los polos. Si f tiene un polo en z0, la función 1/f no se anula en

una vecindad pinchada V \{z0} de z0. En seguida, 1/f es holomorfa allí y cumple que
ĺımz→z0

1
f(z) = 0. Entonces 1/f tiene una singularidad levantable en z0, un cero.

6.2.4 Definición. Si f tiene un polo en z0 entonces el orden (o la multiplicidad) del
polo de f en z0 es el orden del cero z0 de 1/f .

6.2.5 Teorema. Para una singularidad aislada z0 de f y n ∈ N son equivalentes:

(i) z0 es un polo de f del orden n;

(ii) existe una función holomorfa h en una vecindad pinchada U\{z0} de z0 tal que
h(z0) 6= 0 y

(6.2.1) f(z) = (z − z0)−nh(z) para todo z ∈ U\{z0};

(iii) existen una vecindad pinchada U\{z0} de z0 y constantes positivas M1,M2 tales
que

(6.2.2) M1|z − z0|−n ≤ |f(z)| ≤M2|z − z0|−n para todo z ∈ U\{z0}.

Demostración. Inciso (I) implica (II): Existen una vecindad pinchada V \{z0} y una
función holomorfa g en V tal que g(z0) 6= 0 y

1
f(z) = (z − z0)ng(z) para todo z ∈ V.
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La función h := 1/g es bien definida y holomorfa en una vecindad U ⊆ V , y se cumple
(6.2.1).
Inciso (II) implica (III): Como h(z0) 6= 0 y h es holomorfa, existen una vecindad U

de z0 y constantes M1,M2 > 0 tales que

M1 ≤ |h| ≤M2 en U.

En seguida, (6.2.1) implica (6.2.2).
Inciso (III) implica (I): Por (6.2.2) se cumple

1
M1
|z − z0|n ≤

1
|f(z)| ≤

1
M2
|z − z0|n

para todo z ∈ U\{z0}, es decir, f tiene un polo en z0 y 1/f tiene una extensión holomorfa
a U . Además, z0 es un cero de ella. Sea k el orden de ese cero. Existe una función
holomorfa g en U tal que g(z0) 6= 0 y 1/f(z) = (z − z0)kg(z) para todo z ∈ U\{z0}. La
desigualdad anterior implica que k = n, es decir, n es el orden del polo z0 de f .

Para el comportamiento cerca de singularidades esenciales tenemos

6.2.6 Teorema (Casorati y Weierstraß). Sea z0 una singularidad aislada de f . Entonces
z0 es esencial si y sólo si para cada vecindad pinchada U\{z0} de z0 donde f está definida
se tiene que f(U\{z0}) es denso en C.

Demostración. Sea z0 esencial. Por contradicción supongamos que existe una vecindad
pinchada U\{z0} tal que f(U\{z0}) no es denso en C. Entonces existe un disco Dr(w)
tal que f(U\{z0}) ∩ Dr(w0) = ∅. Eso implica que la función g(z) := 1/(f(z) − w0)
es holomorfa en U\{z0} y tiene valor absoluto acotado por 1/r. Por lo tanto, g tiene
una extensión holomorfa a U . En consecuencia, f(z) = w0 + 1/g tiene una singularidad
levantable (si g(z0) 6= 0) o un polo (si g(z0) = 0) en z0, una contradicción.
La afirmación inversa es una consecuencia directa de la clasificación de las singulari-

dades aisladas.

Consideremos la relación entre el tipo de una singularidad aislada y el desarrollo de
la función en una serie de Laurent:

6.2.7 Teorema. Sea f holomorfa en ḊR(a) con la serie de Laurent

f(z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − a)k

La singularidad aislada a de f es

(i) levantable si y sólo si ak = 0 para todo k < 0;

(ii) un polo del orden n si y sólo si a−n 6= 0 y ak = 0 para todo k < −n;

(iii) esencial si y sólo si ak 6= 0 para una infinidad de índices k < 0.
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Demostración. Inciso (I): Si a es levantable, entonces la serie de Laurent es la serie de
Taylor de la extensión holomorfa de f a a por el Teorema 6.1.4(b) (unicidad de la serie
de Laurent), es decir, ak = 0 para k < 0. Inversamente, si la serie de Laurent de f es
una serie de potencias, su función límite es la extensión holomorfa de f a a.
Inciso (II): La representación

f(z) =
∞∑

k=−n

ak(z − a)k, a−n 6= 0,

es equivalente a f(z) = (z − a)−nh(z) con una función holomorfa h tal que h(a) 6= 0,
usando

h(z) :=
∞∑
k=0

ak−n(z − a)k.

eso muestra la afirmación.
inciso (III): Se sigue de (i) y (ii).

6.2.8 Ejemplo. (a) La serie de Laurent de sen z
z

es

1
z

∞∑
ν=0

(−1)ν
(2ν + 1)!z

2ν+1 =
∞∑
ν=0

(−1)ν
(2ν + 1)!z

2ν ,

es decir, la singularidad z = 0 es levantable, la función es extensible a 0 por el
valor 1.

(b) Por el Ejemplo 6.1.5 la función

f(z) := 1
z(z − i)2

tiene un polo del orden 1 en 0 y un polo del orden 2 en i.

(c) La serie de Laurent de e1/z en Ċ es

∞∑
k=0

1
k!

1
zk
,

es decir, el origen es una singularidad esencial.

6.3. Funciones meromorfas y la esfera de Riemann
El comportamiento de una función holomorfa cerca de un polo es muy simple, así que
las funciones holomorfas con polos no son más complicadas de tratar que las funciones
holomorfas.
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6.3.1 Definición. Sea U ⊆ C un conjunto abierto. Una función meromorfa en U es una
función holomorfa f : U\Pf → C donde Pf es un subconjunto discreto de U y todos los
puntos de Pf son polos de f .

Por el Teorema 6.2.7 f tiene en cada punto z0 ∈ U un desarrollo en una serie de
Laurent con un número finito de coeficientes negativos, lo cual es cero en los puntos de
holomorfía de f . Esa serie converge al menos en el anillo más grande centrado en z0 que
es un subconjunto de U .
Si f y g son funciones meromorfas en una región G entonces definimos f + g y fg en

G\(Pf ∪ Pg) como suma y producto de funciones holomorfas. En un punto a ∈ Pf ∪ Pg
la función f + g tiene una singularidad aislada, y su serie de Laurent Lf+g en Ḋr(a)
para r > 0 suficientemente chico es la suma de las series de Laurent Lf y Lg de f
y g en Ḋr(a). Como las partes principales de Lf y Lg son finitos, también la parte
principal de Lf+g es finito, es decir, o bien a es una singularidad removible o un polo
de f + g. Las representaciones en (3.3.6) de ceros y en (6.2.1) de polos implican que las
singularidades aisladas a ∈ Pf ∪Pg de fg o bien son removibles o son polos. Quitamos de
f + g y de fg todas las singularidades removibles y obtenemos como resultado funciones
meromorfas en G con Pf+g ⊆ Pf ∪Pg y Pfg ⊆ Pf ∪Pg. Similarmente, si f 6≡ 0 entonces el
conjunto de ceros en G es discreto y forma el conjunto de polos de 1/f , donde nuevamente
quitamos las singularidades removibles. Resulta que f · (1/f) es la función constante 1
en G\(Pf ∪P1/f ) y todas sus singularidades son removibles con valor 1. Entonces 1/f es
la inversa multiplicativa de f en el anillo de la funciones meromorfas. En consecuencia,
es fácil verificar el

6.3.2 Teorema. Las funciones meromorfas en una región forman un campo.

El resultado anterior implica que el cociente f/g de dos funciones holomorfas en G,
donde g 6≡ 0, es una función meromorfa. Por ejemplo, las funciones racionales y las
funciones tangente y cotangente son meromorfas en C. De esto surge inmediatamente
la pregunta si todas las funciones meromorfas en G son el cociente de dos funciones
holomorfas. Localmente esto es cierto:

6.3.3 Teorema. Sea f una función meromorfa en U . Entonces cada punto a ∈ U tiene
una vecindad V en U tal que f es el cociente de dos funciones holomorfas g y h en V :
f = g/h.

Demostración. Si a no es un polo de f entonces tomamos g := f y h ≡ 1 en V := U\Pf .
Si a es un polo de f del orden n entonces

f(z) = g(z)
(z − a)n

cerca de a, por (6.2.1).

Si la función meromorfa f tiene nada más un número finito a1, a2, . . . , am de polos en
U , con los ordenes n1, n2, . . . , nm, entonces la función

g(z) := (z − a1)n1(z − a2)n2 . . . (z − am)nmf(z)
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tiene singularidades levantables en a1, a2, . . . , am. En seguida, f es el cociente de dos
funciones holomorfas en U . Ese resultado también es cierto si f tiene un número infinito
de polos en U , pero la demostración es mucho más difícil. La veremos después del teorema
de Mittag-Leffler.
En el campo de las funciones meromorfas los ceros y los polos de funciones juegan un

papel muy similar. Quitemos la asimetría entre estos conceptos, la cual es el hecho que
0 ∈ C pero que no podemos dar un valor definitivo a una función meromorfa en un polo.

6.3.4 Definición. Formamos la unión de C con un punto adicional que no está en C,
lo cual denotaremos por “∞” y lo llamaremos el “punto infinito”:

Ĉ := C ∪ {∞}.

El conjunto Ĉ se llama la esfera de Riemann o el plano complejo cerrado.

6.3.5 Teorema. Sea O la colección de los subconjuntos abiertos de C y de los comple-
mentos en Ĉ de subconjunto compactos de C. Entonces el conjunto O es una topología
en Ĉ y Ĉ es un espacio topológico de Hausdorff compacto. La topología inducida en C
coincide con la topología usual, y C es un subconjunto abierto y denso de Ĉ.

Demostración. El conjunto vacío es un subconjunto abierto y compacto de C, así que
O contiene a ∅ y a Ĉ. Si {Uα}α∈A ⊆ O, sean B,C ⊆ A subconjuntos que forman una
partición de A (A = B ∪ C, B ∩ C = ∅), tales que Uβ es un subconjunto abierto de C
para β ∈ B y Uγ = Ĉ\Kγ donde Kγ es un subconjunto compacto de C para γ ∈ C. El
conjunto

V :=
⋃
β∈B

Uβ

es abierto en C. Si C = ∅, entonces V coincide con
⋃
α∈A Uα. En consecuencia, ese

conjunto es un elemento de O. Si C 6= ∅, entonces

K :=
⋂
γ∈C

Kγ

es compacto en C. Se sigue que⋃
α∈A

Uα =
⋃
β∈B

Uβ ∪
⋃
γ∈C

Ĉ\Kγ = V ∪ (Ĉ\K) = Ĉ\(Ĉ\V ∩K),= Ĉ\(K\V ),

dondeK\V es un subconjunto compacto de C. Por consiguiente,
⋃
α∈A Uα es un elemento

de O también en este caso.
Si U, V son subconjuntos abiertos de C, entonces U ∩ V es un subconjunto abierto de

C. Si U ⊆ C es abierto y K ⊆ C compacto, entonces

U ∩ (Ĉ\K) = U\K,

lo cual es un subconjunto abierto de C. Y si K1, K2 son subconjuntos compactos de C
entonces

(Ĉ\K1) ∩ (Ĉ\K2) = Ĉ\(K1 ∪K2),
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lo cual es un elemento de O ya que K1 ∪K2 es un subconjunto compacto de C. En todo
caso, la intersección de dos elementos de O es un elemento de O. Estos hechos muestran
que O es una topología en Ĉ.
Si z1, z2 ∈ C son puntos distintos, entonces existen vecindades abiertas ajenas de ellos

en C, las cuales son también conjuntos abiertos en Ĉ. Si z ∈ C, entonces para cualquier
r > 0 el disco Dr(z) es una vecindad abierta de z en Ĉ y el conjunto Ĉ\Dr(z) es una
vecindad abierta de ∞ en Ĉ. Estas dos vecindades son además ajenas. Por lo tanto, Ĉ
es un espacio de Hausdorff.
Notamos que por la propiedad de Hausdorff un punto de Ĉ forma un conjunto cerrado

en Ĉ. Particularmente, si U es abierto en Ĉ, entonces el conjunto U\{∞} es un conjunto
abierto en Ĉ, y también un subconjunto abierto de C. Sea {Uα}α∈A una cubierta abierta
de Ĉ. Existe α0 ∈ A tal que ∞ ∈ Uα0 . El conjunto K := Ĉ\Uα0 es compacto en C y
{Uα\{∞}}α∈A\{α0} es una cubierta abierta en C de K. Entonces existe un número finito
de índices α1, α2, . . . , αn ∈ A\{a0} tal que

K ⊆
n⋃
k=1

Uαk\{∞} ⊆
n⋃
k=1

Uαk .

En seguida, {Uαk}nk=0 forma una subcubierta abierta finita de Ĉ. Esto muestra que Ĉ es
compacto.
La topología inducida de O en C es, por definición, precisamente la colección

OC := {U\{∞} | U ∈ O}.

Como ya vimos arriba, estos conjuntos son conjuntos abiertos de C. Inversamente, todo
subconjunto abierto de C es un elemento de O, particularmente C. Esto muestra que
OC coincide con la topología usual en C y que C es abierto en Ĉ. Si U es una vecindad
abierta de∞ entoncesK := Ĉ\U es un subconjunto compacto de C. En seguida, U∩C =
(Ĉ\K) ∩ C = C\K 6= ∅ y luego C es denso en Ĉ.

Construiremos ahora un homeomorfismo entre Ĉ y un espacio métrico: sea

S2 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}

la esfera unitaria en R3. Como subconjunto del espacio normado R3 ella es un espacio
métrico. Denotamos por

PN := (0, 0, 1) y PS := (0, 0,−1)

al polo norte y al polo sur de S2. Consideremos el mapeo ϕ : S2 → Ĉ definido como la
proyección estereográfica: para x ∈ S2\{PN} sea ϕ(x) el punto único de intersección del
rayo pasando por PN y x con el subespacio R2 × {0} de R3, ver Figura 6.1. Resulta
explícitamente la representación

(6.3.1) ϕ(x) :=


1

1− x3
(x1 + ix2), x 6= PN,

∞, x = PN.
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x
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Figura 6.1: Proyección estereográfica

6.3.6 Teorema. La proyección estereográfica es un homeomorfismo entre S2 y Ĉ.

Demostración. Geométricamente es obvio que ϕ es biyectiva. Lo verifiquemos algebraica-
mente: sean ϕ(x) = ϕ(y). Basta considerar el caso x, y ∈ S2\{PN}. Usando |x| = |y| = 1
obtenemos

|ϕ(x)|2 = x2
1 + x2

2
(1− x3)2 = 1− x2

3
(1− x3)2 = 1 + x3

1− x3
= 2

1− x3
− 1

y similarmente
|ϕ(y)|2 = 2

1− y3
− 1

Como |ϕ(x)| = |ϕ(y)|, se sigue que x3 = y3. Además,

x1 = (1− x3) Reϕ(x) = (1− x3) Reϕ(y) = y1

y similarmente x2 = y2. Entonces ϕ es inyectiva.
Consideremos el mapeo ϑ : Ĉ→ S2 dado por

ϑ(z) :=


1

x2 + y2 + 1(2x, 2y, x2 + y2 − 1), z = x+ iy ∈ C,

PN z =∞.

Si z = x+ iy ∈ C entonces

1− x2 + y2 − 1
x2 + y2 + 1 = 2

x2 + y2 + 1 ,

así que
ϕ(ϑ(x+ iy)) = x+ iy.

Como además ϕ(ϑ(∞)) =∞, se tiene que ϕ ◦ ϑ = idĈ. En consecuencia, ϕ es biyectiva
y ϕ−1 = ϑ.
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Es obvio que ϕ|S2\{PN} y ϑ|C son mapeos continuos respecto a las topologías de S2 y Ĉ
(recordando que la topología inducida por la de Ĉ en C coincide con la usual). Falta nada
más comprobar continuidad en PN y ∞. Notamos primero que una vecindad abierta U
en S2 de PN satisface que S2\U es un subconjunto compacto de S2\{PN}. Como ϕ
y ϑ son continuas en S2\{PN} y C, respectivamente, mandan conjuntos compactos a
conjuntos compactos. Por la biyectividad esto implica que la imagen de una vecindad de
PN en S2 bajo ϕ es una vecindad de ∞ en Ĉ, y que la imagen de una vecindad de ∞
en Ĉ bajo ϑ es una vecindad de PN en S2. Esto prueba la continuidad de ϕ y ϑ en PN
y ∞.

El Teorema 6.3.6 implica que también Ĉ es un espacio métrico, con la métrica inducida
por S2 mediante el homeomorfismo ϕ, la proyección estereográfica: se define

(6.3.2) dĈ(z, w) := dS2(ϕ−1(z), ϕ−1(w))

para z, w ∈ Ĉ. Obviamente ϕ y ϕ−1 son isometrías respecto a las dos métricas. Si O es
la topología en Ĉ construida en el Teorema 6.3.5 y si Od es la topología inducida en Ĉ
por la métrica, entonces ϕ y ϕ−1 son continuas respecto a las dos topologías en Ĉ. Como
idĈ = ϕ ◦ ϕ−1, los mapeos

idĈ : (Ĉ,O)→ (Ĉ,Od) y idĈ : (Ĉ,Od)→ (Ĉ,O)

son continuos, es decir, O y Od coinciden. En otras palabras, O es también la topología
inducida en Ĉ por la métrica dĈ.
Topológicamente identifiquemos los dos espacios S2 y Ĉ y obtenemos así una intuición

buena de la topología en Ĉ. Podemos tratar, como siempre, continuidad de funciones
usando sucesiones en Ĉ. Aquí una sucesión (zk) ⊆ C tiende a ∞ en Ĉ si y sólo si
|zk| → ∞.
También queremos tratar el punto ∞ como una singularidad. Diremos para z0 ∈ C

que f es una función meromorfa en z0 si f está definida y meromorfa en una vecindad
abierta de z0 en C.

6.3.7 Definición. Sean r > 0 y f : C\Dr → C una función holomorfa. Definimos la
función g : Ḋ1/r → C por g(z) := f(1/z). Entonces f tiene una singularidad aislada en
∞, y su tipo es el mismo que el de la singularidad 0 de g. Si g es una función meromorfa
en D1/r entonces f es una función meromorfa en ∞. Si U ⊆ Ĉ es abierto, entonces
f : U → C es una función meromorfa en U si f es meromorfa en cada punto de U .

Escribiendo h(z) := 1/z quitamos la asimetría entre 0 y ∞ como puntos donde está
definida una función f meromorfa considerando la composición f ◦ h.
Inversamente, trataremos de quitar la asimetría entre 0 y ∞ como valores de f con-

siderando la composición h ◦ f . Esto es razonable ya que si f tiene un polo en z0 ∈ Ĉ
entonces 1/f tiene una singularidad removible en z0.

6.3.8 Definición. Sea U un subconjunto abierto de Ĉ. Un mapeo f : U → Ĉ se llama
un mapeo holomorfo si f es una función meromorfa en U .
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Notamos que un mapeo holomorfo es continuo. Si f : U → Ĉ es un mapeo holomorfo,
entonces necesariamente Pf := f−1(∞) es un subconjunto discreto de U .
Construiremos una asociación entre funciones meromorfas en subconjuntos abiertos de

C y mapeos holomorfos en subconjuntos abiertos de Ĉ. Sean U ⊆ C abierto y f : U → C
una función meromorfa. Si U es una vecindad pinchada da ∞ en Ĉ (es decir, si C\U es
compacto) también pedimos que f sea meromorfa en∞. Recordemos que f está definida
en U\Pf . Sea V ⊆ Ĉ el conjunto U si C\U no es compacto, y sea V = U ∪ {∞} si C\U
es compacto. Definimos f̂ : V → Ĉ por

f̂(z) :=


f(z), si z ∈ U\Pf ,
∞, si z ∈ Pf
∞, si z =∞ y si ∞ es un polo,
ĺım
|z|→∞

f(z), si z =∞ y si ∞ es removible.

En ese caso f̂ es un mapeo holomorfo.
Inversamente, sea V ⊆ Ĉ abierto y f̂ : V → Ĉ un mapeo holomorfo. Definimos el

conjunto U := V \{∞}. Entonces f := f̂ |U\Pf̂ es una función meromorfa. Si V es una
vecindad de ∞, entonces además se tiene que f es meromorfa en ∞.
Nótese que damos importancia a la distinción entre una función meromorfa, la cual

toma valores en C, y un mapeo holomorfo, lo cual toma valores en Ĉ. Siempre identifi-
quemos los mapeos f y f̂ de la asociación de arriba. No definimos qué es la derivada de
un mapeo holomorfo f : U → Ĉ en los puntos de U , lo cual requeriría un tratamiento
mucho más profundo de la geometría diferencial compleja. Tampoco trataremos caminos
de integración que pasan por ∞.
Con esas nuevas nociones formulamos algunos resultados sobre mapeos holomorfos

definidos en todo Ĉ.

6.3.9 Teorema. Un mapeo holomorfo f en Ĉ tal que f−1(∞) = ∅ es constante.

Demostración. Por la hipótesis, f : Ĉ→ C es continuo, así que f(Ĉ) es un subconjunto
compacto de C. Particularmente, g := f |C es una función entera acotada. Por el Teorema
de Liouville g es constante. Por la continuidad de f en ∞ también f es constante.

Un polinomio tiene sólo una singularidad aislada, un polo en ∞, así que es un mapeo
holomorfo en Ĉ. Inversamente tenemos

6.3.10 Teorema. Un mapeo holomorfo f en Ĉ tal que f−1(∞) = {∞} es un polinomio.

Demostración. Por la hipótesis, g := f |C es una función entera tal que ĺım|z|→∞|g(z)| =
∞. Denotamos su serie de potencias por

∞∑
k=0

akz
k,
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la cual converge en todo C. En consecuencia, la función h(z) := g(1/z), la cual está
definida en Ċ, tiene un polo en 0. Su serie de Laurent

∞∑
k=0

akz
−k,

la cual converge en Ċ, tiene sólo una parte principal finita, es decir, existe k0 tal que
ak = 0 para todo k > k0. Eso implica que f es un polinomio.

Cada función racional es meromorfa y tiene un límite en ∞, así que es también un
mapeo holomorfo en Ĉ. Mostremos que lo inverso también es cierto:

6.3.11 Teorema. Los mapeos holomorfos en Ĉ son precisamente las funciones racio-
nales.

Demostración. Nada más falta demostrar que un mapeo holomorfo f en Ĉ es una función
racional. El conjunto Pf es discreto en Ĉ por la definición de un mapeo holomorfo. Como
Ĉ es compacto, Pf es finito, digamos Pf\{∞} = {z1, z2, . . . , zm}. Para todo k sea hk la
parte principal de la serie de Laurent de f en zk. Entonces hk es racional y un mapeo
holomorfo en Ĉ. Además, ĺım|z|→∞ hk(z) = 0 para todo k, así que g = f −

∑m
k=1 hk

es un mapeo holomorfo en Ĉ. El único posible polo de g es ∞. Por Teorema 6.3.9 y
Teorema 6.3.10 g es un polinomio, y luego f una función racional.

6.3.12 Corolario (Fracciones parciales para una función racional). Toda función racio-
nal es la suma de un polinomio y de una combinación lineal sobre C de términos de la
forma

1
(z − z0)` ,

donde z0 ∈ C y ` ∈ N.

6.4. El teorema de los residuos
El teorema de los residuos es una generalización del teorema global de Cauchy a funciones
con singularidades aisladas.

6.4.1 Definición. Sean U ⊆ C abierto y f holomorfa en U con excepción de singulari-
dades aisladas. El residuo de f en z ∈ U es el número

resz f := 1
2πi

∫
κ

f,

donde κ es una parametrización de Sr(z) con r > 0 tal que z es la única posible singu-
laridad de f en Dr(z).



106 6 Singularidades aisladas

6.4.2 Nota. (a) En la Definición 6.4.1 no importa el radio r > 0 mientras que todas
las condiciones están satisfechas. En vez de κ uno podría usar cualquier ciclo Γ tal
que n(Γ, z) = 1 y n(Γ, w) = 0 para toda singularidad no igual a z de f . Eso es una
consecuencia del teorema global de Cauchy aplicado en el conjunto U\Pf , ya que
en ese conjunto los ciclos Γ y κ son homólogos.

(b) Si f es holomorfa en a ∈ U entonces resa f = 0 por el teorema de Cauchy. Si a es
un polo o una singularidad esencial de f entonces sea

∞∑
k=−∞

ak(z − a)k

la serie de Laurent correspondiente de f en a. Se sigue que

(6.4.1) resa f = a−1.

6.4.3 Ejemplo. (a) La función 1/(z−a) tiene en a el residuo 1; para n ≥ 2 la función
1/(z − a)n tiene en a el residuo 0.

(b) Según el Ejemplo 6.1.5 los residuos interesantes de la función f(z) := 1/z(z − i)2

son
res0 f = −1 y resi f = 1.

6.4.4 Teorema (de los residuos). Sean U ⊆ C abierto, f una función holomorfa en U
con la posible excepción de singularidades aisladas y Γ un ciclo con homología nula en
U en cuyo traza no hay ninguna singularidad de f . Entonces n(Γ, z) resz f 6= 0 sólo en
un subconjunto finito de U y se cumple

(6.4.2)
∫

Γ
f = 2πi

∑
z∈U

n(Γ, z) resz f.

Demostración. El conjunto

V := {z ∈ U\ tr Γ | n(Γ, z) 6= 0}

es relativamente compacto en U por el Teorema 4.1.7, es decir, V sólo contiene un
número finito de singularidades de f . Y como resz f = 0 si z ∈ tr Γ y n(Γ, z) = 0 si
z ∈ U\V , la suma en (6.4.2) solo se toma sobre las singularidades de f en V . Sean
entonces z1, z2, . . . , zm las singularidades no removibles de f en V , y sea M el conjunto
de las singularidades no removibles de f en U\V . Además, sea hk la parte principal de
la serie de Laurent de f en zk. Como hk es una función holomorfa en C\{zk}, la función
f −

∑m
k=1 hk es una función holomorfa en U\M . Todos los puntos z ∈ M cumplen

n(Γ, z) = 0. Ese hecho, junto con que Γ es homólogo a cero en U , implica que Γ es
homólogo a cero en U\M . Por consiguiente, el teorema global de Cauchy implica∫

Γ
f =

m∑
k=1

∫
Γ
hk.



6.4 El teorema de los residuos 107

Escribiendo

hk(z) :=
−∞∑
`=−1

ak,`(z − zk)`

obtenemos∫
Γ
hk =

−∞∑
`=−1

∫
Γ
ak,`(z − zk)` dz = 2πiak,−1n(Γ, zk) = 2πin(Γ, zk) reszk f.

6.4.5 Definición. Sean U, V ⊆ C abiertos y V ⊂⊂ U . Un ciclo Γ en U es un ciclo de
frontera de V si satisface

∂V = tr Γ, ∀z ∈ V : n(Γ, z) = 1, ∀z ∈ C\V : n(Γ, z) = 0.

Un ciclo de la frontera de V en U tiene homología nula en U .

6.4.6 Corolario (del Teorema 6.4.4). Sean Γ un ciclo de frontera de V ⊂⊂ U y f
holomorfa en U con la posible excepción de singularidades aisladas. Ninguna de las sin-
gularidades se encuentre en tr Γ. Entonces resz f 6= 0 sólo en un subconjunto finito de V
y se cumple

(6.4.3)
∫

Γ
f = 2πi

∑
z∈V

resz f.

Para poder aplicar el Teorema 6.4.4 necesitamos herramientas para calcular residuos.

6.4.7 Teorema. Sean f, g funciones holomorfas en un conjunto abierto U ⊆ C, posi-
blemente con excepción de singularidades aisladas, y sea z0 ∈ U .

(a) resz0(af + bg) = a resz0 f + b resz0 g para todo a, b ∈ C.

(b) Si z0 es un polo del orden n de f , entonces

(6.4.4) resz0 f = 1
(n− 1)! ĺım

z→z0

(
d
dz

)n−1(
(z − z0)nf(z)

)
.

Particularmente, si z0 es un polo del primer orden, entonces

(6.4.5) resz0 f = ĺım
z→z0

(z − z0)f(z).

(c) Si f es holomorfa y tiene un cero del primer orden en z0, entonces

(6.4.6) resz0

1
f

= 1
f ′(z0) .

(d) Si g es holomorfa en z0 y si f tiene un polo del primer orden en z0, entonces

(6.4.7) resz0(gf) = g(z0) resz0 f.
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Demostración. Inciso (a): Esto es una consecuencia de la Definición 6.4.1 y de la linea-
lidad de la integral.
Inciso (b): Si z0 es un polo del orden n de f entonces la serie de Laurent de f en z0

tiene la forma
f(z) =

∞∑
k=−n

ak(z − z0)k,

con a−n 6= 0. Se sigue que

(z − z0)nf(z) =
∞∑

k=−n

ak(z − z0)k+n =
∞∑
k=0

ak−n(z − z0)k.

Por (6.4.1) necesitamos encontrar a a−1 = ak−n con k = n − 1. La fórmula para los
coeficientes de una serie de potencias implica (6.4.4).
Inciso (c): La función 1/f tiene un polo del primer orden en z0, así que (6.4.5) implica

que
resz0

1
f

= ĺım
z→z0

z − z0

f(z) = ĺım
z→z0

z − z0

f(z)− f(z0) = 1
f ′(z0) .

Inciso (d): Si g(z0) 6= 0 entonces gf tiene un polo del primer orden en z0, así que el
inciso (b) implica

resz0(gf) = ĺım
z→z0

(z − z0)g(z)f(z) = g(z0) ĺım
z→z0

(z − z0)f(z) = g(z0) resz0 f.

Si g tiene un cero en z0 entonces gf tiene una singularidad removible en z0, por la
Proposición 3.3.6 y por el Teorema 6.2.5. Por (6.4.1)

resz0(gf) = 0 = g(z0) resz0 f.

6.5. Aplicaciones del teorema de los residuos en el
análisis real

Con el teorema de los residuos uno puede calcular varios integrales sobre funciones reales,
para las cuales no se conocen las antiderivadas en forma explícita, es decir, expresas por
funciones elementales. El procedimiento es extender los integrandos a funciones holomor-
fas con singularidades aisladas en subconjuntos abiertos de C (para ello los integrandos
deben de ser realmente analíticos) y calcular la integral de esa extensión sobre un ciclo
adecuado en C. A veces esta manera de calcular una integral es más fácil que la manera
directa aún si se conocen antiderivadas.

6.5.1 Teorema. Sea R(x, y) una función racional de dos variables, con coeficientes
complejos, que esté definida siempre si x2 + y2 = 1. Formamos la función meromorfa en
C

f(z) := 1
z
R

(
1
2

(
z + 1

z

)
,

1
2i

(
z − 1

z

))
.
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Entonces

(6.5.1)
∫ 2π

0
R(cos t, sen t) dt = 2π

∑
|z|<1

resz f.

Demostración. Escribimos cos t = (eit + e−it)/2 y sen t = (eit − e−it)/2i y obtenemos∫ 2π

0
R(cos t, sen t) dt =

∫ 2π

0
R

(
1
2(eit + e−it), 1

2i(e
it − e−it)

)
dt

= 1
i

∫
κ(1,0)

1
z
R

(
1
2

(
z + 1

z

)
,

1
2i

(
z − 1

z

))
dt

= 1
i

∫
κ(1,0)

f

= 2π
∑
|z|<1

resz f,

por el Corolario 6.4.6.

6.5.2 Ejemplo. Sean a > 1 y R(x, y) := 1/(a+ x). Entonces

f(z) :=
1
z

a+ 1
2

(
z + 1

z

) = 2
z2 + 2az + 1 = 2

(z − z1)(z − z2)

con z1 := −a+
√
a2 − 1 ∈ D1 y z2 := −a−

√
a2 − 1 ∈ C\D1. En seguida, la simetría del

coseno, el Teorema 6.5.1 y el Teorema 6.4.7 implican∫ π

0

1
a+ cos t dt = 1

2

∫ 2π

0

1
a+ cos t dt = π resz1 f = 2π

z1 − z2
= π√

a2 − 1

Para los próximos resultados necesitamos definir el valor de la integral de una función
posiblemente no integrable en un intervalo:

6.5.3 Definición. (a) Sean a, b ∈ R, a < b y f : [a, b)→ C continua. La integral∫ b

a

f := ĺım
r→b−

∫ r

a

f

es la integral impropia de f en [a, b] si existe el límite. Una definición análoga aplica
si f : (a, b]→ C es continua. Si c ∈ (a, b) y f : [a, b]\{c} → C es continua, entonces∫ b

a

f :=
∫ c

a

f +
∫ b

c

f

es la integral impropia de f en [a, b] si existen las dos integrales impropias por
separado.
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(b) Sean a ∈ R y f : [a,+∞)→ C continua. La integral∫ +∞

a

f := ĺım
r→+∞

∫ r

a

f

es la integral impropia de f en [a,+∞) si existe el límite. Una definición análoga
aplica si f : (−∞, a]→ C es continua. Si f : (−∞,+∞)→ C es continua, entonces∫ +∞

−∞
f :=

∫ a

−∞
f +

∫ +∞

a

f

es la integral impropia de f en (−∞,+∞) si existen las dos integrales impropias
por separado.

Nótese que una integral impropia, por ejemplo
∫ +∞
a

f , puede ser bien definida aún si
la función no es integrable en [a,+∞), es decir, si

∫ +∞
a
|f | = +∞.

6.5.4 Definición. (a) Sean a, b, c ∈ R, a < c < b, y sea f : [a, b]\{c} → C continua.
El límite

VP-
∫ b

a

f := ĺım
ε→0+

(∫ c−ε

a

+
∫ b

c+ε

)
f,

si existe, es el valor principal de la integral de f en [a, b].

(b) Sea f : R→ C continua. El límite

VP-
∫ +∞

−∞
f := ĺım

r→+∞

∫ r

−r
f,

si existe, es el valor principal de la integral de f en R.

Para una función continua como en Definición 6.5.3 y Definición 6.5.4 la integrabilidad
de Lebesgue implica existencia de la integral impropia, la cual implica existencia del valor
principal. Las inversas implicaciones no son ciertas en general.

6.5.5 Teorema. Sea f(z) una función holomorfa con singularidades aisladas en una
vecindad de la cerradura del semiplano superior H tal que ninguna singularidad cae en
R. Adicionalmente, supongamos que

ĺım
|z|→∞
z∈H

zf(z) = 0.

Entonces

(6.5.2) VP-
∫ +∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
Im z>0

resz f.
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Demostración. Definimos γr : [0, π]→ C por γr(t) := reit. Si r es suficientemente grande,
entonces todos los polos de f en el semiplano superior están en Dr, ya que f(z) → 0
cuando |z| → ∞. En consecuencia, el Corolario 6.4.6 implica

(6.5.3)
∫

[−r,r]
f +

∫
γr

f = 2πi
∑

Im z>0

resz f.

Estimamos ∣∣∣∣∫
γr

f

∣∣∣∣ ≤ máx
|z|=r
|f(z)|L(γr) = πmáx

|z|=r
|zf(z)| → 0

cuando r →∞, por la hipótesis en f . Dejamos r →∞ en (6.5.3) y obtenemos (6.5.2).

Particularmente, si f es una función racional tal que el grado del denominador es
al menos el grado del numerador más dos, el Teorema 6.5.5 aplica. En ese caso f es
Lebesgue-integrable en R así que el valor principal de la integral es la integral propia de
f en el sentido de Lebesgue, y a la vez la integral impropia en el sentido de Riemann.

6.5.6 Ejemplo. Mostremos que

(6.5.4)
∫ +∞

−∞

x2

1 + x4 dx = π√
2
.

La función f(z) := z2/(1 + z4) tiene polos del primer orden en las cuartas raíces de −1;
con ζ := eiπ/4 =

√
2(1 + i)/2 ellas son ζ, ζ3, ζ5, ζ7. Precisamente ζ y ζ3 se encuentran en

el semiplano superior, así que el Teorema 6.5.5 y un cálculo elemental implican∫ +∞

−∞
f(x) dx = 2πi(resζ f + resζ3 f)

= 2πi
(

ζ2

(ζ − ζ3)(ζ − ζ5)(ζ − ζ7) + ζ6

(ζ3 − ζ)(ζ3 − ζ5)(ζ3 − ζ7)

)
= 2πi 1

2i
√

2
= π√

2
.

6.5.7 Teorema. Sea f(z) una función holomorfa con singularidades aisladas en una
vecindad de la cerradura del semiplano superior H tal que ninguna singularidad cae en
R. Adicionalmente, supongamos que

ĺım
|z|→∞
z∈H

f(z) = 0.

Entonces

(6.5.5)
∫ +∞

−∞
f(x)eix dx = 2πi

∑
Im z>0

resz(f(ζ)eiζ).
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Por otro lado, si f(z) es como arriba usando el semiplano inferior, entonces

(6.5.6)
∫ +∞

−∞
f(x)e−ix dx = −2πi

∑
Im z<0

resz(f(ζ)e−iζ).

Que las integrales posiblemente impropias existen es parte de la afirmación.

Antes de la demostración notamos un resultado muy útil:

6.5.8 Lema. Sea r > 0. Entonces

r

∫ π/2

0
|exp(ireit)| dt < π

2

y
r

∫ π

π/2
|exp(ireit)| dt < π

2 .

Demostración. La concavidad del seno en [0, π/2] implica que

sen t ≥ 2t
π

para todo t ∈
[
0, π2

]
.

Calculamos con (1.5.8):

r

∫ π/2

0
|exp(ireit)| dt = r

∫ π/2

0
exp(−r sen t) dt ≤ r

∫ π/2

0
exp

(
−2r
π
t

)
dt

= −π2 exp
(
−2r
π
t

) ∣∣∣∣π/2
0

= π

2 (1− e−r) < π

2

y

r

∫ π

π/2
|exp(ireit)| dt = r

∫ π

π/2
exp(−r sen t) dt = r

∫ π

π/2
exp(−r sen(π − t)) dt

= r

∫ π/2

0
exp(−r sen t) dt < π

2 .

Demostración del Teorema 6.5.7. Nada más mostraremos (6.5.5), ya que la demostra-
ción de (6.5.6) es análoga. Sea U la vecindad de H donde f está definida. Como f(z)→ 0
cuando |z| → ∞ existe r0 > 0 tal que todas las singularidades de f en el semiplano su-
perior se encuentran en Dr0 . El número de aquellas singularidades es finito. Sea γ0 un
camino de 0 a ir0 tal que ninguna de las singularidades de f cae en tr γ0 y tal que γ0 va
de frontera a frontera en D := {z ∈ Dr0 | Im z > 0}. Sea U1 la componente de D\ tr γ0
a la derecha de γ0, y sea U2 la componente de D\ tr γ0 a la izquierda de γ0.
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Para r > r0 definimos caminos

γr,1(t) := reit, t ∈ [0, π/2]
γr,2(t) := reit, t ∈ [π/2, π].

Se sigue que [0, r]+γr,1− [ir0, ir]−γ0 y [−r, 0]+γ0 +[ir0, ir]+γr,2 son ciclos de homología
nula en U . Por el Corolario 6.4.6

(6.5.7)
(∫

[0,r]
+
∫
γr,1

−
∫

[ir0,ir]
−
∫
γ0

)
f(z)eiz dz = 2πi

∑
z∈U1

resz(f(ζ)eiζ)

y

(6.5.8)
(∫

[−r,0]
+
∫
γ0

+
∫

[ir0,ir]
+
∫
γr,2

)
f(z)eiz dz = 2πi

∑
z∈U2

resz(f(ζ)eiζ).

Por el Lema 6.5.8 se tiene

(6.5.9)

∣∣∣∣∫
γr,1

f(z)eiz dz
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π/2

0
f(reit) exp(ireit)ireit dt

∣∣∣∣
≤ máx
|z|=r

Im z≥0

|f(z)|r
∫ π/2

0
|exp(ireit)| dt

≤ máx
|z|=r

Im z≥0

|f(z)|π2

→ 0
cuando r →∞, por la hipótesis en f . La función t 7→ f(it) es acotada en [r0,∞) por la
definición de r0 y por las hipótesis en f . En seguida, la función t 7→ f(it)e−t es Lebesgue
integrable en [r0,∞) y existe

C := ĺım
r→+∞

∫
[ir0,ir]

f(z)eiz dz = i
∫ +∞

r0

f(it)e−t dt.

estos hechos implican, si dejamos r →∞ en (6.5.7), que existe el límite

(6.5.10)
∫ ∞

0
f(x)eix dx = ĺım

r→∞

∫
[0,r]

f(z)eiz dz

= 2πi
∑
z∈U1

resz(f(ζ)eiζ) + C +
∫
γ0

f(z)eiz dz.

Por otro lado, el Lema 6.5.8 implica que
∫
γr,2

f(z)eiz dz → 0 cuando r → ∞, similar-
mente como en (6.5.9). Entonces dejar r →∞ en (6.5.8) implica que existe el límite

(6.5.11)
∫ 0

−∞
f(x)eix dx = ĺım

r→∞

∫
[−r,0]

f(z)eiz dz

= 2πi
∑
z∈U2

resz(f(ζ)eiζ)− C −
∫
γ0

f(z)eiz dz.



114 6 Singularidades aisladas

La suma de las ecuaciones (6.5.10) y (6.5.11) implica (6.5.5), ya que U1 ∪ U2 contiene
todas las singularidades de f en el semiplano superior.

6.5.9 Nota. Si f es holomorfa en C con singularidades aisladas y tal que f(z) → 0
cuando |z| → ∞ en C, entonces (6.5.5) y (6.5.6) implican que

(6.5.12)
∫ +∞

−∞
f(x) cosx dx = πi

( ∑
Im z>0

resz(f(ζ)eiζ)−
∑

Im z<0

resz(f(ζ)e−iζ)
)

y

(6.5.13)
∫ +∞

−∞
f(x) sen x dx = π

( ∑
Im z>0

resz(f(ζ)eiζ) +
∑

Im z<0

resz(f(ζ)e−iζ)
)
.

Si f(x) ∈ R para x ∈ R entonces

(6.5.14)
∫ +∞

−∞
f(x) cosx dx = Re

∫ +∞

−∞
f(x)eix dx = −2π Im

( ∑
Im z>0

resz(f(ζ)eiζ)
)

y

(6.5.15)
∫ +∞

−∞
f(x) sen x dx = Im

∫ +∞

−∞
f(x)eix dx = 2πRe

( ∑
Im z>0

resz(f(ζ)eiζ)
)
.

6.5.10 Ejemplo. Sea a > 0. Entonces por (6.5.14)∫ +∞

0

cosx
a2 + x2 dx = 1

2

∫ +∞

−∞

cosx
a2 + x2 dx = −π Im

(
resia

eiz

(z − ia)(z + ia)

)
= −π Im

(
e−a
2ia

)
= π

2ae−a.

El Teorema 6.5.7 no permite calcular la integral
∫ +∞
−∞

senx
x

dx, ya que el integrando eix

x

tendría un polo en 0. No obstante, podemos extender el método de ese teorema para
cubrir el caso de un polo del primer orden en R:

6.5.11 Teorema. Sea f(z) una función holomorfa con singularidades aisladas en una
vecindad de la cerradura del semiplano superior H. Supongamos que las singularidades
de f en R forman un subconjunto finito de (−R,R), R > 0, y que sean exclusivamente
polos del primer orden. Adicionalmente, supongamos que

ĺım
|z|→∞
z∈H

f(z) = 0.

Entonces

(6.5.16)
(∫ −R
−∞

+ VP-
∫ R

−R
+
∫ +∞

R

)
f(x)eix dx

= 2πi
∑

Im z>0

resz(f(ζ)eiζ) + πi
∑
z∈R

resz(f(ζ)eiζ).
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Demostración. Sean {z1, z2, . . . , zm} las singularidades de f en R, todas polos del primer
orden, y sea hk la parte principal de la serie de Laurent de f en zk, k = 1, 2, . . . ,m.
Entonces hk(z)→ 0 cuando |z| → ∞ y z ∈ H. Luego la función

g := f −
m∑
k=1

hk

satisface todas las hipótesis del Teorema 6.5.7. Además, como z 7→ hk(z)eiz es holomorfa
en H, resz(g(ζ)eiζ) = resz(f(ζ)eiζ) para todo z ∈ H. Estos hechos implican que

(6.5.17)
∫ +∞

−∞
g(x)eix dx = 2πi

∑
Im z>0

resz(f(ζ)eiζ).

Fijemos k. Para r, ρ > 0 definimos caminos
γr,1(t) := R + reit, t ∈ [0, π/2]
γr,2(t) := −R + reit, t ∈ [π/2, π]
γρ(t) := zk + ρeit, t ∈ [0, π].

Por el Corolario 6.4.6

(6.5.18)
(∫

[R,R+r]
+
∫
γr,1

+
∫

[R+ir,R]

)
hk(z)eiz dz = 0,

(6.5.19)(∫
[−R,zk−ρ]

−
∫
γρ

+
∫

[zk+ρ,R]
+
∫

[R,R+ir]
+
∫

[R+ir,−R+ir]
+
∫

[−R+ir,−R]

)
hk(z)eiz dz = 0,

y

(6.5.20)
(∫

[−R−r,−R]
+
∫

[−R,−R+ir]
+
∫
γr,2

)
hk(z)eiz dz = 0.

Denotamos

C1 := ĺım
r→+∞

∫
[R,R+ir]

hk(z)eiz dz = i
∫ +∞

0
hk(R + it)e−t dt

y

C2 := ĺım
r→+∞

∫
[−R,−R+ir]

hk(z)eiz dz = i
∫ +∞

0
hk(−R + it)e−t dt.

Estas integrales existen porque hk es una función acotada en C\DR. Por otro lado, el
Lema 6.5.8 implica

(6.5.21)

∣∣∣∣∫
γr,1

hk(z)eiz dz
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π/2

0
hk(R + reit) exp(i(R + reit))ireit dt

∣∣∣∣
≤ máx
|z−R|=r

|hk(z)|r
∫ π/2

0
|exp(ireit)| dt

≤ máx
|z−R|=r

|hk(z)|π2
→ 0
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cuando r →∞, ya que hk(z)→ 0 cuando |z| → ∞. Similarmente,

(6.5.22)
∫
γr,2

hk(z)eiz dz → 0

cuando r → +∞. Dejamos r →∞ en (6.5.18) y usamos (6.5.21):

(6.5.23)
∫ +∞

R

hk(x)eix dx = C1.

Similarmente, (6.5.20) y (6.5.22) implican

(6.5.24)
∫ −R
∞

hk(x)eix dx = −C2.

Estimamos para r ≥ R:

(6.5.25)
∣∣∣∣∫

[R+ir,−R+ir]
hk(z)eiz dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ −R
R

hk(ir + t)ei(ir+t) dt
∣∣∣∣ ≤ 2Rmáx

|z|≥R
|hk(z)|e−r → 0

cuando r →∞. La ecuación (6.5.25) implica, dejando r →∞ en (6.5.19):

(6.5.26)
(∫

[−R,zk−ρ]
−
∫
γρ

+
∫

[zk+ρ,R]

)
hk(z)eiz dz = C2 − C1,

para toda ρ suficientemente chica.
La función hk(z)eiz tiene un polo del primer orden en zk. Si ponemos

c := reszk(hk(z)eiz) = reszk(f(z)eiz)

entonces existe una función entera h tal que hk(z)eiz = c/(z−zk)+h. Para ρ ∈ (0, R−|zk|)
se sigue que

(6.5.27)
ĺım
ρ→0

∫
γρ

hk(z)eiz dz = ĺım
ρ→0

∫ π

0

c

ρeitρieit dt+ ĺım
ρ→0

∫ π

0
h(γρ(t))ρieit dt

= iπ reszk(f(z)eiz).

Este hecho nos da, dejando ρ→ 0 en (6.5.26):

(6.5.28) VP-
∫ R

−R
hk(x)eix dx = C2 − C1 + iπ reszk(f(z)eiz).

Juntando (6.5.23), (6.5.24) y (6.5.28) obtenemos

(6.5.29)
(∫ −R
−∞

+ VP-
∫ R

−R
+
∫ +∞

R

)
hk(x)eix dx = iπ reszk(f(z)eiz).

En el último pasa sumamos (6.5.17) con (6.5.29) para todo k y obtenemos (6.5.16).
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6.5.12 Ejemplo. Calculemos la integral de sen x/x sobre R en el sentido del Teore-
ma 6.5.11:(∫ −1

−∞
+ VP-

∫ 1

−1
+
∫ +∞

1

)
sen x
x

dx = Im
(
πi res0

eiz

z

)
= Im(πi) = π.

Y como el integrando tiene extensión continua a R, el valor principal de la integral en
[−1, 1] es la integral propia: ∫ +∞

−∞

sen x
x

dx = π.

Mostremos tres variantes de calcular integrales sobre [0,∞).

6.5.13 Teorema. Sea f una función racional tal que el grado del denominador es al
menos el grado del numerador más dos, tal que f no tiene polos en (0,∞) y tal que f
es holomorfa en 0 o tiene un polo del primer orden en 0. Sea α ∈ (0, 1). Entonces la
función x 7→ xαf(x) es Lebesgue integrable en (0,∞) y

(6.5.30)
∫ ∞

0
xαf(x) dx = 2πi

1− e2πiα

∑
z 6=0

resz(ζαf(ζ)).

Aquí la función ζα es la rama de la α-ésima potencia en C\[0,∞) con (−1)α = eαπi.

Demostración. Consideramos la rama de la α-ésima potencia en G := C\[0,∞) dada
por

zα := exp(α log|z|+ iα arg z), arg z ∈ (0, 2π).
Para 0 < ε < ρ < r definimos caminos

γ1 := [ρ+ iε, r + iε],
γ3 := [ρ− iε, r − iε].

Con la notación rε :=
√
r2 + ε2 y ρε :=

√
ρ2 + ε2 definimos

γ2(t) := rε eit, t ∈ [s0, s1], γ2(s0) = r + iε, γ2(s1) = r − iε

y
γ4(t) := ρε eit, t ∈ [t0, t1], γ2(t0) = ρ+ iε, γ2(t1) = ρ− iε.

En esto supongamos que s0, s1, t0, t1 ∈ [0, 2π]. En seguida, Γ := γ1 + γ2 − γ3 − γ4 es un
ciclo de frontera de un conjunto abierto U ⊂⊂ G. Siempre tomamos ρ y ε tan chicos y r
tan grande que todos los polos de f (con excepción del posible polo en 0) se encuentran
en U . El Corolario 6.4.6 implica que

(6.5.31)
∫

Γ
zαf(z) dz = 2πi

∑
z∈Ċ

resz(ζαf(ζ)),

independientemente de ε, ρ, r.
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Por la condición en los grados, por el Teorema 3.6.1 y por la cota estándar (Teore-
ma 2.1.6 obtenemos para r grande que∣∣∣∣∫

γ2

zαf(z) dz
∣∣∣∣ ≤ 2πrεCrα−2

ε ,

para una constante C que no depende de ε, ρ, r. Como rε → r cuando ε→ 0, esto implica
que

(6.5.32) ĺım
r→∞

ĺım
ε→0

∫
γ2

zαf(z) dz = 0.

Por otro lado, |f(z)| ≤ C/|z| para una constante C en una vecindad de 0, por el Teore-
ma 6.2.5. En consecuencia, ∣∣∣∣∫

γ4

zαf(z) dz
∣∣∣∣ ≤ 2πρεCρα−1

ε ,

así que

(6.5.33) ĺım
ρ→0+

ĺım
ε→0

∫
γ4

zαf(z) dz = 0.

Notemos que nuestra elección de rama de zα implica para z = x + iy, x > 0 y y ∈ R
que

ĺım
y→0+

(x+ iy)α = ĺım
y→0+

exp
(α

2 log(x2 + y2) + iαArg(x+ iy)
)

= exp(α log x) = xα

y

ĺım
y→0−

(x+ iy)α = ĺım
y→0−

exp
(α

2 log(x2 + y2) + iα(Arg(x+ iy) + 2π)
)

= exp(α log x+ 2πiα) = xαe2πiα.

Para ρ, r fijos la función Arg es continua en una vecindad del conjunto [ρ, r] ⊆ C. Luego
la función t 7→ (t + iε)αf(t + iε) converge a t 7→ tαf(t) uniformemente en [ρ, r] cuando
ε→ 0. Por consiguiente,

(6.5.34) ĺım
ε→0

∫
γ1

zαf(z) dz = ĺım
ε→0

∫ r

ρ

(t+ iε)αf(t+ iε) dt =
∫ r

ρ

tαf(t) dt.

Similarmente,

(6.5.35) ĺım
ε→0

∫
γ3

zαf(z) dz = ĺım
ε→0

∫ r

ρ

(t− iε)αf(t− iε) dt = e2πiα
∫ r

ρ

tαf(t) dt.
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Juntando (6.5.34), (6.5.35), (6.5.32), (6.5.33) y (6.5.31) obtenemos

(1− e2πiα)
∫ +∞

0
xαf(x) dx = (1− e2πiα) ĺım

ρ→0
ĺım
r→∞

∫ r

ρ

xαf(x) dx

= ĺım
ρ→0+

ĺım
r→∞

ĺım
ε→0

∫
γ1−γ3

zαf(z) dz

= ĺım
ρ→0+

ĺım
r→∞

ĺım
ε→0

∫
Γ
zαf(z) dz

= 2πi
∑
z∈Ċ

resz(ζαf(ζ)),

es decir, (6.5.30).

6.5.14 Ejemplo. para α ∈ (0, 1) calculamos con el Teorema 6.5.13:∫ ∞
0

xα

x(x+ 1) dx = 2πi
1− e2πiα res−1

(
ζα

ζ(ζ + 1)

)
= 2πi

1− e2πiα
eiπα

−1 = 2πi
eiπα − e−iπα = π

sen(πα) .

6.5.15 Teorema. Sea f una función racional tal que el grado del denominador es al
menos el grado del numerador más dos, tal que f no tiene polos en [0,∞). Entonces f
es Lebesgue integrable en (0,∞) y

(6.5.36)
∫ ∞

0
f(x) dx = −

∑
z 6=0

resz(f(ζ) log ζ).

Aquí log es la rama del logaritmo en C\[0,∞) con log(−1) = iπ.

Demostración. Usamos los mismos caminos de integración como en la demostración del
Teorema 6.5.13. Sea log una rama del logaritmo en G := C\[0,∞) y arg := Im log la
rama del argumento respectiva. Para r grande y ε chica

sup
z∈tr γ2

|log z| =
√

(log rε)2 + sup
z∈tr γ2

(arg z)2 ≤
√

2 log rε.

Estimamos ∣∣∣∣∫
γ2

f(z) log z dz
∣∣∣∣ ≤ 2πrεCr−2

ε

√
2 log rε,

así que

(6.5.37) ĺım
r→∞

ĺım
ε→0+

∫
γ2

f(z) log z dz = 0.

Similarmente, ∣∣∣∣∫
γ4

f(z) log z dz
∣∣∣∣ ≤ 2πρεC

√
2 |log ρε|,
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así que

(6.5.38) ĺım
ρ→0+

ĺım
ε→0+

∫
γ4

f(z) log z dz = 0.

Notemos que nuestra elección de rama del logaritmo implica para z = x+ iy, x > 0 y
y ∈ R que

ĺım
y→0+

log(x+ iy) = ĺım
y→0+

Log(x+ iy) = log x

y
ĺım
y→0−

log(x+ iy) = ĺım
y→0−

Log(x+ iy) + 2πi = log x+ 2πi.

Como en la demostración del Teorema 6.5.13 se sigue que

(6.5.39) ĺım
ε→0

∫
γ1

f(z) log z dz = ĺım
ε→0

∫ r

ρ

f(t+ iε) log(t+ iε) dt =
∫ r

ρ

f(t) log t dt

y
(6.5.40)

ĺım
ε→0

∫
γ3

f(z) log z dz =
∫ r

ρ

f(t)(log t+ 2πi) dt. =
∫ r

ρ

f(t) log t dt+ 2πi
∫ r

ρ

f(t) dt.

Juntando (6.5.39), (6.5.40), (6.5.37), (6.5.38) y (6.5.36) obtenemos

2πi
∫ +∞

0
f(t) dt = ĺım

ρ→0+
ĺım

r→+∞
2πi
∫ r

ρ

f(t) dt = − ĺım
ρ→0+

ĺım
r→+∞

ĺım
ε→0+

∫
γ1−γ3

f(z) log z dz

= − ĺım
ρ→0+

ĺım
r→+∞

ĺım
ε→0+

∫
Γ
f(z) log z dz = −2πi

∑
z 6=0

resz(f(ζ) log ζ),

es decir, (6.5.36).

6.5.16 Ejemplo. La función f(z) := 1/(1 + z3) tiene polos del primer orden en −1,
z0 := eiπ/3 = (1 + i

√
3)/2 y z0. Se sigue que

res−1
log z

1 + z3 = res−1
log z

(1 + z)(1− z + z2) = iπ
3 ,

resz0

log z
1 + z3 = resz0

log z
(z + 1)(z − z0)(z − z0) = 2iπ/3

(3 + i
√

3)i
√

3
= π(

√
3− i)
18

y

resz0

log z
1 + z3 = −5π(

√
3 + i)

18 .

Se sigue del Teorema 6.5.15 que∫ +∞

0

1
1 + x3 dx = 2π

3
√

3
.
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6.5.17 Teorema. Sea f una función racional como en el Teorema 6.5.15, y sea log la
misma rama del logaritmo en C\[0,∞). Adicionalmente supongamos que f toma valores
reales en R. Entonces

(6.5.41)
∫ ∞

0
f(x) log x dx = −1

2 Re
∑
z 6=0

resz(f(ζ) log2 ζ).

Aquí log2 z := (log z)2.

Demostración. Usamos los mismos caminos como en la demostración del Teorema 6.5.13.
Sea log la rama del logaritmo en G := C\[0,∞) con log(−1) = iπ. Como en la demos-
tración del Teorema 6.5.15 obtenemos que

(6.5.42) ĺım
r→∞

ĺım
ε→0+

∫
γ2

f(z) log2 z dz = 0

y

(6.5.43) ĺım
ρ→0+

ĺım
ε→0+

∫
γ4

f(z) log2 z dz = 0.

Similarmente como allá

(6.5.44) ĺım
ε→0

∫
γ1

f(z) log2 z dz =
∫ r

ρ

f(t) log2 t dt

y

(6.5.45) ĺım
ε→0

∫
γ3

f(z) log2 z dz =
∫ r

ρ

f(t)(log t+ 2πi)2 dt

=
∫ r

ρ

f(t) log2 t dt+ 4πi
∫ r

ρ

f(t) log t dt− 4π2
∫ r

ρ

f(t) dt.

Entonces (6.5.44), (6.5.45), (6.5.42) y (6.5.43) implican que

−4πi
∫ +∞

0
f(t) log t dt = ĺım

ρ→0+
ĺım

r→+∞
ĺım
ε→0+

∫
Γ
f(z) log2 z dz − 4π2

∫ +∞

0
f(t) dt

= 2πi
∑
z 6=0

resz(f(ζ) log2 ζ)− 4π2
∫ +∞

0
f(t) dt.

Como la última integral es real, basta tomar la parte imaginaria para obtener (6.5.41).

6.5.18 Ejemplo. Sea a > 0. Calculamos

Re resia
log2 z

(z − ia)(z + ia) = Re (log ia)2

2ia = Re (log a+ iπ/2)2

2ia

= Re log2 a+ iπ log a− π2/4
2ia = π log a

2a
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y

Re res−ia
log2 z

(z − ia)(z + ia) = Re (log(−ia))2

−2ia = Re (log a+ i3π/2)2

−2ia = −3π log a
2a .

En seguida, el Teorema 6.5.17 implica que∫ +∞

0

log x
x2 + a2 dx = π log a

2a .

6.6. Consecuencias teóricas del teorema de los residuos
El teorema de los residuos tiene también consecuencias importantes para el desarrollo
de la teoría del análisis complejo. El próximo resultado es básico en esto.

6.6.1 Teorema (Principio del argumento). Sean G una región, f una función meromor-
fa no constante en G y w ∈ C. Escribimos f−1(w) = {a1, a2, . . . } y Pf = {b1, b2, . . . },
con los ordenes ord(a1), ord(a2), . . . y ord(b1), ord(b2), . . . . Si Γ es un ciclo en G con
homología nula que no pasa por ninguno de estos puntos, entonces

(6.6.1) 1
2πi

∫
Γ

f ′(z)
f(z)− w dz =

∑
k

n(Γ, ak) ord(ak)−
∑
k

n(Γ, bk) ord(bk).

Las sumas tienen nada más un número finito de sumandos no nulos.

Demostración. Para cualquier k tenemos ord(ak) < ∞, ya que G es conexo y f no es
constante, por el Teorema 3.3.7. Por la Proposición 3.3.6 existe una función holomorfa g
sin ceros en una vecindad de ak tal que f(z) = w+ (z− ak)ord(ak)g(z). Para µ := ord(ak)
se sigue que

f ′(z)
f(z)− w = µ(z − ak)µ−1g(z) + (z − ak)µg′(z)

(z − ak)µg(z) = µ

z − ak
+ g′(z)
g(z) .

Como g′/g es una función holomorfa,

resak
f ′(z)

f(z)− w = ord(ak).

Similarmente, para todo k

resbk
f ′(z)

f(z)− w = − ord(bk).

Por consiguiente, (6.6.1) es una consecuencia del teorema de los residuos. Que las sumas
son finitas es una afirmación de ese teorema.
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6.6.2 Corolario. En la situación del Teorema 6.6.1 sea Γ un ciclo de frontera de un
subconjunto abierto V ⊂⊂ G. Sea N(w) el número de puntos en f−1(w)∩V , contando las
multiplicidades, y sea N(∞) el número de polos de f en V , contado las multiplicidades.
Entonces

1
2πi

∫
Γ

f ′(z)
f(z)− w dz = N(w)−N(∞).

6.6.3 Nota. El nombre del Teorema 6.6.1 significa lo siguiente: si γ es un lazo en G,
entonces podemos escribir la integral como

1
2πi

∫
γ

f ′(z)
f(z)− w dz = 1

2πi

∫
f◦γ

1
ζ − w

dζ = n(f ◦ γ, w).

Y esta representación cuenta las vueltas la imagen de γ bajo f da alrededor del punto
w, lo cual es, módulo el factor 2π, el cambio del argumento a lo largo de f ◦ γ respecto
a w.

6.6.4 Teorema. Sean G una región y f una función holomorfa en G. f − w0 tenga en
z0 un cero del orden finito µ ≥ 1. Entonces existen vecindades abiertas V ⊆ G de z0 y
W de w0 tal que W ⊆ f(V ) y tal que para todo w ∈ W\{w0} existen precisamente µ
puntos z ∈ V ∩ f−1(w). Además, cada uno de estos puntos es un cero del primer orden
de f − w.

Demostración. Los ceros de f−w0 y de f ′ forman un conjunto discreto en G ya que f no
es constante. Luego existe ε > 0 tal que Dε(z0) ⊆ G y tal que Dε(z0)\{z0} no contiene
ceros de f −w0 y f ′. Ponemos V := Dε(z0) y κ := κ(ε, z0). Sea W la componente conexa
de C\ tr(f ◦ κ) que contiene a w0. Para w ∈ C\ tr(f ◦ κ) el número de ceros de f −w en
V según las multiplicidades es

N(w) = 1
2πi

∫
κ

f ′(z)
f(z)− w dz = 1

2πi

∫
f◦κ

1
ζ − w

dζ = n(f ◦ κ,w).

Como la función n(f ◦ κ, · ) es constante en W y como f ′ no tiene ceros en V \{z0} se
sigue la afirmación.

6.6.5 Corolario. Sea U ⊆ abierto y f una función holomorfa en U . Existe una vecindad
abierta V ⊆ U de z0 tal que f |V es una biyección entre V y la vecindad abierta f(V ) de
f(z0) si y sólo si f ′(z0) 6= 0.

6.6.6 Nota. Podemos analizar de manera todavía más fina el comportamiento de una
función holomorfa. Sea z0 ∈ G en el Teorema 6.6.4 un cero del orden µ de f − w0. Por
la Proposición 3.3.6 existe un función holomorfa g en G tal que g(z0) 6= 0 y f(z) =
w0 + (z − z0)µg(z). En una vecindad abierta y suficientemente chica V ⊆ G de z0 existe
una rama g1 de la µ-ésima raíz de g, ya que g(z0) 6= 0. Definimos h(z) := (z − z0)g1(z),
así que f(z) = w0 + h(z)µ para z ∈ V . Como h′(z0) = g1(z0) 6= 0, por el Corolario 6.6.5
la función h es una biyección de una vecindad abierta V1 ⊆ V de z0 y la vecindad abierta
h(V1) de f(z0). Entonces f |V1 es la composición de la función biholomorfa h, la potencia
ζ 7→ ζµ y la traslación ξ 7→ ξ + w0.
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6.6.7 Teorema (Rouché). Sean U ⊆ C abierto y f, g funciones holomorfas en U . Sea Γ
un ciclo de frontera de un subconjunto abierto V ⊂⊂ U . Si |f −g| < |f | en tr Γ entonces
f y g tienen el mismo número de ceros en V , contados con multiplicidades.

Demostración. Para λ ∈ [0, 1] consideremos las funciones hλ := f + λ(g − f) en U . Se
tiene h0 = f y h1 = g. Como |λ(g − f)| ≤ |g − f | < |f | la función hλ no tiene cero en
tr Γ. En seguida, el número de ceros de hλ en V es dado por

Nλ := 1
2πi

∫
Γ

h′λ(z)
hλ(z) dz = 1

2πi

∫
Γ

f ′(z) + λ(g′(z)− f ′(z)
f(z) + λ(g(z)− f(z)) dz.

Como el integrando depende continuamente de λ, el Teorema 2.3.4(a) implica que la
función λ 7→ Nλ es continua en [0, 1]. Ya que Nλ ∈ Z, esa función es constante, y
particularmente N0 = N1.



7 Transformaciones conformes
Los mapeos conformes de subconjuntos del plano preservan ángulos y orientación. Mu-
chas aplicaciones del análisis complejo en la teoría de fluidos, en elasticidad y en elec-
tromagnetismo están basadas en estas propiedades.

7.1. Transformaciones conformes
Sea z0 ∈ C, y sea γ un camino suave con punto inicial z0 = γ(0). La semitangente de γ
en z0 es el rayo {z0 + sγ′(0) | s ≥ 0}. Si γ1, γ2 son dos caminos de ese tipo, entonces el
ángulo orientado entre γ1 y γ2 en z0 es el ángulo entre las semitangentes:

](γ1, γ2) = arg γ
′
2(0)
γ′1(0) ∈ [0, 2π).

Si f es una función realmente diferenciable en una vecindad de z0 que además tiene
una inversa diferenciable, entonces f ◦ γ es un camino suave para todo camino suave γ.
Decimos que f preserva ángulos y orientación si se cumple

](f ◦ γ1, f ◦ γ2) = ](γ1, γ2)

para todos caminos suaves con punto inicial z0 como arriba.

7.1.1 Definición. Sean G ⊆ C una región y f : G → C una función. f se llama lo-
calmente conforme si es realmente diferenciable, local y diferenciablemente invertible y
si f preserva ángulos y orientación en cada punto de G. f se llama conforme si f es
localmente conforme y una biyección entre G y f(G).

7.1.2 Teorema. Una función f entre regiones en C es localmente conforme si y sólo si
f es localmente biholomorfa. f es conforme si y sólo si f es biholomorfa.

Demostración. Basta mostrar las afirmaciones locales. Sea z0 ∈ C y sea f definida en
una vecindad de z0. Sea primero f biholomorfa, es decir, f ′ no tiene ceros. Si γ1, γ2 son
caminos suaves con γj(0) = z0 para j = 1, 2, entonces las reglas de derivación al final de
la sección 1.3 implican que

](f ◦ γ1, f ◦ γ2) = arg (f ◦ γ2)′(0)
(f ◦ γ1)′(0) = arg f

′(z0)γ′2(0)
f ′(z0)γ′1(0) = arg γ

′
2(0)
γ′1(0) = ](γ1, γ2).
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Inversamente, sea f conforme. Definimos caminos γs(t) := z0 + teis para s ∈ [0, 2π).
Se sigue para toda s que

arg eis = ](γ0, γs) = ](f ◦ γ0, f ◦ γs)

= arg fz(z0)eis + fz̄(z0)e−is

fz(z0) + fz̄(z0) = arg
(

eisfz(z0) + fz̄(z0)e−2is

fz(z0) + fz̄(z0)

)
.

Se sigue que
fz(z0) + fz̄(z0)e−2is

fz(z0) + fz̄(z0) ∈ R para todo s ∈ [0, 2π).

Supongamos por contradicción que fz̄(z0) 6= 0. Poniendo α := fz(z0)/fz̄(z0) obtenemos
que

(7.1.1) h(s) := α + e−2is

α + 1 ∈ R para todo s ∈ [0, 2π).

Definimos

(7.1.2) β := h

(
π

4

)
= α− i
α + 1 ∈ R y γ := h

(
π

2

)
= α− 1
α + 1 ∈ R.

Se sigue que
α = i + β

1− β = 1 + γ

1− γ
y luego que

i = (1− β)1 + γ

1− γ − β ∈ R,

una contradicción. Entonces fz̄(z0) = 0 es cierto y f es complejamente diferenciable en
z0. Como z0 era arbitrario, f es holomorfa. Y como f es biyectiva, el Corolario 6.6.5
implica que f ′ no tiene ceros, es decir, que f es biholomorfa.
7.1.3 Ejemplo. La exponencial es biholomorfa entre la tira G := {Im z ∈ (−π, π)} y
G∗ := C\(−∞, 0]. Una linea paralela al eje real {t + ir | t ∈ R} tiene como imagen un
rayo saliendo de 0: {teir | t > 0}. Una linea paralela al eje imaginario {r+it | t ∈ (−π, π)}
tiene como imagen una circunferencia perforada {ereit | t ∈ (−π, π)}. Particularmente,
se preservan los ángulos rectos entre ese tipo de caminos suaves.
Analicemos que pasa con los ángulos bajo una función holomorfa no inyectiva. En

esto necesitaremos definir la semitangente también para caminos no suaves. Si γ es un
camino tal que γ(0) = z0, entonces decimos que existe la semitangente a γ en z0 si existe
el límite

a := ĺım
t→0+

γ(t)− z0

|γ(t)− z0|
.

En este caso, la semitangente es {z0 + sa | s ≥ 0}. Si γ es suave entonces esta definición
de semitangente coincide con la anterior ya que

ĺım
t→0+

γ(t)− z0

|γ(t)− z0|
= ĺım

t→0+

γ(t)−z0
t−0∣∣∣γ(t)−z0
t−0

∣∣∣ = γ′(0)
|γ′(0)| .
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Análogamente como antes, definimos

](γ1, γ2) := arg
ĺımt→0+

γ2(t)−z0
|γ2(t)−z0|

ĺımt→0+
γ1(t)−z0
|γ1(t)−z0|

.

si existen los límites y si γj(0) = z0 para j = 1, 2.

7.1.4 Teorema. Sea f holomorfa en z0 tal que z0 es un cero del orden k ≥ 1 de f−f(z0).
Si γ1 y γ2 son caminos suaves con γ1(0) = z0 = γ2(0). Entonces

](f ◦ γ1, f ◦ γ2) = k · ](γ1, γ2) mód 2π.

Demostración. Sea w0 := f(z0). Existe una función holomorfa g con g(z0) 6= 0 tal que
f(z) = w0 + (z − z0)kg(z). Se sigue que

ĺım
t→0+

f(γj(t))− w0

|f(γj(t))− w0|
= ĺım

t→0+

(
γj(t)− z0

|γj(t)− z0|

)k
g(γj(t))
|g(γj(t))|

=
(
γ′j(0)
|γ′j(0)|

)k
g(z0)
|g(z0)|

para j = 1, 2. En consecuencia,

](f ◦ γ1, f ◦ γ2) = arg
(
|γ′1(0)|
|γ′2(0)|

)k(
γ′2(0)
γ′1(0)

)k
= arg

(
γ′2(0)
γ′1(0)

)k
= k arg γ

′
2(0)
γ′1(0) mód 2π = k · ](γ1, γ2) mód 2π.

Consideremos transformaciones conformes como mapeos entre subconjuntos abiertos
de Ĉ. Primero notamos que la composición de mapeos holomorfos entre subconjuntos
abiertos de Ĉ da un mapeo holomorfo. Sean G,G∗ ⊆ Ĉ regiones, es decir, abiertos y
conexos en Ĉ. Si f : G → G∗ es un mapeo holomorfo biyectivo, entonces la inversa f−1

es un mapeo holomorfo, por la Proposición 1.2.8 y el Corolario 6.6.5. Nótese en esto para
la aplicación de la Proposición 1.2.8 que la inversa de f en una vecindad de un punto
z0 ∈ C donde f(z0) 6= ∞ y f ′(z0) 6= 0 es continua, por el teorema de la función inversa
del análisis real.

7.1.5 Definición. Sean G,G∗ ⊆ Ĉ y f : G → G∗ un mapeo holomorfo y biyectivo.
Entonces f−1 es un mapeo holomorfo y f se llama un mapeo biholomorfo o un mapeo
conforme (aunque no hablamos de ángulos en ∞). Además, G y G∗ se llaman biholo-
morfamente equivalente o conformemente equivalente. Un mapeo conforme de G en si
se llama un automorfismo de G. Los automorfismos de G forman el grupo Aut(G) bajo
composición.

7.1.6 Nota. Una composición de mapeos conforme es un mapeo conforme. Sean G,G∗
y f como en la Definición. Si h ∈ Aut(G∗) entonces h ◦ f es un mapeo conforme entre
G y G∗. Inversamente, si g es otro mapeo conforme entre G y G∗, entonces h := g ◦
f−1 ∈ Aut(G∗) y g = h ◦ f . Eso muestra que los mapeos conformes entre G y G∗ son
precisamente las composiciones de f con los automorfismos de G∗.
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Como un mapeo conforme f : G→ G∗ es un homeomorfismo, las regiones G y G∗ nece-
sariamente son topológicamente equivalentes. Por ejemplo, vimos en el Teorema 4.3.6(a)
que si G,G∗ ⊆ C son biholomorfamente equivalentes y si G es simplemente conexo,
necesariamente G∗ es simplemente conexo. No obstante, si G,G∗ ⊆ C son simplemente
conexos, no necesariamente son conformemente equivalentes: para G = C y G∗ := D1
cualquier función holomorfa f : G → G∗ es constante, por el teorema de Liouville, así
que no existe una función conforme entre G y G∗.

7.2. Transformaciones de Möbius
En esta sección veremos como construir mapeos conformes particulares. Recordemos que
a cada función meromorfa asociamos un mapeo holomorfo, y al revés.

7.2.1 Definición. Un mapeo holomorfo en Ĉ del tipo

z 7→ az + b

cz + d
, ad− bc = det

(
a b
c d

)
6= 0,

se llama una transformación lineal fraccionaria o una transformación de Möbius. Parti-
cularmente se llaman

z 7→ az + b, a 6= 0, una transformación lineal entera (o afín)
z 7→ az, a 6= 0, una rotación-extensión
z 7→ z + b, una traslación

y
z 7→ 1/z, la inversión.

7.2.2 Lema. Las transformaciones de Möbius forman un grupo de automorfismos de Ĉ.

Demostración. Sea
Tz := az + b

cz + d

una transformación de Möbius. Para

T ′z := −dz + bz

cz − a
calculamos T ◦ T ′ = T ′ ◦ T = idĈ, así que T es biyectiva con inversa T−1 = T ′, es decir,
un automorfismo de Ĉ.
Si

Sz := αz + β

γz + δ

es otra transformación de Möbius, entonces

(S ◦ T )(z) = (αa+ βc)z + (αb+ βd)
(γa+ δc)z + (γb+ δd)
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para todo z ∈ C\(PT ∪ T−1(PS)). Además,

det
(
αa+ βc αb+ βd
γa+ δc γb+ δd

)
= det

((
α β
γ δ

)(
a b
c d

))
= det

(
α β
γ δ

)
det
(
a b
c d

)
6= 0,

es decir, también S ◦ T es una transformación de Möbius.

Como vimos en la demostración del Lema, el mapeo(
a b
c d

)
7→
(
z 7→ az + b

cz + d

)
es un homomorfismo entre GL(2,C) y el grupo de las transformaciones de Möbius. Su
núcleo no es trivial y es el subgrupo formado por las matrices(

a 0
0 a

)
, a 6= 0.

Es obvio que las transformaciones afines forman un subgrupo de las transformaciones
de Möbius.

7.2.3 Teorema. (a) Aut(C) es el grupo de las transformaciones afines.

(b) Aut(Ĉ) es el grupo de las transformaciones de Möbius.

Demostración. Inciso (a): Una transformación afín es un automorfismo de C. Sea in-
versamente f un automorfismo de C, es decir, una función entera biyectiva. Se sigue
que

(7.2.1) f(D1) ∩ f(C\D1) = ∅.

Si f fuera trascendente entonces f(C\D1) sería denso en C, por el Teorema 3.6.7. Junto
con (7.2.1) eso implicaría que f(D1) no tendría ningún punto interior. Por otro lado, como
f no es constante en C, f es una función abierta por el Teorema 3.4.7, es decir, f(D1)
es abierto y no vacío. ¡Contradicción! Entonces f es un polinomio del orden al menos 1.
Por el teorema fundamental del álgebra f tiene un cero z0, lo cual es el único cero por
la inyectividad de f . Si el orden del cero fuera mayor que uno, entonces f ′(z0) = 0 y f
no sería inyectiva, por el Corolario 6.6.5. ¡Contradicción! Entonces f nada más tiene un
sólo cero, lo cual es del primer orden. En consecuencia, f es un polinomio del primer
orden, es decir, una transformación afín.
Inciso (b): Ya vimos en el Lema 7.2.2 que las transformaciones de Möbius son auto-

morfismos de Ĉ. Inversamente, sea f ∈ Aut(Ĉ). Si f(∞) = ∞ entonces f ∈ Aut(C), es
decir, f es una transformación afín, por el inciso (a). Si f(∞) = c ∈ C entonces defini-
mos el automorfismo g de Ĉ por g(z) := 1/(z − c). Se sigue que h := g ◦ f ∈ Aut(Ĉ) y
h(∞) =∞, es decir, h es una transformación afín. Por el Lema 7.2.2 también f = g−1◦h
es una transformación de Möbius.
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7.2.4 Lema. Una transformación de Möbius es una composición de las transformaciones
particulares de la inversión y de las traslaciones y rotaciones-extensiones.

Demostración. Sea
Tz := az + b

cz + d

una transformación de Möbius. Si c = 0 entonces Tz = (a/d)z + b/d es una transforma-
ción afín. Si c 6= 0 entonces

Tz = bc− ad
c2

(
z + d

c

)−1

+ a

c
.

Consideremos ahora puntos fijos de una transformación de Möbius T , es decir, puntos
z0 ∈ Ĉ tal que Tz0 = z0. Para Tz = az + b el punto ∞ es un punto fijo. Si además
a 6= 1 entonces b/(1− a) 6= ∞ es otro punto fijo, y no hay más si T no es la identidad.
Si Tz = (az + b)/(cz + d) con c 6= 0 entonces los puntos fijos de T son precisamente las
soluciones de la ecuación cuadrática

cz2 + (d− a)z = b.

En todo caso, si T 6= idĈ entonces T tiene a lo más dos puntos fijos. Una consecuencia
es la siguiente: Si S y T son dos transformaciones de Möbius que coinciden en tres
puntos distintos de Ĉ, entonces la transformación de Möbius S−1 ◦ T tiene tres puntos
fijos distintos, es decir, S−1 ◦ T = idĈ y S = T . En otras palabras, los valores de una
transformación de Möbius en tres puntos la determinan en completo. Por otro lado,
veremos en seguida que podemos prescribir arbitrariamente los valores en tres puntos
para una transformación de Möbius.

7.2.5 Definición. Sean z1, z2, z3 ∈ Ĉ puntos distintos. Si ninguno de estos puntos es∞
entonces definimos la fracción doble como la transformación de Möbius

FD(z, z1, z2, z3) := z − z1

z − z3
÷ z2 − z1

z2 − z3
.

Si uno de los puntos es ∞, entonces consideramos el límite en la definición de arriba:

FD(z,∞, z2, z3) := z2 − z3

z − z3

FD(z, z1,∞, z3) := z − z1

z − z3
y

FD(z, z1, z2,∞) := z − z1

z2 − z1
.

En todo caso, FD(z, z1, z2, z3) es aquella transformación de Möbius que toma los valores
0, 1 y ∞ en los puntos z1, z2 y z3.
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7.2.6 Teorema. Sean (z1, z2, z3) y (w1, w2, w3) triples de puntos distintos en Ĉ. Entonces
existe precisamente una transformación de Möbius T tal que Tzk = wk para k = 1, 2, 3.
Demostración. Si escribimos T1z := FD(z, z1, z2, z3) y T2z := FD(z, w1, w2, w3), entonces
T−1

2 ◦ T1 es la transformación de Möbius buscada.

Las fracciones dobles son invariantes bajo transformaciones de Möbius:
7.2.7 Teorema. Sean z, z1, z2, z3 ∈ Ĉ, tales que z1, z2 y z3 son distintos dos a dos.
Entonces se cumple para todo T ∈ Aut(Ĉ) que

FD(z, z1, z2, z3) = FD(Tz, Tz1, T z2, T z3).

Demostración. El mapeo S : z 7→ FD(Tz, Tz1, T z2, T z3) es la composición de las trans-
formaciones de Möbius T y w 7→ FD(w, Tz1, T z2, T z3), es decir, S es una transformación
de Möbius. se tiene

Sz1 = FD(Tz1, T z1, T z2, T z3) = 0, Sz2 = 1, Sz3 =∞.

Entonces
Sz = FD(z, z1, z2, z3).

Hay también invariantes geométricas de las transformaciones de Möbius. Un círculo en
S2 que no pasa por el polo norte tiene como imagen bajo la proyección estereográfica un
círculo en C, y un círculo que pasa por PN tiene como imagen una recta en C. Por ello
podemos identificar círculos en Ĉ\{∞} con círculos en C y círculos en Ĉ que contienen
a ∞ con rectas en C.
7.2.8 Teorema. Las imágenes de círculos y rectas bajo transformaciones de Möbius son
círculos y rectas.
Demostración. Por el Lema 7.2.4 basta mostrar el resultado para traslaciones,
rotaciones-extensiones y la inversión. Para las primeras dos la afirmación es trivial. Mos-
tremos la invariancia de círculos y rectas bajo la inversión.
Las rectas en C son precisamente los conjuntos de la forma

{z = x+ iy ∈ C | c1x− c2y = −δ/2} = {z ∈ C | 2 Re(cz) + δ = 0},

donde c1, c2, δ ∈ R, c = c1 + ic2 ∈ C. Los círculos en C son precisamente los conjuntos
de la forma {

z ∈ C
∣∣∣∣ ∣∣∣∣z + c̄

α

∣∣∣∣2 = |c|
2

α2 −
δ

α

}
= {z | αzz̄ + cz + c̄z̄ + δ = 0}

para α, δ ∈ R, α 6= 0, c ∈ C tales que |c|2 > αδ. Entonces, Los círculos y las rectas son
los conjuntos de soluciones de

αzz̄ + cz + c̄z̄ + δ = 0, α, δ ∈ R, c ∈ C, |c|2 > αδ.

Si reemplazamos en esta ecuación z por 1/w y multiplicamos la ecuación resultante por
ww̄, entonces obtenemos una ecuación del mismo tipo para w.
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Por tres puntos distintos z1, z2, z3 ∈ Ĉ pasa precisamente una recta o un círculo. Se
tiene:

7.2.9 Teorema. Un punto z ∈ Ĉ se encuentra en el círculo o en la recta definido por
los puntos distintos z1, z2, z3 ∈ Ĉ si y sólo si FD(z, z1, z2, z3) ∈ R ∪ {∞}.

Demostración. SeaK el círculo o la recta que pasa por z1, z2, z3 y sea T = FD(·, z1, z2, z3)
la transformación de Möbius que manda (z1, z2, z3) a (0, 1,∞). Por el Teorema 7.2.8 se
sigue que TK = R ∪ {∞} y luego que z ∈ K si y sólo si Tz ∈ R ∪ {∞}.

7.2.10 Nota. Un círculo o una recta K divide a Ĉ en dos regiones ajenas, Ĉ\K =
G1∪G2. Cada una de ellas tiene K como su frontera. Si f ∈ Aut(Ĉ) entonces L := f(K)
es un circulo o una recta por el Teorema 7.2.8, la cual divide a Ĉ\L en dos regiones
ajenas H1 y H2. Como f es un homeomorfismo de Ĉ, se tiene o bien f(G1) = H1 y
f(G2) = H2 o bien f(G1) = H2 y f(G2) = H1.

7.2.11 Teorema. Sea G una región en Ĉ que tiene como frontera un círculo o una recta.
Entonces existe una transformación de Möbius que mapea G al semiplano superior. En
particular, todas estas regiones son conformemente equivalentes.

Demostración. Sea K la frontera de G, sea H el semiplano superior y sea H− el semi-
plano inferior. Por el Teorema 7.2.6 existe T ∈ Aut(Ĉ) tal que TK = R ∪ {∞}. Por la
Nota 7.2.10 tenemos o bien TG = H o bien TG = H−. En el primer caso terminamos,
y en el segundo caso componemos T con la inversión para obtener la transformación
buscada.

7.2.12 Ejemplo. La transformación de Möbius Tz := FD(z, 1, i,−1) = i(1− z)/(1 + z)
manda S1 a R. Como T0 = i, se sigue que TD1 = H.

7.3. Automorfismos del disco unitario
En esta sección denotaremos el disco unitario por D := D1(0). Para el subgrupo de los
automorfismos de D que tienen 0 como punto fijo escribiremos Γ0. Para cada λ ∈ R la
rotación Tλz := eiλz pertenece a Γ0. Mostraremos que estos ya son todos los elementos
de Γ0.

7.3.1 Teorema (El lema de Schwarz). Sea f : D→ D holomorfa con f(0) = 0. Entonces
|f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D y |f ′(0)| ≤ 1. Si se cumple |f(z0)| = |z0| en un punto z0 6= 0,
o si |f ′(0)| = 1, entonces existe λ ∈ R tal que f(z) = eiλz para todo z ∈ D.

Demostración. En Ḋ definimos g(z) := f(z)/z. Como f(0) = 0, g tiene extensión ho-
lomorfa a D mediante g(0) := f ′(0). Para |z| ≤ r < 1 el principio del máximo implica
que

|g(z)| ≤ máx
|ζ|=r
|g(ζ)| = máx

|ζ|=r

|f(ζ)|
r
≤ 1
r
.
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Dejamos r → 1 en esta desigualdad, así que |g(z)| ≤ 1, es decir, |f(z)| ≤ |z| para todo
z ∈ D y |f ′(0)| ≤ 1.
Si |f(z0)| = |z0| o |f ′(0)| = 1 entonces |g(z0)| = 1 o |g(0)| = 1, y el principio del

máximo implica que g es una constante con valor absoluto uno en D.

7.3.2 Corolario. Sea f holomorfa en Dr(a), y sea f(Dr(a)) ⊆ DR(f(a)).

|f(z)− f(a)| ≤ R

r
|z − a|.

Demostración. La función h(ζ) := (f(rζ + a)− f(a))/R cumple las hipótesis del Teore-
ma 7.3.1, así que |h(ζ)| ≤ |ζ| implica la afirmación.

Consideramos para z0 ∈ C la transformación de Möbius

(7.3.1) fz0(z) := z − z0

1− z̄0z
.

Mostremos que fz0 ∈ Aut(D): si |z| = 1, entonces

fz0(z)fz0(z) = |z|2 − z0z̄ − z̄0z + |z0|2

1− z0z̄ − z̄0z + |z0|2|z|2
= 1,

es decir, fz0(∂D) = ∂D, por el Teorema 7.2.8. Por otro lado, fz0(z0) = 0 ∈ D, así que
fz0(D) = D por la Nota 7.2.10. En consecuencia, fz0 ∈ Aut(D).

7.3.3 Teorema. (a) El grupo Γ0 está formado por las rotaciones.

(b) El grupo Aut(D) está formado por la transformaciones de Möbius de la forma

(7.3.2) eiλ z − z0

1− z̄0z
, λ ∈ [0, 2π), z0 ∈ D.

Demostración. Inciso (a): Ya vimos que toda rotación es un elemento de Γ0. Sea f ∈
Γ0. Entonces f y f−1 cumplen las hipótesis del Teorema 7.3.1, y luego |f(z)| ≤ |z| y
|z| = |f−1(f(z))| ≤ |f(z)| para todo z ∈ D. En seguida, |f(z)| = |z| en todo D, y el
mismo Teorema 7.3.1 implica que f es una rotación.
Inciso (b): Como Tλ y fz0 son automorfismos de D para λ ∈ [0, 2π) y z0 ∈ D, también

Tλ ◦ fz0 ∈ Aut(D).
Sea inversamente f ∈ Aut(D). Para z0 := f−1(0) se tiene que f ◦ f−1

z0 ∈ Γ0, es decir,
por el inciso (a) existe λ ∈ [0, 2π) tal que f = Tλ ◦ fz0 .

Para dos puntos z0, w0 ∈ D siempre existe f ∈ Aut(D) tal que f(z0) = w0: con la
notación de (7.3.1) basta definir f := f−1

w0 ◦fz0 . En otras palabras, el grupo Aut(D) opera
transitivamente en D.

7.3.4 Proposición. Sean z0, z1, w0, w1 ∈ D.

(a) Los automorfismos de D con f(z0) = w0 son precisamente de la forma f−1
w0 ◦Tλ◦fz0,

con λ ∈ [0, 2π).
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(b) Existe f ∈ Aut(D) tal que f(zj) = wj para j = 0, 1 si y sólo si

(7.3.3)
∣∣∣∣ w1 − w0

1− w̄0w1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ z1 − z0

1− z̄0z1

∣∣∣∣.
Demostración. Inciso (a): Para todo λ ∈ [0, 2π) el automorfismo f−1

w0 ◦ Tλ ◦ fz0 de
D satisface f(z0) = w0. Inversamente, si f ∈ Aut(D) cumple f(z0) = w0, entonces
fw0 ◦ f ◦ f−1

z0 ∈ Γ0, es decir, existe λ ∈ [0, 2π) tal que f = f−1
w0 ◦ Tλ ◦ fz0 .

Inciso (b) Por el inciso (a) existe un automorfismo f de D tal que f(z0) = w0 y
f(z1) = w1 si y sólo si existe λ tal que (f−1

w0 ◦ Tλ ◦ fz0)(z1) = w1, es decir, si y sólo si

∃λ ∈ [0, 2π) : w1 − w0

1− w̄0w1
= eiλ z1 − z0

1− z̄0z1
.

Esta condición es equivalente a (7.3.3).

SiK es un círculo o una recta yG es una componente conexa de Ĉ\K (es decir, un disco
o un semiplano), entonces existe un mapeo conforme f : G→ D (una transformación de
Möbius), por el Teorema 7.2.11. La Nota 7.1.6 implica que

Aut(G) = {f−1 ◦ h ◦ f | h ∈ Aut(D)}.

Entonces el Teorema 7.3.3 también proporciona una clasificación de Aut(G). Particu-
larmente, todos los automorfismos de G son transformaciones de Möbius. Calculemos
explícitamente el grupo de los automorfismos del semiplano superior:

7.3.5 Teorema. Los automorfismos del semiplano superior son precisamente las trans-
formaciones de Möbius de la forma

(7.3.4) Tz = az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

Demostración. Sea f un automorfismo del semiplano superiorH. Ya mencionamos arriba
que f ∈ Aut(Ĉ). Necesariamente se cumple que f(R ∪ {∞}) = R ∪ {∞}, ya que f
es un homeomorfismo de Ĉ. Sean z1, z2, z3 las preimágenes de 0, 1,∞ bajo f . Como
z1, z2, z3 ∈ R, existen coeficientes a, b, c, d ∈ R tales que

f(z) = FD(z, z1, z2, z3) = az + b

cz + d

para todo z ∈ Ĉ. Tenemos además que

(7.3.5) Im
(
ai + b

ci + d

)
= ad− bc
c2 + d2 .

Como f(i) ∈ H, esto implica que ad− bc > 0.
Sea inversamente T ∈ Aut(Ĉ) dado como en (7.3.4). Como los coeficientes son reales,

claramente T (R ∪ {∞}) = R ∪ {∞}. La ecuación (7.3.5) implica que T i ∈ H, así que
T ∈ Aut(H) por la Nota 7.2.10..
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7.4. Geometría no Euclidiana
Introduciremos una nueva métrica en D para entender mejor la fórmula (7.3.3). Empe-
cemos con una versión infinitesimal de ella:

7.4.1 Lema. Si f ∈ Aut(D) y z ∈ D, entonces

(7.4.1) |f ′(z)|
1− |f(z)|2 = 1

1− |z|2 .

Demostración. Sea z0 ∈ D y w0 := f(z0). Por la Proposición 7.3.4(a) existe λ ∈ [0, 2π)
tal que fw0 ◦ f = Tλ ◦ fz0 , es decir, tal que∣∣∣∣ f(z)− w0

1− w̄0f(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ z − z0

1− z̄0z

∣∣∣∣.
Dividimos de esta identidad entre (z − z0) y tomamos el límite z → z0. Esto demuestra
(7.4.1) para z0.

7.4.2 Definición. Para un camino de integración γ : [a, b] → D definimos su longitud
hiperbólica o no euclidiana por

(7.4.2) Lh(γ) :=
∫ b

a

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt.

Intuitivamente, esta longitud es casi igual a la usual cerca de 0, pero está deformada
más y más cuando el camino se acerca a ∂D.
Las propiedades básicas son las siguientes:

7.4.3 Proposición. Sean γ, γ1 y γ2 caminos de integración en D, y sea f ∈ Aut(D).
Entonces se cumplen:

(a) Lh(γ) ≥ L(γ) ≥ 0;

(b) Lh(γ−1) = Lh(γ);

(c) Lh(γ1γ2) = Lh(γ1) + Lh(γ2).

(d) Lh(f ◦ γ) = Lh(γ).

Demostración. Inciso (a): Como γ(t) ∈ D, (1− |γ|2) ∈ (0, 1] para todo t. Esto implica
la afirmación.
Inciso (b): Se tiene γ−1(t) := γ(a + b − t), así que |γ−1(t)| = |γ(a + b − t)| y
|(γ−1)′(t)| = |γ′(a+ b− t)|. La afirmación es una consecuencia de cambiar la variable de
integración.
Inciso (c): Obvio.
Inciso (d): Si γ está definida en [a, b] calculamos con el Lema 7.4.1:

Lh(f ◦ γ) =
∫ b

a

|f ′(γ(t))γ′(t)|
1− |f(γ(t))|2 dt =

∫ b

a

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt = Lh(γ).
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7.4.4 Definición. Definimos la métrica hiperbólica o no euclidiana en D por la expresión

(7.4.3) dh(z0, z1) := ı́nf{Lh(γ) | γ es un camino de integración en D de z0 a z1}.

Las propiedades de una métrica son consecuencias inmediatas de la Proposición 7.4.3.

7.4.5 Nota. Por la Proposición 7.4.3 (d) la métrica hiperbólica es invariante bajo au-
tomorfismos de D:

dh(f(z0), f(z1)) = dh(z0, z1) para todo z0, z1 ∈ D, f ∈ Aut(D).

Inmediatamente surge la duda si entre dos puntos z0, z1 ∈ D siempre existe un camino
de integración con longitud hiperbólica minimal, es decir, una linea geodésica. Para
caracterizar las lineas geodésicas llamaremos a un arco circular que interseca a ∂D en
ángulos rectos un ortocírculo. También los diámetros de D los llamaremos ortocírculos.

7.4.6 Teorema. Las lineas geodésicas en D son precisamente los arcos de ortocírculos.
La conexión hiperbólica más corta entre dos puntos distintos z0, z1 ∈ D es el arco entre
z0 y z1 del único ortocírculo que pasa por z0 y z1.

Demostración. Basta mostrar que existe un camino de integración más corto entre dos
puntos distintos z0, z1 ∈ D, y que este es un arco de un ortocírculo.
Existe λ ∈ [0, 2π) tal que c := (Tλ ◦ fz0)(z1) ∈ (0, 1). Para f := Tλ ◦ fz0 ∈ Aut(D)

tenemos f(z0) = 0 y f(z1) = c. Si γ = γ1 + iγ2 (γ : [a, b] → D, γ1, γ2 : [a, b] → R) es un
camino de integración en D de 0 a c, entonces

(7.4.4) Lh(g) =
∫ b

a

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt ≥

∫ b

a

γ′1(t)
1− γ1(t)2 dt

=
∫ c

0

1
1− s2 ds = 1

2 log 1 + c

1− c = Lh([0, c]).

Aquí usamos la regla de sustitución presentada en la sección 2.1. En seguida, la conexión
hiperbólica más corta entre 0 y c es el segmento [0, c], y su longitud hiperbólica es
1
2 log 1+c

1−c . Por la invariancia de dh bajo f la linea geodésica entre z0 y z1 es γ := f−1◦[0, c].
Por la invariancia de círculos y rectas bajo f también γ es un arco o un segmento, y
porque f es conforme en C, los ángulos de intersección de R∪{∞} con ∂D y de f(R∪{∞})
con ∂D son los mismos. En consecuencia, tr γ es un arco de un ortocírculo.

7.4.7 Teorema. Sean z0, z1 ∈ D y sean a, b ∈ ∂D los puntos de intersección del orto-
círculo pasando por z0 y z1 con ∂D. Entonces

(7.4.5) dh(z0, z1) = 1
2 |log FD(z0, a, z1, b)| = artanh

∣∣∣∣ z1 − z0

1− z̄0z1

∣∣∣∣
y

(7.4.6) ĺım
z→z0

dh(z, z0)
|z − z0|

= 1
1− |z0|2

.

Las topologías generadas por la métrica hiperbólica y por la métrica euclidiana coinciden.
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Demostración. Sea f ∈ Aut(D) el automorfismo de la demostración del Teorema 7.4.6
tal que f(z0) = 0 y f(z1) = c ∈ (0, 1). Según (7.4.4) tenemos que

(7.4.7) dh(z0, z1) = 1
2 log 1 + c

1− c.

Representemos la fracción de manera invariante bajo automorfismos de D:
(7.4.8)

1 + c

1− c = FD(0, 1, c,−1) = FD(c,−1, 0, 1) = FD(0,−1, c, 1)−1 = FD(c, 1, 0,−1)−1.

El automorfismo f−1 manda los puntos −1 y 1 a los Puntos a, b de intersección del
ortocírculo pasando por z0 y z1 con ∂D. Luego la invariancia de las fracciones dobles
bajo transformaciones de Möbius (Teorema 7.2.7), (7.4.7) y (7.4.8) implican la primera
igualdad de (7.4.5). Aquí el orden de z0 y z1 y de a y b no importa porque un intercambio
nada más causa un cambio de signo en el logaritmo por (7.4.8).
Para w0 := 0 y w1 := c la Proposición 7.3.4 implica que

(7.4.9) c =
∣∣∣∣ w1 − w0

1− w̄0w1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ z1 − z0

1− z̄0z1

∣∣∣∣.
La areatangente hiperbólica real está definida en (−1, 1) y tiene la forma

artanh c = 1
2 log 1 + c

1− c,

así que (7.4.7) y (7.4.9) implican la segunda igualdad de (7.4.5).
Usamos la serie de Taylor

artanh x =
∞∑
k=0

1
2k + 1x

2k+1.

Con (7.4.5) se sigue que

ĺım
z→z0

dh(z, z0)
|z − z0|

= ĺım
z→z0

1
|z − z0|

∞∑
k=0

1
2k + 1

∣∣∣∣ z1 − z0

1− z̄0z1

∣∣∣∣2k+1

= ĺım
z→z0

1
|1− z̄0z|

∞∑
k=0

1
2k + 1

∣∣∣∣ z1 − z0

1− z̄0z1

∣∣∣∣2k = 1
1− |z0|2

,

es decir, (7.4.6). En consecuencia, existe r0 > 0 tal que

1
2(1− |z0|2) <

dh(z, z0)
|z − z0|

<
2

1− |z0|2
para todo z ∈ Ḋr0(z0).

Esto muestra que localmente las métricas son equivalentes y que luego generan las mismas
topologías.
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7.4.8 Nota. La ecuación (7.4.5) y la Proposición 7.3.4 implican para z0, z1, w0, w1 ∈ D
que existe f ∈ Aut(D) tal que f(zj) = wj para j = 0, 1 si y sólo si dh(z0, z1) = dh(w0, w1).

7.4.9 Nota. Para todo z0 ∈ D y r > 0 el disco cerrado

{z ∈ D | dh(z, z0) ≤ r}

en la métrica hiperbólica es un subconjunto compacto de D: basta mostrarlo para z0 = 0.
En esa situación,

{z ∈ D | dh(z, 0) ≤ r} = Dtanh r(0)
por (7.4.5), y tanh r < 1.

7.4.10 Teorema. Sea h : D → D una función holomorfa. Entonces h no incrementa
distancias hiperbólicas, es decir, para z0, z1 ∈ D se tiene que dh(f(z0), f(z1)) ≤ dh(z0, z1).
Si para un par de puntos distintos aquí se tiene igualdad, entonces h es un automorfismo
de D.

Demostración. Sean z0 ∈ D y w0 := h(z0). Entonces g := fw0 ◦ h ◦ f−1
z0 cumple con

las hipótesis del Lema de Schwarz (Teorema 7.3.1), con la notación de (7.3.1). Si existe
λ ∈ [0, 2π) tal que g = Tλ, entonces h ∈ Aut(D). Si esto no sucede, entonces por el
Teorema 7.3.1 se tiene que |g(ζ)| < |ζ| para todo ζ ∈ Ḋ, es decir, |fw0(h(z))| < |fz0(z)|
para todo z ∈ D\{z0}. Por consiguiente, usando (7.4.5) obtenemos

(7.4.10) tanh dh(h(z), h(z0)) =
∣∣∣∣ h(z)− h(z0)
1− h(z0)h(z)

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ z − z0

1− z̄0z

∣∣∣∣ = tanh dh(z, z0).

La monotonía estricta de la areatangente hiperbólica implica la afirmación.

Una consecuencia es una generalización del Lema 7.4.1:

7.4.11 Corolario (Lema de Schwarz-Pick). Para una función holomorfa h : D → D se
tiene que

|h′(z)|
1− |h′(z)|2 ≤

1
1− |z|2 para todo z ∈ D.

Demostración. Basta dejar z → z0 en (7.4.10).

La métrica hiperbólica genera una geometría hiperbólica en D. El espacio métrico
hiperbólico D se llama el plano hiperbólico, los ortocírculos son las rectas hiperbólicas,
y los automorfismos de D se llaman movimientos hiperbólicos. Como ángulos uno toma
los ángulos euclidianos ya que automorfismos son conformes. Se cumplen los mismos
axiomas para la geometría hiperbólica como para la geometría euclidiana, con excepción
del axioma de las rectas paralelas: dado una recta y un punto en el plano hiperbólico,
tales que el punto no se encuentre en la recta, por el punto pasa un número infinito de
rectas que no intersecan a la recta dada. Una consecuencia de la falta del axioma de las
paralelas es que en un triángulo hiperbólico la suma de los ángulos interiores es menor
que π.
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7.5. Familias normales de funciones holomorfas
En la construcción de funciones conformes un método importante es formar límites de
sucesiones de funciones conformes. Para asegurar que tal límite es conforme necesitamos
buenos criterios que aseguran la holomorfía de un límite de funciones holomorfas, y que
aseguran que el límite es inyectivo si todas las funciones de la sucesión son inyectivas.
La rigidez de las funciones holomorfas implica que ambas propiedades son un resultado
de la acotación localmente uniforme de la sucesión de funciones.
La función límite de una sucesión de funciones holomorfas que converge localmente

uniformemente siempre es holomorfa por el Teorema 3.4.4.

7.5.1 Teorema (Hurwitz). Sea (fj) una sucesión de funciones holomorfas en la región
G que converge localmente uniformemente a una función no constante f . Si f−w0 tiene
un cero del orden n en z0 ∈ G, entonces existen vecindades arbitrariamente chicas V de
z0 en G tal que cada fj −w0 tiene, para j suficientemente grande, precisamente n ceros
en V , contados con multiplicidades.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que w0 = 0. Escogemos
ε > 0 suficientemente chico tal que el único cero de f en Dε(z0) ⊆ G es z0. Ponemos
δ := mı́nz∈Sε(z0)|f(z)| > 0. Sea j tan grande que para j ≥ j0 siempre se cumple que
mı́nz∈Sε(z0)|f(z)−fj(z)| < δ. para j ≥ j0 el teorema de Rouché (Teorema 6.6.7), aplicado
a fj = f + (fj − f) en Dε(z0), implica la afirmación.

7.5.2 Corolario. En la situación del Teorema 7.5.1 sean las funciones fj inyectivas. Si
su límite f no es constante, entonces f es inyectiva.

Demostración. Si f no fuera inyectiva, entonces existirían puntos distintos z0, z1 ∈ G
tal que w0 := f(z0) = f(z1). Por el Teorema 7.5.1 existirían vecindades ajenas V0 y V1
de z0 y z1 en G tales que fj − w0 tiene al menos un cero en cada una de ellas para j
suficientemente grande, en contradicción con la inyectividad de fj.

Recordemos algunas nociones necesarias para el teorema de Arzelá-Ascoli. Una familia
F de funciones f : X → C en un espacio métrico X es equicontinua si para cada ε > 0
existe δ > 0 tal que

∀f ∈ F ∀x, y ∈ X : (d(x, y) ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε).

La familia F es acotada si existe M > 0 tal que

∀f ∈ F ∀x ∈ X : |f(x)| ≤M.

F es localmente equicontinua respectivamente localmente acotada si para cada x0 ∈ X
existe r > 0 tal que F|Dr(x0) es una familia equicontinua respectivamente acotada.

7.5.3 Lema. Sea U ⊆ C abierto. Una familia F localmente acotada de funciones holo-
morfas F en U es localmente equicontinua.
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Demostración. Sean |f | ≤ M en Dr(a) ⊆ U para todo f ∈ F y sea ε > 0. Si f ∈ F y
z0, z1 ∈ K := Dr/2(a), entonces

|f(z0)− f(z1)| =
∣∣∣∣∫

[z0,z1]
f ′(z) dz

∣∣∣∣ ≤ |z0 − z1|máx
z∈K
|f ′(z)|.

La desigualdad de Cauchy (3.4.2) implica que

|f ′(z)| ≤ 4M
r

para todo z ∈ K.

Ponemos δ := rε/(4M), así que

∀z0, z1 ∈ K : (|z0 − z1| ≤ δ ⇒ |f(z0)− f(z1)| ≤ ε).

Como δ no depende ni de z0, z1 ni de f , la familia F es equicontinua en Dr/2(z0).

7.5.4 Definición. Sea F una familia de funciones holomorfas en el subconjunto abierto
U de C. F se llama una familia normal si cada sucesión en F tiene una subsucesión que
converge localmente uniformemente a una función holomorfa o a ∞.

7.5.5 Teorema (Montel). Una familia localmente acotada de funciones holomorfas es
normal.

Demostración. Sea (fj) una sucesión localmente acotada de funciones holomorfas en el
subconjunto abierto U de C. Por el Lema 7.5.3 (fj) es localmente equicontinua. Cubri-
mos a U con discos Dk ⊂⊂ U , k ∈ N. Esto es posible porque U es una espacio métrico
separable, es decir, es 2-numerable. Cubrimos a U con discos Ddist(x,∂U)/2(x) (x ∈ U) y
aplicamos el teorema de Lindelöf para obtener una subcubierta numerable. Otro argu-
mento sería escribir U como unión numerable de subconjuntos compactos, y cubrir cada
uno de ellos con un número finito de discos compactamente contenidos en U . Para toda
k la restricción de (fj) a Dk es una familia acotada y equicontinua, así que el teorema de
Arzelá-Ascoli implica que tiene una subsucesión uniformemente convergente en Dk. Un
proceso diagonal de extracción de subsucesiones nos proporciona una subsucesión de (fj)
que converge uniformemente en Dk, para cada k ∈ N, es decir, ella converge localmente
uniformemente en U .

Las familias normales permiten un criterio muy fuerte de convergencia localmente
uniforme:

7.5.6 Teorema. Sea F una familia normal en la región G, y sea (fj) una sucesión
en F que converge puntualmente en un subconjunto no discreto N ⊆ G a una función
g : N → Ĉ. Entonces (fj) converge en G localmente uniformemente (posiblemente a ∞).

Demostración. Primero supongamos que g no sea la función constante∞ en N . Sea f el
límite holomorfo de una subsucesión localmente uniformemente convergente de (fj). Si
la sucesión completa (fj) no converge localmente uniformemente en G, entonces existe
una subsucesión (fjk) que no converge a f localmente uniformemente, es decir, existen
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ε0 > 0, Dr(a) ⊆ G y puntos zk ∈ Dr(a) tales que |fjk(zk)− f(zk)| ≥ ε0 para todo k ∈ N.
Pasando a una subsucesión de (fjk) podemos suponer que (fjk) converge localmente
uniformemente en G. Esa función holomorfa límite necesariamente es distinta a f , pero
coincide con f en N . Por el teorema de identidad obtenemos una contradicción.
Ahora sea g ≡ ∞ en N . Si (fj) no converge a ∞ localmente uniformemente entonces

existen una subsucesión (fjk), M > 0, Dr(a) ⊆ G y puntos zk ∈ Dr(a) tales que
|fjk(zk)| ≤ M para todo k ∈ N. Pasando a una subsucesión podemos suponer que (fjk)
converge localmente uniformemente a una función holomorfa límite f en G. Como fj
tiende a ∞ en N obtenemos una contradicción.

7.6. El teorema de equivalencia conforme de Riemann
7.6.1 Definición. Una región G ⊆ Ĉ se llama simplemente conexa si o bien G = Ĉ o
bien existe T ∈ Aut(Ĉ) tal que ∞ /∈ T (G) y T (G) es simplemente conexo.

En esta sección clasificaremos las clases de equivalencia conforme de las regiones sim-
plemente conexas en Ĉ.
La esfera de Riemann no es conformemente equivalente ni a C ni a D, ya que estos dos

espacios topológicos no son compactos pero Ĉ sí lo es. La “esfera pinchada” G := Ĉ\{p}
es conformemente equivalente a C para cualquier p ∈ Ĉ: cualquier automorfismo T de Ĉ
con Tp =∞ es un mapeo conforme entre G y C. Ya vimos que C no es conformemente
equivalente al disco unitario por el teorema de Liouville. Sólo falta considerar regiones
simplemente conexas G ⊆ Ĉ\{p, q} para dos puntos distintos p, q ∈ Ĉ. El próximo
teorema muestra que estas son conformemente equivalentes a D. Entonces existen sólo
tres clases de equivalencia conforme entre las regiones simplemente conexas en Ĉ, con
los conjuntos modelo Ĉ, C y D, ver Tabla 7.1.

G = Ĉ G = Ĉ\{p} G ⊆ C\{p, q}

Ĉ ! % %

C % ! %

D % % !

Tabla 7.1: Equivalencia conforme entre regiones simplemente conexas G en Ĉ

7.6.2 Teorema (de equivalencia conforme de Riemann). Sea G ⊆ Ĉ una región simple-
mente conexa tal que Ĉ\G contiene al menos dos puntos. Entonces G es conformemente
equivalente al disco unitario D mediante un mapeo conforme f . Uno puede prescribir en
un punto z0 6=∞ las condiciones f(z0) = 0 y f ′(z0) > 0; ellas determinan a f .

Antes de empezar la demostración de ese teorema formulamos un resultado técnico:

7.6.3 Lema. Sea G ( D una región simplemente conexa que contiene a 0. Entonces
existe una función holomorfa inyectiva h : G→ D con h(0) = 0 y h′(0) > 1.
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Demostración. Sea c ∈ D\G. El automorfismo T1 : z 7→ (z − c)/(1 − c̄z) de D satisface
T1(c) = 0 y T1(0) = −c. La región T1(G) es simplemente conexa y no contiene a 0.
Por el Ejemplo 5.1.5(b) existe en T1(G) una rama g de la raíz cuadrada. Como g es
la inversa de una función, g es inyectiva. Además se cumple que g(T1(G)) ⊆ D. Para
d := g(−c) y algún λ ∈ R definimos T2 ∈ Aut(D) por T2(z) := eiλ(z − d)/(1 − d̄z), y
definimos h := T2 ◦ g ◦ T1 : G → D. Se tiene que h(0) = T2(g(−c)) = 0, y λ se puede
escoger de tal manera que h′(0) > 0. Mostremos que h′(0) > 1: para g∗(z) := z2 la
función h∗ := T−1

1 ◦g∗ ◦T−1
2 es holomorfa de D en si, y su restricción a h(G) es la inversa

de h. Se tiene que h∗(0) = 0. Si h∗ fuera una rotación Tµ, entonces g∗ = T1 ◦ Tµ ◦ T2
sería un automorfismo de D, una contradicción ya que g∗ no es inyectiva. Entonces h∗
no es una rotación. Por el Lema de Schwarz (Teorema 7.3.1) |(h∗)′(0)| < 1, es decir,
h′(0) = 1/(h∗)′(0) > 1.

Demostración del Teorema 7.6.2. Paso 1: Primero mostremos que sólo existe un mapeo
conforme con las propiedades dadas. Si f y g son dos mapeos conformes entre G y D con
f(z0) = g(z0) = 0, f ′(z0) > 1 y g′(z0) > 1, entonces S := f ◦ g−1 es un automorfismo de
D con S(0) = 0 y

S ′(0) = f ′(g−1(0))/g′(g−1(0)) = f ′(z0)/g′(z0) > 0.

Por el Teorema 7.3.3(a) S = idD, es decir, f = g.
Paso 2: Para la existencia de f trabajaremos en tres pasos. Primero construiremos una

función conforme f1 : G → G∗ ⊆ D tal que f1(z0) = 0 y f ′1(z0) > 0. Luego buscaremos
entra las funciones inyectivas f : G∗ → D con f(0) = 0 y f ′(0) > 0 una que maximiza a
f ′(0). La idea es que esto es, al menos localmente, una medida de la expansividad de f .
En el último paso mostraremos que esa función maximizante es conforme de G∗ en D.
Paso 3: Sean a, b ∈ Ĉ\G y z0 ∈ G\{∞}. Escogemos T1 ∈ Aut(Ĉ) tal que T1a = 0

y T1b = ∞. Entonces G1 := T1(G) es una región simplemente conexa en Ċ, así que en
G1 existe una rama holomorfa g de la raíz cuadrada (Ejemplo 5.1.5(b)). Como g es la
inversa de una función, g es inyectiva, una función conforme entre G1 y G2 := g(G1) ⊆ Ċ.
Afirmamos que existe un disco cerrado Dε(w0) ⊆ C\G2: para w0 ∈ −G2 existe ε > 0
tal que Dε(−w0) ⊆ G2 ya que −w0 ∈ G2. Si z ∈ Dε(w0) estuviera en G2, entonces los
puntos z y −z estarían en G2, en contradicción con la inyectividad de g−1 en G2. Eso
muestra la afirmación. Escogemos, con la ayuda de la Nota 7.2.10, T2 ∈ Aut(Ĉ) tal que
T2(Ĉ\Dε(w0)) = D. En consecuencia, G3 := T2(G2) ⊆ D. Por el Teorema 7.3.3 existe
S ∈ Aut(D) tal que para f1 := S ◦ T2 ◦ g ◦ T1 se tiene que f1(z0) = 0 y f ′1(z0) > 0.
Paso 4: Recordemos que G∗ := f1(G) ⊆ D es una región y cumple 0 ∈ G∗. Definimos

la familia

F := {f : G∗ → D | f es holomorfa y inyectiva, f(0) = 0, f ′(0) > 0},

la cual es acotada por 1, es decir, es una familia normal de funciones holomorfas. F no
es vacío ya que idG∗ ∈ F . Ponemos

α := sup{f ′(0) | f ∈ F} ∈ R ∪ {+∞}.
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Como la identidad pertenece a F tenemos que α ≥ 1. Existe una sucesión (fj) en F tal
que f ′j(0) → α. Por el Teorema 7.5.5 existe una subsucesión localmente uniformemente
convergente de (fj), la cual seguiremos denotando por (fj). Sea f ∗ el límite de (fj).
Obviamente f ∗(0) = 0. Por el teorema de Weierstrass (Teorema 3.4.4) tenemos que
f ′j(0) → (f ∗)′(0), así que α = (f ∗)′(0) < ∞. Como α 6= 0, f ∗ no es constante. Además,
|fj| < 1 implica que |f ∗| ≤ 1 en G∗, así que el principio del máximo (Teorema 3.4.8) nos
dice que |f ∗| < 1 en G∗, es decir, f ∗(G∗) ⊆ D. El Corolario 7.5.2 demuestra que f ∗ es
inyectiva y luego que f ∗ ∈ F . Esta es una función que maximiza f ′(0) en la familia F .
Paso 5: Nada más falta ver que f ∗(G∗) = D. Si esto no fuera cierto, entonces existiría

h : f ∗(G∗) → D holomorfa e inyectiva tal que h(0) = 0 y h′(0) > 1, por el Lema 7.6.3.
La función g := h ◦ f ∗ : G∗ → D sería holomorfa e inyectiva, cumpliría que g(0) = 0 y
g′(0) = h′(0)(f ∗)′(0) > α, y luego g ∈ F . Pero esto sería una contradicción a la definición
de α. Entonces necesariamente f ∗(G∗) = D. Esto termina la demostración.

Analizaremos el comportamiento de las funciones conformes dados por el teorema de
Riemann.

7.6.4 Proposición. Sean G ⊆ C una región simplemente conexa tal que G 6= C, y sea
f una función conforme entre G y D. Si K ⊆ ∂G es un arco analítico a un lado de ∂G,
entonces f tiene una extensión holomorfa a través de K.

Demostración. Para todo z ∈ G se cumple que |f(z)| < 1. Mostremos que

(7.6.1) |f(zk)| → 1 siempre cuando zk → ∂G en G.

Para ello sea (zk) ⊆ G tal que zk → ∂G cuando k →∞. Supongamos por contradicción,
pasando a una subsucesión, que ĺımk→∞|f(zk)| < 1. Nuevamente pasando a una subsuce-
sión podríamos suponer que f(zk)→ w ∈ D. Entonces zk = f−1(f(zk))→ f−1(w) ∈ G,
por continuidad de f−1, una contradicción.
Fijemos z0 ∈ K. La Definición 3.9.4 implica que existe una vecindad admisible V de

z0, es decir, un disco D, simétrico con respecto a R, una vecindad abierta V de z0 y una
función biholomorfa ϕ : D → V tal que ϕ(D ∩R) = V ∩K y tal que sólo una de las dos
componentes V2, V2 de V \K, digamos V1, está contenida en G. Podemos suponer por
(7.6.1) que f no tiene ceros en V1, tomando D lo suficientemente chico. Por ser conforme
con una de las componentes de D\R, las cuales son simplemente conexas, el conjunto V1
es simplemente conexo por el Teorema 4.3.6(a). Por el Teorema 5.1.6 existe un logarítmo
g de f allá, es decir, f = eg en V1.
Sea L el arco analítico global iR. Como |f | < 1 en G, necesariamente Re g < 0 en G.

Mostremos que

(7.6.2) dist(g(zk), L)→ 0 siempre cuando zk → ∂G en V1.

Notemos que Re g(z) = dist(g(z), L) para todo z ∈ V1. Sea (zk) ⊆ V1 tal que
zk → ∂G cuando k →∞. Supongamos por contradicción que ĺım infk→∞ dist(g(zk), L) =
ĺım infk→∞Re g(zk) < 0. Entonces

ĺım inf
k→∞

|f(zk)| = ĺım inf
k→∞

|exp(g(zk))| = exp(ĺım inf
k→∞

Re g(zk)) < 1,
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contradiciendo (7.6.1).
La ecuación (7.6.2) permite aplicar el Teorema 3.9.5 para obtener una extensión holo-

morfa de g a través de v∩K. Como f |V1 = eg, ella proporciona una extensión holomorfa
de f |V1 a través de V ∩ K. Como z0 ∈ K era arbitrario, podemos juntar las extensio-
nes locales de f a una extensión holomorfa de f a través de K usando el teorema de
identidad.



8 Aproximación racional e
interpolación

En esta sección mostraremos teoremas de interpolación. Ellos dan una respuesta a la
pregunta: ¿Existe una función que tiene los ceros y polos prescritos en un conjunto dis-
creto? para resolver esta pregunta necesitamos primero resultados sobre la aproximación
de funciones holomorfas por funciones racionales.

8.1. El teorema de Runge
Recordemos que las funciones racionales son precisamente los mapeos holomorfos Ĉ→ Ĉ
(Teorema 6.3.11). En esto, un mapeo holomorfo con un único polo en∞ es un polinomio
según el Teorema 6.3.10. Sea K ⊆ C un conjunto compacto y f : K → C una función.
Trataremos de aproximar f uniformemente en K por funciones racionales con polos en
Ĉ\K. Dos condiciones necesarias en f son

f es continua en K;(8.1.1)
f es holomorfa en intK.(8.1.2)

El teorema de Mergelyan afirma que estas dos condiciones son suficientes si Ĉ\K tiene
sólo un número finito de componentes conexas. Aquí mostraremos un resultado mucho
más sencillo:
8.1.1 Teorema (débil de Runge). Sean K ⊆ C compacto y f una función holomorfa
en una vecindad abierta de K. Entonces existe una sucesión de funciones racionales con
polos en C\K que converge a f uniformemente en K.

Demostración. Sean U una vecindad abierta del conjunto compacto K y f una función
holomorfa en U . Dado ε > 0 mostraremos la existencia de una función racional g con
polos del primer orden en C\K, límite 0 en ∞ y tal que

(8.1.3) sup
z∈K
|f(z)− g(z)| ≤ ε.

El Lema 4.3.3 nos proporciona un ciclo Γ en U\K tal que n(Γ, z) = 1 para todo
z ∈ K. Escribimos Γ =

∑k
j=1 njγj con caminos de integración γj. Podemos suponer que

los γj son continuamente diferenciables y que todos tienen el dominio [0, 1] (después de
partirlos en caminos parciales y hacer reparametrizaciones). Definimos

fj(z) := 1
2πi

∫
γj

f(ζ)
ζ − z

dζ para j = 1, 2, . . . , k y z ∈ K.
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El teorema global de Cauchy implica que

f(z) = 1
2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ =
k∑
j=1

njfj(z) para todo z ∈ K.

Sean r := dist(tr Γ, K)/2,

M := máx
{

máx
z∈tr Γ
|f(z)|máx

j
sup
t∈(0,1)

|γ′j(t)|, máx
z∈K
|z|+ máx

z∈tr Γ
|z|

}

y

δ := mı́n
{

2πr2ε

kM máxj nj
, r

}
.

Consideramos para j = 1, 2, . . . , k y z ∈ K la representación

fj(z) = 1
2πi

∫ 1

0

f(γj(t))γ′j(t)
γj(t)− z

dt.

Las familias de funciones {(f ◦ γj)γ′j}kj=1 y {γj}kj=1 son equicontinuas en [0, 1]. En con-
secuencia, podemos encontrar una partición 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 y puntos
s` ∈ (t`−1, t`) (` = 1, 2, . . . , n) tales que las funciones escalonadas definidas por

ϕj(t) := f(γj(s`))γ′j(s`), ψj(t) := γj(s`), si t ∈ (t`−1, t`),

cumplen

máx
j

sup
t∈[0,1]

|f(γj(t))γ′j(t)− ϕj(t)| ≤ δ

máx
j

sup
t∈[0,1]

|γj(t)− ψj(t)| ≤ δ.

Los valores de ϕj y ψj en los puntos t` no importan. Podemos tomar ϕj y ψj continuas
por la derecha en [0, 1) y continuas por la izquierda en 1. Se sigue que

|z−ψj(t)| ≥ |z−γj(t)|−|γj(t)−ψj(t)| ≥ r para todo z ∈ K, t ∈ [0, 1], j = 1, 2, . . . , k.

Fijemos una j ∈ {1, 2, . . . , k}. La definición de ϕj y ψj implica que

sup
t∈[0,1]

|ϕj(t)| ≤ máx
z∈tr Γ
|f(z)| sup

t∈(0,1)
|γ′j(t)| ≤M

y
sup
t∈[0,1]

sup
z∈K
|ψj(t)− z| ≤ máx

t∈[0,1]
sup
z∈K

(|γj(t)|+ |z|) ≤M.
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Para z ∈ K y t ∈ [0, 1] estimamos∣∣∣∣f(γj(t))γ′j(t)
γj(t)− z

− ϕj(t)
ψj(t)− z

∣∣∣∣ =
|f(γj(t))γ′j(t)(ψj(t)− z)− ϕj(t)(γj(t)− z)|

|(γj(t)− z)(ψj(t)− z)|

≤
|f(γj(t))γ′j(t)− ϕj(t)| · |ψj(t)− z|+ |ϕj(t)| · |ψj(t)− γj(t)|

2r2

≤Mδ/r2

≤ 2πε
kmáxi ni

.

Definimos
gj := 1

2πi

∫ 1

0

ϕj(t)
ψj(t)− z

dt = 1
2πi

n∑
`=1

ϕj(s`)
ψj(s`)− z

,

así que gj es una función racional con polos del primer orden en C\K, gj(z)→ 0 cuando
|z| → ∞ y

máx
z∈K
|fj(z)− gj(z)| ≤ ε

kmáxi ni
.

La función g :=
∑k

j=1 njgj tiene todas las propiedades deseadas.

Mostraremos una versión más refinada del teorema de Runge. Para ello necesitaremos
un resultado técnico:

8.1.2 Lema (de empujar polos). Sean K ⊆ C compacto, G una componente conexa de
Ĉ\K, a, b ∈ G y a 6=∞. Entonces cada función racional f con un único polo en a puede
ser aproximada uniformemente en K por funciones racionales únicamente con polos en
b. Si b =∞ entonces las funciones aproximantes son polinomios.

Demostración. Para z0 ∈ C sea Λ(z0) el conjunto de los mapeos holomorfos en Ĉ con un
único polo en z0 y con un cero en∞, y sea Λ(∞) el conjunto de los polinomios. Además,
denotamos para z0, w0 ∈ G por Γ(z0, w0) ⊆ Λ(z0) el conjunto de las funciones de Λ(z0)
que son aproximables uniformemente en K por funciones de Λ(w0). Basta mostrar que

(8.1.4) Γ(a, b) = Λ(a).

Es obvio que Λ(z0) es un C-álgebra de funciones para todo z0 ∈ Ĉ. Si z0 6=∞, entonces
la función hz0 : z 7→ 1/(z− z0) genera Λ(z0). Afirmamos que Γ(z0, w0) es una subálgebra
de Λ(z0) si z0, w0 ∈ G. Para demostrar esto sean c, d ∈ C, f, g ∈ Γ(z0, w0), y (fj), (gj)
sucesiones en Λ(w0) que convergen a f y g respectivamente, uniformemente en K. Existe
M > 0 tal que

sup
j

máx
z∈K
|fj(z)|, máx

z∈K
|g(z)| ≤M.

En consecuencia,

máx
z∈K
|(cf(z) + dg(z))− (cfj(z) + dgj(z))|

≤ máx
z∈K

(|c| |f(z)− fj(z)|+ |d| |g(z)− gj(z)|)→ 0
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y

máx
z∈K
|f(z)g(z)− fj(z)gj(z)| ≤ máx

z∈K
(|f(z)− fj(z)| |g(z)|+ |fj(z)| |g(z)− gj(z)|)

≤M máx
z∈K

(|f(z)− fj(z)|+ |g(z)− gj(z)|)→ 0

cuando j → ∞. Como cfj + dgj y fjgj se encuentran en Λ(w0) para todo j, también
cf + dg y fg se encuentran en Γ(z0, w0). Eso muestra que Γ(z0, w0) es un álgebra.
Primero tratamos el caso de b 6= ∞. Sea U el conjunto de puntos z0 en G\{∞} tal

que Γ(z0, b) = Λ(z0). Usando la conexidad de G\{∞} mostremos que U = G\{∞}, así
que se cumple (8.1.4) en ese caso.
El conjunto U no es vacío ya que b ∈ U . Mostremos que U es abierto. Sea z0 ∈ U . Para

cualquier z ∈ Ddist(z0,K)/2(z0) y w ∈ K tenemos que |z − z0| ≤ |w − z0|/2. En seguida,

1
w − z

= 1
w − z0

∞∑
k=0

(
z − z0

w − z0

)
converge uniformemente en w ∈ K, ya que la serie está dominada por la serie geométrica
del valor 1/2. Eso muestra que hz ∈ Γ(z, z0). Como Γ(z, z0) es un álgebra y hz genera
todo Λ(z), Γ(z, z0) = Λ(z). Falta ver que Γ(z, z0) ⊆ Γ(z, b). Sea f ∈ Γ(z, z0). Existe una
sucesión (fj) ⊆ Λ(z0) que converge a f uniformemente en K. Como z0 ∈ U , Λ(z0) =
Γ(z0, b). En seguida, existe para cada j ∈ N una función gj ∈ Λ(b) tal que máxz∈K |fj(z)−
gj(z)| ≤ 1/j. Por lo tanto,

máx
z∈K
|f(z)− gj(z)| ≤ máx

z∈K
(|f(z)− fj(z)|+ |fj(z)− gj(z)|)→ 0

cuando j →∞, es decir, f ∈ Γ(z, b). Esto implica

Λ(z) = Γ(z, z0) ⊆ Γ(z, b) ⊆ Λ(z),

así que Γ(z, b) = Λ(z) y z ∈ U . Por consiguiente, mostramos que Ddist(z0,K)/2(z0) ⊆ U y
luego que U es abierto.
Para ver que U es relativamente cerrado en G\{∞}, sea z0 ∈ G\(U∪{∞}). Si existiera

z ∈ Ddist(z0,K)/3(z0) ∩ U , entonces tendríamos para todo w ∈ K que

|z0 − z| <
1
3 |z0 − w| ≤

1
3(|z0 − z|+ |z − w|).

Subtrayendo |z0−z|/3 en ambos lados y multiplicando por 3/2 obtenemos que |z0−z| <
|z−w|/2. Tomando el mínimos sobre todo w ∈ K eso da z0 ∈ Ddist(z,K)/2(z). Pero como
z ∈ U , lo que mostramos arriba implicaría que z0 ∈ U , una contradicción. Por lo tanto,
Ddist(z0,K)/3(z0) ⊆ G\(U∪{∞}), mostrando que G\(U∪{∞}) es abierto, respectivamente
que U es relativamente cerrado. En conclusión, mostramos (8.1.4) para b 6=∞.
Sea ahora b = ∞. Mostremos que Γ(a,∞) = Λ(a). Para ello sean f ∈ Λ(a) y r > 0

tan grande que K ⊆ Dr(0). Escogemos w0 ∈ C\Dr(0). Por lo que mostramos arriba,
Γ(a, w0) = Λ(a), es decir, para cualquier ε > 0 existe g ∈ Λ(w0) tal que

máx
z∈K
|f(z)− g(z)| ≤ ε

2 .
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Por otro lado, g es holomorfa en Dr(0), así que su serie de Taylor
∑∞

k=0 ckz
k converge

uniformemente en K. Para k0 suficintemente grande y h : z 7→
∑k0

k=0 ckz
k tenemos que

máx
z∈K
|g(z)− h(z)| ≤ ε

2 ,

así que
máx
z∈K
|f(z)− h(z)| ≤ ε.

Entonces f ∈ Γ(a,∞) ya que h ∈ Λ(∞) y ε era arbitrario.

8.1.3 Teorema (de Runge). Sean K ⊆ C compacto y P ⊆ Ĉ\K tal que cada componente
conexa de Ĉ\K contiene precisamente un punto de P . Entonces cada funcion f que
es holomorfa en una vecindad de K puede ser aproximada uniformemente en K por
funciones racionales que únicamente tienen polos en P .

Demostración. Sea f holomorfa en una vecindad de K y sea ε > 0. Por el Teorema 8.1.1
existe una función racional g : z 7→

∑k
j=1

αj
βj−z tal que βj ∈ C\K para todo j y que

cumple

(8.1.5) máx
z∈K
|f(z)− g(z)| ≤ ε

2 .

Sea Uj la componente conexa de Ĉ\K que contiene a βj, y sea pj ∈ P ∩ Uj. Por el
Lema 8.1.2 existe una función racional qj con un único polo en pj tal que

máx
z∈K

∣∣∣∣ 1
βj − z

− qj
∣∣∣∣ ≤ ε

2k|αj|
.

Con la definición h :=
∑k

j=1 αjqj obtenemos

máx
z∈K
|g(z)− h(z)| ≤

k∑
j=1

|αj|máx
z∈K

∣∣∣∣ 1
βj − z

− qj
∣∣∣∣ ≤ ε

2 .

Junto con la ecuación (8.1.5) obtenemos la afirmación, ya que h únicamente tiene polos
en P .

Ahora cambiamos un poco nuestro punto de vista y buscamos aproximar localmente
uniformemente una función holomorfa en un conjunto abierto U por funciones racionales
con polos fuera de U .

8.1.4 Definición. Sea K un subconjunto compacto del conjunto abierto U ⊆ C. La
envolvente U-convexa K̂U es la unión de K con todas las componentes conexas de U\K
que son compactamente contenidas en U . K es U-convexo si K̂U = K. Si U = C entonces
K̂C se llama la envolvente polinomialmente convexa de K, y si K̂C = K entonces K se
llama polinomialmente convexo.
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Muchas veces escribimos K̂ := K̂U si el conjunto U es fijo. la intuición es que K̂ se
obtiene de K llenando todos los hoyos de K que están contenidos en U .

8.1.5 Proposición. Sea K un subconjunto compacto del conjunto abierto U ⊆ C. En-
tonces se cumplen:

(a) K̂ es compacto;

(b) K es U-convexo si y sólo si K̂ = K;

(c) ˆ̂
K = K̂ y K̂ es U-convexo;

(d) existe una sucesión creciente K1 ⊆ K2 ⊆ . . . de subconjuntos compactos y U-
convexos de U tal que U =

⋃∞
j=1 intKj.

Demostración. Mostremos primero la implicación

(8.1.6) ∀r > 0: (K ⊆ Dr ⇒ K̂ ⊆ Dr)

y la igualdad

(8.1.7) dist(K̂, ∂U) = dist(K, ∂U).

Para mostrar (8.1.6) fijemos r > 0 tal que K ⊆ Dr. Si V ⊂⊂ U es una componente
conexa de U\K, mostremos que ∂V ⊆ K. Si z ∈ ∂V \K, entonces existe Dr(z) ⊆ U\K
ya que z ∈ U\K. Como Dr(z) ∩ V 6= ∅ y V es una componente conexa de U\K,
Dr(z) ⊆ V , lo cual contradice a z ∈ ∂V . Entonces no existe tal z y luego ∂V ⊆ K.
Si V \Dr 6= ∅ fuera cierto, esto implicaría que ∂V \Dr 6= ∅, ya que V es acotado, en
contradicción con ∂V ⊆ K ⊆ Dr. Luego V ⊆ Dr y (8.1.6) es cierto.
Mostremos (8.1.7). Si ∂U = ∅ la igualdad es obvia. Supongamos entonces que ∂U 6= ∅.

Sean V ⊂⊂ U una componente conexa de U\K y z ∈ V . Existe v ∈ ∂U tal que
dist(z, ∂U) = |z − v|. Si [z, v) ⊆ V fuera cierto, entonces v ∈ ∂V sería cierto, en
contradicción con V ⊆ U . Entonces [z, v) * V y existe w ∈ [z, v) ∩ K. Se sigue que
dist(z, ∂U) = |z − v| = |z − w| + |w − v| ≥ dist(K, ∂U). Tomando el ínfimo sobre los
z ∈ V esto implica dist(V, ∂U) ≥ dist(K, ∂U). Se sigue que dist(K̂, ∂U) ≥ dist(K, ∂U)
por la definición de K̂. La desigualdad “≤” de (8.1.7) es trivial, ya que K ⊆ K̂.
Inciso (a): Por (8.1.6) K̂ es acotado. El conjunto U\K̂ es la unión de componentes

conexas de U\K, las cuales son conjuntos abiertos. Entonces U\K̂ es abierto y K̂ relati-
vamente cerrado en U . La ecuación (8.1.7) implica que dist(K̂, ∂U) = dist(K, ∂U) > 0.
Es fácil ver que luego K̂ es cerrado. Estos hechos muestran que K̂ es compacto.
Inciso (b): Esto es una consecuencia inmediata de la definición de K̂.
Inciso (c): Por definición, U\K̂ no tiene componentes conexas que son compactamen-

te contenidas en U . Esto muestra que ˆ̂
K = K̂. Luego K̂ es U -convexo por el inciso (b).

Inciso (d): Definimos para j ∈ N

Kj :=
{
z ∈ U

∣∣∣ dist(z, ∂U) ≥ 1
j

}
∩Dj.
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Es obvio que los Kj forman una sucesión creciente de subconjuntos compactos de U
tal que U =

⋃
j∈N intKj. Nada más falta mostrar que cada Kj es U -convexo. Fijemos

j. Como K ⊆ Dj, (8.1.6) para Kj en vez de K implica que K̂j ⊆ Dj. Junto con la
desigualdad (8.1.7) obtenemos que K̂j = Kj, es decir, Kj es U -convexo por el inciso (b).

Con estas nociones podemos formular una otra versión del teorema de Runge:

8.1.6 Teorema. Sean K ⊆ U ⊆ C conjuntos con K compacto y U abierto. Entonces
son equivalentes:

(i) K es U-convexo;

(ii) toda función holomorfa en una vecindad de K puede ser aproximada uniformemen-
te en K por funciones holomorfas en U ;

(iii) toda función holomorfa en una vecindad de K puede ser aproximada uniformemen-
te en K por funciones racionales con polos fuera de U .

Demostración. Inciso (I) implica inciso (III): Sea V una componente conexa acotada
de C\K. El conjunto V no está contenido en U , ya que K es U -convexo. Como en la
demostración de la Proposición 8.1.5 tenemos que ∂V ⊆ K. Este hecho implica que V no
está contenido en U . Sea P un conjunto formado por ∞ y por puntos p ∈ V \U , precisa-
mente un punto para cada componente conexa acotada V de C\K. Por el Teorema 8.1.3
cada función holomorfa en una vecindad de K puede ser aproximada uniformemente en
K por funciones racionales con polos en P , es decir, fuera de U .
Inciso (III) implica inciso (II): Trivial.
Inciso (II) implica inciso (I): Mostremos que si (i) no es cierto, entonces (ii) tam-

poco lo es. Sea V ⊂⊂ U una componente conexa de U\K. Como arriba se sigue que
∂V ⊆ K. Escogemos a ∈ V y mostremos que f(z) := 1/(z − a) no puede ser aproxima-
da uniformemente en K por funciones holomorfas en U . Si (fj) fuera una sucesión de
funciones holomorfas en U que converge a f uniformemente en K, entonces

∀ε > 0 ∃j0 ∀i, j ≥ j0 : máx
z∈K
|fi(z)− fj(z)| ≤ ε.

Por el principio del máximo y porque ∂V ⊆ K esto implicaría

∀ε > 0 ∃j0 ∀i, j ≥ j0 : sup
z∈V
|fi(z)− fj(z)| ≤ ε.

En consecuencia, (fj) convergería uniformemente en K ∪ V a una función f0, la cual
sería holomorfa en V , continua en K ∪ V y coincidiría con f en K. La función g(z) :=
1− (z − a)f0(z) sería la constante 0 en ∂V ⊆ K, continua en V y holomorfa en V . Por
el principio del máximo (Teorema 3.4.8(b)) g ≡ 0 en V . Por otro lado, la definición de g
da g(a) = 1, una contradicción ya que a ∈ V . Entonces no existe tal sucesión (fj) y (ii)
no es cierto.
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8.1.7 Teorema. Sea U ⊆ C abierto. Toda función holomorfa en U puede ser aproximada
localmente uniformemente en U por funciones racionales con polos fuera de U .

Demostración. Sea f una función holomorfa en U , y sea K1 ⊆ K2 ⊆ . . . una sucesión
creciente de subconjuntos compactos y U -convexos de U tal que U =

⋃
j∈N intKj, la

cual existe por la Proposición 8.1.5(d). Por el Teorema 8.1.6 existe, para cada j ∈ N,
una función racional fj con polos fuera de U tal que

máx
z∈Kj
|f(z)− fj(z)| ≤ 1

j
.

En seguida, para cada i ∈ N la sucesión (fj) converge a f uniformemente en Ki cuando
j →∞. Si z ∈ U , entonces existe i tal que z ∈ intKi, y (fj) converge uniformemente en
esa vecindad Ki de z. Eso muestra la convergencia localmente uniforme de (fj).

Otra consecuencia del Teorema 8.1.6 es una caracterización de conjuntos abiertos sim-
plemente conexos por aproximabilidad de funciones holomorfas en ellos por polinomios.

8.1.8 Teorema. Sea G ⊆ C una región. Entonces G es simplemente conexa si y sólo si
toda función holomorfa f en G puede ser aproximada localmente uniformemente en G
por polinomios.

Demostración. Sean primero G una región simplemente conexa y f una función holo-
morfa en G. Si K ⊆ G es compacto y G-convexo, mostremos que K es C-convexo.
Para una componente conexa acotada V de C\K tenemos que ∂V ⊆ K ⊆ G, así que
G0 := G ∪ V = G ∪ V es abierto. Como V ⊆ G0 es compacto, existe un ciclo Γ en
G0\V ⊆ G que tiene homología nula en G0 y cumple n(Γ, z) = 1 para todo z ∈ V . En
seguida, V ⊆ G ya que G es simplemente conexa. Eso muestra que V ⊆ K ya que K
es G-convexo. Por consiguiente, K es C-convexo. Por el Teorema 8.1.3 f es uniforme-
mente aproximable en K por polinomios. Como en la demostración del Teorema 8.1.7 se
construye con esta información una sucesión de polinomios que converge a f localmente
uniformemente en G.
Inversamente, sea cada función holomorfa en G el límite de una sucesión localmente

convergente de polinomios. Si z0 ∈ C\G y Γ es un ciclo en G, entonces la función
f(z) := 1/(z− z0) puede ser aproximada localmente uniformemente por polinomios (fj)
en G. Se sigue que

n(Γ, z0) = 1
2πi

∫
Γ

1
z − z0

dz = 1
2πi ĺım

j→∞

∫
Γ
fj = 0,

ya que las funciones fj son enteras. Eso muestra que G es simplemente conexo.

Caractericemos la envolvente U -convexa por propiedades de funciones holomorfas:

8.1.9 Teorema. Sea K un subconjunto compacto del conjunto abierto U ⊆ C y sea
z ∈ U . Entonces z ∈ K̂U si y sólo si para toda función holomorfa f en U se cumple que

(8.1.8) |f(z)| ≤ máx
w∈K
|f(w)|.
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Demostración. Sean primero z ∈ K̂U . Basta considerar el caso de z ∈ V , donde V ⊂⊂
es una componente conexa de U\K. Se sigue que ∂V ⊆ K. El principio del máximo
implica que

|f(z)| ≤ máx
w∈∂V
|f(w)| ≤ máx

w∈K
|f(w)|.

Inversamente, sea z0 /∈ K̂U . Existe una función f0 holomorfa en una vecindad de
K1 := K̂U ∪ {z0} tal que

f0(z0) = 1 y f0|K̂U ≡ 0.

Si V es la componente conexa de U\K̂U que contiene a z0, entonces V \{z0} es una
componente conexa de U\K1 y V \{z0} = V , la cual no es compactamente contenida en
U . Las otras componentes conexas de U\K̂U y U\K1 coinciden. Por lo tanto, U\(K̂U ∪
{z0}) es U -convexo. Por el Teorema 8.1.6 existe una función holomorfa en U tal que

máx
z∈K̂∪{z0}

|f(z)− f0(z)| ≤ 1
4 .

Ella cumple

|f(z0)| ≥ |f0(z0)| − |f0(z0)− f(z0)| ≥ 3
4 >

1
4 ≥ máx

z∈K
|f(z)|.

Entonces (8.1.8) no es cierto para toda función holomorfa en U .

8.2. El teorema de Mittag-Leffler
En esta sección trataremos un problema particular de interpolación: encontrar una fun-
ción meromorfa que tenga partes principales de series de Laurent prescritas en un con-
junto discreto de polos prescritos.

8.2.1 Definición. Una parte principal con punto de desarrollo a es un polinomio en
1/(z − a) de la forma

ha(z) :=
−1∑

k=−n

ak(z − a)k.

Para un subconjunto abierto U de C una distribución de partes principales en U es una
colección H = {ha | a ∈ P} de partes principales con puntos de desarrollo en P (sin
repeticiones), donde P es un subconjunto discreto de U .

Una función meromorfa f en U determina una distribución de partes principales H(f)
como la colección de las partes principales de sus series de Laurent en vecindades pin-
chadas de todos sus polos. Si f es holomorfa, entonces ponemos H(f) = ∅.

8.2.2 Definición. Una distribución H de partes principales en U se llama resoluble si
existe una función meromorfa f en U tal que H = H(f). En ese caso la función f se
llama una solución de H.
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Si una distribución de partes principales H es finita, entonces la suma de las partes
principales es una solución de H. Si H es infinito podríamos intentar sumar las partes
principales. Inmediatamente surge el problema de convergencia de la serie de funciones
meromorfas.

8.2.3 Definición. La serie
∑∞

j=1 fj de funciones meromorfas en un conjunto abierto
U ⊆ C converge (absoluta y) localmente uniformemente en U si para todo z0 ∈ U
existen r > 0 y j0 ∈ N tal que Dr(z0) ⊆ U , tal que fj es holomorfa en Dr(z0) para
j ≥ j0 y tal que

∑∞
j=j0 fj converge (absoluta y) uniformemente en Dr(z0). En ese caso

el conjunto P de los polos de todas las funciones fj es discreto en U y
∑∞

j=1 fj converge
a una función meromorfa f en U con polos en P .

8.2.4 Teorema (Mittag-Leffler). Toda distribución de partes principales en un subcon-
junto abierto U de C es resoluble.

Demostración. Sea K1 ⊆ K2 ⊆ . . . una sucesión de conjuntos compactos y U -convexos
en U tal que U =

⋃∞
j=1 intKj, dado por la Proposición 8.1.5(d). Definimos para j ∈ N

fijo la función meromorfa
fj :=

∑
a∈Kj+1\Kj

ha

en U , una suma finita ya que el conjunto de polos de H es discreto en U . Como fj es
holomorfa en una vecindad de Kj y por el Teorema 8.1.6 existe una función holomorfa
gj en U tal que

máx
z∈Kj
|fj(z)− gj(z)| ≤ 1

2j .

El criterio de la serie dominante implica que
∑∞

i=j(fi − gi) converge absoluta y unifor-
memente en Kj. Por la propiedad U =

⋃∞
j=1 intKj la serie de funciones meromorfas∑∞

j=1(fj − gj) converge absoluta y localmente uniformemente en U a una función mero-
morfa f . Como para todo j ∈ N las partes principales de

∑j−1
i=1 (fi−gi) son precisamente

los ha ∈ H tales que a ∈ Kj y como
∑∞

i=j(fi − gi) es una función holomorfa en intKj,
f es una solución de H.

En las aplicaciones trataremos principalmente funciones meromorfas en todo C, así
que vale la pena anotar una versión particular para este caso:

8.2.5 Corolario. Sea (aj)∞j=0 una sucesión de puntos distintos en C tal que a0 = 0,
|aj| ≤ |aj+1| para todo j ∈ N y |aj| → ∞ cuando j → ∞. Para cada j ∈ N0 sea hj una
parte principal con punto de desarrollo aj; aquí permitimos h0 = 0. Entonces existen
números kj ∈ N0 ∪ {−1}, j ∈ N, tal que si gj es el polinomio de Taylor de hj del orden
kj entonces

(8.2.1) f = h0 +
∞∑
j=1

(hj − gj)

converge absoluta y localmente uniformemente a una solución f de la distribución de
partes principales {hj}∞j=0. En esto el polinomio de Taylor del orden −1 es 0.
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Demostración. En esta situación definimos Kj := D|aj |/2. Como cada Kj es polinomial-
mente convexo, podemos aproximar hj uniformemente en Kj por un polinomio de Taylor
de hj con orden suficientemente grande.

El Teorema 8.2.4 implica un análogo del Corolario 6.3.12 para funciones meromorfas:

8.2.6 Teorema (Fracciones parciales para una función meromorfa). Sean f una función
meromorfa en el conjunto abierto U ⊆ C, Pf = {a1, a2, . . . } el conjunto de los polos de
f y H(f) = {ha1 , ha2 , . . . } la distribución de partes principales de f . Entonces existen
una función entera g y funciones racionales gj con polos fuera de U tal que

(8.2.2) f = g +
∞∑
j=1

(haj − gj)

converge absoluta y localmente uniformemente en U .
Si U = C entonces podemos tomar polinomios para las funciones gj.

Demostración. El Teorema 8.2.4 nos proporciona una solución f̃ de H(f). Basta poner
g := f − f̃ , la cual es una función entera.

8.2.7 Nota. El orden de enumeración de los polos de f en el Teorema 8.2.6 no importa
ya que todas las series consideradas convergen absolutamente.

8.2.8 Ejemplo. Calculemos soluciones de distribuciones de partes principales del orden
uno con residuos dados.

(a) Sea (aj)∞j=0 ⊆ C una sucesión como en el Corolario 8.2.5 y sea (cj)∞j=0 ⊆ C tal que
cj 6= 0 para j ≥ 1. Consideremos la distribución de partes principales hj(z) :=
cj/(z − aj). Sea

∑∞
j=1 εj una serie convergente de sumandos positivos. La serie de

Taylor de 1/(z − aj) en 0 es

1
z − aj

= − 1
aj

∞∑
`=0

(
z

aj

)`
para j ∈ N.

Si escogemos kj ∈ N0 ∪ {−1} tal que∣∣∣∣∣ 1
z − aj

+ 1
aj

kj∑
`=0

(
z

aj

)`∣∣∣∣∣ ≤ εj
|cj|

para |z| ≤ |aj|/2, entonces

(8.2.3) f(z) := c0

z
+
∞∑
j=1

cj

(
1

z − aj
+

kj∑
`=0

z`

a`+1
j

)
es una función meromorfa en C con polos del primer orden con residuos cj en los
puntos aj.
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(b) Como en el inciso (a) especifiquemos las sucesiones por aj := j y cj := 1, j ∈ Z.
Aquí podemos escoger kj = 0 para todo j ∈ Z\{0}: para z ∈ Dr y |j| ≥ 2r se tiene
que ∣∣∣∣ 1

z − j
+ 1
j

∣∣∣∣ = |z|
|j| |z − j|

≤ r

|j| |j|/2 = 2r
j2 ,

y la serie
∑

j∈Z
1
j2 converge. Entonces

(8.2.4) f(z) := 1
z

+
∑

j∈Z\{0}

(
1

z − j
+ 1
j

)
es una función meromorfa en C con polos del primer orden con residuos 1 en los
puntos de Z.

(c) Construiremos un ejemplo con polos del primer orden que no necesita términos
para generar convergencia de la serie. Ponemos aj := j2 y cj := 1 para j ∈ N0.
Para |z| ≤ r y j2 ≥ 2r se sigue que∣∣∣∣ 1

z − j2

∣∣∣∣ ≤ 1
j2 − |z|

≤ 2
j2 .

Por consiguiente,

(8.2.5) f(z) := 1
z

+
∞∑
j=1

1
z − j2

es una función meromorfa en C con polos simples con residuo 1 en los puntos j2,
j ∈ N0.

8.3. El teorema de productos infinitos de Weierstraß
En esta sección ataquemos el problema de interpolar ceros con multiplicidades pres-
critas. Si el número de ceros es finito, digamos {a1, a2, . . . , ak} con multiplicidades
m1,m2, . . . ,mk}, una función que los interpola es el polinomio

k∏
j=1

(z − aj)mj .

Para un conjunto infinito de ceros tendremos que formar productos infinitos y considerar
su convergencia.

8.3.1 Definición. Sea (aj) ⊆ C una sucesión. Si todos aj son distintos de cero entonces
decimos que el producto

∏∞
j=1 aj converge y tiene el límite a si existe

a := ĺım
k→∞

k∏
j=1

aj 6= 0.
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En general decimos que el producto
∏∞

j=1 aj converge si casi todos los aj son distintos
de cero y si

∏
aj 6=0 aj existe. Si al menos uno de los factores aj es cero, entonces el valor

del producto convergente es cero. Además, definimos
∏n

j=m aj := 1 si n < m.

Para series infinitas convergentes se tiene que la sucesión de sumandos tiende a cero.
Análogamente, se tiene que la sucesión de los factores de un producto infinito convergente
tiende a 1: sea

∏∞
i=1 ai = a 6= 0 un producto convergente. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que todos los aj son distintos de cero (sólo nos interesan los factores
en el límite). Eso implica

aj =
∏j

i=1 ai∏j−1
i=1 ai

→ a

a
= 1

cuando j →∞. Por ello es conveniente escribir los productos infinitos como
∞∏
j=1

(1 + bj).

8.3.2 Definición. Un producto infinito
∏∞

j=1(1+bj) se llama absolutamente convergente
si el producto

∏∞
j=1(1 + |bj|) converge.

8.3.3 Proposición. Sea (aj) ⊆ C.

(a) El producto
∏∞

j=1 eaj converge si
∑∞

j=1 aj converge.

(b) La convergencia de uno de los límites

∞∏
j=1

(1 + |aj|),
∞∑
j=1

|aj|,
∞∑
j=1

log(1 + |aj|)

implica la convergencia de los otros dos.

(c) El producto
∏∞

j=1(1 + |aj|) converge si y sólo si existe j0 tal que aj ∈ C\(−∞,−1]
para j ≥ j0 y converge la serie

∑∞
j=j0 |Log(1 + aj)|.

(d) El producto
∏∞

j=1 eaj converge absolutamente si
∑∞

j=1 aj converge absolutamente.

(e) Convergencia absoluta de un producto infinito implica convergencia simple del pro-
ducto.

Demostración. Inciso (a): Para todo k ∈ N tenemos

k∏
j=1

eaj = exp
(

k∑
j=1

aj

)
.

La continuidad de la exponencial implica la afirmación, ya que exp (
∑
aj) 6= 0.
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Inciso (b): Para todo k ∈ N tenemos

(8.3.1)
k∏
j=1

(1 + |aj|) = exp
(

k∑
j=1

log(1 + |aj|)
)
> 0

y luego

(8.3.2) log
k∏
j=1

(1 + |aj|) =
k∑
j=1

log(1 + |aj|).

Junto con la continuidad de la exponencial y del logaritmo real, estos hechos implican
que

∏∞
j=1(1 + |aj|) converge si y sólo si

∑k
j=1 log(1 + |aj|) converge. Para todo z ∈ D1/4

tenemos por la serie de potencias de Log(1 + z) en 0 (ver ecuación (5.1.5)) que

|Log(1 + z)| =
∣∣∣∣ ∞∑
j=1

(−1)j+1

j
zj
∣∣∣∣ ≤ ∞∑

j=1

|z|j

j
≤

∞∑
j=1

|z|j = |z|
1− |z| ≤

4
3 |z|

y

|Log(1 + z)| ≥ |z| −
∞∑
j=2

|z|j = |z|
(

1− |z|
1− |z|

)
≥ 2

3 |z|.

Estas desigualdades implican que

(8.3.3) 1
2 log(1 + |z|) ≤ 2

3 |z| ≤ |Log(1 + z)| ≤ 4
3 |z| ≤ 2 log(1 + |z|)

para todo z ∈ D1/4.

Por consiguiente,
∑k

j=1 log(1 + |aj|) converge si y sólo si
∑k

j=1|aj| converge.
Inciso (c): Si

∏∞
j=1(1 + |aj|) converge, entonces aj → 0 cuando j →∞. En seguida,

existe j0 tal que aj ∈ D1/4 ⊆ C\(−∞,−1] para j ≥ j0. El inciso (b) y (8.3.3) implican que∑∞
j=j0|Log(1 + aj)| converge. Para mostrar la implicación inversa sea aj ∈ C\(−∞,−1]

para j grande. La convergencia de
∑∞

j=j0|Log(1 + aj)| dice por la continuidad de la
exponencial que (1 + aj) = exp(Log(1 + aj)) → 1, es decir, aj → 0. Existe j0 tal que
aj ∈ D1/4 ⊆ C\(−∞,−1] para j ≥ j0. La afirmación es una consecuencia del inciso (b)
y de (8.3.3).
Inciso (d): Como aj → 0 y ĺımz→0(ez−1)/z = 1, existeM > 0 tal que |(eaj−1)/aj| ≤

M para todo j. Se sigue que |eaj−1| ≤M |aj|, así que
∑∞

j=1|eaj−1| converge. El inciso (b)
implica la afirmación.
Inciso (e): Si

∏∞
j=1(1 + |aj|) converge, entonces existe j0 tal que

∑∞
j=j0|Log(1 +

aj)| converge, por el inciso (c). Para series sabemos que convergencia absoluta implica
convergencia simple, así que el inciso (a) da la afirmación.

8.3.4 Definición. Sea A un conjunto y sea (fj) una sucesión de funciones comple-
jas en A. El producto

∏∞
j=1(1 + fj) converge (absoluta y) puntualmente a la función
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f si
∏∞

j=1(1 + fj(x)) converge (absolutamente) a f(x) para todo x ∈ A. El producto∏∞
j=1(1 + fj) converge (absoluta y) (localmente) uniformemente si el producto converge

puntualmente y si la sucesión de los productos parciales converge (absoluta y) (local-
mente) uniformemente.

8.3.5 Proposición. Sean U ⊆ C abierto, K un subconjunto compacto de U y (fj) una
sucesión de funciones complejas en U .

(a) El producto
∏∞

j=1 efj converge uniformemente en K si
∑∞

j=1 fj converge uniforme-
mente en K.

(b) La convergencia uniforme en K de uno de los límites

(8.3.4)
∞∏
j=1

(1 + |fj|),
∞∑
j=1

log(1 + |fj|),
∞∑
j=1

|fj|

implica la convergencia uniforme en K de los otros dos.

(c) El producto
∏∞

j=1(1 + |fj|) converge uniformemente en K si y sólo si existe un
índice j0 tal que fj(K) ⊆ C\(−∞,−1] para j ≥ j0 y la serie

∑∞
j=j0|Log(1 + fj)|

converge uniformemente en K.

(d) El producto
∏∞

j=1 efj converge absoluta y uniformemente en K si
∑∞

j=1 fj converge
absoluta y uniformemente en K.

(e) Convergencia absoluta y uniforme en K de un producto infinito de funciones im-
plica convergencia simple uniforme en K del producto.

(f) Los incisos (a)–(e) son válidos reemplazando convergencia uniforme en K por con-
vergencia localmente uniforme en U .

(g) Si las fj son funciones holomorfas y si
∏∞

j=1(1 + fj) converge localmente unifor-
memente en U , entonces su función límite es holomorfa.

Demostración. Inciso (a): Sea K un subconjunto compacto de U . Como
∑

j fj con-
verge uniformemente en K, fj → 0 uniformemente en K y existe M > 0 tal que
supj∈N máxz∈K |fj(z)| ≤ M . La exponencial es uniformemente continua en [−M,M ].
Como en la demostración de Proposición 8.3.3(a) esto implica que

∏∞
j=1 efj converge

uniformemente en K.
Los incisos (b)–(e) se demuestran como los incisos (b)–(e) de la Proposición 8.3.3,

siempre restringiéndose a un subconjunto compacto de U .
Incisos (f): Trivial.
Inciso (g): Esto es una consecuencia del Teorema 3.4.4.

Ataquemos el problema de interpolación de ceros y polos con ordenes prescritos.
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8.3.6 Definición. Un divisor en un conjunto abierto U ⊆ C es una función D : U → Z
que toma valores distintos de cero sólo en un conjunto |D| discreto en U . Un divisor D
es positivo si D(z) ≥ 0 para todo z ∈ U , y también se llama una distribución de ceros.
El grupo abeliano de todos los divisores en U está denotado por ∆(U).

Recordemos que el conjunto de las funciones meromorfas en una región G es un campo
(Teorema 6.3.2), al cual denotaremos por K(G), y cuyo grupo multiplicativo está deno-
tado por K∗(G). Si n es el orden de un polo z0 de una función meromorfa, diremos que
−n es el orden del cero z0. Si z0 ni es un polo ni un cero, entonces el orden del cero z0
es 0. La relación entre divisores y ceros y polos de funciones meromorfas es la siguiente:

8.3.7 Definición. Sean G una región y f ∈ K∗(G). El divisor Div(f) de f es el mapeo
que asigna a cada z ∈ G el orden del cero z. Si D es un divisor en G, una función
g ∈ K∗(G) es una solución de D si Div(g) = D.

Una función es holomorfa si y sólo si su divisor es positivo. En ese caso su divisor es
la distribución de sus ceros.

8.3.8 Proposición. El mapeo Div : K∗(G) → ∆(G) es un homomorfismo de grupos
abelianos, es decir, Div(fg) = Div(f) + Div(g) y Div(1/f) = −Div f . El núcleo de Div
es el subgrupo de K∗(G) de las funciones holomorfas sin ceros.

Demostración. Que Div es un homomorfismo es una consecuencia de la Proposición 3.3.6
y del Teorema 6.2.5. La segunda afirmación se sigue directamente de la definición.

Con estas nociones interpolación de ceros y polos con sus órdenes significa encontrar
una función meromorfa f en una región G tal que Div(f) es un divisor prescrito en G.

8.3.9 Teorema (de productos infinitos de Weierstraß). Sean G ⊆ C una región y D un
divisor positivo en G. Entonces existe una función holomorfa f en G tal que Div(f) = D.

Demostración. Basta considerar el caso donde |D| es infinito, porque el caso finito está
resuelto por polinomios. Sea (zk)∞k=1 una enumeración de |D| y sean nk := D(zk) los
órdenes de los ceros. Sea (Kj) la sucesión de compactos G-convexos en G definida en la
demostración de la Proposición 8.1.5(d).
Fijemos k y el único índice j tal que zk ∈ Kj+1\Kj. Por la definición de los conjuntos

Kj necesitamos considerar dos casos:

(i) Si dist(zk, ∂G) < 1/j, entonces escogemos wk ∈ ∂G tal que dist(zk, ∂G) = |zk−wk|
y ponemos Ak := [zk, wk]. Es obvio que Ak ∩Kj = ∅.

(ii) Si zk ∈ C\Dj, entonces escogemos wk =∞ y Ak = {tzk | t ≥ 1}. También en este
caso Ak ∩Kj = ∅.

En ambos casos escogemos vk ∈ Ak\{zk, wk} y definimos Tk ∈ Aut(Ĉ) por
(Tkzk, Tkvk, Tkwk) = (0,−1,∞). Esto implica que Tk(Ak) = (−∞, 0]. Por lo tanto, Tk es
una función holomorfa en G, y su único cero es zk. La composición fk := Log ◦Tk está
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bien definida y es una función holomorfa en C\Ak, lo cual es una vecindad de Kj. El
Teorema 8.1.6 nos proporciona una función holomorfa gk en G tal que

máx
z∈Kj
|fk(z)− gk(z)| ≤ 1

2knk
.

Para cada j sea kj el último índice que cumple que zkj−1 ∈ Kj, así que Kj ∩ Ak = ∅
para k ≥ kj. Tenemos que la serie

∞∑
k=kj

nk(fk − gk)

de funciones holomorfas en una vecindad de Kj converge absoluta y uniformemente en
Kj. La Proposición 8.3.5 muestra que el producto

(8.3.5) f(z) :=
∞∏
k=1

T nkk e−nkgk =
∞∏
k=1

exp(nk(fk − gk))

de funciones holomorfas en G converge absoluta y uniformemente en Kj. Esto implica
que el producto en (8.3.5) converge absoluta y localmente uniformemente en G a una
función holomorfa f , porque U =

⋃∞
j=1 intKj. Como zk es el único cero de Tk en C y

como su orden es 1, Div(f) = D.

8.3.10 Corolario. Sea G una región en C. Para cada divisor D ∈ ∆(G) existe una
función meromorfa f en G tal que Div(f) = D, y esta es el cociente de dos funciones
holomorfas en K∗(G). En otras palabras, el mapeo Div : K∗(G) → ∆(G) es un epimor-
fismo.

Demostración. Sea D ∈ ∆(G) y sean D± : G → Z divisores positivos definidos por
D±(z) := máx{±D(z), 0}. Se sigue que D = D+−D−. El Teorema 8.3.9 nos proporciona
f± ∈ K∗(G) tal que Div(f±) = D±. Para f := (f+/f−) ∈ K∗(G) obtenemos Div(f) = D,
ya que Div es un homomorfismo.

Vimos en el Teorema 6.3.3 que cada función meromorfa es localmente un cociente de
dos funciones holomorfas.

8.3.11 Corolario. Sea G una región en C. Cada función meromorfa en G es el cociente
de dos funciones holomorfas en G. En otras palabras, el campo cociente del anillo de las
funciones holomorfas en G es K(G).

Demostración. Sea f ∈ K∗(G). Por el Corolario 8.3.10 existe g ∈ K(G) que es el cociente
de dos funciones holomorfas en K∗(G) y que cumple Div(g) = Div(f). La función h :=
f/g ∈ K∗(G) cumple Div(h) = 0 ya que Div es un homomorfismo. En seguida, h es
holomorfa, sin ceros, y se cumple f = gh.
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8.3.12 Nota. Analizaremos la relación entre interpolación de ceros y de partes principa-
les. Sean G ⊆ C una región, D un divisor positivo en G. Enumeramos |D| = {z1, z2, . . . }
y ponemos nj := D(zj). Si f es una solución de D entonces obtenemos para cada k y
gj := f/(z − zj)nj que

f ′(z)
f(z) =

nj(z − zj)nj−1gj(z) + (z − zj)njg′j(z)
(z − zj)njgj(z) = nj

z − zj
+
g′j(z)
gj(z) .

Como gj es holomorfa en una vecindad de zj y gj(zj) 6= 0, nj/(z−zj) es la parte principal
de la serie de Laurent de f ′/f en zj, es decir, f ′/f es una solución de la distribución de
partes principales

H :=
{

n1

z − z1
,

n2

z − z2
,

n3

z − z3
, . . .

}
.

Sea ahora G simplemente conexo. Supongamos que existe una sucesión K1 ⊆ K2 ⊆ . . .
de subconjuntos compactos y G-convexos de G tal que intK1 6= ∅, G =

⋃∞
j=1 intKj y tal

que intKj es simplemente conexo para cada j ∈ N. Mostremos que bajo estas condiciones
podemos construir una solución del divisor D usando el teorema de Mittag-Leffler.
Sea h una solución de H, dada por el teorema de Mittag-Leffler en la forma

h(z) =
∞∑
j=1

nj

(
1

z − zj
+ gj(z)

)
,

donde las funciones holomorfas gj en G aseguran convergencia localmente uniforme de
la serie. De hecho, las gj se pueden tomar como polinomios. Sin pérdida de generalidad
supongamos que 0 ∈ intK1. Como G es simplemente conexo, gj tiene una antiderivada
Gj en G tal que Gj(0) = 0. Formamos

uj(z) :=
(

1− z

zj

)nj
enjGj(z),

así que
u′j(z)
uj(z) = nj

(
1

z − zj
+ gj(z)

)
.

Mostremos que

f :=
∞∏
j=1

uj

converge localmente uniformemente, así que f es una solución de D. Para ello fijamos
j y k0 tal que zk ∈ G\Kj para todo k ≥ k0. Para tal k la función u′k/uk es holomorfa
en intKj. Como intKj es simplemente conexo, existe una antiderivada vk de u′k/uk en
intKj tal que vk(0) = 0. Se sigue que (

evk
uk

)′
≡ 0
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en intKj. Como intKj es conexo, evk/uk es constante allá. Y como evk(0) = 1 = uk(0),
evk ≡ uk en intKj. Como la serie

∑ u′k
uk

converge uniformemente en intKj, también la
serie

∑
vk converge uniformemente allá. Esto se ve expresando vk(z) como una integral

de la función u′k/uk sobre un camino de 0 a z en intKj. La Proposición 8.3.5(a) implica
que

∏
uk =

∏
evk converge uniformemente en Kj.

Motivados por la Nota 8.3.12 daremos para el caso G = C una versión del teorema de
Weierstraß que permite construir explícitamente los factores que generan convergencia
del producto. Recordemos que

1
1− z =

∞∑
j=0

zj,

con antiderivada
∞∑
j=1

zj

j
.

8.3.13 Definición. Los factores elementales de Weierstraß Ek se definen como

E0(z) := 1− z

y

Ek(z) := (1− z) exp
( k∑
j=1

zj

j

)
.

El factor Ek es una función entera y tiene precisamente un cero, el cual está en 1 y
tiene el orden 1.
Para la convergencia necesitaremos

8.3.14 Lema. Sean k ∈ N0 y n ∈ N. Si |z|k+1 ≤ 1
n
, entonces

(8.3.6) |(Ek(z))n − 1| ≤ 2n|z|k+1.

Demostración. Fijamos k ≥ 1 y mostremos primero

(8.3.7) |Ek(z)− 1| ≤ |z|k+1 si |z| ≤ 1.

Como Ek(0) = 1 y como Ek es una función entera, existen coeficientes aj ∈ C tal que

(8.3.8) Ek(z) = 1 +
∞∑
j=1

ajz
j para todo z ∈ C.
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Por un lado calculamos

E ′k(z) =
(
−1 + (1− z)

k∑
j=1

zj−1

)
exp
( k∑
j=1

zj

j

)

= −zk exp
( k∑
j=1

zj

j

)

= −zk −
∞∑

j=k+1

bj−kz
j

con bj ≥ 0. Por otro lado, la representación (8.3.8) implica

E ′k(z) =
∞∑
j=1

jajz
j−1 =

∞∑
j=0

(j + 1)aj+1z
j.

Comparación de los coeficientes en estas dos representaciones de E ′k implica

a1 = a2 = · · · = ak = 0, aj ≤ 0 para j ∈ N.

Usando 0 = Ek(1) = 1 +
∑∞

j=k+1 aj obtenemos

∞∑
j=k+1

|aj| = 1.

Con esta información estimamos para |z| ≤ 1

|Ek(z)− 1| =
∣∣∣∣ ∞∑
j=k+1

ajz
j

∣∣∣∣ = |z|k+1
∣∣∣∣ ∞∑
j=k+1

ajz
j−k−1

∣∣∣∣ ≤ |z|k+1
∞∑

j=k+1

|aj| = |z|k+1.

Esto muestra (8.3.7).
Si n ≥ 1, calculamos para |z| ≤ 1 y |z|k+1 ≤ 1

n
, usando (8.3.7)

|Ek(z)n − 1| = |(Ek(z)− 1 + 1)n − 1|

=
∣∣∣∣ n∑
j=1

(
n

j

)
(Ek(z)− 1)j

∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

(
n

j

)
|z|j(k+1)

= |z|k+1
n∑
j=1

(
n

j

)
|z|(j−1)(k+1)
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≤ |z|k+1
n∑
j=1

(
n

j

)(
1
n

)j−1

= n|z|k+1
n∑
j=1

(
n

j

)(
1
n

)j
= n|z|k+1

((
1 + 1

n

)n
− 1
)

≤ (e− 1)n|z|k+1.

8.3.15 Teorema. Sea (zj) ∈ Ċ una sucesión tal que |zj| → ∞ cuando j → ∞ y sea
(nj) una sucesión en N. Sea D ∈ ∆(C) el divisor positivo dado por |D| = { zj | j ∈ N }
y D(zj) = nj. Si (kj) ⊆ N0 es tal que

(8.3.9)
∞∑
j=1

nj

(
R

|zj|

)kj+1

<∞ para todo R > 0

entonces

(8.3.10) f(z) :=
∞∏
j=1

(
Ekj

(
z

zj

))nj
converge absoluta y localmente uniformemente en C a una función entera f tal que
Div(f) = D.

Demostración. Sea R > 0. Como la serie en (8.3.9) converge, existe j0 tal que

nj

(
R

|zj|

)kj+1

≤ 1 para todo j ≥ j0.

Por el Lema 8.3.14 esto implica que

|(Ekj(z/zj))nj − 1| ≤ 2nj
(
R

|zj|

)kj+1

para todo z ∈ DR, j ≥ j0.

Por (8.3.9) la serie
∞∑
j=1

|(Ekj(z/zj))nj − 1|

converge uniformemente en DR, y la Proposición 8.3.5(b) implica que el producto en
(8.3.10) converge absoluta y uniformemente en DR. Como R > 0 era arbitrario, esa
convergencia es absoluta y localmente uniforme en C. La función límite f es entera por
el Teorema 3.4.4, y cumple Div(f) = D porque el factor Ekj(z/zj) tiene precisamente
un cero del orden 1 en zj.



166 8 Aproximación racional e interpolación

8.3.16 Corolario (Factorización de Weierstraß). Sean f un función entera, D :=
Div(f), |D|\{0} = { z1, z2, . . . } y nj := D(zj). Sea n0 el orden del cero de f en 0.
Entonces existen una sucesión (kj) ∈ N0 y una función entera g tales que

f(z) = zn0eg(z)
∞∏
j=1

(
Ekj

(
z

zj

))nj
para todo z ∈ C.
Demostración. Es fácil construir una sucesión (kj) ⊆ N tal que la hipótesis (8.3.9) se
cumple. Por el Teorema 8.3.15 la función

h(z) := zn0

∞∏
j=1

(
Ekj

(
z

zj

))nj
es entera y tal que Div(h) = Div(f). En seguida, Div(f/h) ≡ 0, es decir, f/h es una
función entera sin ceros. Por el Teorema 5.1.6 existe una función entera g tal que f/h =
eg.

Juntando los teoremas de Mittag-Leffler y de Weierstraß podemos interpolar secciones
finitas de series de Laurent:
8.3.17 Teorema. Sea A := { zj }j∈N un conjunto discreto en la región G ⊆ C. Para
cada j ∈ N sean mj, nj ∈ N0 y

Lj(z) :=
nj∑

k=−mj

ajk(z − zj)k

una serie de Laurent finita. Entonces existe una función meromorfa f en G tal que f
sólo tiene polos en A y tal que la serie de Laurent en una vecindad pinchada de zj es

(8.3.11) Lj(z) +
∞∑

k=nj+1

ajk(z − zj)k,

con coeficientes adicionales ajk, k ≥ nj + 1.
Demostración. El Teorema 8.3.9 nos proporciona una función holomorfa g en G tal que
para D := Div(g) tenemos |D| = A y D(zj) = nj + 1. Para cada j sea hj la parte
principal de la serie de Laurent de la función Lj/g en una vecindad pinchada de zj. Sea
h una solución de la distribución de partes principales {hj }j∈N según el Teorema 8.2.4.
Ponemos f := gh. Entonces f tiene todos sus polos en A, ya que g es holomorfa y h
únicamente tiene polos en A. Para un j ponemos ĥj := h− Lj/g y observamos que

f = g

(
Lj
g

+ ĥj

)
= Lj + gĥj.

Como ĥj es holomorfa en zj y g tiene un cero del orden nj + 1 en zj, f tiene la serie de
Laurent (8.3.11) en una vecindad pinchada de zj.



9 Aplicaciones de aproximación e
interpolación

9.1. Desarrollos clásicos
Aquí presentaremos algunos desarrollos de funciones elementales. Obtendremos como
consecuencia representaciones clásicas del número π. Empecemos con fracciones parciales
para funciones meromorfas.
Recordemos el Ejemplo 8.2.8(b).

9.1.1 Lema. La función meromorfa definida por

f(z) := 1
z

+
∑

j∈Z\{0}

(
1

z − j
+ 1
j

)

es periódica con período 1.

Demostración. Para n ∈ N sea

fn(z) := 1
z

+
−1∑

j=−n

(
1

z − j
+ 1
j

)
+

n∑
j=1

(
1

z − j
+ 1
j

)
.

Entonces fn converge a f absoluta y localmente uniformemente en C. Para z ∈ C\Z fijo
calculamos

fn(z + 1)− fn(z)

= 1
z + 1 −

1
z

+
−1∑

j=−n

(
1

z − (j − 1) −
1

z − j

)
+

n∑
j=1

(
1

z − (j − 1) −
1

z − j

)
= 1
z + 1 −

1
z

+ 1
z + n+ 1 −

1
z + 1 + 1

z
− 1
z − n

= 1
z + n+ 1 −

1
z − n

,

así que

f(z + 1)− f(z) = ĺım
n→∞

(fn(z + 1)− fn(z)) = ĺım
n→∞

(
1

z + n+ 1 −
1

z − n

)
= 0.



168 9 Aplicaciones de aproximación e interpolación

9.1.2 Teorema. Las siguientes representaciones por fracciones parciales son ciertas,
con series que convergen absoluta y localmente uniformemente en C:(

π

sen πz

)2

=
∑
j∈Z

1
(z − j)2 ;(9.1.1)

(
π

cosπz

)2

=
∑
j∈Z

1
(z − j − 1

2)2 ;(9.1.2)

π cotπz = 1
z

+
∑

j∈Z\{0}

(
1

z − j
+ 1
j

)
;(9.1.3)

π tan πz = −
∑
j∈Z

(
1

z − j − 1
2

+ 1
j + 1

2

)
;(9.1.4)

Demostración. Denotamos

f(z) := 1
z

+
∑

j∈Z\{0}

(
1

z − j
+ 1
j

)
.

Por el Ejemplo 8.2.8(b) esta serie converge absoluta y localmente uniformemente en C
a una función meromorfa f con polos del primer orden en los puntos de Z, todos con el
residuo 1. Por el Lema 9.1.1 f es 1-periódica. La función π cotπz es meromorfa y tiene
polos del primer orden en los puntos de Z, todos con el residuo 1. Para j ∈ Z esto es
una consecuencia de

ĺım
z→j

(z − j)π cot πz = ĺım
z→j

π(z − j) cosπz
sen πz = ĺım

z→j
π(z − j) cos(π(z − j))

sen(π(z − j)) = 1.

Entonces existe una función entera f0 tal que

(9.1.5) π cotπz = f0 + f.

Si |z| ≤ R y |j| ≥ 2R, entonces

1
|z − j|2

≤ 1
(|j| − |z|)2 ≤

4
j2 .

Esta cota muestra que

(9.1.6) f1(z) :=
∑
j∈Z

1
(z − j)2

converge localmente uniformemente en C a una función meromorfa. Como ella es la
derivada de f también f1 es 1-periódica. Derivamos (9.1.5) en ambos lados y obtenemos

(9.1.7)
(

π

sen πz

)2

= f ′0 + f1.
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Sea S := {x+ iy | x ∈ [0, 1], y ∈ R, |y| ≥ 1 }. Si x ∈ [0, 1] y j ∈ Z\{0, 1}, entonces
|x− j| ≥ mı́n { |j|, |j − 1| }, así que∣∣∣∣ 1

z − j

∣∣∣∣2 ≤ máx
{

1
j2 ,

1
(j − 1)2

}
para todo z ∈ S, j ∈ Z\ { 0, 1 } .

En consecuencia, la convergencia en (9.1.6) es uniforme en S. Dado ε > 0 existe j0 ∈ N
tal que ∣∣∣∣f(z)−

j0∑
j=−j0

1
(z − j)2

∣∣∣∣ ≤ ε

2 para todo z ∈ S.

Existe R > 0 tal que∣∣∣∣ j0∑
j=−j0

1
(z − j)2

∣∣∣∣ ≤ ε

2 para todo z ∈ S, |Im z| ≥ R.

En seguida, |f(z)| → 0 cuando |Im(z)| → ∞, z ∈ S. Las propiedades del sen implican que
también 1/|sen πz| → 0 cuando |Im(z)| → ∞, z ∈ S. Como sen πz y f1 son 1-periódicas,
estos hechos y (9.1.7) muestran que la función entera f ′0 es 1-periódica y tiende a cero
uniformemente cuando |Im z| → ∞ y z ∈ S. Por consiguiente, f ′0 es acotada y tiende
a cero uniformemente cuando |Im z| → ∞. Por el teorema de Liouville f ′0 ≡ 0, así que
(9.1.7) implica (9.1.1).
La función f0 es constante. La cotangente y la función f son funciones impares, así

que (9.1.5) implica que f0 ≡ 0 y luego (9.1.3) es cierto.
La representación (9.1.2) es una consecuencia de cos πz = sen(π(z+ 1

2)). Similarmente
como arriba, usando (9.1.2), obtenemos (9.1.4).

Mostraremos ahora desarrollos en productos infinitos. La función del seno tiene un
cero del primer orden en 0. Por su periodicidad y como sen(z + π) = − sen z, todos sus
ceros { kπ | k ∈ Z } son del primer orden.

9.1.3 Teorema. Las siguientes representaciones son ciertas:

sen πz = πz

∞∏
j=1

(
1− z2

j2

)
;(9.1.8)

cosπz =
∏
j∈Z

(
1− z

j + 1
2

)
exp

(
z

j + 1
2

)
.(9.1.9)

Demostración. Para interpolar los ceros del seno usando el Teorema 8.3.15 necesitamos
encontrar números kj tales que

∑
j∈Z\{0}

(
R

j

)kj+1

<∞
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se cumple. Basta tomar kj := 1 para toda j. Por el Corolario 8.3.16 existe una función
entera g tal que

(9.1.10) sen πz = eg(z)z
∏

j∈Z\{0}

(
1− z

j

)
e
z
j .

Para jalar g formamos la derivada logarítmica f ′/f en ambos lados:

π cotπz = g′(z) + 1
z

+
∑

j∈Z\{0}

(
1

z − j
+ 1
j

)
.

El desarrollo de la cotangente (9.1.3) implica que g′ ≡ 0, es decir, g es constante. El pro-
ducto en (9.1.10) converge localmente uniformemente, así que vale intercambiar producto
y límite en el siguiente cálculo:

π = ĺım
z→0

sen πz
z

= eg ĺım
z→0

∏
j∈Z\{0}

(
1− z

j

)
e
z
j = eg.

Esto implica (9.1.8) si juntamos los índices j y −j en el producto.
La demostración de (9.1.9) es análoga.

9.1.4 Corolario (Representación de Wallis). Se tiene

(9.1.11) π

2 =
∞∏
j=1

(2j)2

(2j − 1)(2j + 1) = 2 · 2
1 · 3 ·

4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 · · · .

Demostración. Usamos (9.1.8) con z = 1/2:

1 = sen π2 = π

2

∞∏
j=1

(
1− (1/2)2

j2

)
= π

2

∞∏
j=1

(
j − 1

2

) (
j + 1

2

)
j2 = π

2

∞∏
j=1

(2j − 1)(2j + 1)
(2j)2 .

9.2. Funciones Elípticas
Las funciones trigonométricas y hiperbólicas son periódicas y tienen nada más un período
minimal (módulo multiplicación con -1). En la teoría de las funciones elípticas conside-
ramos funciones con dos períodos. Estas tienen aplicaciones importantes y clásicas en el
análisis de las integrales elípticas que aparecen en la geometría analítica.
Consideremos primero funciones meromorfas periódicas en general. Un número ω ∈ C

es un período de una función meromorfa f en C si f(z + w) = f(z) es cierto para todo
z ∈ C. Si ω1 y ω2 son períodos de f , entonces n1ω1 + n2ω2 son períodos para todos
n1, n2 ∈ Z. Cada función tiene el período 0, y las funciones constantes tienen todos
los elementos de C como períodos. En consecuencia, los períodos de una función dada
forman un subgrupo del grupo aditivo de C.
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9.2.1 Proposición. Los períodos de una función meromorfa no constante en C forman
un subgrupo aditivo discreto de C.

Demostración. Si a es un punto de acumulación de períodos de la función meromorfa f ,
existen períodos ωj 6= a tal que ωj → a cuando j → ∞. Se sigue para todo punto de
holomorfía z ∈ C de f que

f(z + a) = ĺım
j→∞

f(z + ωj) = f(z),

es decir, también a es un período de f . Sea z0 un punto de holomorfía de f . Entonces
z0 + a es un punto de holomorfía de f y f(z0 +ωj) = f(z0) para todo j. Como (z0 +ωj)j
converge a z0 + a, f es constante en su dominio de holomorfía (el cual es conexo), por el
Teorema de Identidad, Teorema 3.3.7.

Existe una clasificación de los subgrupos aditivos discretos de C:

9.2.2 Teorema. Sea Ω un subgrupo aditivo discreto de C. Entonces precisamente uno
de los siguientes casos es cierto:

(i) Ω = {0} (grupo de rango 0);

(ii) existe ω ∈ Ω\{0} tal que Ω = {nω | n ∈ Z } (grupo del rango 1);

(iii) existen dos elementos ω1, ω2 ∈ Ω que son linealmente independientes sobre R, y
tales que Ω = {n1ω1 + n2ω2 | n1, n2 ∈ Z } (grupo de rango 2).

Una función meromorfa se llama aperiódica si el rango de su grupo de períodos es 0,
simplemente periódica si el rango es 1 y doblemente periódica si el rango es 2.

9.2.3 Definición. Un subgrupo discreto de C del rango dos se llama una reja periódica.
Dos números ω1, ω2 ∈ C que generan una reja periódica Ω forman una base de Ω. La
región fundamental de Ω respecto a la base {ω1, ω2} es el conjunto

PΩ := { ρ1ω1 + ρ2ω2 | ρ1, ρ2 ∈ [0, 1) } .

Una función elíptica f para la reja periódica Ω es una función meromorfa en C cuyo
grupo de períodos contiene Ω.

9.2.4 Nota. Las funciones elípticas para una reja periódica Ω forman el campo K(Ω),
el cual contiene las funciones constantes.

9.2.5 Proposición. Una función elíptica entera es constante.

Demostración. Sea f una función entera y elíptica para la reja periódica Ω. Por la
periodicidad se tiene que f(C) = f(PΩ). Y como f es continua y PΩ compacto, f es
acotada en PΩ, es decir, en C. El teorema de Liouville implica que f es constante.
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9.2.6 Teorema. Sea f una función elíptica para la reja periódica Ω, y sean
{ z1, z2, . . . , zk } los polos de f en PΩ. Entonces

(9.2.1)
k∑
j=1

reszj f = 0.

Demostración. Primero supongamos que ninguno de los polos zj cae en la frontera de
P := PΩ. El teorema de los residuos implica que

k∑
j=1

reszj f = 1
2πi

∫
∂P

f

= 1
2πi

(∫
[0,ω1]

+
∫

[ω1,ω1+ω2]
−
∫

[0,ω2]
−
∫

[ω2,ω1+ω2]

)
f

0,

ya que f toma los mismos valores en [0, ω1] y [ω2, ω1 + ω2], y en [ω1, ω1 + ω2] y [0, ω2].
Si algunos de los polos caen en ∂P entonces aplicamos el argumento anterior a a+P ,

donde a es tal que a+ intP contiene todos los polos z1, z2, . . . , zk.

9.2.7 Corolario. Una función elíptica f para una reja periódica Ω que tiene un solo
polo del primer orden en PΩ es constante.

9.2.8 Corolario. Una función elíptica no constante f para la reja periódica Ω asume
todos los valores en Ĉ el mismo número de veces, contados con multiplicidades.

Demostración. Para toda c ∈ C la función f ′/(f − c) es elíptica para Ω y la suma de sus
residuos en PΩ es cero según el Corolario 9.2.7. Por otro lado, el principio del argumento
(Corolario 6.6.2) implica que esa suma es el resto del número de ceros de f − c y del
número de polos de f en PΩ.

En los resultados de arriba mostramos muchas restricciones para las funciones elípticas
no constantes. Falta mostrar que existen funciones elípticas no constantes. Según el
Teorema 9.2.6 las posibilidades más sencillas para funciones elípticas no constantes son
las funciones con un solo polo del orden 2 y con residuo 0 en la región fundamental, y las
funciones con dos polos del primer orden con residuos que se suman a cero. Trataremos
el primer caso:

9.2.9 Teorema. Sea Ω una reja periódica en C. La función

(9.2.2) P(z) := 1
z2 +

∑
ω∈Ω\{0}

(
1

(z − ω)2 −
1
ω2

)

es una función elíptica para Ω, la llamada Función P de Weierstraß para Ω.



9.2 Funciones Elípticas 173

Demostración. Mostremos primero la convergencia absoluta y localmente uniforme de
la serie en (9.2.2). Sea R > 0. Si |z| ≤ R y |ω| ≥ 2R, entonces∣∣∣∣ 1

(z − ω)2 −
1
ω2

∣∣∣∣ = |z| |2ω − z|
|ω|2|z − ω|2

≤ 3R|ω|
|ω|2 |ω|24

≤ 12R
|ω|3

.

Entonces basta demostrar que

(9.2.3)
∑

ω∈Ω\{0}

1
ω3 <∞.

Sea {ω1, ω2 } una base de Ω. Consideremos el mapeo R-lineal ϕ : C → C dado por
ϕ(ω1) = 1 y ϕ(ω2) = i. Se sigue que

|n1 + in2| = |ϕ(n1ω1 + n2ω2)| ≤ ‖ϕ‖ |n1ω1 + n2ω2| para todo n1, n2 ∈ Z.

En consecuencia, ∑
ω∈Ω\{0}

1
ω3 ≤ ‖ϕ‖

3
∑

(n1,n2)∈Z2\{0}

1
|n1 + in2|3

.

Para n ∈ N sea Qn := [−n, n]2. En ∂Qn existen 8n puntos del tipo n1 + in2, y todos
tienen al menos el valor absoluto n. Tenemos que∑

(n1,n2)∈Z2\{0}

1
|n1 + in2|3

=
∑
n∈N

∑
n1+in2∈∂Qn

1
|n1 + in2|3

≤
∑
n∈N

8n
n3 <∞,

así que también (9.2.3) es cierto.
Mostremos la periodicidad de P . Su derivada es

P ′(z) = −2
∑
ω∈Ω

1
(z − ω)3 ,

y esta función obviamente es elíptica para Ω. Se sigue para ωj ∈ Ω, j = 1, 2, que

d
dz (P(z + ωj)− P(z)) = P ′(z + ωj)− P ′(z) = 0 para todo z ∈ C\Ω,

así que P(z + ωj)− P(z) ≡ cj para una constante cj en C. Como ωj
2 /∈ Ω obtenemos

P
(
ωj
2

)
− P

(
−ωj2

)
= cj.

Por otro lado P es una función par, así que lo de arriba implica que cj = 0, j = 1, 2. Por
consiguiente, P es una función elíptica para Ω.

La importancia de esta función elíptica no constante más sencilla es que ella y su
derivada generan todo el campo de la funciones elípticas para una reja periódica:
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9.2.10 Teorema. Sea f una función elíptica para la reja periódica Ω, y sea P la función
de Weierstraß para Ω. Entonces existen funciones racionales R, S tales que

(9.2.4) f = R(P) + P ′S(P).

Demostración. Si f es constante, la afirmación es trivial. Supongamos entonces que f
no es constante. Escribimos P := PΩ.
Primero sea f una función par. Por el Corolario 9.2.8 existe m ∈ N tal que cada valor

en Ĉ está asumido m veces por f , contado con multiplicidades. Sea Z el conjunto de
los ceros de f ′ en PΩ, el cual es finito por el teorema de identidad (Teorema 3.3.7). Sea
c ∈ C\f(Z). Si a ∈ f−1(c) ∩ P entonces a es un cero del orden 1 de f − c. Se tiene que
f(−a+ ω) = f(−a) = f(a) = c para todo ω ∈ Ω.
Mostremos que

(9.2.5) ∀ω ∈ Ω: − a+ ω 6= a.

Si (9.2.5) no fuera cierto, entonces existiría ω ∈ Ω tal que a = −a+ ω. Tendríamos para
todo z ∈ C

f(a+ z) = f(−a+ ω + z) = f(−a+ z) = f(a− z).

Derivando en ambos lados respecto a z obtendríamos f ′(a+ z) = −f ′(a− z) y particu-
larmente f ′(a) = 0, en contradicción con la selección de c. Entonces (9.2.5) es cierto.
Para cada a ∈ f−1(c) ∩ P existe ω ∈ Ω tal que a′ := −a + ω ∈ P , y por (9.2.5)

se verifica a′ 6= a. En consecuencia, el número de ceros de f − c en P es par, digamos
m = 2k para un k ∈ N, y podemos escribir

f−1(c) ∩ P = { a1, a
′
1, a2, a

′
2, . . . , ak, a

′
k } .

Este conjunto consiste de ceros simples de f − c. Sea d ∈ C\(f(Z) ∪ {c}) otro valor de
ese tipo, con

f−1(d) ∩ P = { b1, b
′
1, b2, b

′
2, . . . , bk, b

′
k } .

La función
F (z) := f(z)− c

f(z)− d
es elíptica para Ω, tiene como ceros precisamente los elementos de f−1(c), y como polos
precisamente los elementos de f−1(d). Adicionalmente, todos los ceros y polos tienen el
orden 1.
Recordemos que la función P para Ω tiene un solo polo en 0, del orden 2. En seguida, P

asume cada valor en Ĉ dos veces (con multiplicidades). Además, como P es par, tenemos
P(a′j) = P(−aj + ω) = P(−aj) = P(aj) para j = 1, 2, . . . , k (y una afirmación análoga
es cierta para los bj). Como los conjuntos f−1(c) y f−1(d) son ajenos, P(a) 6= P(b) si
a ∈ f−1(c) ∩ P y b ∈ f−1 ∩ P . Estos hechos implican que también la función

G(z) := (P(z)− P(a1)) · · · (P(z)− P(ak))
(P(z)− P(b1)) · · · (P(z)− P(bk))

,
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es elíptica para Ω, tiene como ceros precisamente los elementos de f−1(c) y como polos
precisamente los elementos de f−1(d). Adicionalmente, todos los ceros y polos tienen el
orden 1.
Por lo que hemos mostrado, Div(F ) = Div(G), así que F/G es una función entera sin

ceros. Pero como F/G también es elíptica, la Proposición 9.2.5 implica que es constante,
digamos F/G ≡ e. Si resolvemos F = eG respecto a f , obtenemos una representación
de f como una función racional de P .
Si f es impar, entonces f/P ′ es par, ya que P ′ es impar. Luego f/P ′ es una función

racional de P . Y en el caso general escribimos f como la suma de una función par y una
función impar:

f(z) = 1
2(f(z) + f(−z)) + 1

2(f(z)− f(−z)).

La representación (9.2.4) es una consecuencia de estos hechos.

Una problema particular pero muy útil es representar la función elíptica y par (P ′)2

como una función racional de P :

9.2.11 Teorema. La función P de Weierstraß para una reja periódica Ω cumple la
ecuación diferencial

(9.2.6) (P ′)2 = 4P3 − g2P − g3,

donde
g2 := 60

∑
ω∈Ω\{0}

1
ω4 y g3 := 140

∑
ω∈Ω\{0}

1
ω6 .

Demostración. Encontremos primero la serie de Laurent de P y P ′ en 0, el único polo
de estas funciones. Para ω ∈ Ω\{0} y |z| < |ω| tenemos

1
(z − ω)2 −

1
ω2 =

∞∑
j=2

jzj−1

ωj+1 .

Entonces

P(z) = 1
z2 +

∑
ω∈Ω\{0}

∞∑
j=2

jzj−1

ωj+1 = 1
z2 +

∞∑
j=2

j

( ∑
ω∈Ω\{0}

1
ωj+1

)
zj−1

en una vecindad pinchada de 0. Como −Ω = Ω, se verifica∑
ω∈Ω\{0}

1
ωj+1 = 0

cuando j es par. Haciendo el cambio de índice j → 2j + 1 obtenemos

P(z) = 1
z2 +

∞∑
j=1

c2jz
2j = 1

z2 + c2z
2 + c4z

4 + . . . ,
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donde
c2j = (2j + 1)

∑
ω∈Ω\{0}

1
ω2j+2 ,

las llamadas Series de Eisenstein. Se sigue que

P(z)3 = 1
z6 + 3c2

z2 + 3c4 + . . .

P ′(z) = − 2
z3 + 2c2z + 4c4z

3 + . . .

P ′(z)2 = 4
z6 −

8c2

z2 − 16c4 + . . . .

Consideremos la función elíptica

f := (P ′)2 − 4P3 + 20c2P + 28c4.

El único posible polo de esta función está en 0. Pero la comparación de la definición con
las series de Laurent de arriba muestra que f tiene una singularidad removible en 0 con
el valor f(0) = 0. En consecuencia, f es holomorfa, y por la Proposición 9.2.5, f ≡ 0.
Por la definición de los c2j esto implica la afirmación del Teorema.

Apliquemos estos resultados a ciertas integrales del análisis real, las integrales elípticas.
Consideramos el caso particular de una reja Ω con base (ω1, ω2), donde ω1 > 0 y ω2 = iω′2
con ω′2 > 0. sea P la función de Weierstraß respectiva. Como ω̄ ∈ Ω si ω ∈ Ω, P(R) ⊆
R ∪ {∞}, y también g2, g3 ∈ R para las constantes definidas en el Teorema 9.2.11.
Ponemos ρ1 := ω1/2 y e1 := P(ρ1).

9.2.12 Teorema. P : (0, ρ1] → [e1,∞) es una biyección. Para x ≥ e1 la siguiente
relación es válida:

(9.2.7) (P|(0,ρ1])−1(x) =
∫ ∞
x

1√
4y3 − g2y − g3

dy.

Demostración. Para x ∈ (0, ρ1] se tiene −x+ω1 > ρ1. La función P asume todo valor dos
veces en PΩ. Como P(x) = P(−x+ω1), P asume el valor P(x) sólo una vez en (0, ρ1]. En
seguida, P|(0,ρ1] es inyectiva. Por otro lado, P es continua en (0, ρ1], ĺımx→0+P(x) = +∞
y ĺımx→ρ1−P(x) = e1. Esto muestra que P((0, ρ1]) = [e1,∞) y que P es estrictamente
decreciente en (0, ρ1]. Por el Teorema 9.2.11 y como P ′ ≤ 0 en (0, ρ1] tenemos

P ′(x) = −
√

4P(x)3 − g2P(x)− g3.

Para la inversa E de P|(0,ρ1] eso implica

E ′(x) = 1
P ′(P−1(x)) = −1√

4x3 − g2x− g3
.

Junto con el hecho de que ĺımx→∞E(x) = 0 eso termina la demostración de (9.2.7).
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Se puede mostrar en general que la función inversa de una integral elíptica

(9.2.8)
∫ ∞
x

1√
p(y)

dy,

donde p es un polinomio del orden 3 o 4 con ceros simples, tiene una extensión meromorfa
a una función elíptica en C. Esto es análogo al hecho de que la inversa de la integral
en (9.2.8) es una función trigonométrica (es decir, simplemente periódica), si p es un
polinomio del orden 2 con ceros simples.
Las integrales elípticas surgen en la geometría analítica, por ejemplo cuando uno quie-

re calcular la longitud de arcos de elipses. En general estas integrales no pueden ser
resueltos de manera explícita por funciones elementales. Esta es la razón por investigar
sus extensiones meromorfas a C, las funciones elípticas.





10 Familias normales meromorfas y
aplicaciones

10.1. El teorema de Marty
En la sección 6.3 mencionamos que la proyección estereográfica ϕ : S2 → Ĉ induce una
métrica natural en Ĉ, la llamadamétrica cordal. En esto usamos la métrica en S2 inducida
por la métrica Euclidiana en R3. Aquí consideraremos una métrica equivalente en S2, la
métrica Riemanniana dS2 . Ella está definida midiendo la longitud de caminos en S2 en
la métrica Euclidiana, y tomando como distancia entre dos puntos en S2 el ínfimo de
las longitudes de caminos que los conectan. Sus geodésicas son precisamente los arcos
en círculos grandes en S2. Luego transportamos esa métrica a Ĉ mediante la proyección
estereográfica como antes. Usando ϑ := ϕ−1 resulta la siguiente

10.1.1 Definición. La métrica esférica en Ĉ está dada por

(10.1.1) ds(z0, z1) := dS2(ϑ(z0), ϑ(z1)).

Recordemos que si G ⊆ Ĉ es una región, entonces f : G → Ĉ se llama un mapeo
holomorfo si f es una función meromorfa en G. Extendemos esa noción también llamando
al mapeo f ≡ ∞ un mapeo holomorfo. El mapeo z → 1/z es un homeomorfismo de Ĉ y
un mapeo holomorfo, donde definimos 1/∞ := 0 y 1/0 :=∞.

10.1.2 Nota. Un cálculo directo muestra para z ∈ Ĉ que

ϑ

(
1
z

)
=

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

ϑ(z),

es decir, el punto ϑ(1/z) es el punto ϑ(z) rotado por π alrededor del eje de la primera
coordenada. Como la métrica Riemanniana es invariante bajo rotaciones, se sigue que

(10.1.2) ds

(
1
z0
,

1
z1

)
= ds(z0, z1) para todo z0, z1 ∈ Ĉ.

10.1.3 Definición. Sean U ⊆ Ĉ abierto y f, fn : U → Ĉ mapeos para n ∈ N. Entonces
decimos que fn converge a f normalmente si fn → f localmente uniformemente en U
respecto a la métrica ds en Ĉ.

10.1.4 Nota. La sucesión fn converge a f normalmente si y sólo si 1/fn → 1/f , por
laNota 10.1.2.
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10.1.5 Proposición. Sean G ⊆ Ĉ una región y (fn) una sucesión de mapeos holomor-
fos en U que converge normalmente a un mapeo f : G → Ĉ. Entonces f es un mapeo
holomorfo. Si todos los mapeos fn son funciones holomorfas, entonces o bien f es una
función holomorfa o bien f ≡ ∞.

Demostración. El mapeo f es continuo como límite localmente uniforme de mapeos
continuos. Si z0 ∈ G\({∞} ∪ f−1(∞) entonces existe una vecindad U ⊆ G de z0 tal
que U ∩ f−1(∞) = ∅ y fn → f uniformemente en U . para n suficientemente grande la
restricción de fn a U es una función holomorfa, así que el Teorema 3.4.4 implica que
f es una función holomorfa en U . Si z0 ∈ (G ∩ f−1(∞))\{∞} entonces basta aplicar
el argumento anterior a 1/fn y 1/f , usando la definición de un mapeo holomorfo y la
Nota 10.1.4. Y si z0 = ∞, basta componer todas las funciones con la inversión en el
argumento y usar los argumentos anteriores.
Si todos fn son funciones holomorfas, consideramos el caso z0 ∈ G\{∞} y f(z0) =∞.

Si f no fuera constante, entonces 1/fn tendría el límite no constante 1/f , el cual sería
una función holomorfa con un cero en z0. Por el Teorema 7.5.1 esto implicaría que 1/fn
tiene ceros cerca de z0 para n grande, en contradicción con la holomorfía de fn. Por lo
tanto, f ≡ ∞ en ese caso, y mostramos la segunda afirmación.

10.1.6 Definición. Sean G ⊆ C una región y F una familia de funciones meromorfas en
G. Si toda sucesión en F tiene una subsucesión que converge normalmente en G entonces
F se llama una familia normal de funciones meromorfas en G.

Necesitamos una noción de longitud de caminos en C que es consistente con la métrica
esférica. Es natural tomar para la longitud de un camino γ en C la longitud de ϑ ◦γ. Un
cálculo elemental nos proporciona la fórmula

(10.1.3)
∫ 1

0

∣∣∣∣ d
dt(ϑ ◦ γ)

∣∣∣∣ =
∫ 1

0

2|γ′|
1 + |γ|2 .

10.1.7 Definición. Para un camino de integración γ : [a, b] → C definimos su longitud
esférica por

(10.1.4) Ls(γ) :=
∫ b

a

2|γ′(t)|
1 + |γ(t)|2 dt.

Las propiedades básicas son las siguientes:

10.1.8 Proposición. Sean γ, γ1 y γ2 caminos de integración en C. Entonces se cumplen:

(a) Ls(γ−1) = Ls(γ);

(b) Ls(γ1γ2) = Ls(γ1) + Ls(γ2);

(c) Ls
(1
γ

)
= Ls(γ) si 0 /∈ tr γ.
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Demostración. Los incisos (a) y (b) se demuestran en la misma manera como los incisos
(b) y (c) de la Proposición 7.4.3. Para demostrar (c) sea 0 /∈ tr γ. Calculamos

Ls

(
1
γ

)
=
∫ b

a

2
∣∣ d

dt

(1
γ

)∣∣
1 +

∣∣1
γ

∣∣2 =
∫ b

a

2|γ′|
|γ|2

(
1 +

∣∣1
γ

∣∣2) =
∫ b

a

2|γ′|
1 + |γ|2 = Ls(γ).

Ahora podemos considerar caminos de integración que pasan por ∞.

10.1.9 Definición. Un mapeo γ : [a, b]→ Ĉ es un camino de integración si ϑ ◦ γ es un
mapeo continuamente diferenciable a trozos de [a, b] en R3.

Es fácil mostrar que si γ : [a, b]→ Ĉ es un camino de integración, entonces sólo uno de
los conjuntos γ−1(0) y γ−1(∞) puede ser infinito. En consecuencia existe una partición
de [a, b] en subintervalos tal que γ asume el valor ∞ en un número finito de ellos, y tal
que allí γ no tiene ceros. Si I = [c, d] es uno de estos intervalos, definimos

Ls(γ|I) := Ls

(
1
γ|I

)
.

Sumando las longitudes esféricas sobre todos los subintervalos obtenemos Ls(γ), lo cual
es precisamente la longitud de ϑ ◦ γ.

10.1.10 Nota. (a) Las definiciones de ds y Ls implican para z0, z1 ∈ Ĉ que

(10.1.5) ds(z0, z1) = ı́nf{Ls(γ) | γ es un camino de integración en Ĉ de z0 a z1}.

(b) La Proposición 10.1.8(c) implica nuevamente la invariancia de la métrica esférica,
ecuación (10.1.2).

(c) Es conocido que para dos puntos en S2 siempre existe una geodésica más corta que
los conecta. Esto implica la existencia de geodésicas para la métrica esférica en Ĉ.

En ciertos subconjuntos la métrica Euclidiana y la métrica esférica son comparables:

10.1.11 Proposición. Sean R, ε > 0. Entonces existen constantes C1, C2 > 0 tales que

(10.1.6) 1
C1
|z1 − z2| ≤ ds(z1, z2) ≤ C1|z1, z2| para todo z1, z2 ∈ DR

y

(10.1.7) 1
C2

∣∣∣∣ 1
z1
− 1
z2

∣∣∣∣ ≤ ds(z1, z2) ≤ C2

∣∣∣∣ 1
z1
− 1
z2

∣∣∣∣ para todo z1, z2 ∈ C\Dε.

Demostración. Por la definición de la métrica esférica es obvio que

ds(z1, z2) ≤ 2|z1 − z2| para todo z1, z2 ∈ C,

así que la segunda desigualdad de (10.1.6) es cierta.



182 10 Familias normales meromorfas y aplicaciones

Mostremos la primera desigualdad en (10.1.6). Por contradicción supongamos que
existen sucesiones (z1,n) y (z2,n) en DR tales que

(10.1.8) ds(z1,n, z2,n)
|z1,n − z2,n|

→ 0

cuando n → ∞. Como las sucesiones son acotadas, necesariamente ds(z1,n, z2,n) → 0
cuando n → ∞. Por la equivalencia de la métrica cordal y la métrica Riemanniana
en S2 eso implica que |ϑ(z1,n), ϑ(z2,n)| → 0. Geométricamente es obvio que existe una
vecindad U de PN en S2 tal que las geodésicas entre ϑ(z1,n) y ϑ(z2,n) se encuentran en
S2\U para n suficientemente grande. Esto implica que existe R1 > 0 tal que si γn es una
geodésica con dominio [0, 1] entre z1,n y z2,n respecto a la métrica esférica en C, entonces
tr γn ⊆ DR1 para todo n suficientemente grande. En consecuencia,

Ls(γn) =
∫ 1

0

2|γ′n|
1 + |γn|2

≥ 2
1 +R2

1

∫ 1

0
|γ′n| ≥

2
1 +R2

1
|z1,n − z2,n|

y luego
ds(z1,n, z2,n) ≥ 2

1 +R2
1
|z1,n − z2,n|

para n suficientemente grande, por la ecuación (10.1.5). Esto contradice a (10.1.8) y
termina la demostración de (10.1.6).
La existencia de C2 tal que se cumple (10.1.7) es una consecuencia de (10.1.9) y

(10.1.6).

Si U ⊆ C es abierto, γ un camino de integración en U con dominio [a, b] y f una
función holomorfa en U entonces f ◦ γ es un camino de integración en C y

(10.1.9) Ls(f ◦ γ) =
∫ b

a

2|f ′(γ(t))γ′(t)|
1 + |f(γ(t))| dt.

Este hecho es la motivación para considerar la expresión 2|f ′|/(1 + |f |2). Si f no tiene
ceros, entonces podemos considerar la función holomorfa g := 1/f y calculamos

(10.1.10) 2|g′|
1 + |g|2 = 2|f ′|

1 + |f |2 donde f no tiene polos ni ceros.

10.1.12 Definición. Sean U ⊆ C abierto y f una función meromorfa en U . Ponemos
g := 1/f . La derivada esférica f ] de f en U se define como

f ] :=


2|f ′|

1 + |f |2 en U\f−1(∞)

2|g′|
1 + |g|2 en U\f−1(0).

Por la ecuación (10.1.10) esta definición es consistente.
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10.1.13 Nota. Sea γ un camino de integración en un conjunto abierto U con dominio
[a, b], y sea f una función meromorfa en U . Entonces

(10.1.11) Ls(f ◦ γ) =
∫ b

a

f ](γ(t))|γ′(t)| dt.

Esto es una consecuencia de la definición de la longitud esférica de un camino de inte-
gración en Ĉ y de la Definición 10.1.12.

10.1.14 Lema. Sean G ⊆ Ĉ una región y F una familia de funciones de U en Ĉ.
Entonces F es normal si y sólo si F es localmente equicontinua.

Demostración. Que F es normal es equivalente a que la restricción de F a un subcon-
junto compacto K de G es relativamente compacta en C0(K, Ĉ), el espacio métrico de
las funciones continuas de K en Ĉ (con la métrica d∞(f, g) := máxz∈K d(f(z), g(z))).
Y que F es localmente equicontinua es equivalente a que la restricción de F a un sub-
conjunto compacto K de G es equicontinua. Como Ĉ es compacto, la afirmación es una
consecuencia del teorema de Arzelá-Ascoli, aplicando un proceso diagonal como en la
demostración del Teorema 7.5.5.

10.1.15 Lema. Sea G ⊆ C una región. Si fn, f son funciones meromorfas en G y si
fn → f normalmente, entonces f ]n → f ] localmente uniformemente.

Demostración. En G\f−1(∞) la sucesión de funciones holomorfas fn converge a f nor-
malmente. Como f 6≡ ∞, el Teorema 3.4.4 implica que también f ′n converge normalmente
a f ′, lo cual implica que f ]n converge a f ] localmente uniformemente. En G\f−1(0) la
sucesión gn := 1/fn converge a g := 1/f normalmente. Aplica el mismo argumento de
arriba, y la definición de la derivada f ] implica la afirmación.

10.1.16 Teorema (Marty). Sean G ⊆ C una región y F una familia de funciones
meromorfas en G. Entonces F es normal si y sólo si las derivadas esféricas de las
funciones en F son localmente uniformemente acotadas en G.

Demostración. Supongamos primero que las derivadas esféricas de las funciones en F
son localmente uniformemente acotadas en G. Sea K ⊆ G compacto. Existe C ≥ 0 tal
que supz∈K f ](z) ≤ C para toda función f ∈ F . Para z0, z1 ∈ K y f ∈ F esto implica,
usando (10.1.11) para la longitud esférica del camino f ◦ [z0, z1]:

ds(f(z0), f(z1)) ≤
∫ 1

0
f ]((1− t)z0 + tz1)|z1 − z0| dt ≤ C|z1 − z0|.

Como la constante C es independiente de f , la familia F|K es equicontinua en K. En
consecuencia, F es localmente equicontinua y el Lema 10.1.14 implica que F es normal.
Inversamente, sea F normal. Si la afirmación no fuera cierta, existiríaK ⊆ U compacto

y una sucesión (fn) ⊆ F tales que

(10.1.12) sup
z∈K

f ]n(z)→∞.
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Como F es normal, podríamos suponer, después de pasar a una subsucesión, que (fn)
converge normalmente en U . Por el Lema 10.1.15 la sucesión (f ]n) sería uniformemen-
te convergente en K, en contradicción con (10.1.12). Esto muestra que las derivadas
esféricas de las funciones en F son localmente uniformemente acotadas en G.

10.2. Los teoremas de Montel y Picard
Empecemos con un resultado técnico, el cual es la base para el teorema de Montel:

10.2.1 Teorema (El lema de Zalcman). Sean G ⊆ C una región y F una familia de
funciones meromorfas en G. Si F no es normal, entonces existe una sucesión (zn) ⊆ G
que converge a un punto en G, una sucesión de números positivos ρn que converge a 0
y funciones fn ∈ F tales que la funciones escaleadas gn(z) := fn(zn + ρnz) convergen
normalmente a una función meromorfa no constante g en C con las propiedades g](0) = 1
y g] ≤ 1 en C.

Demostración. Supongamos que F no es normal. Por el Teorema 10.1.16 existen un
subconjunto compacto K ⊆ G, funciones fn ∈ F y puntos wn ∈ K tales que f ]n(wn) →
∞. Pasando a una subsucesión y haciendo una traslación podemos suponer que wn →
0 ∈ G. Existe r > 0 tal que Dr ⊆ G. Definimos

Rn := máx
z∈Dr

f ]n(z)(r − |z|).

Como wn → 0 y f ]n(wn)→∞ se tiene que Rn →∞. Para cada n sea zn ∈ Dr un punto
en el que

Rn = f ]n(zn)(r − |zn|).

Estos puntos existen por la continuidad de f ]n. Se sigue que

f ]n(zn) ≥ Rn

r − |zn|
≥ Rn

r
→∞.

Definimos
ρn := 1

f ]n(zn)
,

así que ρn > 0 y ρn → 0. Observemos que

ρnRn = ρnf
]
n(zn)(r − |zn|) = r − |zn|.

En seguida,
DρnRn(zn) ⊆ Dr ⊆ G

para cada n. Esto nos permite definir

gn(z) := fn(zn + ρnz), para z ∈ DRn .
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Como Rn → ∞, en todo conjunto compacto en C la función gn está bien definida si n
es suficientemente grande. Se tiene

g]n(z) = ρnf
]
n(zn + ρnz) si z ∈ DRn .

Fijamos R > 0 y supongamos que n es tan grande que Rn ≥ 2R. Entonces gn está
definida en DR y

f ]n(zn + ρnz)(r − |zn + ρnz|) ≤ Rn.

Esto implica para z ∈ DR que

(10.2.1) g]n(z) ≤ ρnRn

r − |zn + ρnz|
≤ ρnRn

r − |zn| − ρnR
= ρnRn

ρnRn − ρnR
= 1

1− R
Rn

≤ 2.

Por el Lema 10.1.15 la colección de las funciones gn forma una familia normal en DR

y contiene una subsucesión que converge normalmente a una función meromorfa g en
DR. Como 1/(1 − R/Rn) → 1, el Lema 10.1.15 y (10.2.1) implican que g] ≤ 1 en
DR. Adicionalmente, como g]n(0) = ρnf

]
n(zn) = 1 para cada n obtenemos g](0) = 1.

Cubriendo C con una colección numerable de discos DR la afirmación es la consecuencia
de un proceso diagonal.

10.2.2 Teorema (Montel). Una familia de funciones meromorfas en una región G ⊆ Ĉ
que omite tres valores en Ĉ es normal.

Demostración. Como normalidad es una propiedad local, podemos suponer que G es
simplemente conexo. Formando composiciones de las funciones en F con transformacio-
nes de Möbius podemos suponer que ∞ /∈ G y que los valores omitidos son 0, 1 y ∞.
Entonces las funciones en F son holomorfas, no tienen ceros, y luego existen ramas de
todas las raíces por el Teorema 5.1.6. Para k ∈ N sea Fk la colección de todas las ramas
de la raíz del orden 2k de todas las funciones en F . La familia Fk omite los valores 0,∞
y todas las raíces unitarias del orden 2k.
Mostremos que una de las familias Fk es normal. Por contradicción, supongamos que
Fk no es normal para ninguna k ∈ N. Para cada k sea gk la función entera dada por
el Teorema 10.2.1, con las propiedades g]k ≤ 1 en C y g]k(0) = 1. g es el límite normal
de restricciones de las funciones holomorfas en Fk, apropiadamente escaleadas. Como
estas funciones omiten todas las raíces unitarias del orden 2k, el teorema de Hurwitz
(Teorema 7.5.1) implica que también gk omite todas las raíces del orden 2k.
Como g]k ≤ 1 en C para toda k, la familia { gk }k∈N es normal por el Teorema 10.1.16.

Sea g el límite de una subsucesión normalmente convergente de (gk). Si existieran w0 ∈
C y ` ∈ N tales que (g(w0))2` = 1, entonces tendríamos puntos wk ∈ C tales que
(gk(wk))2` = 1 para k suficientemente grande. Esto implicaría para k ≥ ` grande que

(gk(wk))2k = (gk(wk))2`2k−` =
(

(gk(wk))2`
)2k−`

= 1

ya que los exponentes son enteros, en contradicción con que gk omite todas las raíces
unitarias del orden 2k. Por consiguiente, g omite el conjunto A de todas las raíces uni-
tarias de los órdenes 2k, k ∈ N. Además, como g](0) = 1, la función entera g no es
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constante. Por el teorema de la función abierta (Teorema 3.4.7) el conjunto C\g(C), el
cual contiene el conjunto A, es cerrado. En seguida, ∂D ⊆ A ⊆ C\g(C), es decir, g omite
el círculo unitario. Como g(C) es conexo, sólo hay dos opciones: o bien |g| < 1 o bien
|g| > 1 en todo C. En el primer aplicamos el teorema de Liouville a g y en el segundo
caso a 1/g para obtener que g es constante, una contradicción. Esto muestra que una de
las familias Fk es normal.
Sea Fk esa familia normal. Si (fj) ⊆ F es una sucesión, existen funciones holomorfas hj

en G tales que h2k
j = fj para toda j. En seguida, (hj) ⊆ Fk. Pasando a una subsucesión,

podemos suponer que (hj) converge normalmente en G. Como la restricción de la 2k-
ésima potencia a un subconjunto acotado es una función uniformemente continua, se
sigue fácilmente que (fj) también converge normalmente. Esto muestra que F es una
familia normal.

10.2.3 Definición. Sea z0 ∈ C y sea f una función meromorfa en el disco pinchado
Ḋr(z0), para algún r > 0. Decimos que f omite el valor w0 ∈ Ĉ en z0 si existe δ ∈ (0, r]
tal que f(z) 6= w0 para todo z ∈ Ḋδ(z0). Si z0 =∞ y si f es una función meromorfa en
C\Dr para algún r > 0 entonces decimos que f omite el valor w0 ∈ Ĉ en ∞ si existe
R ≥ r tal que f(z) 6= w0 para todo z ∈ C\DR.

10.2.4 Ejemplo. La función e1/z omite los valores 0 y ∞ en 0. La función ez omite los
valores 0 y ∞ en ∞.

10.2.5 Teorema (grande de Picard). Sea f una función meromorfa en el disco pinchado
Ḋr(z0), para algunos z0 ∈ C y r > 0. Si f omite tres valores de Ĉ en z0, entonces f
tiene una extensión meromorfa a Dr(z0).

Demostración. Supongamos que z0 = 0 y que f omite los valores 0, 1 y∞ en Ḋr (después
de tomar r más chica y de aplicar una transformación de Möbius). En seguida, f es una
función holomorfa sin ceros en Ḋr. Sea εn una sucesión decreciente de números positivos
tal que εn → 0. Definimos

gn(z) := f(εnz) para z ∈ Ḋr.

Entonces (gn) es una familia de funciones meromorfas en Ḋr que omite los valores 0, 1
y ∞. Por la Proposición 10.1.5 y el Teorema 10.2.2 podemos suponer que (gn) converge
normalmente en Ḋr a una función holomorfa g o a la función g ≡ ∞. En el primer caso
fijamos ρ ∈ (0, r) y escogemos M tal que |g| < M en Sρ. En seguida existe n0 tal que
para n ≥ n0 se tiene |f(εnz)| = |gn(z)| < M para |z| = ρ. Por el principio del máximo,
|f | < M en el anillo K0(εnρ, εn0ρ) si n ≥ n0. eso implica que f tiene una singularidad
removible en 0. En el otro caso aplicamos el argumento anterior a la función 1/f y
obtenemos que 1/f tiene una extensión holomorfa a 0 con el valor 0, es decir, f tiene un
polo en 0.

10.2.6 Nota. Un caso particular del Teorema 10.2.5 dice que si z0 es una singularidad
esencial de la función holomorfa f en Ḋr(z0), entonces f sólo omite un valor de C en z0.
Esto es una mejora del teorema de Casorati-Weierstraß (Teorema 6.2.6).



10.3 Iteración de funciones racionales 187

10.2.7 Corolario (Teorema chico de Picard). Una función entera y no constante asume
cada valor en C, con una posible excepción.

Demostración. Sea f una función entera que omite dos puntos en C. La función g(z) :=
f(1/z) tiene una singularidad aislada en 0 y omite dos valores en C, y el valor∞. Por el
Teorema 10.2.5 0 es una singularidad removible o un polo de g. Por ello ∞ es removible
o un polo para f , es decir, f es un mapeo meromorfo en Ĉ tal que f−1(∞) ⊆ {∞}. El
Teorema 6.3.10 implica que f es un polinomio que omite dos valores en C, y el teorema
fundamental del álgebra implica que f es constante.

10.3. Iteración de funciones racionales
Aquí consideramos mapeos holomorfos f : Ĉ → Ĉ, es decir, funciones racionales, y sus
iteraciones

fn := f ◦ f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n veces

, n ∈ N0

y
f−n := (fn)−1 n ∈ N.

En esto siempre supongamos que f no es constante, así que f es suprayectiva por ser
una aplicación abierta. Para cada z ∈ Ĉ la iteración de f induce una sucesión (fn(z))n
en Ĉ, es decir, la iteración de f mueve los puntos de Ĉ en pasos discretos. Por ello uno
considera la iteración de f como un sistema dinámico de tiempo discreto en Ĉ. Resulta
que este movimiento tiene características muy complejas, en las cuales se pueden observar
fenómenos interesantes.
Primero observemos que basta considerar ciertos subconjuntos de la clase de las fun-

ciones racionales, con propiedades que facilitan los cálculos.

10.3.1 Definición. Sean f, g funciones racionales. Ellas se llaman conjugadas si existe
ϕ ∈ Aut(Ĉ) tal que g = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1.

Si f y g son conjugadas por ϕ, entonces gn = ϕ ◦ fn ◦ ϕ−1, es decir, fn y gn son
conjugadas para todo n ∈ N. El comportamiento de los sitemas dinámicos generados
por f y g es esencialmente idéntico, y basta analizar un sólo mapeo de cada clase de
conjugación.

10.3.2 Ejemplo. Sea f(z) := anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a0 un polinomio del orden n.
Usamos una conjugación ϕ(z) := cz con un c ∈ C y obtenemos

(ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(z) = c1−nanz
n + . . . .

Tomando c tal que c1−nan = 1 transformamos f por conjugación en un polinomio mónico,
es decir, con coeficiente 1 en frente de la potencia más alta.

Una herramienta básica para analizar funciones racionales iteradas es la partición de
C en un conjunto regular y un conjunto irregular:
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10.3.3 Definición. Sea f una función racional y sea G la familia de sus iteradas. El con-
junto F de Fatou de f consiste de todos los puntos en Ĉ que tienen una vecindad abierta
en la cual G forma una familia normal. El conjunto J de Julia de f es el complemento
del conjunto de Fatou en Ĉ.

Es obvio de la definición que el conjunto de Fatou es abierto y el conjunto de Julia
cerrado en Ĉ. Para mostrar las primeras propiedades de estos conjuntos necesitamos una
nueva noción:

10.3.4 Definición. Sean X, Y espacios métricos y F una familia de mapeos entre X y
Y . F es equicontinua en un punto x0 ∈ X si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para
todo f ∈ F y y ∈ Bδ(x0) se tiene que d(f(x0), f(y)) < ε.

10.3.5 Proposición. Sea f una función racional y G la familia de sus iteradas. Entonces
el conjunto de Fatou de f es el conjunto de los puntos donde G es equicontinua.

Demostración. Sean F el conjunto de Fatou de f y U el conjunto de los puntos donde
G es equicontinua. Es obvio que F ⊆ U . Sea inversamente z0 ∈ U . Sólo tratamos el
caso z0 6=∞ ya que el otro se sigue por inversión. Por la Proposición 10.1.11 existe una
constante C1 > 0 tal que

1
C1
|z1 − z2| ≤ ds(z1, z2) ≤ C1|z1 − z2|

si ds(z1, 0), ds(z2, 0) ≤ 3π
4 . Sea δ > 0 tal que d(fn(z0), fn(z)) ≤ π

4 para todo n ∈ N y
z ∈ D2δ(z0). Si n ∈ N es tal que ds(fn(z0), 0) ≤ π

2 , entonces

|fn(z)| ≤ C1ds(fn(z), 0) ≤ 3C1π

4
para todo z ∈ D2δ(z0). Por la fórmula de Cauchy eso implica que

(fn)](z) ≤ |(fn)′(z)| =
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
S2δ(z0)

fn(ζ)
(ζ − z)2 dζ

∣∣∣∣ ≤ 3C1

8δ2

para todo z ∈ Dδ(z0). Si n ∈ N es tal que ds(fn(z0), 0) ≥ π
2 , entonces ponemos g := 1/fn

y obtenemos ds(g(z0), g(z)) ≤ π
4 para todo z ∈ D2δ(z0) y ds(g(z0), 0) = π−ds(g(z0,∞) ≤

π
2 . Como arriba eso implica que

(fn)](z) ≤ 3C1

8δ2

para todo z ∈ Dδ(z0). El Teorema 10.1.16 implica que G es normal en Dδ(z0), así que
z0 ∈ F .

10.3.6 Teorema. Sean f una función racional, F su conjunto de Fatou y J su conjunto
de Julia. Entonces las siguientes identidades son ciertas:

f(F ) = F, f−1(F ) = F, f(J) = J, f−1(J) = J.

En otras palabras, F y J son completamente invariantes bajo f .
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Demostración. Sea G la familia de las iteradas de f . Usaremos la caracterización de F
dada en la Proposición 10.3.5. Mostremos primero la contención

(10.3.1) f−1(F ) ⊆ F.

Sea z0 ∈ f−1(F ). Existe w0 ∈ F tal que f(z0) = w0. Sea ε > 0. Existe δ1 > 0 tal que
ds(fn(w0), fn(w)) < ε para todo n ∈ N y w ∈ Bδ1(w0) (la bola respecto a la métrica
esférica). Como f es continua, existe δ2 > 0 tal que Bδ2(z0) ⊆ f−1(Bδ1(w0)). Para n ∈ N,
n ≥ 2, y todo z ∈ Bδ2(z0) se sigue para w := f(z) que

ds(fn(z0), fn(z)) = ds(fn−1(w0), fn−1(w)) < ε.

En consecuencia, G es equicontinua en z0 y luego z0 ∈ F . Eso muestra (10.3.1).
Ahora mostramos la contención

(10.3.2) f(F ) ⊆ F.

Para ello sea w0 ∈ f(F ). Existe z0 ∈ F tal que w0 = f(z0). Sea ε > 0. Existe δ1 > 0 tal
que ds(fn(z0), fn(z)) < ε para todo n ∈ N y z ∈ Bδ1(z0). Como f es abierta, existe δ2 > 0
tal que Bδ2(w0) ⊆ f(Bδ1(z0)). Para todo n ∈ N y todo w ∈ Bδ2(w0) existe z ∈ Bδ1(z0)
tal que f(z) = w. Se sigue que

ds(fn(w0), fn(w)) = ds(fn+1(z0), fn+1(z)) < ε.

En consecuencia, G es equicontinua en w0 y luego w0 ∈ F . Eso muestra (10.3.2).
Recordamos que f es suprayectiva y que luego f(f−1(A)) = A para todo subconjunto

A ⊆ Ĉ. Con (10.3.1) eso implica

F = f(f−1(F )) ⊆ f(F ),

así que (10.3.2) da f(F ) = F . Por otro lado,

f−1(F ) = f−1(f(F )) ⊇ F ⊇ f−1(F ),

nuevamente por (10.3.1). En seguida, f−1(F ) = F . Formar el complemento en esta
ultima igualdad implica J = f−1(J), y aplicar f en ambos lados da f(J) = J .

Las iteraciones de transformaciones de Möbius pueden ser analizadas fácilmente de
manera explícita. Por ello nos fijamos en una clase de funciones racionales que generan
un sistema dinámico no trivial pero que todavía tienen una forma simple, los polinomios
mónicos del orden mayor o igual a 2. Todos estos polinomios tienen un punto fijo en ∞.

10.3.7 Definición. Sean f una función racional y z0 ∈ Ĉ un punto fijo de f . El conjunto
de atracción A(z0) de z está formado por los puntos z ∈ Ĉ tales que ĺımn →∞fn(z) = z0.

10.3.8 Teorema. Sea f un polinomio del orden mayor o igual a 2. El conjunto de
atracción A(∞) de∞ es una vecindad abierta de∞. El conjunto de Julia J de f coincide
con la frontera de A(∞) y es un subconjunto compacto y no vacío de C. Toda componente
acotada de C\J es simplemente conexa.
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Demostración. Ponemos A := A(∞). Por el Teorema 3.6.1 existe R > 0 tal que |f(z)| ≥
2|z| para todo z ∈ UR := C\DR. Esto implica para todo z ∈ UR y n ∈ N que |fn(z)| ≥
2n|z| ≥ 2nR. En seguida, (fn) converge a∞ uniformly en UR y luego UR ⊆ F , el conjunto
de Fatou de f . Se tiene que z ∈ A si y sólo si fn(z) ∈ UR para n suficientemente grande,
así que

A =
⋃
n∈N

f−n(UR).

Como los mapeos fn con continuos y UR es abierto, A es abierto. Por el Teorema 10.3.6
f−n(UR) ⊆ F para cada n. En consecuencia, A ⊆ F .
Es obvio que f(A) ⊆ A y f−1(A) ⊆ A. como en la demostración del Teorema 10.3.6

eso implica que

f(A) = A, f−1(A) = A, f(C\A) = C\A, f−1(C\A) = C\A.

Como A es abierto tenemos ∂A ⊆ C\A y luego f(∂A) ⊆ f(C\A) = C\A. Por otro
lado, si z0 ∈ ∂A, entonces existe una sucesión (zk) ⊆ A tal que zk → z0. En seguida,
(f(zk)) ⊆ A y, por continuidad, f(zk)→ z0. Eso implica que z0 ∈ A, es decir, f(∂A) ⊆ A.
Estos hechos muestran que f(∂A) ⊆ ∂A y luego que

fn(∂A) ⊆ ∂A para todo n ∈ N.

Como ∂A ⊆ DR, las iteradas de f son uniformemente acotadas en ∂A. El principio del
máximo implica que las iteradas de f son uniformemente acotadas en las componentes
conexas acotadas de C\∂A. En seguida a es la única componente conexa no acotada de
C\∂A. Además, por el Teorema 7.5.5 fn forma una familia normal en cada componente
conexa acotada de C\∂A, así que ellas pertenecen a F y J ⊆ ∂A. Si z0 ∈ ∂A y si V es
una vecindad abierta de z0 entonces fn converge a ∞ en V ∩ A pero queda acotada en
z0. Esto muestra que z0 ∈ J , es decir,

J = ∂A.

Como f tiene grado ≥ 2 existe al menos un punto fijo z0 ∈ C de f . Obviamente,
z0 /∈ A, así que A 6= Ĉ y J 6= ∅. Como A es conexo, también A = A ∪ J es conexo. Eso
implica que toda componente conexa acotada de F = C\J es simplemente conexa, por
el Teorema 4.3.5.

10.3.9 Ejemplo. (a) El conjunto de Julia de f(z) := z2 es S1.

(b) El conjunto de Julia de f(z) := z2 − 2 es [−2, 2].

Estos son los únicos ejemplos de polinomios z2 + c, c ∈ C, que tienen como conjunto
de Julia la traza de una curva suave. Pero aún en el caso de f(z) = z2 la dinámica de
la iteradas en S1 es complicada: existe un conjunto denso de puntos en S1 que inician
órbitas periódicas, y existe un conjunto denso en S1 de puntos que inician órbitas densas
en S1.
El próximo teorema permite ver que los conjuntos de Julia son autosimilares:
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10.3.10 Teorema. Sean f un polinomio del orden al menos 2 y J el conjunto de Julia
de f . Si z0 ∈ J y si U es una vecindad abierta de z0 entonces existe n ∈ N tal que

(10.3.3) J ⊆
n⋃
k=0

fk(U).

Además, el conjunto

(10.3.4)
⋃
k∈N

f−k(z1)

es denso en J para todo z1 ∈ J .

Demostración. Podemos suponer que f es mónico, por el Ejemplo 10.3.2. Fijemos z0 ∈ J
y una vecindad abierta U de z0. Por la definición del conjunto de Julia la familia G de
las iteradas de f no es normal en U . Como fn no asume el valor ∞ en U para ningún
n ∈ N, el Teorema 10.2.2 implica que G omite a lo más un valor en C.
Si G omite ningún valor en C, entonces

(10.3.5) J ⊆
∞⋃
k=1

fk(U) = C.

Como fk no es constante para ninguna k los conjuntos fk(U) son abiertos. La compacidad
de J implica la existencia de n ∈ N tal que (10.3.3) es cierto.
Por otro lado, si G omite el valor w0 ∈ C, entonces⋃

k∈N

fk(U) = C\{w0}.

Si existiera z ∈ C\{w0} tal que f(z) = w0, entonces habría k ∈ N tal que z ∈ fk(U).
Esto implicaría w0 = f(z) ∈ fk+1(U) ⊆ C\{w0}, una contradicción. Entonces w0 es el
único cero del polinomio f −w0 y luego f(z)−w0 es un múltiple constante de (z−w0)d,
donde d ≥ 2 es el grado de f . Como f es mónico, f(z) = w0 + (z − w0)d. Para k ∈ N y
z ∈ D1/2(w0) obtenemos que

|fk(z)− w0| = |z − w0|d
k ≤

(
1
2

)dk
→ 0

cuando k →∞, independientemente de z. Eso muestra que (fk) converge uniformemente
en D1/2(w0), así que w0 ∈ F . En seguida, J ⊆ C\{w0} y (10.3.5) también se cumple en
este caso.
Para mostrar la segunda afirmación, sean z1 ∈ J y Ω un subconjunto relativamente

abierto de J . Existe U ⊆ C abierto tal que Ω = J ∩ U . Por (10.3.3) existe k tal que
z1 ∈ fk(U). Por consiguiente, usando f−1(J) = J obtenemos

Ω ∩ f−k(z1) = U ∩ J ∩ f−k(z1) = U ∩ f−k(z1) 6= ∅.
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10.3.11 Nota. El Teorema 10.3.10 implica que J es autosimilar el el siguiente sentido:
sea z0 ∈ J tal que fk no tiene derivada cero en z0 para ninguna k. Sea U una vecindad
abierta de z0 y sea n el número dado en (10.3.3). Si V ⊆ U es abierto y suficientemente
chica, entonces la restricción de fk a V es un mapeo conforme para k = 1, 2, . . . , n.
Por la invariancia completa de J se tiene que fk(V ∩ J) = fk(V ) ∩ J para estas k, es
decir, imágenes conformes locales de J aparecen en muchos lados en J , nada más en otra
escala.

Para poder aprovechar de las representaciones gráficas de conjuntos de Julia necesita-
mos:

10.3.12 Definición. Sea f una función racional. El conjunto de Julia relleno de f es
la unión del conjunto de Julia de f con todas las componentes acotadas del conjunto de
Fatou de f .

Restringiéndonos a polinomios de la forma fc(z) := z2 + c, c ∈ C, denotamos por Jc
el conjunto de Julia de fc.

10.3.13 Definición. El conjunto de MandelbrotM es el conjunto de todos los paráme-
tros c tal que (fkc (0))k es una sucesión acotada.

Se puede mostrar que c ∈ M si y sólo si Jc es conexo. En lo siguiente mostramos
la forma de algunos de estos conjuntos, ver figuras 10.1– (generadas con el programa
fraqtive, el cual puede ser descargado de http://fraqtive.mimec.org/).

Figura 10.1: El conjunto de Mandelbrot
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Figura 10.2: Conjunto de Julia relleno para c = 0.251.

Figura 10.3: Conjunto de Julia relleno para c = −0.148− 0.652i.

Figura 10.4: Conjunto de Julia relleno para c = −0.1− 0.7i.
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