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Introduccion

Sean N € Ny Q C RY una regién acotada. Consideramos la ecuacién diferencial parcial
eliptica

(0.1) {—Au(z) +a(@u(e) = f(z),  weQ,

u(z) = g(x), x € 01,

para una funcién no conocida u: @ — R, donde a, f: @ = Ry g: 9Q — R son funciones
continuas. De acuerdo

0.1 Ejemplos. Empecemos con unas aplicaciones basicas, suponiendo que a es constan-
te.

(a) Si u es el potencial eléctrico en una regién €2, f la densidad de carga eléctrica y g el
potencial fijado por 0f, entonces u satisface (0.1) con a = 0.

(b) Si u es la distribucién estacionaria de temperatura en un cuerpo 2 y g la temperatura
fijada sobre 0€2, entonces u satisface (0.1) con a = f = 0.

(c) Las soluciones del problema del valor propio

0.2) { —Au(x) = ())\u(x) x €}

x € 01,

EU(t,a:):AIU(t,x) t>0, x €,
(0.3) U(t,z) =0, t>0, x €09,
U(O,ZL‘) - U()(J/’), r € €,

la ecuacién de la difusion o la conduccion del calor.
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(d) Las soluciones del problema (0.2) también sirven para construir soluciones de la ecua-
cién de ondas:

( O?

— =A Q

5 (t, ) LU(t, ) xreQ t>0,
= Q >
(0.4) U(t,z) =0, red, t>0,

U(0,z) = Up(x), x €,
0

L &U(O,x)zUl(ZE), x e .

Con ecuaciones de este tipo uno modela la propagacion de ondas electromagnéticas
(por ejemplo de la luz), u oscilaciones (por ejemplo de cuerdas o diafragmas).

(e) La teoria de estas ecuaciones lineales es basica para estudiar ecuaciones no lineales,
por ejemplo modelos de reaccién-difusion que aparecen en la quimica y la biologia:

0

aU(t,x):AIU(t,az)ij(t,a:,U(t,x)) t>0, ve,
(0.5) Ult,z) = g(t,z, U(t, 7)), £>0, z €89,
U(0,z) = Up(x), z €,

(f) La ecuacién de Schrodinger de la teoria cuantica, lineal o no lineal, necesita una teoria
similar, con la diferencia que se usan funciones con valores complejos.

Si €2 es una bola o de otra forma sencilla y si a es constante, muchas veces uno puede
expresar la solucién de (0.1) explicitamente por un integral sobre funciones conocidas,
utilizando la solucion fundamental. Pero si 2 es mas complicado y a depende de x, en
general esto no es posible. Entonces uno se interesa en una teoria mas general que trata la
existencia de soluciones de (0.1). Usando las herramientas de Analisis Funcional daremos
los siguientes resultados, entre otros:

(a) Existe ug tal que para todo p > pg

(0.6) { —Au+ au + pu = f, en {2,

u=g, sobre 02,

tiene una y sélo una solucion.

(b) Existe una sucesién p, tal que p, — —oo cuando n — oo y tal que (0.6) tiene una y
s6lo una solucién para todo p € R\ >~ {n}-

(¢) Analizaremos lo que pasa si p = pu, en (b).
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(d) Demostraremos que existe una base Hilbertiana {¢,} de L?(Q) que cumple

—A n T n — /\n ) Q7
0.7) { ©n + ap © en

wn =0, sobre 0f2,

donde A, > 0, A\,, — oo son los valores propios y los ¢,, son las funciones propias del
problema (0.2).

Regresando al los Ejemplos 0.1(c) y (d) donde a = 0, observamos que U; € C3(Q) tiene
una representacion

(0.8) U(x) =) chpn(x),  i=0,1
n=1
porque {¢,} es una base Hilbertiana. Con esto y con (0.7), la solucién de (0.3) es
(0.9) Ult,z) = e on(x),
n=1

y la solucién de (0.4) es

(0.10) Ult,z) = i (62 cos <\/)\_nt> + \/Cill\_n sin <\/>\_nt)> on ().

Eso demuestra la utilidad de conocer la base Hilbertiana {y,}.




1. Analisis Funcional

1.1. Espacios de Banach

1.1.1. Meétricas y Normas

1.1 Definicién. Sea E un espacio vectorial sobre R. Una norma en E es una aplicacion
E —[0,00),  +— ||z]| que satisface

(1) |z|| =0siysélosiz=0
() ||az|| = |af ||z|| para todo « € Ry todo z € E

() [z +yl| < [lz]| + [ly[| para todo z,y € E.

La pareja (F, || -]|) se llama un espacio vectorial normado. La norma induce una métrica
d(z,y) = ||x —y|| en E. Si (F,d) es un espacio métrico completo, entonces se dice que
(E,||-|]) es un espacio de Banach.

Notacion. Sea (X, d) un espacio métrico, z € X, r > 0. Definimos

Up(z) =U(2;X) :={ye X |dzy) <r} bola abierta
B, (z) := B (; X) :={y € X | d(z,y) <r} bola cerrada
Sp(z) == Sp(x; X) i={ye X |dz,y) =1} esfera

Si X es un espacio normado y x = 0, suprimimos z de la notacién: U, := U,(0), U, X =
U, (0; X), etc.

1.2 Definicién. Sea E un espacio vectorial y sean || -||; y || - || dos normas en E. Entonces
|- 11 ¥ |||z son normas equivalentes si existen constantes C1, Cy > 0 tales que
(1.1) Chllzlly < fllls < Collzfh

para todo x € E.

1.3 Proposicién. Sean |- |1 y ||-||2 normas equivalentes en E. Denotamos por E; al
espacio normado (E, | -||;) para i = 1,2. Entonces coinciden las sucesiones convergentes
en By y Es, y coinciden las sucesiones de Cauchy en Ey y Es.
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Demostracion. Existen constantes C, Cy como en (1.1). Sea (z,,) una sucesién convergente
en Ey, es decir, existe z € E) tal que ||z, — z||; — 0 cuando n — oco. Entonces

[z = 2lla < Cof|lzn — 2|y = 0,

es decir, (x,) converge en Fs. La otra direccién se obtiene similarmente.
Ahora sea (x,) una sucesién de Cauchy en E;. Entonces

Ve > 03n(e) Vm,n > ny(e): ||om — x|l < e.

Definimos ns(g) := ny(e/Cs) para todo € > 0. Obtenemos
6 p—
Cy

es decir, (x,,) es una sucesién de Cauchy en Es. La otra direccién se sigue andlogamente. [

Ve > 0Vm,n > ny(e): ||[om — xnlla < Col|lm — xn]l1 < Co g,

1.4 Nota. Sean X,Y espacios métricos con métricas dx y dy. En X X Y se define la
métrica natural dxy por

Aoy (21, 41), (22, y2)) i= dix (21, 22) + dy (y1, o).

Analogamente, y consistente con lo anterior, para dos espacios normados F, F' se define la
norma natural en £ X F' por

1z Y)llexr = llzlle + [lyllr-

1.5 Nota. La suma en F es la aplicacién F' x E — FE, (z,y) — x + y, y la multiplicacién
por un escalar es la aplicaciéon R x £ — F, (a, x) — ax.

1.6 Proposicién. Sea (E,||-||) un espacio normado.

(@) =l = llylll < ll= = yll para todo x,y € E.
(b) La norma es una aplicacion continua.

(¢) La suma en E y la multiplicacion por un escalar son aplicaciones continuas.
Demostracion de la Proposicion 1.6. (a) Para todo z,y € E la desigualdad del tridngulo
implica que

[zl =1yl = llz =y + yll = llyll
< [l =yl + lyll — [yl
= llz—yll.

Por la misma razon se sigue que

lyll = Mzl < flz =yl

Entonces se obtiene (a).

(b) Eso se sigue de (a) directamente. En particular, la norma es Lipschitz continua con
constante 1.

(c) Tarea. O
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1.1.2. Operadores Lineales Acotados

1.7 Definicion. Sean FE. F' espacios normados, y sea L: ' — F' un operador lineal. L es
un operador lineal acotado si existe C' > 0 tal que

(1.2) | Lz||r < C||z|| g para todo x € E.

Un subconjunto A en un espacio normado E es acotado si sup,¢ ||z < oo.

1.8 Proposicion. Sean E, F' espacios normados, L: E — F' lineal. Las siguientes propie-
dades son equivalentes:

(1) L es acotado

(1) L es continuo

)
)
(1) Lx, — 0 six, — 0
(1v) eziste v > 0 tal que L(U.E) C U, F.
)

(v) L(A) es acotado para cada A C E que es acotado

Demostracion. (1) = (11) Supongamos que z, — x. En consecuencia, ||Lz, — Lz| =
[L[wn = 2]|| < Clln — 2] = 0.

(1) = (1x) Supongamos que x, — 0. Como L es continuo y L(0) = 0, se sigue que
Lx, — 0.

(1rr) = (1v) Sino existe tal r, entonces existe z,, — 0 en F tal que Lz, ¢ U, F para todo
n, es decir, tal que ||Lx,| > 1 para todo n. Pero esto contradice Lz, — 0 y la continuidad
de la norma.

(1v) = (v) Si A C E es acotado, entonces existe C' > 0 tal que A C UcE = U, E. Se
sigue que L(A) C L(UcE) C SULF = Uy, F, es decir, L(A) es acotado.

(v) = (1) Existe C > 0 tal que L(U;E) C UcF. Entonces se sigue que HL” e H <C
para todo x € E\{0}, y entonces ||Lz|r < C||z||g para todo z € FE. O

1.9 Ejemplo. Como es usual, para f: A — R denotamos
[f]loo := suplf(z)].
€A

Sabemos que los espacios LP para p > 1 son espacios de Banach. También sabemos que el
espacio
E = (C[Oa 1]7 ” ’ “OO)’

donde C10, 1] es el conjunto de las funciones continuas [0, 1] — R, es un espacio de Banach.
Analicemos el espacio normado

F=(C0, 1, [+ [z1)-
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Tenemos para [ € C[0,1]:

1 1
1 = d ood - )]
1B AwwaAWHx T

es decir, el operador lineal £ — F', dado por la identidad, es acotado, y luego continuo por
la Proposicion 1.8.

Pregunta: ;Son equivalentes las normas? Vamos a demostrar que F' no es completo, de
donde se sigue que las normas no son equivalentes: Si las normas fueran equivalentes, por
la Proposicion 1.3 y porque E es completo, también F' seria completo, una contradiccion.

Para demostrar que F' no es completo consideramos la sucesién f,, en C]0, 1], dada por

fulx) = {nl O

n2
- S <az<L

Demostraremos que (f,,) es una sucesién de Cauchy en F' que no converge en F.
Sim > n entonces

1 /n* 7 q
n — Jm = - - d
5= fulle = pstm=m+ [ (=)
11
_n m
— 0

cuando m,n — oco. Entonces (f,,) es de Cauchy en F.

Supongamos que existe f € F tal que f,, — f en F, es decir, ||f, — f||r — 0. Ponemos
C :=||flloo- Si n > 2C entonces

1 1/0?
(1.3) an_f”F—/O Ifn(rc)—f(ﬂc)\dﬂcz/O |fu(@) = f(z)]dz

1 1

1/C? 1/C?
zé qmm—ummm;A fuwydo— 2 =1~

B > .
c C - 0

1>
2C

S|

Eso es una contradiccién. En consecuencia f,, no converge a f.

1.10 Ejemplo. Consideremos los espacios normados

E=(C0,1], -]l
F=(C[0,1], ]| l«)

y el operador lineal
L:E—F Lf:=/f.

10
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Demostremos que L no es continuo. Para esto, consideramos la sucesion (f,) C F, dada
por fn(z) = 2" Se sigue que ||fullz =1,y

IZfalle = 1f'llc = sup [na""'| =mn
z€[0,1]

para todo n € N. En consecuencia, L(B;FE) no es acotado en F', y por la Proposicién 1.8
L no es continuo.
Si definimos

1l =1l + 1 ooy Er = (CHO 1], (I [l2),

en consecuencia
ILf e =1 oo < M flloo + 11 oo = £ 1l

L es acotado y continuo entre F; y F.
Esto demuestra que las propiedades de espacios y operadores dependen fundamental-
mente de las normas que se usan.

1.11 Teorema. Sea (E,||-||) un espacio normado de dimension finita.

(a) A C E es compacto si y sélo si A es cerrado y acotado.

(b) Si |- |2 es otra norma en E entonces ||-|| y || - || son normas equivalentes.

Demostracion. Sea N la dimensién de FE, sea {ej,es,...,exy} una base de E, y sea
L: RN — F dado por

N
(', 2%, ... 2N) = kaek.
k=1

Entonces L es un isomorfismo lineal. Demostremos que L también es un homeomorfismo
(es decir, L y L™! son continuos), donde RY tiene la norma

Si z, — x en RV entonces ¥ — 2* para k = 1,2,..., N. Por la Proposiciéon 1.6(c)
(continuidad de las operaciones) se sigue que

N N
Lz, = zFe, — xFe, = Lx
n
k=1 k=1

en E. Entonces L es continuo. Como S;RY es compacto en RY, también L(S;RY) es
compacto en E. Como 0 ¢ L(S1RY), C := min,eg,zn|| L2z > 0 (el minimo existe por la
compacidad de L(S;RY) y la continuidad de la norma). Se sigue que para todo z € R¥\{0}:

> C,

HLL
FE

|z]2

11
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y entonces

1
|z]> < 5||L5L“||E

para todo z € RY. En consecuencia, se tiene que para todoy € Ey o := L™y

B 1
1Lyl < =lylle.

es decir, L' es continuo.

(a): Sea M := L7'(A). Si A es compacto, entonces M es compacto como imagen de
A bajo la aplicacién continua L~!. Por lo tanto M es acotado y cerrado en RY. Como
A= L(M)y L es acotado, la Proposicién 1.8(v) implica que A es acotado. Claramente un
conjunto compacto es cerrado.

Si A es cerrado y acotado, M es acotado porque L~! es acotado. M es cerrado como la
preimagen de A bajo la aplicacién continua L. En seguida M es compacto en RY, y A es
compacto como la imagen de M bajo L.

(b): Escribimos || - ||y := || - ||. Como Ly L' son continuos para las dos normas, existen
constantes C1, Cy, C5,Cy > 0 tal que

Chlzle < || Lafly < Colzls
Cslzlz < || Laflz < Cylzls

para todo z € RY. Entonces se sigue para todo y € E:

Cs _ _ Cy
—yll < C5|L7 Myl < flylle < Ca|L71yle < = lylls-
CQ Ol

1.1.3. El Algebra de los Operadores Acotados

1.12 Definicién. Sean F, F' espacios normados. Definimos el conjunto
L(E,F):={L: E— F| L es lineal y acotado }.

Es facil ver que L(F, F) es un subespacio vectorial de los operadores lineales. Para L €
L(E, F) definimos

Il eqe.ry = sup{ [|Le]p | 2 € E, |[z]ls <1},

Escribimos L(F) := L(E, E).

1.13 Proposicién. (a) |- ||z(z,r) es una norma en L(E, F). Satisface
L
| Ll ee.r) = sup{ I L2l x € E\{0} }
] 2

12
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(b) Si F' es completo, también L(E, F') es completo.

(c) Si E,F,G son espacios normados, si A € L(E,F) y B € L(F,G), entonces BA €
L(E,G)y
|1BAl|zec) < |All e, | Bllerae)-

Demostracion. (a) Si z € E\{0}, entonces

el _ HL
EE

y en consecuencia

Por otro lado, para todo = € E tal que 0 < ||z||g < 1 se cumple que

L L
ol < WEalle Il
2]l e z€F\{0} 7|z
y luego que
Lz
L]l g(m,ry = sup [|Lz|r < sup | Lol
z€EBLE z€E\{0} HJCHE
Demostrar que || - ||z(g,r) es una norma es facil, lo omitimos.

(b) Supongamos que (L,) es una sucesién de Cauchy en L(FE, F'). Entonces

(1.4) Ve > 03ng(e) Vm,n > noVr € E:
[Lm@ = Ln@|[p < | L = Lulles.mlle] e < ezl

Entonces, para todo € E la sucesién (L,z) es de Cauchy en F. Como F' es completo,
podemos definir Lz := lim,, ., L,z para todo z € E. Se sigue facilmente por la continuidad
de las operaciones en E'y F que L es un operador lineal.

Falta demostrar que también L € L(E,F)y L, — L en L(E, F).

Fijamos un € > 0, n := ny(e), y dejamos m — oo en (1.4):

Vo€ B: |Lallr ~ | Luozllr < |22 — Lugeyzllr < ellz]le.

y entonces
Ve e E: |[Lallr < (e + [ Lyl ) 7|,

es decir, L € L(E,F) y ||L|lzg,r) < €+ || Lng(e) |l c(5.F)-
Dejamos m — oo en (1.4) otra vez y tenemos que

Ve > 03ng(e)Vn > no Ve € E:  ||Lx — Lyz||r < €l|z|| 5.

13
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Se sigue que
Ve > 03ng(e) Vn > ng:  ||L — Ly||lzer) <&,

es decir, L,, - L en L(E, F).
(c) Es claro que BA es un operador lineal. Para todo x € E se cumple

|BAz|e < |IBllereylAzllr < 1Bl Allee,m ) s,
de donde se siguen las afirmaciones. O

1.14 Nota. Sea E un espacio de Banach. El espacio L(FE) es de Banach y tiene una
estructura adicional, la composicion £ x £ — E, (A, B) — AB, que cumple ||[AB]| <
||All || B|. Este mapeo de compociciéon (o multiplicacién) en L£(E) es continuo, lo cual sigue
de la Proposicion 1.13(c).

En general, si un espacio de Banach A tiene la estructura de un Algebra y cumple
|ab|| < ||all ||b]| para todo a,b € A, A se llama un Algebra de Banach.

1.15 Proposicién (La Series de Neumann). Sea E un espacio normado, y sea A € L(E)
tal que || Al zg) < 1. Entonces I — A es invertible en L(E) y se cumple

1

(1.5) 11 = A)7Y < T4

Demostracion. Definimos una sucesion (A,,) en £(E) por

A, = 2": Ak,
k=0

La Proposicién 1.13(c) implica por induccién que para todo k € Ny
(1.6) AR < [lA]*.

Como 4] < 1, (1.6) dice que A* — 0 en L(E) cuando k — oo. Ademds, la series

geométrica
o
> Il
k=0

converge absolutamente. Eso implica que la sucesion de sus sumas parciales es una sucesion
de Cauchy en R. Por (1.6) tenemos para m > n que

oA DAt < YAl

k=n+1 k=n+1 k=n+1

HAm - An” =

En consecuencia (A,) es una sucesién de Cauchy en L(E), que converge a un elemento
B € L(F) porque ese espacio es completo.

14
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Para todo n € N tenemos
(1.7) (I—-A)A,=T—-A""'=A,(I-A).
La continuidad de la multiplicaciéon en £(E) implica, dejando n — oo, que
(I —A)B=1=DB(I-A),
es decir, [ — A es invertible y (I — A)™! = B = lim,, ;o A, O

1.16 Nota. En el contexto de la Proposicion anterior se denota

(1.8) (I—A)"= iA’f.
k=0

1.1.4. Espacios Duales

1.17 Definicién. Sea E un espacio normado. El espacio dual de E es el espacio de las
funciones lineales continuas:

E = L(E,R).
Size FEy féeFE, denotamos

(f,z) = f(z).
Como R es un espacio de Banach, la Proposicién 1.13(b) implica que también E’ es un
espacio de Banach.

1.18 Ejemplo. (a) Para E := (C[0,1],] - ||le) ¥ un x¢ € [0,1] la aplicacion L: £ — R,
Lf := f(zo), es una funcién lineal continua: |Lf||g = |Lf] = |f(x0)|] < ||f||&-

(b) Para E = L'(Q2), donde Q C R es abierto, la aplicaciéon

u /Qu(x) dz

es una funcién lineal continua. Eso se sigue de
/ u(z)de| < /\u(az)] dr = ||ul| 1)
Q Q

(c) Para £ := LP(Q), donde Q C RY es abierto, p,p’ > 1, %—l—}% =1y felr(Q),la
aplicacion

u»—>/9f(a;)u(:c)dx

es una funcién lineal continua. Eso se sigue de la desigualdad de Holder:

< / @) (@) dz < 117wl oo
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1.1.5. Proyecciones

1.19 Nota. El niicleo y el rango de un operador lineal son subespacios lineales. El nticleo
de un operador lineal continuo es un subespacio cerrado porque es la preimagen del punto
0. El rango de un operador lineal continuo puede ser cerrado o no.

Notacién. Para un operador lineal A denotamos el rango por R(A) y el nicleo por N (A).

1.20 Definicién. Sea E un espacio vectorial. Una proyeccion es un operador lineal P: E —
E que satisface P? = P.

1.21 Proposicién. Sea E un espacio vectorial.

(a) Si P es una proyeccion en E, entonces I — P es una proyeccion, N'(P) = R(I — P),
N( —P)=R(P)y E=N(P)&R(P).

(b) Si E = X @Y, entonces eziste una proyeccion P: E — E donde R(P) = X y
N(P) =Y. La llamamos la proyecciéon sobre X a lo largo de Y.

Demostracién. (a): Calculamos (I — P)(I — P)=1—2P+ P> =1— P, es decir, I — P es
una proyeccion. Tenemos que

reN(I—-P) r—Pr=0
Pr=x
Jye F:x= Py

r € R(P)

Tt

y en consecuencia que N (I — P) = R(P). Como P = I — (I — P), el mismo argumento da
N(P)=R(I — P).

Supongamos que x € N(P)NR(P) = N(P)NN (I — P). Esto implica que z = Px = 0,
es decir N(P)N'R(P) = {0}. Para x € E tenemos x = x — Pr+ Px = (I — P)x + Px €
R(I — P)+R(P)=N(P)+R(P).

(b): Para z € FE existen elementos tinicos x € X y y € Y tal que z = x + y. Definimos
un operador lineal P: £ — E por Pz := .

Six € X, entonces Px = x por la unicidad de la descomposiciéon de x en elementos en
X y Y. Esto implica para cualquier z € E que P?2 = Pz, es decir P es una proyeccién
y R(P) = X. Si y € Y, entonces tenemos Py = 0 por unicidad, y similarmente Pz = 0
implica que z € Y. Eso demuestra que N (P) =Y. d

1.22 Definicién. Sea E un espacio normado, y sean X, Y subespacios cerrados de F tal
que £ =X @Y. Entonces X y Y se llaman suplementarios topoldgicos.

1.23 Lema. Si E es un espacio normado y si P € L(E) es una proyeccidon, entonces N (P)
y R(P) son suplementarios topoldgicos.

16
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Demostracién. Como P es continuo N(P) es cerrado. Usando R(P) = N(I — P) y la
continuidad de I — P, obtenemos que R(P) es cerrado. Por la Proposicién 1.21(a) se sigue
la afirmacion. O

1.24 Nota. Mas adelante veremos que si X, Y son suplementarios topologicos de un espacio
de Banach F, entonces la proyecciéon sobre X a lo largo de Y es continua.

1.2. Espacios de Hilbert

1.2.1. Productos Escalares

1.25 Definicién. Sea E un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion F x E — R, escrita
como (z,y) para x,y € E, es un producto escalar si cumple:

(1) (z,2) > 0 para todo z € E, y (z,x) = 0 siy sélo si x = 0 (definida positiva).
(1) (+,x) y (z,-) son funciones lineales para todo = € E (bilineal).
(1) (x,y) = (y,x) para todo x,y € E (simétrica).
Si (z,y) = 0 escribimos z_ly. Para A C E ponemos
At :={z € E|rLlyparatodoyec A}.

1.26 Proposicién. En un espacio E con producto escalar (-,-) ponemos |z| =
V(z,z).

(a) Se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(@ y) < llzl[ vl para todo z,y € E.

(b) Para todo x,y € E se cumple: x Ly si y sélo si ||y|| < || \x + y|| para todo \ € R.
(c) |||l es una norma en E.

(d) Para todo x € E la funcion lineal f, = (x,-) es continua y tiene norma ||f.||z =
2]l -

(e) Se cumple la desigualdad del paralelogramo:

lz +ylI* + llo = ylI* = 2[l2|* + 2]lyl*  para todo x,y € E.

17
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Demostracion. (a) Para x = 0 no hay nada que demostrar. Entonces supongamos que
x # 0. Definimos un polinomio cuadrado en A:

FO) = 1Az + gl = M) + 2X(z, ) + [ly]I*.

Sea \g el punto donde f alcanza su minimo:

! x?
0= f"(No) =2Xo[lz]]* +2(z,y) = A= _(Hx’:‘gg
Entonces
(z,9)*  (2,9)° 2 s (2,9)°
(1.9) 0 < Ihoz+ylI> = f(ho) = - + [lyll* = llylI* =
’ ’ |22 |2 ]2

De esto se sigue la afirmacion.

(b) La parte “sélo si” es una consecuencia de |[A\x + y||> = N2||z||* + |ly||* > ||y||* para
todo A € R. Inversamente, si x # 0 y Ag es como en la demostracion de (a), se sigue de
(1.9) que
(z,y)°

HMVSH%x+MF=HMF—|MW'

En consecuencia, (z,y) = 0.
(c) Las propiedades de la definidad positiva y ||az|| = |«|||z|| son triviales. La desigual-
dad del tridngulo se verifica usando (a):

Iz +ylI* = ll2® + 2z, 9) + lyll* < = + 2ll=[ vl + lyl* = (=l + [ly])*

(d) Eso se sigue de (a) y de (x,z) = ||z]| ||z||.
(e) Es un calculo facil. O

1.27 Nota. Una norma esta dada por un producto escalar si y sélo si cumple la desigualdad
del paralelogramo.

1.28 Definicién. Un espacio E con producto escalar es un espacio de Hilbert si (E, | -||)
es un espacio de Banach.

Desde aqui para el resto de la Seccién 1.2 F siempre sea un
espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y norma || -|.

1.29 Ejemplo.
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(a) RY con el producto escalar (x,y) := chvzl xhyk.
(b)

P { e | St <o )

k=1

con el producto escalar (z,y) := >, z¥y".

(¢) L*(2) con el producto escalar (u,v) := [, u(x)v(z)dz.

1.2.2. Ortogonalidad y Proyecciones Simétricas

1.30 Proposicion. Sea X un subespacio de un espacio de Hilbert E.

(d) X+ = (XHt =X.

1

Demostracion. (a) Para todo z € E 1.26(d) implica que z— es cerrado porque es el nicleo

de la funcién lineal continua f,. Entonces

XL:(WmL

zeX

también es cerrado.

(b) Es claro que (X)*+ C X*. Inversamente, consideramos y € X*. Entonces X C y*.
Como y* es cerrado, X C y*, es decir que y € (X)*.

(c) Es claro que X N X+ = {0}. Para cada z* € E hay que obtener y* € X y z* € X+
tales que o* = y* + z*. Sea (y,) € X una sucesion tal que

(1.10) lim [|2* — y,|| = inf |z* — y| =: .
n—oo yeX

La identidad del paralelogramo y (¥, + ¥,)/2 € X implican que
Y = yall* = (g — %) = (g — 2")||?

= 2[|7" = ym|I® + 2/|z* — ynl* — 4|2 — (ym + ya) /2|

< 202" = y* + 202" — yul* — 4

— 0
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cuando m,n — oo. En consecuencia, (y,) es una sucesiéon de Cauchy que converge a un
y* € X. La ecuacion (1.10) y la continuidad de la norma implican que

(1.11) |z —y*|| = a.

Sea y otro punto en X que cumple (1.11). Consideramos la sucesién (y,) dada por
vyt yt ur, vt yt, - .. que cumple (1.10). La prueba anterior dice que también esta sucesién
(y,) converge, es decir y* = yi. Entonces y* es el tinico elemento en X que satisface
2" =yl = o _

Pongamos z* := x* — y*. Entonces para todo y € X y todo A € R se sigue que

2] = [l2" = "] < [l2" —y" + Ayl = [|2" + Ay

porque —y* + Ay € X. Usando 1.26(b) se obtiene que z* Ly y ademds z* € X*.

(d) Si z € X entonces (z,y) = 0 para todo y € X*+. Se sigue que z € (X+)*. Como eso
se cumple para todo z € X entonces X C X+t Como X1+ es cerrado por (a), también
X C X+, Por otro lado, si # € X+ demostraremos que x € X. Por (c), existen y € X y
z € XH\{0} tal que z = y + 2. Como 12 y yLz, obtenemos

0=(2,2) = (y+2,2) = (y,2) + (2,2) = ||2]]%,
es decir, z=0yz =y € X. O

1.31 Definiciéon. Sea P una proyeccion en E. P es una proyeccion ortogonal si

R(P)LN(P).

1.32 Definicién. Un operador lineal A: E — E que cumple (Az,y) = (z, Ay) para todo
x,y € E es simétrico. Como el producto escalar es una funciéon bilineal, el conjunto de
operadores lineales simétricos es un subespacio lineal del espacio de los operadores lineales.

1.33 Proposicion. Una proyeccion P en E es ortogonal si y solo si es simétrica. En este
caso P € L(E) y ||Plley =1 o ||Plzry = 0. Ademds, N(P) y R(P) son cerrados.

Demostracién. Sea P ortogonal. Como N (P) = R(I — P), entonces para todo z,y € E se
sigue que
(Pz,y) = (P, Py + (I = P)y) = (Pz, Py),

y por la misma razon se sigue que (z, Py) = (Px, Py). Entonces P es simétrico.
Sea P simétrico. Entonces para todo z,y € E se sigue que

(Px7(I_P)y):(I>P(I_P)y>:(‘7;7<P_P2)y):<$>(P_P)y):07

es decir, R(P)LN(P).
Para todo z € F

|Pz||* = (Pz, Px) = (z, P*z) = (z, Pz) < || || P
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Por lo tanto, P € L(E) y ||P|| < 1. Si P # 0, entonces existe x € E tal que y := Pr # 0y

1Pyl _ [P
Iyl ([Pl
Por eso ||P| > 1.
Como P es continuo el Lema 1.23 dice que R(P) y N(P) son cerrados. O

1.34 Teorema (Fréchet-Riesz). Para todo f € E' existe precisamente un x € E tal que

[ = (13,)

Demostracion. Para demostrar la unicidad, sean z1, 29 € E tal que f = (z1,) = (22, ).
Entonces (7 — x2,y) = 0 para todo y € E, es decir, 1 = 5.

Para la existencia, supongamos que f # 0. Entonces N'(f) # E. Como N (f) es cerrado,
E=N(f)eN(f)ty f: N(f)* — R es inyectivo, es decir biyectivo. Esto implica que

(1.12) dim(N(f)*) = 1.

Elijamos z € S1E N N(f)t. Denotamos por P la proyeccién ortogonal sobre N'(f)* y
pongamos x := f(z)z. Sea y € E. Por (1.12) existe a € R tal que Py = az. Calculamos

(z,y) = (Pz,y) = (z, Py) = f(2)(z, Py)
f(2)a(z,2) = f(az) = f(Py) = f(Py+ (I — P)y) = f(y).

t

1.35 Nota. En la situacién del Teorema 1.34 se cumple que || f||z = ||z||g por la Propo-
sicién 1.26(d). También la aplicacion £ — E’, dada por = + (z,-), es lineal y biyectiva.
Entonces los espacios F y E’ son isomorfos isométricamente.

1.36 Lema. Sea A € L(F).

(a) St o> 0 es tal que
(1.13) | Az|| > o z| para todo x € N'(A)*,

entonces R(A) es cerrado.

(b) Sia >0 es tal que
(1.14) (Az,x) > af|z|? para todo x € E,

entonces A es un isomorfismo.
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Demostracion. (a): Como E = N (A) & N(A)*, entonces
L= AlN(A)l : ./\/’(14)L — R(A)

es biyectivo. Por (1.13) L™! es continuo; es decir, L es un isomorfismo. Para demostrar
que R(A) es cerrado, sea (x,) una sucesién en R(A) que converge en E a un x. Pongamos
Yn = L7 2, Por ||ym — ynll < I|IL7Y ||2m — x,|| se sigue que (y,) es una sucesién de
Cauchy en E. Como E es completo y N'(A)* cerrado, existe y € N(A)* tal que y, — .
La continuidad de L implica que z,, = Ly,, — Ly, es decir z = Ly € R(A). Entonces R(A)
es cerrado.

(b): Para todo x € F (1.14) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz implican

|(Az, )|

]

(1.15) | Az] > > allal].

Es claro que A es inyectivo. El punto (a) dice que R(A) es cerrado, es decir, F = R(A) ®
R(A)*. Demostremos que A es suprayectivo. Supongamos que R(A) # E. Por tanto existe
r € R(A)\{0}, y (Az,z) = 0. Esto contradice a (1.14). La continuidad de A~! se sigue
de (1.15). O

1.2.3. Sistemas Ortonormales

Notacidén. Si A es un subconjunto en un espacio vectorial, por [A] denotamos la envolvente
lineal de A. Si A = {1, x9,...} es numerable, escribimos [z, zo,...]| = [A].

1.37 Definicién. Un sistema ortonormal numerable (finito) es un subconjunto {ex}3,
({ex}r_,) de E tal que (e;,€e;) = 6;; para todo 4,5 € N (4,7 =1,2,...,n).

1.38 Proposicién. Sea {e}}72, un sistema ortonormal numerable (o finito) en E y sea P
la proyeccion ortogonal sobre X, donde X := [eq, es,...]. Para todo x € E se cumplen:

(a) La series Y o |(z,ex)|? converge en R, y la series Y, (x, ex)er converge en E.

(b) Se cumple

[e'e} 2 [e’e]
D (moener]| =D |(x e
k=1 k=1

(¢) >opmi (@, ex)ex = P

Demostracion. Para © € E definimos Pyx = (x, e;)eg. Para todo x € E se cumple

Piz = ((z,ex)er, ex)er = (x,ex)(er, ex)ex = Prr,
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es decir Py es una proyeccién sobre [e;]. Ademds, para todo =,y € F

(Pre,y) = (2, ek)ex, )
= (2, ex)(ex, y)
= (, (y, ex)ex)
= (

z, Ppy).

Eso demuestra que Py es simétrico. En consecuencia, Py es la proyeccion ortogonal sobre
lex], por la Proposicién 1.33.
Como los e son ortogonales dos a dos, @, := >.._, Py es una proyeccién sobre
[e1,€2,..., €], y como los Py son simétricos, también @), es simétrico, es decir ortogonal.
Fijemos x € E. Tenemos Q,z =Y ,_,(, e )e;. Por la ortogonalidad se sigue que

(116) Y| e =

Esto implica que >~ ,|(x, e)]* converge en R. Calculamos, usando la ortogonalidad otra

VEZ:
= 3 fen)

k=m+1

n

Z(x,ek)ek

k=1

= 1@nzl* < |Qnzl® + I — Qu)=|* = [l

n

Z (x,ex)e

k=m+1

1@z — Qua||* =

Entonces Q,,« es una sucesiéon de Cauchy en E, y converge a un elemento de X porque E
es completo. Eso demuestra (a). Dejando n — 0o en (1.16) demuestra (b).
(c) Definimos Qz := lim,,_,o, @,z para z € E. La continuidad de las operaciones implica

que @ es lineal. Ademés, como ||@Q,|| = 1 para todo n, para todo = € E se tiene
IQall = lim [ Quall < i [Qullz] = el

Se sigue que @ € L(E).
Para x € 'y m > n tenemos

Qanx = 62713j

por la definiciéon de los @,,. Dejando m — oo y después n — oo, utilizando la continuidad
de @, obtenemos Q?r = Quz, es decir, @ es una proyeccién con R(Q) € X. Claramente
X C R(Q) porque Qex = e para n > k. El Lema 1.23 y la continuidad de @ implican
que R(Q) es cerrado. Por lo tanto, X C R(Q) y Q es una proyeccién sobre X.

Sean z,y € E. Calculamos

(Qv.y) = lim (Quz,y) = lim (z,Quy) = (+,Qy)

utilizando que @, es simétrico. En consecuencia, () es simétrico, es decir, ortogonal, y por
tanto ) = P. O
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1.39 Definicién. Un sistema ortonormal numerable (o finito) {ex}res en E es una base
Hilbertiana si

(1.17) T = Z(x, ex)ex para todo x € E.
keJ

Aqui J es un conjunto de indices numerable (o finito).
1.40 Lema. {ex}res es una base Hilbertiana si y sélo si E = [e,eq,...].

Demostracion. Si{ey} es una base Hilbertiana en E, entonces [ey, €9, ...] C E. La inclusién
inversa se sigue de (1.17).

Si E = [ey,eq,...], entonces sea P la proyeccién ortogonal sobre [eq, ey, . ..]. La Propo-
sicién 1.30(c) implica que P = I. Por lo tanto, para todo x € E La Proposicién 1.38(c)
implica que x = Px =Y, _ (7, ex)ex. O

1.41 Definicién. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto A C X es denso si A = X.
X es separable si contiene un subconjunto numerable y denso a la misma vez.

1.42 Lema. Sean X, Y espacios métricos, A C X denso en X,y f: X — Y una aplicacion
continua tal que f(X) es denso en' Y. Entonces f(A) es denso en'Y .

Demostracion. Sea y € Y. Existe una sucesion (z,,) C X tal que f(z,) = y en Y, porque
f(X) es denso en Y. Como A es denso en X y f es continuo, para todo n podemos agarrar
a, € A tal que d(f(x,), f(a,)) < 1/n. Se sigue que

d(y, fan)) < d(y, f(zn)) + d(f(2a), flan)) < d(y, f(za)) + % 0

cuando n — oo. O

1.43 Ejemplos. (a) RY con cualquier norma es separable: Q" es numerable y denso en
RV,

(b) 1? tiene una base Hilbertiana numerable dada por e; = (0,0,...,0,1,0,0,...) donde
la 1 es en el lugar k. Eso se sigue de

n

T — Z(x, ex)er

k=1

2

2 o]
= > =0

12 k=n—+1

n
T — E zFey
k=1

cuando n — oo. En la tarea se prueba que un espacio con base Hilbertiana numerable
es separable. Entonces [? es separable.

12

(c) Sea K C RY compacto. Entonces C(K), el conjunto de funciones continuas de K en
R, con la norma || - ||o, es separable (Teorema de Stone-Weierstraf).
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(d) Sea © C R™ abierto y acotado, y sea p € [1,00). La inclusién de C(Q) en LP(Q) es
continua:

1/p
fullrey = ([ Jue)l o) < meas() ..
Q

La inclusién también es densa, y C(Q) es separable por (c). Entonces el Lema 1.42
dice que LP(2) es separable.

(e) 1°°, el espacio de las sucesiones acotadas en R con la norma del supremo, no es separa-
ble: Supongamos que {z,,}>2; C [* es densa. Denotamos x,, = (£!,£2,...). Definimos

y = (W% . ..) €1 por

%Dk ': {fllz"’l si |€]l§|§1

0 Si no.

Entonces ||y — x,|[;= > 1 para todo n € N, una contradiccion.
1.44 Teorema. Si E # {0} es separable, entonces existe una base Hilbertiana numerable.

Demostracion. Supongamos que dim E = oo, el otro caso ya estd conocido. Sea {xj}32,
denso en E. Sea n; el primer indice tal que z,,, # 0. Si hemos definido nq, na, . .., ng entonces
sea ny41 el primer indice tal que xy, ., € [Ty, Tn,, . - ., Tp,]. Definimos y; := z,,. Entonces
{ye}?2, es un conjunto linealmente independiente tal que [z, x2,...] = [y1,¥y2,...], ¥y por

eso E = [y1,99,...]
Definimos z; := y1 v €1 := 21/|21]|. Si hemos definido ey, es, ..., e, entonces definimos
= y 1 i6 1 d b L
k1 = Yk+1 — i1 (Ukt1, €i)e; (la proyeccién ortogonal de yiyq sobre [eq, ez, ..., ex] ™).
Como {yx}2, es lincalmente independiente, zx+1 # 0. Definimos egy1 := 2gi1/||2k41l-
Es claro que {ex}2; es un sistema ortonormal numerable en E. También es claro que

le1,ea,...] = [y1,92,...], vy por eso E = [e1, eq,...]|. Ahora finalizamos con el Lema 1.40.
[

1.2.4. Operadores Adjuntos

1.45 Lema. Para todo x € E se cumple

]l = sup{|(z,y)| [ y € B }.

Demostracion. Es claro que sup{ |(z,y)| | y € By } < ||z||. Por otro lado, si z # 0 entonces
zflzll € Byy ||=ll = (2, 2/[z])) < sup{[(z,y)| [y € Bi }. O

1.46 Proposicién. Para todo A € L(E) existe precisamente un A* € L(E) tal que
(1.18) (Az,y) = (z, A™y) para todo x,y € E.

La aplicacion A — A* es un automorfismo isométrico de L(E).
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Demostracion. Fijamos A € L(E). Sea I': E' — E el isomorfismo isométrico dado en la
Nota 1.35. Definimos A: E — E’ por A(y)(z) := (Azx,y). Es claro que A es lineal. Ponemos
A* := T'A, un operador lineal que cumple (1.18). Facilmente se demuestra que éste es el
tnico operador lineal que cumple (1.18). En seguida, el mapeo A — A* es lineal.

Usando el Lema 1.45, calculamos

| Al = sup{ [|Az|| | z € B }
=sup{ (Az,y) | z,y € B }
= sup{ (z, A"y) | z,y € B }
=sup{ [|[A"y|| |y € B: }
= [l A7

Por eso A — A* es isométrico y inyectivo. Como A** = A, A — A* también es suprayectivo.
O

1.47 Definicién. A* se llama el operador adjunto de A.

1.48 Proposicién. Sea A € L(E). Entonces se cumplen:

(R(A))* =N (A, A) = N(A),

(R(A9))" = N(A), A%) = N(A)*.
Demostracion. Primero demostremos (R(A)): = N(A*). Usando la Proposicién 1.30(b)
se obtienen las equivalencias: z € (R(A))* & z € R( ) & VyeE: (x,Ay) =0 <

Vy e E: (A*x,y) =0 & x e N(A%).
La identidad (R(A)) = N(A*)* se sigue de la primera identidad usando la Proposi-
cién 1.30(d). Las otras identidades se siguen de las primeras dos porque A™ = A. U

1.49 Nota. Si A € L(E) tiene rango cerrado, entonces la Proposicién 1.48 implica que la
ecuacion
Ax =y

tiene una solucién si y sélo si y € N(A*)*. Particularmente tiene una solucién para todo
y € E siysolosi N(A*) = {0}. Si A es simétrico (es decir A* = A) y inyectivo, y si ademds
tiene rango cerrado, A es biyectivo.

1.3. Dos Principios Fundamentales

1.3.1. El Teorema de la Grafica Cerrada

1.50 Definiciéon. Un subconjunto de un espacio métrico es denso en ninguna parte si su
cierre no contiene ningin punto interior. Un espacio métrico es de primera categoria (de
Baire) si es una unién numerable de subconjuntos cerrados y densos en ninguna parte. Un
espacio métrico es de sequnda categoria (de Baire) si no es de primera categoria.
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1.51 Teorema (Lema de Baire). Un espacio métrico completo X # @ es de sequnda
categoria: Si A, C X son cerrados y si

(1.19) X = G Ay,
n=1

entonces existe n € N tal que int(A,,) # @.

Demostracion. Supongamos que A, C X son cerrados, cumplen (1.19) y que int(A,) = @
para todo n. Entonces X\ A, # @ es abierto y denso en X para todo n € N. Escogemos
r1 € X\A; y 1 > 0 tal que B, (z1) C X\A;. Escogemos 3 € Uy, (x1)\ A2 y 72 € (0,71/2]
tal que B,,(x2) C U,,(x1)\As. Siguiendo en esta manera obtenemos dos sucesiones (x,,) y
(rn) tal que para todo n € N

By (#ng1) € Ur, (20 \Ansr,  rnga € (0,70/2].
Se sigue que
(1.20) Ty € By, () € X\Ap, para todo n > m > 1.
Para n > m tenemos

1 m—1
AT, Tp) < 1y < <§> ry — 0 cOmo m — 00.

Por eso (x,,) es una sucesién de Cauchy que converge a un z € X. Para todo m € N (1.20)
implica que = ¢ A,,. Entonces z ¢ |J,~ | A, en contradiccién con (1.19). O

Notacién. Sean E un espacio vectorial sobre R, x € E, a € R\{0} y A, B C E. Denotamos

r+A={z+ylyeA}
aA:={ay|ye A},
A+B:={y+z|lyecA z€B}.

A es convezxo si (1 —t)x +ty € A para todo z,y € Ayt €[0,1].

1.52 Lema. Sea E un espacio normado sobre R y sean x € E, « € R\{0} y A,B C E.
Se cumple:

(
(

a) Si A es abierto, entonces x + A y A+ B son abiertos.

)
b) Si A es abierto, entonces aA es abierto.
(c)2ACA+A

)

(d) Si F es un espacio vectorial, L: E — F lineal, y A convezo, entonces L(A) es convezo.
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(e) Si A es convexo, entonces A es convexo.
(f) Si A es convexo, entonces 2A = A+ A.

1.53 Teorema (de la aplicacion abierta). Sean E, F' espacios de Banach y sea L € L(E, F)
suprayectivo. Entonces L es una aplicacion abierta, es decir, L(U) es abierto en F para
todo subconjunto abierto U de E.

Demostracion. Primero demostraremos que existe » > 0 tal que

(1.21) B,F C L(B/E).

Para n € N ponemos A,, := L(B,E). Como L es suprayectivo, tenemos que

O
n=1

y el Teorema 1.51 implica que existe ng tal que int(A,,) # @. Como A,, = ngA; Le-
ma 1.52(b) implica que también

int(A;) — int (iAno) = L, £ o

no )

y que existen yo € F'y r > 0 tal que Bs,.(yo; F') C A;. Existe una sucesiéon (z,) C B E tal
que Lz, — 3o cuando n — oco. Como —z,, € B E para todo n también L(—x,) € Ay y
—yo = lim,, o L(—x,) € A;. Entonces

(122) BQTF = BQT(O, F) = —%Yo + BQr(y(); F) Q Al + Al.

Por el Lema 1.52(d) y (e), A; es convexo. Usando el Lema 1.52(f) se sigue por (1.22) que
By, F C 2A; y entonces (1.21).
En la segunda etapa demostraremos que con r dado en (1.21) se cumple

(1.23) B,;sF C L(B,E).

Fijamos y € B, o F. Entonces (1.21) implica que existe z; € By o F tal que ||y — Lz || < r/4.
Usando (1.21) otra vez obtenemos 2z, € By/4E tal que ||y — Lz; — Lz|| < r/8. Siguiendo
en esta manera obtenemos una sucesién (z,) C E tal que
1 n+1
<r|{= .
=()

1n\" n
(1.24) leall < (5) , Hy—szk
k=1
leall <3 sl < (5) <1
k=1 k=1

Ponemos x, := >, _, zx. Por tanto
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Ademds paran > m

el = > = 3 (3 = (2)"

k=m+1 k=m+1

Entonces x,, converge a un z € By E. Usando (1.24) se verifica que y = Lz € L(B,F). Eso
finaliza la prueba de (1.23).

En el dltimo paso supongamos que U C F es abierto. Dado un y € L(U) existe x € U
tal que y = Lz. Como U es abierto, el Lema 1.52(a) implica que existe t > 0 tal que
r+ByE C U. De (1.23) se sigue que By, o F' C L(B:E). Entonces y+ By, o' C y+L(B.E) =
L(x+B,E) C L(U), y y+ By /2 es una vecindad de y. Como y € L(U) fue arbitrario, L(U)
es abierto. O

1.54 Corolario. Un operador lineal biyectivo y continuo entre dos espacios de Banach es
un isomorfismo (es decir que la inversa también es continua).

1.55 Corolario. Sea E un espacio vectorial con dos normas ||-|1 y |- |2 tal que los
espacios normados Ey == (E,||-|1) v Es := (E,||-|l2) son completos. Supongamos que
existe C1 > 0 tal que ||z|2 < Ci||z|1 para todo x € E. Entonces las dos normas son
equivalentes.

Demostracion. El operador id: Ey; — F5 es biyectivo y continuo. Por Corolario 1.54 tam-
bién id: Fy — E; es continuo, es decir, existe Cy > 0 tal que ||z]|; < Cy||z||2 para todo
T €E L. U

1.56 Definicién. Sean X,Y conjuntos y f : X — Y una aplicaciéon. El conjunto
{(z,f(z)) e X xY |z e X}

se llama la grifica de f.

1.57 Notas. Sean XY espacios métricos y f: X — Y una aplicacion.

(a) Son equivalentes
(1) La grafica de f es cerrada en X x Y.
(11) Si z, > xen Xy f(x,) = yenY entonces y = f(z).

(b) Si f es continuo entonces la grafica de f es cerrada en X x Y.

1.58 Teorema (Grafica Cerrada). Sean E, F' dos espacios de Banach. Sea L: E— F un
operador lineal tal que L tiene grdfica cerrada en E x F'. Entonces L es acotado.
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Demostracion. Definimos una otra norma en E:
lzllz :== |z|lg + || Lz||r Vo € E.

Esta norma se llama norma de la grifica.

Demostraremos que Fy := (E, || -||2) es un espacio de Banach. Sea (z,) una sucesién de
Cauchy en FE,. Entonces (x,) es una sucesién de Cauchy en E y (Lz,) es una sucesion de
Cauchy en F por la definicion de || - ||o. Como E'y F' son completos, existen x € E'y y € F
tal que z,, > x en E'y Lz, — y en F. Como la gréfica de L es cerrada, la Nota 1.57(a)
implica que Lz =y y ||z, — z||2 — 0 cuando n — oo, es decir, (x,) converge a = en Es.

Como ||z||g < ||z||2 para todo x € E, y como E y E, son completos, Corolario 1.55
implica que existe C' > 1 tal que ||z|l2 < ||z||g para todo x € E, es decir, |[Lz|p <
(C' = 1)||z||g para todo = € E. O

1.59 Teorema. Sea E un espacio de Hilbert y A: E — E un operador lineal simétrico.
Entonces A es continuo.

Demostracion. Supongamos que =, — = y Az, — y en E. Para todo z € E se cumple
(z,Azy,) — (2,y) v (2, Ax,) = (Az,x,) — (Az,z) = (2, Az). Entonces (z, Azx) = (z,y)
para todo z € E, es decir, Axr = y. Por Nota 1.57(a) la grifica de A es cerrada, y A es
continuo por el Teorema 1.58. 0

1.3.2. El Principio de Acotaciéon Uniforme

1.60 Teorema (Principio de Acotacién Uniforme). Sean E un espacio de Banach, F un es-
pacio normado, y sea (L;)jes una familia de operadores en L(E, F) tal que sup;¢ ;|| L;z|[r <
oo para todo x € E. Entonces sup;c ;|| Lj| ce,r) < 00, es decir, la familia es acotada uni-
formemente en L(E, F).

Demostracion. Definimos para todo n € N

Av={zeE|VjeJ: |Lizllp<n} =z €E||Lzllr<n}.

jeJ

Como todos L; son continuos, A,, es cerrado. Por la hipdtesis se obtiene

E:UAn.

neN

El Teorema 1.51 implica que existe ny tal que int A,, # @. Entonces obtenemos zy € F'y

30



Analisis aplicado a EPD 2009-1 1. Analisis Funcional

r > 0 tal que xo + B, E C A,,,. En consecuencia,
1Ljlleeery = sup{ [ Ljz||F | 2] < 1}
1
= —sup{ Lzl | lz]le <7}

1
< sup{ || Ljallr | € —zo + A, }

1
= —supy || Lj(2 — zo)[r | = € Ang }

1
<~ up{|[Ljzllr [ 2 € Any } + [ Ljzollr)

2n
S_O
r

bl

de donde se sigue la afirmacion. O

1.61 Teorema (Banach-Steinhaus). Sean E, F espacios de Banach y sea (L) una sucesion
de operadores en L(E, F). Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) (Ly,x) converge en F para todo x € E,
(1) || Lnllzce,py es acotado y (Lnx) converge para todo x en un subconjunto denso de E.

En este caso definimos el operador Lx := lim, ,o L,z. Se cumple L € L(E,F) y
|\ Ll ze,ry < Hminf,oo|| Lyl 2(E,F)-

Demostracion. (1) implica (1r): Por convergencia sup,,.y||L,x| < oo para todo z € E.
El Teorema 1.60 implica que sup,,cy||Ln | 2z, r) < 00. Como subconjunto denso uno puede
tomar E.

(11) implica (1): Sea X un subconjunto denso de E tal que L,x converge para todo
x € X. Ponemos C := sup||L,||. Demostraremos que L, (x) converge para todo = € F.
Para eso, fijamos x € F y una sucesiéon (z,) C X tal que z,, — x. Sea ¢ > 0. Existe k
tal que || — x| < €/(3C) y ng tal que ||Ly,(z) — Ly (z1)|| < €/3 para todo m,n > ny.
Entonces

[ L (@) = Lo (@) < (| Lin(2) = Lin (2a) || + [ Lon(2x) = Lo (20)[] + [|Ln(2x) = Ln(2)]]
<Cllz— x| +e/3+Cllz —zi]] < e

para todo m,n > ng, es decir, L,(z) es una sucesiéon de Cauchy en F' y converge.
Supongamos que se cumplen (1) y (1) y definimos Lz := lim,_,, L,z para x € E. Por
la continuidad de las operaciones se sigue que L es un operador lineal. Pasando a una
subsucesion podemos suponer que lim,, | Ly|| = liminf, || L,||. Se sigue que ||Lz|| =
Hmy, o0 || Lnz|| < lmy,—ool| Ln | ||2]], es decir, L € L(E, F) y || L|| < lmy,—eol|Ln]|- O
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1.4. Operadores Compactos

1.4.1. Conjuntos Compactos

1.62 Notas. (a) En espacios métricos compacidad y compacidad secuencial (toda suce-
sién tiene una subsucesion convergente) son equivalentes.

(b) Un subconjunto compacto de un espacio métrico es cerrado.

(¢) Un subconjunto compacto de un espacio normado es acotado.
1.63 Lema. Sea E un espacio normado. Si BiE es compacto, entonces dim E < oco.

Demostracion. Supongamos que dim F = oo, y construyamos una sucesion (z,,) € S; que
no tiene subsucesion convergente. Esto implicard que By E no es compacto.

Sea x1 € S;. Si ya estan construidos los elementos x1,xs,..., T, entonces definimos
F = [z1,29,...,2,]. Como dim E = oo, existe y € E\F. Denotamos p := dist(y, F)) =
inf.erlly — z||. Sea (z,) C F tal que ||y — z,|| — dist(y, ). Tenemos que ||z,| < ||y — za|| +
llyll = 1+ ||lyll cuando n — oo, es decir que (z,) es acotado. Pasando a una subsucesion,
tenemos que z, — z € F (jdim F' < oo!). Por tanto, ||y — z|| = p > 0, y definimos
Tt = (y — 2)/pn € Sq. Obtenemos

ly =2 = pa]|  dist(y, F)

(1.25) [Tkt — ]| =
i u u

=1 paral e {1,2,...,k}

porque z + px; € F.
Usando (1.25), se sigue que ||z — z;|| > 1 para k # [. Esto demuestra que (xj) no
contiene subsucesién de Cauchy, es decir, no contiene subsucesion convergente. O

1.64 Definiciéon. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto A C X es compacto relati-
vamente si A es compacto.

1.65 Lema. Sean X un espacio métrico y A C X. Entonces A es compacto relativamente
sty solo si

(1.26) toda sucesion en A tiene una subsucesion que converge en X.

Demostracién. Si A es compacto, entonces toda sucesién en A tiene una subsucesién que
converge en A, es decir en X. Se sigue (1.26).

Ahora supongamos (1.26). Sea (z,,) C A. Para todo n existe y,, € A tal que d(z,,y,) <
1/n. Pasando a una subsucesién supongamos que y, — y € X cuando n — oo. Como
(y,) € Ay A es cerrado, tenemos y € A. Ademéds

1
d(mnay) < d<$na yn) + d(ynay) < ﬁ + d(ym y) — 0,

es decir, =, — y cuando n — oco. Se sigue que A es compacto. U
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1.66 Lema. Sean X,Y espacios métricos, A C X compacto relativamente y f: X — Y
continuo. Entonces f(A) es compacto relativamente.

Demostracion. Sea (y,) C f(A). Existe (z,) C A tal que f(z,) = y, para todo n. Pasando
a una subsucesion, por el Lema 1.65 existe x € X tal que z,, — x. Como f es continuo,
Yn = f(z,) = f(x). En seguida f(A) cumple (1.26) y es compacto relativamente por el
Lema 1.65. U

1.67 Definicidn. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto A C X es precompacto (o
totalmente acotado) si para todo € > 0 existen puntos zy, xs,...,z, € X tal que

k=1

1.68 Lema. Sean X un espacio métrico completo y A C X. Entonces A es compacto
relativamente si y solo si A es precompacto.

Demostracion. Sea A compacto relativamente, y sea ¢ > 0. Como A es compacto, entonces
existen elementos z, € X, k =1,2,...,n, tal que la unién de las bolas U.(z}) cubren A y
entonces A.

Sea A precompacto, y sea (y,) C A. Existe una cubierta de A por un ndimero finito
de bolas Bj(zy). Pasando a una subsucesién y reordenando los elementos xj, podemos
suponer que (y,) € Bj(x1). Siguiendo con este proceso para bolas con radio 1/2,1/3, ...,
por seleccién diagonal obtenemos una subsucesiéon de (y,,) que es de Cauchy. Como X es
completo, esta subsucesion converge en X.

Hemos probado (1.26), y por el Lema 1.65 concluimos. 0

1.4.2. Caracterizacion de Operadores Compactos

1.69 Definicién. Sean E, F' espacios normados. Un operador lineal K: £ — F es com-
pacto si la imagen de un conjunto acotado en E bajo K es compacto relativamente en
F.

1.70 Lema. Sean E, F espacios de Banach y K: E — F lineal.

(a) Si K es compacto, también es continuo.

(b) K es compacto si y sélo si (Kx,) contiene una subsucesion convergente en F para
toda sucesion acotada (x,) C E.

(¢) La identidad en E es compacta si y sélo si E tiene dimension finita.
(d) La composicion de un operador compacto con un operador continuo es compacta.

(e) El conjunto de los operadores lineales compactos es un subespacio lineal de L(E, F').
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Demostracion. (a) K(B1FE) es compacto y entonces acotado, por la Nota 1.62(c).

(b) Sea K compacto y sea (x,) una sucesién acotada en E. Entonces (Kx,,) es compacto
relativamente en F. El Lema 1.65 dice que (Kz,) contiene una sucesién convergente.
Inversamente, sea A C FE acotado y (y,) € K(A). Entonces existe (z,) C A tal que
yn = Kx, para todo n. Como (x,) es acotado, (y,) contiene una subsucesiéon convergente.
Eso se cumple para todas sucesiones en K (A), es decir que K (A) es compacto relativamente
por el Lema 1.65. En consecuencia K es compacto.

(c) Si E tiene dimensién finita, por el Teorema 1.11(a) la bola B E es compacta. Eso
implica que también idg es un operador compacto. Inversamente, supongamos que idg es
compacto. En consecuencia, By E es compacto. Por el Lema 1.63 E tiene dimension finita.

(d) Sea G un espacio normado y sea K compacto. Si L € L(G, E) entonces K o L es
compacto: La imagen L(A) de un conjunto acotado A C G es acotada. Por eso K(L(A))
es compacto relativamente. Si L € L(F, G) entonces L o K es compacto: La imagen K (A)
de un conjunto acotado A C E es compacta relativamente en F. Como L es continuo, el
Lema 1.66 dice que L(K(A)) es compacto relativamente en G.

(e) Sean K;,Ky: E — F compactos, y sea (x,) C E acotado. Entonces, pasando a
una subsucesién, (Kyz,) v Ks(x,) convergen, por el inciso (b). Luego (K + Ks)(z,) =
Kz, + Kyx, converge, es decir, K1 + K» es compacto, otra vez por el inciso (b). Probar
que aK es compacto para « € Ry K: E — F compacto es similar. U

1.71 Ejemplos. (a) Sean E, F espacios normados y K € L(E, F) tal que dimR(K) <
oco. Entonces K es compacto.
(b) La inclusiéon C'[0, 1] < C'[0, 1] es compacta: Si (u,,) € C*[0, 1] es una sucesién acotada,
es decir,
lunllero) == llunllee + llup oo
es acotada, entonces u,, es acotada en C]0, 1] uniformemente. Ademds, como u!, es
acotado uniformemente, (u,) es una familia equicontinua. Por el teorema de Arzela-

Ascoli, (u,) contiene una subsucesion convergente en C10,1]. La compacidad de la
inclusién se sigue del Lema 1.70(b).

(c) Sea k:[0,1] x [0,1] — R una aplicacién continua. Definimos un operador lineal
K: C[0,1] — C]0,1] por

(Ku)(t) ::/0 k(t, s)u(s)ds.

Entonces K es bien definido y compacto: Sea (u,) € C0,1] una sucesién acotada.
Existe C' > 0 tal que ||uy|| < C para todo n € N. Sea ¢ > 0. Como k es uniforme-
mente continuo existe 6 > 0 tal que

k(t1, s1) — k(t2, s2)| < €/C
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si 81, 89,t1,t2 € [0,1] y [t1 — to] + |s1 — s2| < 0. En consecuencia, se sigue para todo
t1,t2 € 0,1] con |t; —to| < 6 y para todo n € N que

|(Kun)(t) = (Kun)(t2)] S/O k(L1 8) = K(ta, 5)| [un(s)] ds S/O %Cds =¢,

es decir, Ku,, € C[0,1] y (Ku,) es una familia equicontinua. Ademas,

1
(Kun)(1)] < / 1llooC ds = ]l

para todo t € [0,1] y n € N, es decir, (Ku,) es acotada en C[0, 1]. Por el teorema de
Arzeld-Ascoli (Ku,) contiene una subsucesién convergente en C[0, 1].

1.4.3. Operadores Compactos en Espacios de Hilbert

1.72 Definicién. Sea E un espacio de Hilbert. Una sucesion (z,,) C E converge débilmente
ax € Esi(x,,y) = (x,y) para todo y € E. En este caso usamos la notacién x,, — x.

1.73 Nota. A veces también decimos que x,, converge originalmente a x si x, — x en E.
1.74 Proposicién. (a) Una sucesion convergente débilmente tiene sélo un limite débil.
(b) Una sucesion convergente originalmente converge débilmente, con el mismo limite.

(¢) Un operador lineal acotado entre dos espacios de Hilbert preserve convergencia débil
de sucesiones.

(d) Una sucesion convergente débilmente en un espacio de Hilbert es acotada.

(e) Una sucesion acotada en un espacio de Hilbert contiene una subsucesion débilmente
convergente.

Demostracion. Sean E'y F espacios de Hilbert. (a): Sean z*, 2** dos limites débiles de una
sucesion convergente débilmente (x,) en E. Para todo y € E se sigue que
(2" — 2™ y) = (2",y) = (@™, y) = lm ((20,y) = (2n,y)) =0,

es decir, x* = x**.

(b): Supongamos que z,, — z* en E. Para todo y € E se sigue que lim,_,(z,,y) =
(z*,y) por la continuidad del producto escalar.

(c): Sean L € L(E,F) y x, — z* en E. Para z € F definimos g, € E' por g.(z) :=
(Lz, z). Por el Teorema de Fréchet-Riesz existe y € E tal que f,(z) = (z,y) = ¢.(z) =
(Lx, z) para todo = € E. En consecuencia,

(Liwn, 2) = (20, y) = (2%, y) = (L2, 2)
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cuando n — oo. z € F siendo arbitrario, ésto dice que Lz, — Lx* en F.

(d): Definimos f,, := (z,,-) € E'. Entonces f,(y) converge para todo y € E. Por el
Teorema 1.61 || f,|| es acotada, y por la Proposicién 1.26(d) ||x,| = || f.]| es acotada.

(e): Primero sea E separable. Entonces existe (y,) C F densa. Para todo k € N la
sucesion (2, yr))n es acotada en R. Para k = 1 seleccionamos una subsucesién (zl) de
(z,,) tal que (z},y1) converge en R. Después seleccionamos una subsucesién (z2) de (z) tal
que (z2,y2) converge en R. Siguiendo con eso, para todo k € N obtenemos una subsucesién
de (z,,) tal que (2% ;) converge en R cuando n — oo. Definimos la subsucesién (z,) de
() por z, := x' (proceso diagonal). Entonces (z,, yx) converge en R cuando n — oo para
todo k € N. Ademads (z,) es acotada.

Definimos f, € E' por f, := (z,,-). Entonces ||f.|]| = ||zn]| < C con una constante
C' > 0, para todo n € N. También f,(yx) converge para todo k € N. El Teorema 1.61
implica que f,(y) converge para todo y € E a un elemento f € E'. El teorema de Fréchet-
Riesz nos garantiza la existencia de z € E tal que f = (z,+). Con eso concluimos porque
(2n,y) = fuly) = f(y) = (2,y) cuando n — oo para todo y € E.

Si E es un espacio de Hilbert general (es decir no separable), entonces definimos F' :=
[1, X9, ...]. Como en la demostracién del Teorema 1.44 se construye una base Hilbertiana
numerable para F. En la Tarea 3, N° 6, se demostro que en este caso F' es separable. Por
la primera parte existe una subsucesion (z,) de (x,) que converge débilmente en F'. Sea P
la proyeccion ortogonal sobre F'. Para todo y € E se sigue que

cuando n — oco. Esto finaliza la demostracién. O

1.75 Ejemplo. Si {z,};°, es un sistema ortonormal numerable en E, entonces z,, — 0
cuando n — oco: Sea y € E. La Proposicién 1.38(a) implica que la series > 2 | |(y, z,) |
converge en R. Entonces (y, x,) — 0 cuando n — oc.

Por otro lado, si m # n se sigue que
2 = zall? = lzml® + ll2al* = 2.

Entonces (x,) no contiene una subsucesién de Cauchy. Por eso tampoco contiene una
subsucesion convergente originalmente.

1.76 Proposicién. Sean E, F espacios de Hilbert. Entonces K es compacto si y solo si
(Kz,) converge en F' para todas sucesiones (x,) débilmente convergentes en E. En este
caso, Kz, - Kz si z,, — .

Demostracion. Sea K compacto y supongamos que x,, — = en F. Asumimos por contra-
diccion que Kz, 4 Kx. Pasando a una subsucesién supongamos que existe r > 0 tal
que

(1.27) |Kx, — Kz|| >r para todo n.
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Utilizaremos la Proposicién 1.74. Como (z,,) es acotada y K es compacto, podemos pasar
a una subsucesion tal que Kz, — y. Como Kz, — Kz, se sigue que y = Kx. En seguida
Kz, — Kx, una contradiccion a (1.27). En consecuencia, Kz, — Kz en F.
Inversamente, sea (x,) una sucesién acotada en E. Por la Proposicién 1.74(e), pasando
a una subsucesién podemos suponer que (z,) es débilmente convergente. Entonces (Kx,,)
converge en F' por la hipétesis. En consecuencia, toda sucesion acotada en E contiene una
subsucesion tal que (Kz,) converge en F. Por el Lema 1.70(b) K es compacto. O

1.77 Proposicién. Sea E un espacio de Hilbert y K € L(E) compacto. Entonces K* es
compacto.

Demostracion. Sea x,, — x una sucesion débilmente convergente en E. Por la Proposi-
cién 1.76 K*z, — K*x. Como K es compacto, K K*x,, — KK*x en E. Se sigue que

|K*z, — K*z|* = (K*z, — K*z, K*z,, — K*2)
= (KK*z, — KK*x,x, — 1)
< KK, — KK*a] 2, — o
— 0

porque ||z — z,]|| es acotada uniformemente por la Proposicion 1.74(d). Concluimos usando
la Proposicién 1.76 otra vez. U

1.4.4. La Teoria de Riesz-Fredholm

1.78 Lema. Sean E un espacio de Hilbert y K € L(FE). Supongamos que existen subespa-
cios cerrados E, de E y escalares \,, n € N, tales que se cumplen:

(1.28) A= inf|\,| >0,
neN
(1.29) EICECEC...,
Y
(1.30) (MI —K)(E,) CE, para todo n > 2.

Entonces K no es compacto.

Demostracion. Como FE,, es un espacio de Hilbert, E,, = E,,_1 ® Eiff, donde g, denota

el suplemento ortogonal en E,,. Como FE, 1 C E,, es claro que E,f £ {0}. Podemos

=

escoger x, € Ejff = E,NELX | con ||z,|| =1, para n > 2. Si n > m entonces
Kzy — Kz, = (M — Kz — (Al — Kz, + AT — ATy, -
-~ / N~
eEnfl GE,,JL'71
Usando ||z,|| = 1 se sigue que || K2, — Kz,|| > A para todo m # n, m,n > 2, es decir,
(Kz,) no contiene una subsucesién de Cauchy. Como (z,) es una sucesién acotada, K no
puede ser compacto. O
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1.79 Teorema. Sea E un espacio de Hilbert y sea K € L(E) compacto. Se cumplen:

(a) dimN(I — K) < oo,

(b) R(I — K) es cerrado,

(c) R(I = K) =N(I - K*)*,

(d) N(I—K)={0} siysdlosiR(I —K)=EFE,

(e) dimN(I — K) = dim(R(I — K)*) = dimN'(] — K*).

Demostracion. (a) Para todo z € N(I — K) se cumple Kz = z. Entonces idy(—x) =
K|nx1-k) es compacto. La afirmacién se sigue de 1.70(c).
(b) Demostraremos que existe a > 0 tal que

(1.31) (I = K)z|| = o]

para todo z € N'(I — K)* porque en este caso el Lema 1.36(a) implica que R(I — K) es
cerrado. Si no, entonces existe una sucesion (z,,) € SIN(I — K)* tal que [[(I — K)z,|| —
0 cuando n — oo. Como K es compacto y (z,) acotado, pasando a una subsucesion
supongamos que Kz, — y en E. En consecuencia también x,, — y en E y ||y|| = 1. Como
K es continuo, se sigue que Ky = y, es decir, y € SN (I—K). Pero como z,, € SIN (I-K)*
se sigue que ||z, — y|| = v/2 para todo n, una contradiccién. (c) Eso se sigue de (b) y de
la Proposicion 1.48.

(d) Supongamos que N(I — K) # {0} y que R(I — K) = E. Para n € N definimos
E, :=N((I — K)™), que es un espacio cerrado. Es claro que E,, C E,,,; para todo n € N.
Por hipétesis existe 1 € E1\{0}. Como I — K es suprayectivo, existe una sucesion (z,)
tal que (I — K)x,11 = x, para todo n € N. En consecuencia

(I — K)'xpy1 =11 #0 pero (I — K)""a,1 =0.

Entonces x,11 € En1\E, y se cumple (1.29). Con )\, := 1 para todo n € N también
se cumplen (1.28) y (1.30). Como K es compacto obtenemos una contradiccién con el
Lema 1.78, es decir que R(/ — K) = E implica que N (I — K) = {0}.

Por otro lado, si N(I — K) = {0}, entonces por la Proposicién 1.48 R(I — K*) =
N (I — K)* = E. Lo que ya hemos demostrado para K también se cumple para K* porque
por La Proposicién 1.77 K* es compacto. Entonces N (I — K*) = {0} y en consecuencia
R(I-K)=N({I—-K")*=E.

(e) Primero demostraremos
(1.32) dim N (I — K) > dim R(I — K)*.

Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que dim AN (I — K) < dimR(I — K)*.
Entonces existe A € LIN'(I — K),R(I — K)*) inyectivo pero no suprayectivo. Extendamos
A a un operador en L(E,R(I — K)*) poniendo Az = 0 para x € N'(I — K)*. En efecto,
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si P es la proyeccion ortogonal sobre N'(I — K), extendamos A por AP. Como R(AP) =

A(N(I—K)) tiene dimensién finita, AP y K := K+ AP son compactos. Sea z € N (I —K).
Se cumple
(I - K)z=APz € R(I - K)NR(I — K)*" = {0},

es decir, x € N(I—K). Como A es inyectivo en N (I — K), tenemos x = 0. En consecuencia,
N(I — K) = {0}. Aplicando (d) al operador compacto K obtenemos R(I — K) = E. Por
otro lado R(I — K) C R(I — K)®R(A) C E porque R(A) C R(I — K)*. jContradiccion!
Eso demuestra (1.32).

Usando la Proposicién 1.48 otra vez (1.32) implica que dim N (I — K) > dim N (I —
K*). Como K* es compacto por 1.77, intercambiando K = K** y K* se ve que también

dimN (I — K*) > dim N (I — K). O

1.80 Corolario (Alternativa de Fredholm). Sea E un espacio de Hilbert y sea K € L(FE)
compacto. Se cumple exactamente una de las alternativas:

(1) Para todo y € E cada una de las ecuaciones
r— Kz =y, r—K'z=y
tiene precisamente una solucion.
(11) Las ecuaciones homogéneas
r— Kz =0, r—K'z=0

tienen soluciones no triviales. En este caso los espacios de soluciones de ambas ecua-
ciones son de dimension finita igual. Para y € F la ecuacion x — Kx = y tiene una
solucion (no unica) si y sélo si (y,x) = 0 para todo x que cumplen v — K*x = 0. La
ecuacion x — K*x = y tiene una solucion (no unica) si y sélo si (y,x) = 0 para todo
r que cumplen x — Kx = 0.

1.4.5. EIl Espectro de Operadores Compactos
1.81 Definicién. Sean E un espacio de Banach y L € L(F). El conjunto
p(L) :={ X e€R| A — L es biyectivo }

es el conjunto resolvente de L. Por Corolario 1.54 (A\[—L)~! es continuo para todo A € p(L).
La aplicacién p(L) — L(E) dada por A\ — (A — L)™' es la resolvente de L. El conjunto

o(L) = R\p(L)

es el espectro de L. A € o(L) es un wvalor propio de L si N(A[ — L) # {0}. En este caso
N(M — L) es el espacio propio de L correspondiente al valor propio A, y los elementos de
N (M — L)\{0} son los vectores propios de L correspondiente a A. Denotemos

op(L) = {A€a(L) | N(A = L) #{0} },

el espectro punto de L.
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1.82 Proposicién. Sea E un espacio de Banach y L € L(E). Entonces el espectro o(L)
es compacto y supye, Al < ||

Demostracion. Supongamos que A € R cumple [A\| > ||L||. Entonces ||L/A|| < 1y por la
Proposicion 1.15 I — L/X es invertible en £(FE). En consecuencia A\I — L = A\(I — L/\) es
invertible, es decir, A € p(L). Eso demuestra que sup,e,,)|A| < [|L].

Veremos que p(L) es abierto: Sea A\g € p(L). Pongamos r := 1/|[(A\gf — L)7!|| y demos-
tremos que U,.(\g) C p(L). Para eso, supongamos que A € U,.(\g). Ponemos A := A\l — L
y B := Al — L. Calculamos

I—BA ' '=T— (M —L)(\I—-L)"
I — (A= Xo) + X — L)( Aol — L)~
IT—(A=X)ol — L)' =1

= —(A= X)Xl = L)

Con ésto obtenemos que
1
1= BA7 < A= Mol [l = D)7 <5 =1.
,

Usamos la Tarea 2, N° 4.a) y concluimos que B es invertible, es decir A\ € p(L). Se sigue que
U-(Xo) € p(L), es decir, p(L) es abierto y o(L) cerrado. Como o(L) también es acotado,
o(L) es compacto. O

1.83 Proposicién. Sea E un espacio de Hilbert y sea A € L(E) simétrico. Definimos

m:= inf (Az,z M = sup (Ax,z).
nf (Ano) sup (Aa,a)

Entonces o(A) C [m, M] ym, M € o(A).
Demostracion. Sea X > M. Se sigue que
(M = Az, ) = Nz|* = (A, 2) = (A = M)

para todo z € E. Usando el Lema 1.36(b) obtenemos que Al — A es biyectivo, es decir,
A€ p(A)oa(A) C(—o0, M.

Demostremos que M € o(A): Denotando ((x,y)) := (Mz — Az,y) se sigue que ((-,-))
es una funcién bilineal simétrica y positiva semidefinida, es decir, ((z,x)) > 0 para todo
x € E. Como en la Proposicién 1.26(a) se demuestra que ((-,)) cumple la desigualdad de
Cauchy-Schwarz (en la demostracién no se usa la definidad positiva, solo la semidefinidad
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positiva). Aplicando el Lema 1.45, obtenemos

[((MI = A)x|| = sup |(Mz — Az, y)|

yeS1E

= sup [((z,y))]
yeS1E

(1.33) < sup ((2,2))"((y, )"

yeS1E
= sup (Max — Az, z)"*(My — Ay, y)"/?

yeS1E

< (Mz — Az, )| MI — A|I"?

para todo x € E. Sea (z,,) C S1E tal que lim,,_,(Ax,, x,) = M. De (1.33) obtenemos que
|(MI—A)x,|| — 0 cuando n — oo. Si M € p(A) entonces x,, = (MI—A)"Y(MI—A)z, —
0, una contradiccion. Entonces M € o(A).

Sustituyendo —A por A se obtienen las propiedades de m en la misma manera. O

1.84 Corolario. Sea E un espacio de Hilbert y sea A € L(E) simétrico. Si o(A) = {0}
entonces A = 0.

Demostracion. La Proposicion 1.83 implica que (Az,z) = 0 para todo x € E. Fijando
y € F se sigue para todo x € E que

es decir, Ay = 0. O

1.85 Teorema. Sea E un espacio de Hilbert con dim(E) = oo y sea K € L(E) compacto.
Se cumplen:

(a) 0 € o(K)
(b) dim N (A — K) < oo para todo X € 0,(K)\{0}

)
)

(¢) o(K)\{0} € op(K)
)

(d) o(K)\{0} consiste de puntos aislados en o(K).

Demostracion del Teorema 1.85. (a) Si 0 ¢ o(K) entonces K es invertible en L£(E) y
I = KK~ es compacto. Eso no puede ser por el Lema 1.70(c) porque dim(F) = oo.

(b) Eso es una consecuencia del Teorema 1.79(a).

(c) Si A € o(K)\{0} y X ¢ 0,(K) entonces N(A] — K) = {0}. Por el Teorema 1.79(d)
R(M — K) = E, es decir, \I — K es biyectivo y A ¢ o(K). jContradiccion!

(d) Sea (A\,) € o(K)\{0} tal que \,, # A, para todo m # n, y tal que A\, — A.
Es suficiente demostrar que A = 0. Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que
A # 0. Entonces se cumple (1.28) del Lema 1.78. Escojemos vectores propios z,, de K
correspondiente a A, y denotemos F,, := [x1, T2, T3, ..., Zy].
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Demostraremos por induccién sobre n que { x1, 22,3, ..., 2, } es linealmente indepen-
diente: Como z7 # 0, {1} es linealmente independiente. Si { z1,z9, x3,...,2, } es lineal-
mente independiente, supongamos que

n
(1.34) Tyl = E QT
k=1
con escalares ay. Se sigue que

n
Kxpi1 = Ap1Tpp = E An+105 T
k=1

n
Kanrl: E )\kOékxk-
k=1

En consecuencia
n

Z()\k — )\n+1)akxk =0.

k=1
Como los vectores 1, xa, . .., T, son linealmente independientes (A — A,11)ay, = 0. Como
los A, son distintos dos a dos ap = 0 para todo k = 1,2,...,n. Eso contradice z,,1 # 0
y (1.34). Por lo tanto no se cumple (1.34) y { 1,22, 23,...,Z,41 } es linealmente indepen-

diente.
Es claro que se cumple (1.29) del Lema 1.78. Si x € E,, entonces

n
Tr = E AT -
k=1

Por lo tanto

n n—1
M — K)x = Z(An — M)y = Z()\n — A\p)agy € By
k=1 k=1

Entonces se cumple (1.30) del Lema 1.78. Como K es compacto, obtenemos una contra-
diccion con el Lema 1.78, es decir, A = 0. 0

1.86 Nota. De (c) del teorema se sigue que o(K)\{0} = 0,(K)\{0}. Junto con la Propo-
sicién 1.82 los puntos (a) y (d) implican que se cumple una de las siguientes alternativas:

(1) o(K) = {0},
(11) o(K) es finito,

(111) o(K)\{0} consiste de una sucesiéon que converge a 0.
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1.87 Teorema. Sea E un espacio de Hilbert separable y sea K € L(E) simétrico y com-
pacto. Entonces existe una base Hilbertiana numerable de E formada por vectores propios
de K.

Demostracion. Denotemos Ay := 0. Por Nota 1.86 existe una sucesién (\,) € R\{0}
(tal vez finita o vacfa) de valores propios de A, diferentes dos a dos, tal que o(A) =
{ X0, A\, A2, ... }. Denotemos E,, := N(\, I — K) para n € Ny. Como vectores propios
correspondiente a valores propios diferentes son ortogonales, en consecuencia

(1.35) E.LlE,  sim#n.

Denotemos

F::@En

n€eNg

y probemos que F = E: Es claro que K(F) C F. Si z € F'*, para todo y € F se sigue
que Ky € F y por lo tanto (y, Kx) = (Ky,z) = 0. Entonces K(F*) C F*. El operador
K =K |p1 es un operador compacto simétrico en el espacio de Hilbert F*. Ademds
U(I’% ) = {0} porque si no, K tiene un valor propio no cero y un vector propio z € F*.
En consecuencia x también es un vector propio de K asociado a un valor propio de K.
Pero eso implica que = € F, es decir que x = 0. jContradiccién! Por lo tanto o(K) = {0}.
Obtenemos por el Corolario 1.84 que K =0 y en consecuencia que F+ C N (K) C F, es
decir, F+ = {0}. Entonces E=F @ F+ = F.

Denotemos por P la proyeccién ortogonal sobre Fy. Si S := {x1, 29, 23,...} es denso
en F, entonces { Pxq, Pxo, Pxs,...} es denso en Ey: Para x € Ej existe una sucesién
(yn) € S tal que y, — = en E. Como P es continuo, en consecuencia Py, — Pr = x,
y ademas (Py,) C P(S) C Ey. Eso demuestra que Ej es separable. Por el Teorema 1.44
existe una base Hilbertiana numerable para Ej. Para n > 1 sabemos del Teorema 1.85(b)
que dim F,, < oo y que existe una base Hilbertiana finita para F,. La unién de estas bases
de los subespacios E,,, n € Ny, constituye una base Hilbertiana numerable de E por lo que
hemos demostrado arriba y por el Lema 1.40. U
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2. Espacios de Funciones

2.1. Funciones Continuas y Diferenciables

2.1.1. Notacion y Repaso de Diferenciabilidad

Particularmente nos interesan los espacios de Banach RY. Siempre supongamos que
N € N. Denotemos elementos z € RY como

y denotemos el producto escalar en RY por
N
T+ T = .Z‘?ZL’Q = E Ilfl’g
k=1
y la norma Euclidiana en R" por

o= ol = Ve = (2 )

Analogamente, para p > 1 denotamos

N 1/p

o= (o)

k=1

|2]oo := max{|2"| | k=1,2,...,N }.

Para representaciones de operadores lineales entre espacios Euclidianos como matrices
usamos la base Hilbertiana { e1,es,...,ex } de RY, donde e} = &;.

Si U C RY es abierto, siz € U, ysi f: U — RM es una aplicacién, entonces denotamos
la derivada parcial de f* en x en la k-ésima coordenada por

P ) g L 1) — @)

- Ozk t—0 t

Ok f'(z) := %fz(x) :
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si existe este limite. Si f es diferenciable en = entonces denotamos su derivada en x por
Df(x) € LRY,RM). De acuerdo, la matriz de representacion es

glf;(x) ng;(aﬁ) e gzvf;(iv)
Df(z) = 1fE () 2fE () - Nf ()

Si todas derivadas parciales existen en U y son continuas, entonces f es diferenciable
continuamente en U, es decir, Df: U — L(RY ,RM) es continuo.

En el caso donde M = 1y f es diferenciable en x, la matriz de representacién de D f(x)
es

(O1f(z), 02 f(2),....On[f(2)).
Escribimos el gradiente de f en 2 como
O1f(x)
vim = | 2
5bvf($)

Este es el elemento en RY dado por el Teorema de Frechét-Riesz para la funcién lineal
Df(z).

Ahora supongamos que M = 1. Decimos que f es diferenciable continuamente n ve-
ces si existen y son continuas todas derivadas parciales hasta el orden n. En este ca-
so, el orden de diferenciacion no importa. En muchas situaciones combinamos derivadas
parciales en la misma direccion. Para eso definimos un multiindice como un elemento
a=(a'a? ..., o) e NY, y pongamos

N N
lafy == Zak, 0% = H@gk
k=1 k=1

Por ejemplo, si f: R* — R, la derivada parcial
0302050105 f = 010,0,0505 f

es la misma que
9°f,
donde
a=(1,2,2,0).

En este caso, |a|; =5 es el orden de diferenciacién.
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Para una funcién medible ¢p: U — R y p > 1 denotamos

1/p
1l = el = ( [1etor dx)

I lloo := Ni¢llzeq) = ess supli].

Nos fijamos en el caso M =1y f: U - R. Sin > 2y f es diferenciable continuamente n
veces en x, denotamos

D"f(x) :={0°f(x) |a e NY, |aj; =n}.
Siempre consideramos D f(x) como elemento de L(RY R). Para n € Ny y p > 1 denotamos
1/p
prr@li= (X o)
lol1=n

También ponemos
D" f(2)]oo := méx{[0%f(z)| | [a]r = n}.

Con ésto definimos

ID"fllp = D" fllzr@) = [ D" f(@)pll» = ( > ||8“f||p>
lali=n
y
ID" fllo = [ID" fllzoe @) := D" f(@)]oolloc = max{ [|0% flloo | [y =}

Decir que D" f es acotado en U significa que ||D" f||o < co. Similarmente hablamos de la
continuidad de D" f si 9“f es una funcién continua en U para todo multiindice « tal que
lal; = n.

2.1.2. Espacios de Funciones Diferenciables

2.1 Definicién. Sean X un espacio métrico y £ un espacio de Banach.

C(X,E) :={u: X — F | u es continuo }
Cp(X,E):={u: X — E | u es continuo y acotado }.

El espacio Cp(X, E) con la norma |[ul|« = sup,cx||u(z)||g es un espacio de Banach. Si
E =R, entonces escribimos C(X) y Cg(X) en lugar de C(X,R) y Cs(X,R).

2.2 Nota. Si X es compacto, entonces C(X, E) = Cp(X, E).
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2.3 Definicién. Sea 2 C RY abierto. Definimos para n € N,

C"(Q2) :={u: Q@ — R | u es diferenciable continuamente n veces en € }
CE(Q) :={ue C*Q) | 0% es acotado para |a|; < n}

C™(Q) :={u € C™(Q) | 0"u tiene una extensiéon continua a Q para |a|; < n}
Cr(Q) :={u € CR(Q) | 0"u tiene una extensiéon continua a Q para |a|; < n'}

Para cada una de las cuatro definiciones arriba también definimos
(o0}
C2(x) = () Cr ().
n=0

En lo siguiente sera 1util el conjunto M(N,m,n) de multiindices N-dimensionales con

orden entre m y n:
M(N,m,n) :={aecN) |m<|a; <n}.

Denotemos M(N,n) := M(N,n,n).

2.4 Proposicién. Los espacios CL(Q2) y CLE(Q2) con la norma

n
luflon =Y _IID*ullo
k=0

son espacios de Banach.

Demostracion. Primero consideramos Cf(£2). Sea (u;) € CE(€2) una sucesién de Cauchy.
En consecuencia, para todo o« € M(N,0,7n) se cumple que

n
[0%u — 0%t |oe < Z ‘glét_ﬁHaﬁul = oo = lur = tplcm,
k=0 """

es decir, (0%u;); es una sucesién de Cauchy en Cg(2). Como este espacio es completo,
existe u®* € Cp(Q) tal que 0%u; — u® uniformemente en €2 cuando | — oo.
Demostremos que

(2.1) u’ € C5(Q)
y
(2.2) 0“4’ = u® para todo a € M(N,0,n).

Primero asumimos que o« € M(N, 1), es decir, 9% = 9; paraun i € {1,2,..., N }. Fijamos
zo € Q. Definimos V:={t eR | zg+te; €Q} y g1,9,h: V — R por g(t) := w(xg + te;),
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g(t) := u®(zo+te;) y h(t) :== u®(zo+te;). Entonces g(t) = dyuy(xo+te;), g — gy g — hen
Cg (V). En este caso ya es conocido que g es diferenciable y que ¢’ = h. Se sigue que existe
0;u’(zo) vy que 0“u’(xg) = 9;u’(wg) = ¢'(0) = h(0) = u*(zo). En consecuencia hemos
probado que @’ € CF(Q). Aplicando el mismo argumente a las sucesiones de derivadas
parciales, por induccién se siguen (2.1) y (2.2). Esto implica que u; — @° en C2(2) y que
CE(Q) es completo:

n n
lur = @llen = méx [|0%w — 0*8l e = Y | max [|0u; — 1o — 0
0 lali1=k PR lal1=k

cuando I — oc0.
Claramente, C%(£2) es un subespacio lineal de CE(€2). Demostremos que es cerrado. Sea

(w;) € CE(€2) una sucesién que converge a una funcién u en CE(€2). Hay que demostrar

que u € Cg(9). Fijamos a € M(N,0,n) y denotamos por u;* una extensién continua de
0%y a . Sea x € 0N y (x;) C Q tal que z; — x cuando @ — 0o. Se sigue para todo [, m
que

7 () — i ()] = lim |9 () — ()
(2.3) < |0%u — %t || oo
< Jw = ]| on,
es decir, (uf'(x)); es una sucesiéon de Cauchy en R que converge . Definimos

(z) = {aau(x) x €}

limHoo ’lj?(l’) x € 0.
Dejando tender m — oo en (2.3) obtenemos
@ (z) = u®(2)] < [lu = ullen,

y esto se cumple para todo z € Q. Por lo tanto, u — u® en C5(Q) cuando | — oo y u®
es continuo en €). Eso demuestra que 0%u tiene una extension continua a €2, la funcién u®.

Hemos probado que u € Cg(£2). O

2.5 Lema. Sean X,Y espacios métricos, sea Y completo, sea A C X y sea f: A = Y
continuo uniformemente. Entonces existe una extension continua de f a A.

Demostracion. Tarea 7. O
2.6 Notas. Sea 2 C RY abierto.

(a) Es claro que C(Q) = C%Q) y Cp(Q) = C3(Q). Identifiquemos C(Q) = C°(Q) y

Cp(Q) = C3(Q). Se cumplen C™(2) C C™(Q) y CR(Q) C CB(Q).
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(b) Si €2 es acotado entonces C™(2) = CE(£2).

(c) El Lema 2.5 implica: Si 2 es acotado, entonces u € C™(2) si y s6lo si u € CE(Q2) y
0% es continuo uniformemente en 2 para « € M(N,0,n).

2.7 Recapitulacién. Sea Q C RV abierto y u:  — R continuo. El conjunto

supp(u) :={z € RN |u(z) #0} NQ

es el soporte de u en ). Si U C Q es el conjunto abierto maximal tal que u|y = 0, entonces
supp(u) = Q\U.

En la misma manera se define el soporte de una aplicaciéon medible u: Q@ — R: Si U C )
es el conjunto abierto méximo tal que u|y = 0 c.t.p., entonces

supp(u) := Q\U.

En consecuencia supp(u) siempre es cerrado relativo a €. Si supp(u) es compacto, entonces
es cerrado en RY.

2.8 Definicién. Sea 2 C RY abierto. Definimos para n € N,

CH(Q) :={ue C"(Q) | u tiene soporte compacto en €2 },
CE(Q) = [ CEO)
n=0

Por supuesto, pongamos C.(2) := C%(Q).

2.9 Nota. El espacio C,({2) con la norma || - || es un espacio normado no completo. Por
eso a veces se considera la completacion

Co(R2) :={ueC()|Ve>03K CQ, K compactoVz € Q\K: |u(z)| <e}

de C¢(©2) en esta norma: Cy(§2) con la norma || - || es un espacio de Banach y C.(2) es
denso en Cy(2).

2.1.3. Espacios de Holder

2.10 Definicion. Sean X,Y espacios métricos. Una aplicaciéon f: X — Y es Holder
continua de exponente ~y si existe v € (0, 1] tal que
d(f(z), f(y))
flyix,p = sup —————= < o0.
[ ]'y z,yeX d(l‘ay)’y
T#y
En este caso [ f],.x g es la constante de Holder. SiY = R, entonces normalmente suprimimos
el espacio Y. Si no hay posibilidad de confusiéon también suprimimos X.
f es Holder continuo localmente de exponente v si para todo x € X existe una vecindad

U de z en X tal que f|y es Holder continuo de exponente ~.
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2.11 Ejemplo. Sea v € (0, 1]. Definimos f: [0,00) — R por f(z) := z7. Como f'(z) =
vz7~! para x > 0, entonces f’ es decreciente en (0,00). Para x > y > 0 se sigue que

ﬂw—f@wzlfﬂﬂdagAﬁﬂs—wdwzlkngMS:fm—y»

Esto implica que f es Hélder continuo de exponente v y que [f]y0.00) < 1. Como f(z) —
f(0) = f(x — 0) para todo x > 0, en consecuencia [f],;0,0c) = 1.

2.12 Notas. (a) Si f es Holder continuo localmente en X, entonces f es continuo. Si f
es Holder continuo en X, entonces f es continuo uniformemente.

(b) Supongamos que A C X, que Y es completo, y que f: A — Y es Holder continuo de
exponente . Por (a) y el Lema 2.5 existe una extensién continua f: A — Y. Se sigue
que para z,y € A, (z,),(yn) C A, 2, > 2y Yy — U

w ~ lim d(f(x,), f(yn))
d(.ﬁE, y)'y N TL1~>oo d(ajna yn)'y < [f]v;A,Y-

Entonces f es Holder continuo de exponente v y [f] vy = [flyay

(c) Si X es compacto y si f es Holder continuo localmente en X de exponente ~y, entonces
f es Holder continuo de exponente v en X.

(d) Siy =1 en la Definicién 2.10, entonces se utiliza “Lipschitz” en lugar de “Hoélder”.

2.13 Definicién. Sean X un espacio métrico, E un espacio de Banach, y v € (0, 1].

C*(X,E) :={u: X — E | u es Hélder continuo localmente de exponente ~ },
Cy(X,E) :={u € Cp(X, E) | u es Holder continuo de exponente 7 }.

Si £ = R entonces suprimimos el espacio E.

2.14 Lema. El espacio C3" (X, E) con la norma

(2.4) [ullconx,p) = llulloc + [U]yx.1
es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (u,) € C37(X, E) una sucesién de Cauchy. Existe C' > 0 tal que
|[tn||cor(x,p) < C para todo n. Como (u,) también es una sucesion de Cauchy en Cg(X, E),
entonces existe u € Cp(X, E) tal que u,, — v uniformemente en X. Calculamos

o 0@ = @lls _ @) e
z,yeX d(% y)'y z,y€X MO0 d(xa y)'y
TH#Y TH£Y

20
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de donde se sigue que u € C%’V(X, E). Ademés, para € > 0 existe ng tal que

[Un — Um]% ) <e
ara m,n > no. En consecuencia
)

[(un = w) (@) = (un = w)(¥)lz

[y, — U]y, x,p = sup

z,yeX d(l’7 y)’y
TFY
— sup lim [ (= ) () = (Un — ) (Y) ||
x,y€X M—00 d(l‘, y)fy
TFY
<e

para todo n > ng. Junto con u,, — u en Cg(X, E) esto implica que u,, — u en C’%’“’(X, E).
[

2.15 Definicién. Sea 2 C R abierto, y sea v € (0, 1]. Definimos para n € Ny

C™(Q) :={u e C™(Q) | 0% e C*(Q) para |a|; =n}

T(Q) = {u € CR(Q) | 0°u € CYY(RQ) para |al; =n}
C™(Q) := {u € C™(Q) | 9"u tiene una extensién a Q en C*7(Q) para |a|; =n}
CEY(Q) := {u € CR(Q) | 9*u tiene una extensiéon a Q en C37(Q) para |a|; =n }

2.16 Nota. Se cumple por la Nota 2.12(b) que CY(Q) = CY(Q). Si Q es acotado,
entonces C™7(Q2) = Cy7(2) por la Nota 2.12(c).

2.17 Proposicién. Los espacios Cy”(Q) y C57(Q) con la norma

[ullgn = l[ullen + méx [0%u],
lali=n
son espacios de Banach.
Demostracion. Combinar la Proposicién 2.4 y el Lema 2.14. (l

2.1.4. Regularizacién
2.18 Definicién. Fijando N € N definimos n € C°(R") por

n(x) = {Cexp (=) o <1

0 lz] > 1

donde C' > 0 es elegido tal que fRN ndx = 1. Para ¢ > 0 definimos

1e() = SLN n(?) :

o1
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Se sigue que 7. € C>°(RY), que
(2.5) supp(n.) = B:(0),

y que

(2.6) / o dr = 1
RN

para todo € > 0. Las funciones 7. se llaman regularizadores (mollifiers en inglés).

2.19 Recapitulacién. Sea p € (0,00] y sea Q2 C RY abierto. El espacio L! () es el
espacio de las funciones medibles u: 2 — R tal que u|x € LP(K) para todo K C € que
es compacto. Equivalentemente, v € L} () si todo z € € posee una vecindad U C (2 tal
que uly € LP(U).

2.20 Ejemplo. Sean ; := (0,1), Q := (1,00), p > 0y u: R* — R definido por
u(z) = 1/x. Entonces u € LP(2;) siy s6losip < 1,y u € LP(Qy) si y sblo si p > 1. Pero
uwe LP () paratodop >0y i=1,2.

loc

2.21 Proposicion. Sea Q@ C RY abierto y sea u € Li (). Definimos
OF = {2 e Q|dist(z,00) > ¢}

y la reqularizacion u.: Q2 — R de u por u. := n. *xu, es decir,
(27) w@ = [t —puay= [l putay
Q (z

Entonces u. tiene las siguientes propiedades:

(1) supp(ue) € supp(u) + URY =: Us(supp(u))
(11) ue € C™(§°)
(111) Siu € C(R2) entonces u. converge uniformemente a u sobre subconjuntos compactos
de 2 cuando € — 0.

Demostracion. (1) Sea x € QF y dist(z, supp(u)) > . Entonces U.(z) Nsupp(u) = &y
(2.7) implica que u.(x) = 0.
(1) Fijamos i € {1,2,3,...,N} y x € Q°. Existe r > ¢ tal que B,(z) C €. Se sigue
parat € R, |t| <r — e que
U.(z +te;) C U, (z).
Como 9. € CE(RY) y uly,) € L*(U,(x)), el teorema de convergencia dominada de
Lebesgue implica

Uge :17—}—1561
( /3775 u(y) dy

_/l(m)<na($+t61 one=y) oo 0 _y>)u(y> By 0

t

o2
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cuando t — 0. Eso dice que u,. es diferenciable parcialmente en x y que
Oiue () = / Ome(x — y)uly) dy = O * u.
Q

Sélo hemos usado u. = n.*xu, n. € CX(RY) y supp(n.) = B.(0). Tenemos dju. = d;n. *u,
Om. € C=(RY) y supp(din.) = B-(0). Por eso podemos aplicar los mismos argumentos para
obtener que 0;u,. es diferenciable en €2°. Por induccion se obtiene la afirmacion.

(111) Sea K C 2 compacto. Elijamos &y > 0 tal que

Bs,(K) = {x € RY | dist(z, K) < § } C Q.
Sea £ > 0. Como Bs,(K) es compacto y u continuo, existe d; € (0, dg] tal que
(2.8) Vo € (0,01]Ve,y € Bsy(K): (|[x —y| <6 = |u(x) —uly)| <e).

Se sigue para ¢ € (0,6;] y z € K que

Jus(w) —u(z)] =

[ st =)ty - u(az))dy\ <[ e = fuly) () dy < =

porque Bs(x) € Bs,(K). En consecuencia ||us —ul|c(x) < € para § € (0,6;]. De eso se sigue
la afirmacion. U

2.22 Lema. El espacio C°(§2) es denso en C.(S2).

Demostracion. Sea u € C.(Q) y K := supp(u). Definimos ¢y := dist(K,02)/3 > 0. Para
e € (0,g0] se sigue de La Proposicién 2.21(1) que la regularizacién u. tiene soporte en
B.(K) C ¢, es decir, u. € C°(2°). Ademés (111) de la misma Proposicién implica que
u. converge uniformemente a v en B, (K) cuando ¢ — 0. En consecuencia u. converge
uniformemente a u cuando € — 0. Extendiendo u. a 2 por 0, esto implica la afirmaciéon. [

2.23 Recapitulacién. Para p € [1,00) el espacio C.(€2) es denso en LP(2). Entonces el
Lema 2.22 y el Lema 1.42 implican que C°(€2) es denso en LP(€2).

2.24 Recapitulacién. Sea X un espacio métrico y A C X. Entonces la funcion
w(z) = dist(z, A) ;= inf{d(z,y) |[y € A}

es Lipschitz continua con constante 1: Sean z,y € X y (y,) C A tal que d(y,y,) —
dist(y, A) cuando n — oo. Se sigue que

dist(z, A) — d(y, yn) < d(x,yn) — d(y, yn) < d(z,y)

para todo n. Dejando n — 0o eso implica que dist(x, A) —dist(y, A) < d(z,y). En la misma
manera se puede probar que dist(y, A) — dist(z, A) < d(x,y), y entonces |dist(x, A) —
dist(y, A)| = |u(z) = u(y)| < d(z,y)
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2.25 Lema. Sea K C Q compacto. Entonces existe u € C(2) tal que u(x) = 1 para todo
x € K yu(zr) €0,1] para todo x € €.

Demostracion. Como K es compacto, OS2 cerrado y K N0 = &, e := dist(K,0Q)/5 > 0.
Definimos Ky := B.(K) y v: Q — R por

o) = {O dist(zx, Ko)

>
1 — dist(z, Ko) /e dist(z, Ky) <

Recapitulacién 2.24 implica que v es continuo. Entonces v € C(Q), supp(v) = B-(Ky) =
By (K), v(x) = 1parax € Ky y v(z) € [0,1] para todo = € Q. La Proposicién 2.21 implica
para v, := 1. * v que supp(v:) C B.(supp(v)) = Bs.(K), es decir, v. C C(£2). Ademas,
para x € K se sigue que B.(z) C Kj. En consecuencia, (2.6) y (2.7) implican que v.(z) = 1.
Como 7. > 0y por (2.6) para todo x € Q¢ obtenemos

ve(z) = / ne(e — y)o(y) dy € [0,1].

() x € Q°,
uw) = {0 r e O\

y obtenemos u como en la afirmacién. O

Definimos

2.2. Espacios de Sobolev

En esta seccién siempre supongamos que €2 C RY es abierto.

2.2.1. Derivadas Débiles

Los espacios de funciones diferenciables que hemos definido en las secciones anteriores
no son espacios de Hilbert. Como tiene muchas ventajas trabajar en espacios de Hilbert,
nos interesamos en espacios de Hilbert de funciones diferenciables. En ésto, se necesita una
versién débil de diferenciabilidad.

2.26 Recapitulacién Sea Y€ C’l(RN) Entonces existe M > 0 tal que supp(¢) C Q =
[—M, M]N. Para todo 22, 23,..., 2" € R se sigue que

/ O1p(x eM)dat = (M, 2%, ... 2N) — (=M, 2% ... 2V) =0
y entonces
Orp(t dx-/@lgpx z? V) dx
RN

:/ / / (et 2%, .. 2N datd2? ... da™N =0
M J-m -M
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En la misma manera se prueba que
(2.9) / Oipdr =0 Vi=1,2,...,N.
RN

Para un abierto @ C RY, una funcién u € C'(Q2) y una funciéon ¢ € C>®(f), tene-

mos que pu € CH(Q). Extendemos pu a RY por 0 y obtenemos pu € C!(RY). Por la
Recapitulacion 2.26 se sigue que

0= Oi(pu) dx = / Oi(pu)dz = /(u@«p + pou) dz
RN Q Q

para todo ¢ = 1,2,..., N. De esto se sigue una féormula de integracion parcial:
(2.10) /u@igodx:—/(?iugodx Vi=1,2,...,N.
Q Q

Iterando esta férmula, se sigue para v € C*(Q) y un multiindice o del orden |a|; < k que

(2.11) /uaagpdx—(—l)""'l/&augodx.
Q Q

En la siguiente definicion usemos (2.11) para definir la derivada débil parcial de u aso-
ciado con a.

2.27 Definicién. Sean Q C RY abierto, u,v € LL (Q), y sea o un multiindice. Entonces
v es la a-ésima derivada parcial débil de u si

(2.12) /u@"‘gp dz = (—1)lh / veder Vo e CX(Q).
Q Q

En este caso escribimos 0%u = v.

1

2.28 Lema. Si existe una derivada parcial débil a-ésima de w € Ly,

definida unicamente c.t.p.

(Q) entonces 0“u estd

1

Demostracion. Supongamos que v € Ly,

() cumple

(—1)|a|1/9u80‘g0dx:/ﬂ€9au<pdx:/Qmpdx Vo € C(Q).

Pongamos w := §%u — v. Se sigue que w € Li () y que

(2.13) / wpde =0 Vp e Cr(Q).
Q

Demostremos que w = 0 en c.t.p.
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Primero supongamos que meas(2) < oo y que w € L'(Q). Fijamos ¢ > 0. Por el
Lema 2.22 podemos elegir w € C(Q2) tal que ||w — wl|; < e. Pongamos

K1::{$€Q|1D(:v)25}, KQI:{ZE€Q|’ZI)($’)§—€}, KZ:K1UK2.

Se sigue que K7, Ky son compactos y ajenos. Pongamos ¢ := dist(K;, K3)/2 > 0. Por el
Lema 2.25 existen ¢; C C°(Us(K;)) tal que p;(z) = 1 para todo z € K; y ¢;(z) C [0, 1]
para todo = € Us(K;). Extendamos p; por 0 a Q y pongamos ¢ := p; — ¢o. Se sigue que
p € CX(Q), p(x) =1parax € Ky, p(xr) = —1 parax € K,y [|¢||cc < 1. En consecuencia
(2.13) implica que

|wlly < e+ [Jw]y

:5+A\K]@(x)|d$+/\w(x)\dx

< ¢+ emeas(f?) +/K@D(x)g0(x) dz

= ¢(1 + meas(Q2)) + /

Q

w(z)p(r)dr — / w(z)p(r)d

O\K
< 2e(1 + meas(Q)) + /Q w(z)p(x) de
= 2¢(1 + meas(f2)),

y dejando € — 0 que ||w|]; = 0. Por eso w = 0 en c.t.p. de 2.
En el caso general, pongamos

Q, :={zeQ|dist(xz,00) > 1/n, |z| <n}, nelN

Se cumple que €, es abierto y Q, C Q es compacto para todo n € N. Ademas,

Q:UQn.

neN
Aplicando la primera parte a w|q, para todo n € N se sigue que w = 0 en c.t.p. en Q. O

2.29 Nota. Siu € C'(Q), por el Lema 2.28 cada derivada parcial débil de u coincide con
la derivada parcial clasica en c.t.p.

2.30 Ejemplos. Sea Q) :=(—1,1).

(a) Sea u(z) := |z|. Es claro que u € L (). Poniendo

loc

o() = {1 x>0,

—1 x <0,

o6
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obtenemos v € Li () (sélo es necesario definir v en c.t.p.). Probemos que u es

diferenciable débilmente en 2 y que v’ = v. Sea ¢ € C°(Q2). Se sigue que p(—1) =
p(1) =0y

0 1
/ugo’dx:/ —x¢'(z) dx—l—/ zy'(z) da
Q -1 0

:_{w(x)\o —/0 @(I)dx} +w<x>\;—/ols0<x>dx

-1 1

:/igp(x)dx—/olgo(m)dx.
:_/ﬂwdx.

Esto demuestra que se cumple (2.12) con a = 1, es decir que v = v’ := J,u.
(b) Sea u: 2 — R definido por

u(z) = {1 x>0,

-1 x < 0.
Es claro que u € L (€2). Supongamos que u es diferenciable débilmente. Por Nota 2.29
u/(x) = 0 para x # 0, es decir, v’ = 0 en L (Q). Sea ¢ € C(Q) tal que p(0) # 0.

En consecuencia la definicién de diferenciabilidad débil y ¢(—1) = ¢(1) = 0 implican
que

0:—/Qu’g0dx:/ﬂugo’dx:/o —go’(x)dm+/olgo’(x)dx:—2<p(0)750,

-1
una contradiccion. Entonces u no es diferenciable débilmente.

2.31 Nota. Diferenciabilidad débil es una nocién local: Siu € Li (Q) y si todo z € Q tiene
una vecindad abierta U, C € tal que u|y, posee la derivada débil 0;u, entonces existe la
derivada débil O;u en 2. Esto se demuestra asi: Se sabe que en este caso existe una particion

lisa de 1 subordinada a la cubierta (U,).eq, es decir, una familia (1,).cq € C°(2) tal que
e € CF(Q), no: @ —[0,1] y
an =1 en ).

Todo punto y € € tiene una vecindad donde esta suma es finita. Por eso podemos inter-
cambiar limites en la calculaciéon mas adelante.
Uno define v € Li (Q) por vy, := d;u para todo z € Q. Esto es posible por la unicidad

loc
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de las derivadas débiles en los conjuntos U,. Si ¢ € C°(€2), entonces

/Q pdy QZU o) dy

z€Q

=> / un,d;p dy

z€Q

= Z / (u0;(Natp) — wpdin,) dy

zEQ

= Z/ (=Oiunsp — updin,) dy

z€Q

z—/&us@dy—/w@ (Zm) dy
Q Q

€
= —/Gz-ugody.
Q

=1
Eso demuestra que existe 0;u débilmente en 2 y que O;u = v.
2.32 Proposiciéon. Sea Q CRY abierto y sean u,v € L .(Q).

(a) Sea a un multiindice tal que existen 0“u y 0%v, y sean \,u € R. Entonces w :=
Au+pv € L (), existe 0%w y

loc
0%“w = N0%u + pd“v,
es decir, 0% es un operador lineal.

(b) Supongamos que existen todas derivadas parciales débiles de u hasta el orden k. Si
a, B son multiindices con |a|; + |51 < k, entonces

0%(0%u) = 0°(0°u) = 0°Pu.

(c) Siw e CX(Q) y si existe yu, entonces existe 0;(wu) = ud;w + wou.

Demostracion. (a) Se sigue directamente de la Definicion 2.27.
(b) Para ¢ € C(Q) se tiene que

0%(0%¢p) = 0°(9%p) = 9**Fg.
Entonces la Definicion 2.27 y el Lema 2.28 implican la afirmacion.

(c) Si p € CX(Q2) entonces

/(u@iw + wou)p dr = / u(pdiw — 0;(wep)) de = — / uwd;p dx.
Q Q

Q

La unicidad de la derivada parcial débil implica la afirmacién. O
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2.2.2. Propiedades Basicas de Espacios de Sobolev

2.33 Definicién. Sea 2 C RY abierto, sea p € [1,00], y sea k € Ny. Definimos el espacio
de Sobolev W*P(Q) como el espacio de todas funciones u € LP(2) que poseen derivada
parcial débil 0%u € LP(Q2) para todo multiindice « con |af; < k.
Para k € Ny definimos
H*(Q) == WH(Q).

2.34 Nota. La definicién implica que W*?(Q) C WhP(Q) sil < k, y que LP(Q) = WOP(Q).
La Proposicién 2.32(b) implica que 0%u € W' (Q) si u € W*P(Q) y |a|; < k —I. Por La
Proposicién 2.32(a) W*P(Q) es un subespacio vectorial de LP(2).

Similarmente como en la Seccién 2.1.1, para u € WP (Q) y 0 <n <k introducimos las
notaciones

D" :={0% | |al; =n}

1/p
1D, = ( 3 ||aau||;;)

lali=n
D" ul|o :=méx{ [[0"ullo | lafs = n}.

2.35 Definicién. Supongamos que k € Ny y p € [1,00]. Para u € W*?(Q) definimos

k 1/p 1/p
lullweney = (ZHD"u|rz) = ( 3 Ha“UII£> si p < 0o
n=0

a1 <k

k
leallos(ey o= mital| D" ufloe = miix 9%

Si u,v € H*(Q), entonces definimos

(u,v) ey = Z (0%, 0%v)q.

lal1<k
Si identificamos funciones en W*P(€2) que coinciden en c.t.p., entonces || - [lyrs(q) €s una
norma, y (-, -)gk(q) s un producto escalar que genera || - || gr(q). En consecuencia, WP (Q)

es un espacio normado y H*(2) es un espacio con producto escalar.

2.36 Lema. Sea Q C RY abierto y acotado. Entonces LP*(Q)) C LP*(2) para py, ps € [1, 00],
Py > p1. Ademds, la inyeccion es continua.

Demostracion. Si p; < pa < 00, definimos q := pa/(p2 — p1), el exponente adjunto a py/p.
La desigualdad de Holder implica

1/q p1/p2
Jul2 :/Q|u(x)|m dr < (/Q 1qu) (/Q|u(x)|p2 dx) — meas(Q) V9 Jul1.

Para py = 00 es claro que ||ull,, < meas(Q)YP1]|u|q. O
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2.37 Lema. Supongamos que u, — u en LP(Q2) para p € [1,00]. Entonces para todo
q€[l,p] yoeC) se cumple que pu, — pu en LI(Q).

Demostracion. Sea U C Q abierto y acotado tal que supp(¢) C U. El Lema 2.36 implica
que u, — u en LI(U). En el caso g < oo se sigue que
loun — ‘PUH%q(Q) = [loun — SOU“%q(U)
— [ Juala) — ule) (o)l da
U
< llellEllun — ull7aw,

—0

cuando n — o0o. Si ¢ = p = oo entonces ||pu, — Yulloo < ||¢]lco]|tin — U]l — 0 cuando
n — oo. U

2.38 Proposicién. Para todo k € Ny y p € [1,00] el espacio W*P(Q) es un espacio de
Banach y H*(Q) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Sea (u,) € WHP(Q) una sucesién de Cauchy. Como 9%u,, es una sucesiéon
de Cauchy en LP(€2) para todo multiindice « tal que |a|; < k, entonces existen u,, tal que
0%u, — U, en LP(Q), y particularmente existe u € LP(2) tal que u,, — w en LP(Q2). Es
suficiente probar que u € W*P(Q) y 0% = 1, para todo multiindice « tal que |a; < k.

Sea p € CX(Q) y |afy < k. Lema 2.37 implica que u,,0% — u0%p y ¢ 0%, — @U, en
L'(Q) cuando n — co. En consecuencia

/u@‘%pdx = lim [ u,pdz = (1) lim | 0%, pdz = (—1)l" / Ugp de.
0 0

Variando ¢ € C°(2) se sigue de Definicion 2.27 y el Lema 2.28 que existe 0%u = 4,. O

2.39 Definicién. Para p € [1,00) denotemos por W, 7(Q) la cerradura de C(Q) en
WP(Q). Ademds denotemos
H; () = Wy™(Q).

Entonces W, () es un espacio de Banach y H{ () es un espacio de Hilbert.

2.40 Nota. En un sentido impreciso las funciones en Wy (Q) se pueden ver como las
funciones en W?(Q) que se “anulan sobre 9.

2.2.3. Encajes
2.41 Definicién. Sea p € [1, N). Definimos el exponente de Sobolev por

_ Np
p = N—p
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y notemos que se cumplen

1 1 1
2.14 —=—-——= y p*>p.
Z14) p p N

2.42 Recapitulacién (Desigualdad de Holder generalizada). Sean m € N, p1,pa, ..., pm €
[1,00] tal que

LS|
2.15 — =1,
(2.15) ;pk

y sean uy € LP#(Q)) para k = 1,2,..., m. Entonces

m
[zl do < T e
@ k=1

2.43 Teorema (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Sea p € [1, N). Entonces existe una cons-
tante positiva C' = C (N, p) tal que

(2.16) |

para todo u € CHRY).

p < C[[Dul,

Demostracion del Teorema 2.43. Fijamos u € C1(RY) y primero supongamos que p = 1.
Definimos v € C.(RY) por v(z) := max.,|0;u(x)|. Para todo i =1,2,..., Ny x € RV
obtenemos

y entonces

En consecuencia

(2.17) mmWLSQQ[

Integrando (2.17) respecto a x!' y usando Recapitulacion 2.42 se sigue que

400 N oo N +oo ) ﬁ
/ lu(z)| 71 dat < / H(/ vdy’) da?
+o0 ﬁ +oo IV 400 ) ﬁ
(2.18) = (/ vdy1> / H(/ Udyl) da?
—00 —00 _9 —00
+o0o ﬁ N +oo 00 ) ﬁ
< (/ vdyl) H(/ / vdat dyz> .

=2

1

N-1
1.2 i—1 i i+l Ny 1,/
(0] G R A VA N )dy) .
o0
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En la misma manera calculamos, integrando (2.18) respecto a x?:

—+00 —+00
/ / |u]% dat dz?
+o0 oo N
< (/ / vdz! dyQ)
+o0 +o0 o0 o0 1_1
X / (/ vdy1> (/ / vda! dy) da?
+o0 +o0 +o0 +o0 1_1
g(/ / vdxldyQ) (/ / vdy? d:c)
+oo +oo +o0 \ N-1
X H (/ / / vda! dz? dy’) :
i=3 —o0 —00 —o0
3

Siguiendo con integraciones respecto a z3, x4, ..., 2V llegamos a
(2.19) / u| %1 dz
RN

+o00 ) N—1
SH(/ / vdxldﬁ---dyz'--de) =</ vdx)
i=1 T > RY

P
.
8

‘H

o

Esto implica

N N
i, < [, var < [ S Jowdar =3 Jaul = ul
1= 1=

la afirmacion para p = 1.
Ahora supongamos que 1 < p < oo y apliquemos (2.19) a la funciéon w := |u|” donde
elegiremos v > 1 mas adelante. Notemos que

N N
(2.20) max|dyw ()| = |u(x)]"™" mix|du(x)]

y obtenemos

N—-1
~
( \u|l%v1 dx)
RN

IN

7/ x)|7 1rnax|8u( )| dz
RN

p—1 1

(=1 P N P

|u| g ) ’ ( max|8u( )|pdx>p
Rry =1

p—1

7( \urwdx) IDull,.

(2.21)

IN

y

IN
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Elijamos v tal que se cumpla

es decir,
p(N —1)

= >1

Se sigue que
N _ (G =Dp_ . N-1 p-1 1
N—-1 p-—1 —P Y N p  pt

En consecuencia (2.21) implica que

[[ullp> < yl[Dullp.

O

2.44 Corolario (Desigualdad de Poincaré). Sea @ C RY abierto y acotado, seanp € [1, N)
y q € [1,p*]. Entonces existe una constante positiva C = C(N,p,q, ) tal que

[ully < C1[Dul,
para todo u € Wy P(Q). En consecuencia, Wy P (Q) C LI(Q) con inyeccién continua.

Demostracion. Seau € WyP(Q) y sea (u,) € C°() tal que u, — u en W, ?(Q). Entonces
lun, — ull, = 0y |[|[Du, — Dul[, = 0 cuando n — oo. El Teorema 2.43 implica que existe
Cy = C1(N,p) tal que

|t — unllpr < C1||Dtty, — Dyl

para todo m,n € N. En consecuencia (u,) es una sucesion de Cauchy en LP (Q) que
converge a un v € LP (Q). Como p* > p, el Lema 2.36 implica que u, — v en LP(Q), es
decir, v = u. Otra vez usando el Teorema 2.43 obtenemos

[tn]lpe < Cr[ D[

Dejando n — oo se sigue que

[ullp- < Chl[Dully,

y concluimos con el Lema 2.36 para cualquier g € [1, p*]. O

2.45 Proposicién. Sea Q C RY un dominio acotado. Entonces existe C > 0 tal que
[ulla < C||Dull2

para todo u € H ().
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Demostracion. Caso N > 3: Esto es una consecuencia directa de la desigualdad de Poin-
caré, Corolario 2.44, porque 2 < N y 2 < 2*..

Caso N = 2: Elijamos ¢q € (1,2). Se sigue que ¢* = 2¢/(2—¢q) > 2. Usando el Lema 2.36
y Corolario 2.44 obtenemos (con varias constantes C')

[ull < Clu

¢+ < C|Dully < ClDull,.

Caso N = 1: Sea €2 = (a,b). Primero supongamos que u € C}(€2). Se sigue que

y en consecuencia que
)< [ Wlas
para todo x € ). Entonces
(2.22) ulloo < ||¢||1 para todo u € C(9Q).
Utilizando el Lema 2.36 otra vez se sigue que
(2.23) |lull2 < C||Dul|2 para todo u € C(9Q).

Si w € H}(Q) entonces existe (u,) € C*(Q) tal que u, — u en H}(Q). Es claro que
llunlla = |lullz ¥ |[Dunlla — [|[Dullz cuando n — oo. Entonces la afirmacién se sigue de
(2.23). O

2.2.4. El Teorema de Rellich-Kondrakov

2.46 Proposicién. Seana < b, Q := (a,b) CR yp € (1,00]. Para todou € Wy (Q) existe
v E 00,1—_1/;;(9) tal que uw = v en c.t.p. Esto genera una inyeccion continua Wy " (Q) <
CO1-1/2(Q). Ademds, la inyeccion WyP(Q) < LI(Q) es compacta para todo q € [1,q].

Demostracion. Pongamos v :=1 — % sip<ooy~y=1sip=oco. Seau e CHQ). Primero

supongamos que p < co. Para z,y € Q, x < y, se sigue que

Yy )
/u’(s)ds S/ lu'| ds
T T - )
y = y >
< ([ras) " ([wras)” = ioulyle -

[u],;0 < [[Dull,.

u(z) —u(y)| =

En consecuencia
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Para p = 0o obtenemos para a < x <y < b que
u(z) — u(y)] < [[v]| [ =yl

y entonces que
[u] 10 < Do

En ambos casos el Lema 2.36 y (2.22) implican que existe una constante C' > 0 tal que
(2.24) HUHCM@) < Cllullwrr @) para todo u € C(€).

Si u € WyP(Q) entonces existe (u,) € C=(Q) tal que u, — u en WH(Q). Como
WP — L[P(Q) continuamente esto implica que

(2.25) u, —u  en LP(9).

La desigualdad (2.24) implica que (u,) es una sucesiéon de Cauchy en C%7 (Q), un espacio
de Banach. Entonces u,, — v en C%7(Q) para un v € C*7(Q). Como

CO(Q) = C(Q) — LP(Q)
continuamente, entonces
Up —> U en LP(Q).

En consecuencia (2.25) implica que u = v en c.t.p. Por la identificacién de funciones
en W'?(Q) que coinciden en c.t.p., u € C%=Y?(Q), es decir, W,*(Q) C C%'-1/7(Q).
Observando que

HunHCOﬁ(ﬁ) - ||U||co,v(§) y [unllwre@) = llullwie)

cuando n — 00, (2.24) se cumple para todo u € Wy (), y esta inyeccién es continua.

Para v € (0,1] cada funcién en C*7(Q) es continua uniformemente, y esta continuidad
uniforme solo depende de una cota para |[| - [|co.(g)- En consecuencia el teorema de Arzela-

Ascoli implica que la inyeccion C%7(Q) < C(€2) es compacta. Obtenemos que

WyP(Q) = C™(Q) — CQ) = LYQ)

compacto

con inyecciones continuas. Como una composicion de operadores lineales continuos con un
i . . 1
operador lineal compacto es compacto, se sigue la compacidad de Wy*(Q) — L1(Q2). O

Si Q es acotado, sip € [1, N) y q € [1, p*] el Corolario 2.44 implica que Wy (Q) < LI(12).
Como andlogo a la Proposicién 2.46 nos interesa cuando esta inyeccion es compacta.

2.47 Teorema (Rellich-Kondrakov). Sea Q@ C RY un dominio acotado, sea p € [1,N) y
sea q € [1,p*). Entonces la inyeccion Wy*(Q) < LI(Q) es compacta.
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Demostracion. En esta demostracion C' denota varias constantes positivas que no dependen
de € ni n. Primero supongamos que (u,,) C C°(£2) cumple

(2.26) [tnllwio@ <C ¥neN.

Extendemos u,, a RY por 0 y definimos ué € C>°(R”Y) por

W () = 1oy = / 0o — y)un(y) dy,
RN

donde 7. es la funcién dada en la Definicion 2.18.
Fijamos un dominio acotado V C R¥ tal que Q C V. Se sigue que

(2.27) Ve < &g := dist(Q,0V): supp(us) C V.
Probemos que
(2.28) Uy, — Up en LY(V) cuando € — 0, uniformemente en n.

Fijamos x € V' y calculamos

) = ) = | [ e = ) nl) - un<x>>dy\

RN

g/
_ /UE( /Dun(x—sy)[]dsdy'
-/ R0 / IDun(z — s ds dy.

Integrando esta expresion sobre V' obtenemos

1
[l —m@lar<e [ [ @) [ IDu-slasdyas

Vv V JU:(0) 0

1
-/ L) / IDune — s9)]| da dy s
=(0
<€|]DunH1// y)dyds
5(0

= &[[Dunlh,

N

=

1= (y) (un(z — ) — un()) dy‘

IA

y entonces por (2.26) que

(2.29) [us —up|i < Ce,  Vn €N Ve € (0,e).
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Por otro lado, el Corolario 2.44 implica que

(2.30) [tn

» <C Vn € N.

La desigualdad de Holder implica para n € N que
@)l < [ o= pluldy
RN

p*-1 1
=/ ne(z —y) 7 ne(z—y)r u,(y)| dy
]RN

p*

< (/RN n-(x —y) dy) . (/RN 1(x = y)|un (y) " dy)pl*

.

* p*
= ([, e =t ay) "
RN
y entonces para todo € € (0,g9) que
p= [ a@p

<[] na =l dyda
RN JRN

< [ tuny)P / 0 (e — ) da dy
N RN

= ZNlun(y)

*

s,

p* dy

= [Jup Z*.

Junto con (2.30) obtenemos

(2.31) s, — uy,

n

» <C para todo € € (0,¢¢), n € N.

Como 1/p* < 1/q < 1, entonces existe 6 € (0, 1] tal que

1 1
-=0+4+(1-0)—.
q p*
En consecuencia
Loy Py
— > y >
fq (1—10)q
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Para todo v € LP" (V) se sigue con la desigualdad de Holder que
Jolly = [ fo(e)l"da
v
= [ @ lota)*- 7z
1%

< (/RNW)\ dx)gq (/RN\v(x)

0 1-6
= [l {0l G

(1-0)q

r dx) ’

Aplicando esto a ug, — u, y usando (2.29) y (2.31) obtenemos que

I, — wally < N, = wlfllsg — a5, < C= ¥n €N, Ve € (0,0)

y entonces (2.28).
Probemos que

(2.32) Para todo € € (0,¢y) la sucesién (uf,), es acotada y equicontinua unifor-
' memente.

Fijando € € (0,&¢) y z € RY, y utilizando (2.30) y el Lema 2.36 observamos que

. C
@) < [ o=l dy < sl < 5 < oc

para todo n € N. De esto se sigue que ||ug]|« es acotada cuando n — oo. Ademds, para
todoi=1,2,..., N calculamos

- C
@) < [ 1mele =)l )| dy < Woinllinn < S < o0

para todo n € N. De esto se sigue que ||Dué || es acotada cuando n — oo. Como ué, €
C>(RY), estas observaciones implican (2.32).

Usando un proceso diagonal y (2.32) pasamos a una subsucesién de (u,) tal que para todo
k € N la sucesion uy/* converge en C (V). Demostremos que esta subsucesion (u,) converge
en L7(€2). Sea § > 0. Entonces existe k € N tal que 1/k < g¢ y tal que ||u, — u}z/qu <4/3
para todo n € N, por (2.28). Ademads, por (2.32) existe ng tal que ||u717{k - url/qu <4/3
para todo m,n > ng. Se sigue para todo m,n > ng que

et = tallg < llwm = M llg + Moty = /¥l + 1w/ = wally < 6.

Eso implica que (u,,) es de Cauchy en L9(V), es decir, (u,) converge en L7(€2).
Para finalizar la demostracién supongamos que (u,) € Wy"(€) cumple (2.26). Existen
funciones v, € C°(Q2) tal que ||u, — vp|lwir@) < 1/n para todo n € N. Entonces también
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|vn|lw1r) es acotado cuando n — oo y lo que hemos probado antes implica que pasando
a una subsucesién se cumple que v, — u en L4(€2) con una funcién u € LI(£2). Se sigue
que

[un = ully < Jlun = vallg + llon = ullg = 0

cuando n — oo.

2.48 Corolario. Sea Q C RY un dominio acotado. Entonces la inyeccion H} () — L*(Q)
es compacta.

Demostracion. Caso N > 3: Esto es una consecuencia directa del Teorema 2.47.
Caso N = 2: Elijamos ¢q € (1,2). Se sigue que ¢* = 2¢/(2—q) > 2. Usando el Lema 2.36
y el Teorema 2.47 obtenemos inyecciones

HLY Q) — W) —  LXQ).

compacto

Caso N = 1: Es contenido en la Proposiciéon 2.46. U
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3. Ecuaciones Diferenciales Parciales Elipticas

En esta parte sea  C RY un dominio acotado.

3.1. Existencia de Soluciones

3.1.1. Operadores Diferenciales

Si u € C%(Q), entonces definimos

para x € (). El operador diferencial lineal A se llama el laplaciano. Nos interesamos en
soluciones u(z) de problemas de la forma

{ —Au(z) + c(z)u(x) = f(x), x €,

(3:1) u(x) =0, x € 09,

donde ¢, f € C(Q). Siu € C3HQ)NC(Q) y ¢ € C, entonces
N
/(—Au + cu)pdr = / (— Z Otu o + cugo) dx
Q2 QN =1
N
= / (Z Oiu O;p + cu<p> dx
Q\i=1

= / (Vu -V + cug&) dx.
Q

Si ademés u cumple (3.1) obtenemos que

(3.2) / (Vu -V + cugo) dz = / feodx  para todo ¢ € CZ(Q).
Q Q

La tltima identidad tiene sentido si sélo supongamos que u € Li () tiene derivadas
parciales débiles, que ¢ € L*(Q) y que f € L{ (). La funcién u se puede ver como una

solucién débil de (3.1) si cumple (3.2) y si se anula por 92 en una manera. Por otro lado, si
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uwe HY Q) y f € L*NQ), entonces la identidad en (3.2) tiene sentido para todo p € H* ().
Tiene muchas ventajas trabajar en espacios de Hilbert. Entonces vamos a buscar soluciones
de (3.1) como soluciones débiles en H}(€2).

Nota: Sea E un espacio normado y sea B: E x ' — R bilineal. En la tarea 1 se demostro
que B es continuo si y solo si

|Bllz2(r) := sup |Blz,yl|
z,yeS1E

es finito. Denotemos por L2(E,R) el espacio vectorial de las aplicaciones bilineales con
| - [lz2(Er) < 0o. Como en la Proposicién 1.13 se demuestra que || - ||z2(gr) €s una norma
en L?(E,R), tal que resulta un espacio de Banach.

Observamos que Au = Zgjﬂ 9j(6;;0iu) para u € C?(Q). Por eso, mas generalmente,
damos la

3.1 Definicién. Sean a”,b',c € L>°(Q) parai,j € {1,2,3,..., N }. Definimos el operador
diferencial parcial formal de forma divergencia L por

N N

(3.3) Lu:=— Y 0;j(a’0u) + Y '+ cu.
ig=1 i—1

Definimos la funcién bilineal B € £L*(H}(2),R) asociada con L por

N

N
(3.4) Blu,v] := / ( Z a"” Oyu ;v + Z b'Osuv + cuv) dz.
@ i=1

ij=1
Si f € L*(9), entonces una funcién u € H}(Q) que cumple
(3.5) Blu,v] = (f,v)2 para todo v € Hy(Q)

es una solucion débil de la ecuaciéon diferencial parcial

(3.6) {uLu = f, x €,

(z) = 0, x € 0Q.

Como originalmente nos interesan soluciones diferenciables fuertemente, también intro-
ducimos:

3.2 Definicién. Sean a”,d',c € C(Q) parai,j € {1,2,3,..., N }. Definimos el operador
diferencial parcial formal de forma no divergencia L por

N N
(3.7) Lu = — Z a” 0;0;u + Z d'Osu + cu.
=1

ij=1
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Si f € O(f), entonces una funcién u € C2(2) N C(Q) que cumple
Lu=f, x €,

3.8

(3.8) { u(z) =0, x € 01,

es una solucion cldsica de esta ecuacion diferencial parcial con valores en la frontera.

3.3 Nota. Si a¥ € CYQ) para 1,5 € {1,2,3,..., N}, entonces existe una corres-
pondencia entre los operadores formales de forma divergencia y no divergencia, con

d=b — YV ;0.
3.1.2. El Teorema de Lax-Milgram

3.4 Nota. Para buscar soluciones clasicas de (3.8) la idea principal es primero buscar solu-
ciones débiles usando las herramientas que tenemos en espacios de Hilbert. En la segunda
etapa hay que probar que las soluciones débiles también son cldsicas. Esta parte se llama
la teoria de regularidad.

La definicién de soluciones débiles por (3.5) inmediatamente nos da una idea como probar
existencia de soluciones débiles. Para eso primero necesitamos:

3.5 Teorema (Lax-Milgram). Sean E un espacio de Hilbert, B € L*(E,R) y a > 0 tal
que

(3.9) Blz, x] > a|z||% para todo x € E.
Entonces para todo f € E' existe x € E tal que

Blz,y| = (f,y) para todo y € E.
Ademds, el mapeo f — x es un isomorfismo E' — E.

Demostracion. Como Blz,-] € E' para todo z € E, por el teorema de Fréchet-Riesz existe
un operador lineal A en F tal que

(3.10) Blz,y] = (Azx,y) para todo z,y € E.
Obtenemos para = € E que
(3.11) | Az||* = (Az, Ax) = Bz, Az] < || B|c2(m,m)l|2]| || Az |-

En consecuencia A € L(E) y (Ax,z) > a||z||* para todo € E. El Lema 1.36(b) implica
que A es un isomorfismo.
Si f € E’ entonces el teorema de Fréchet-Riesz nos da z € E tal que

(3.12) (f,y) = (z,9) para todo y € E.

Pongamos x := A~'z y concluimos. O
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3.6 Nota. El teorema de Lax-Milgram es muy semejante a el de Fréchet-Riesz. Si B es
simétrico, por ((+,-)) := BJ[-, ] se puede definir un producto escalar nuevo en E tal que su
norma es equivalente a la norma original. En este caso la prueba del teorema anterior es
la misma como en el de Fréchet-Riesz. Por eso lo nuevo en el teorema de Lax-Milgram es
que no se necesita la simetria.

3.7 Definicidn. Sean a” = /' para todo 4,5 € {1,2,3,..., N }. Un operador diferencial
parcial formal es eliptico uniformemente en (2 si existe una constante # > 0 tal que

N
(3.13) Z a(x)v'v? > 0|v|3 para todo z € Q, v € RY.

,j=1

3.8 Proposicion. Sea L un operador de forma divergencia eliptico y sea B definido como
en la Definicidn 3.1. Entonces B € L2(H}(Q),R) y existen o >0 y v > 0 tal que

Blu,u] + 7 ul} > alulZy g para todo u € HY(S).

Demostracién. Calculamos para u,v € H}(Q)

N N
|Blu, ]| < Y lla?|lsoll 02105011 + Y (16 lool|Bstal 0]
i=1

i,j=1
+ llellool[ull2llv]l2

< Cllullmy@ vl mye)-

En consecuencia B € L2(H(Q2),R).
La elipticidad de L implica que para 6 como en (3.13) y u € H}(£2) se cumple

OIDul} =6 [ [Vul3da
Q

N
< a’ O;ud;udx
f, X a0

i,7=1
(3.14) N
= Blu,u] — / (Z b O u + cu2) dz
@ Ni=1
N
< Blu,u] + [[Dullzlulls Y _[18'lloc + llelloollull3
i=1

Como st < (s*> +t%)/2 para s,t > 0, con € > (0 obtenemos que

1
< elDully + lullz.

IDullallulle = (V2 [ Dulls) (%ﬁum)
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Elijamos € > 0 tal pequeno que
N
; 0
oS Il < 5
i=1
Con eso se sigue de (3.14) que

6

b 0
2 2

lullfa @) = 5 (IDulls + [[ull3) < Blu, u] + Clull3,
la afirmacion. ]
3.9 Nota. Para [ = — Zz]‘?szl 0;a"0; + ¢ donde ¢ > 0 se sigue de (3.14) que

(3.15) Blu, u] > 0||Dul?.

La desigualdad de Poincaré, Corolario 2.45, implica que existe C' > 0 tal que [jul|3 <
C||Du||3. Entonces

0 2
Blu,u] > Cr 1||“||H&(Q)

para todo u € H}(2). En consecuencia, respecto al resultado de la Proposicién 3.8, pode-
mos elegir v = 0 en esta situacion. Particularmente esto aplica cuando L = —A + ¢ con
una funcién ¢ > 0.

3.10 Teorema. Sea L un operador eliptico de forma divergencia. Entonces existe v > 0
que cumple: Si >~y y f € L*(Q) entonces existe solucion débil tinica de

Lu + pu = f, x €,
3.16
(3.16) { u(z) =0, z € 09.

Denotando L, := L + p para p > v y escribiendo L;lf € H)(Q) para la solucién débil
inica de (3.16) si f € L*(Q), entonces L' € L(L*(2), Hy(52)).

Demostracion. Elijamos v como en la Proposicién 3.8, fijamos 1 > v, y definimos la funcion
bilineal B, € L*(H; (), R) por

B, [u,v] :== Blu,v] + p(u,v)s.

Esta funcién B,, corresponde al operador L, [u] := Lu + pu como en la Definicién 3.1. Por
la Proposicion 3.8 existe a > 0 tal que

Bylu,u] > aflull g para todo u € Hy ().
Fijando f € L*(2) definimos g € Hj ()" por

<gv u> = (f? u>2'
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Es claro que

(3.17) ||9||H3(Q)/ < I f1l2-

El Teorema 3.5 implica la existencia de u € H}(Q) tal que
B [u,v] = (g,v) = (f,v)2 para todo v € Hy(Q).

Como la aplicaciéon g — wu es un isomorfismo, y utilizando (3.17), existe C' > 0 que no
depende de g (y f) tal que

lullmg@) < Cllgllagy < Cllf 2

3.11 Ejemplo. Si L = —A+ccon c € L*(2) y ¢ > 0 la Nota 3.9 implica que

—Au+cu=f, x €,
u(z) =0, x € 0N.

tiene solucién débil tnica para todo f € L*(Q).

3.1.3. La Alternativa de Fredholm para Ecuaciones

3.12 Nota. En el Teorema 3.10 podemos definir B, € L(Hj(2)) por B,[u,v] := Blu,v] +
p(u,v)s. Entonces L,u = f es una manera formal de decir que

(3.18) B, [u,v] = (f,v)s para todo v € Hy ().

Pongamos E := H} (). Definimos L, € L(E, E') por L,u := B,[u, -]. Entendido en esta
manera, L, esta bien definido como operador lineal acotado, no sélo formalmente. Si p >
como en La Proposicién 3.8, el Teorema 3.5 implica que L, es un isomorfismo.

Ahora nos interesa que es el papel del espacio L*(f2) en esto. Mas abstracto, sean E,V
espacios de Hilbert (aqui V' corresponde a L*(Q)) y sea n € L(E,V). Usando una norma
equivalente en £ podemos suponer que ||7||zz,v) < 1. Definimos ©: V' — E’ por

(Yu,v) == (u,nv)y.

Se sigue que
| (Wu, v < lullvlinolly < lullviivle

y en consecuencia que Yu € E’ con [[Yu||p < ||ully. Por eso ¥ € LIV, E") y |9 zv,ery < 1.
Obtenemos un diagrama

(3.19) E-Lv-5E.
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Si 1,9 son inyectivos con imagenes densos, entonces (3.19) estd conocido como un triple
de Gelfand.

Supongamos que para B € L2(E,R) existe o > 0 tal que se cumple (3.9). Definimos
L.M € L(E,E') por Lu := Blu,:] y Mu := BJ[-,u]. El Teorema 3.5 de Lax-Milgram
implica que L, M son isomorfismos. Definimos G, Gy € L(V) por

(3.20) Gr:=nolL oW, Gy :=noM1od,
los operadores de Green asociados a L, M.

3.13 Proposicidn. Los operadores de Green G y Gy son adjuntos en L(V'), es decir,

G} =Gy.

Demostracion. La definicion de L, M implica que

(3.21) Blu,v] = (Lu,v) = (Mv, u) para todo u,v € E.

En consecuencia

(3.22) B[L7'f,v] = (f,v) = Blv, M f] para todo f € E', v € E.
Para u,v € V calculamos

(GLU, U)V = (U, GLU)V
= (

v,nL~ )y definicién de G,
= (Yv, L™ ) definicién de o
= B[L "Wu, M~ 9] (3.22)
= (Yu, M~ v) (3.22)
= (u,nM19v)y definicién de ¢
= (u, Gpv)y definicién de G
y concluimos. O
Apliquemos esta construccién abstracta a operadores diferenciales. Sean E := H}(Q),

V = L*(Q), L un operador eliptico de forma divergencia y B € L*(FE,R) la funcién bilineal
asociada con L. Por tanto, podemos interpretar L € L(E, E') por Lu = Blu,-]. Elegimos
v >0y a >0 como en la Proposicion 3.8. Para p > ~ definimos B, = B + p(-,-)v vy
el isomorfismo L, € L(E, E') por L,u := B,[u,-] (véase la Nota 3.12). Sea n: £ — V la
inclusién, y 9: V' — E’ dado como en (3.19). Como 7 es compacto por el Corolario 2.48,
el operador de Green G, = nL,; "9 € L(V) es compacto.

Nos recordamos que formalmente L esta dado por

N N
(3.23) Lu=— Z 9;(a" Opu) + Z b'Oyu + cu.
=1

ij=1
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La ecuacion que nos interesa es

(.24 {uLu = f, z€eQ,

(x) =0, x € 08},

0, equivalentemente,

L,u= , € Q,
(3.25) { = f+pu x

u(z) =0, x € 0N0.

Por tanto, es suficiente buscar soluciones débiles de (3.25). Formalmente, u € E es una
solucion débil de (3.25) si y sélo si

-1 -1
(3.26) w—pl, u="L.f.

Mas adelante vamos a dar una fundaciéon analitica a esta idea y buscar soluciones de la
ecuacion

(3.27) (I -—Kju=g

en V, donde K := puGyp, € L(V) es compacto y g := G, f € V. Para poder aplicar la

Alternativa de Fredholm (Corolario 1.80) a (3.27), necesitamos saber como expresar G},

el operador adjunto de GGz, como el operador de Green de un operador diferencial.
Definimos B* € L2(E,R) por

(3.28) B*[u,v] := Blv,u]
y L* € L(E,E") por
(3.29) L*u = B*[u, ] = B[, ul.

Para u,v € E se sigue de a” = a’* que

N

(a" 0, du)y + Y (V' O, u)v + (cv, u)y
=1
N

(O, a” dju)y + Z(aﬂ), bu)y + (v, cu)y
=1
N

(a"0;u, 050)v + Y (b, dw)y + (eu,v)y.

i=1

:MZ

(L*u,v) = B*[u,v] = Blv,u] =

-

<
Il
—

Il
IMZ

=

<
Il
—_

I
ZMZ

“S

<
Il
—
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3.14 Definicion. El operador formal L* adjunto a L se define por
N N
(3.30) L'u = — Z 0;(a" Opu) — Z Oi(b'u) + cu.
ij=1 i=1
Si f € L*(2), entonces una funcién u € H(Q) que cumple
(3.31) B*[u,v] = (f,v)v para todo v € Hy(Q)
es una solucion débil de la ecuacion

Lu = f, T €,
(3.32)
u(z) =0, x € 08,
la ecuacion adjunta a (3.24).
Definimos B} := B* + (-, )y para yu > . Como B*[u,u] = Blu,u], se sigue que
(3.33) Bilu,u] > allul| para todo u € E.

El operador Ly € L(E, E'), dado por Liu := B;[u,-], es un isomorfismo. Claramente,
B[u,v] = By[v,u], y en seguida, L7, es el operador adjunto a L,. La Proposicién 3.13 dice
que

Para la formulacién del teorema siguiente necesitamos los problemas elipticos homogé-
neos:

(3.35) Lu=0, x € ),

' u(x) =0, x € 0.
y
(3.36) L*u =0, x €,

' u(x) =0, x € 0.

3.15 Teorema. Se cumple exactamente una de las alternativas:

(1) Para todo f € L*(Q) cada una de las ecuaciones (3.24) y (3.32) posee solucién débil
unica.

(11) Las ecuaciones homogéneas (3.35) y (3.36) poseen soluciones no triviales. En este caso
los espacios de soluciones de ambas ecuaciones son de dimension finita igual. Para
f € L*Q) la ecuacién (3.24) tiene una solucién (no unica) si y sélo si (f,u)y = 0
para todas soluciones débiles u de (3.36). La ecuacion (3.32) tiene una solucidn (no
unica) si y solo si (f,u)y =0 para todas soluciones débiles u de (3.35).
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Demostracidn. Seguimos usando E = H(Q) y V = L*(Q). Definimos n € L(E, V) como
la inyeccién natural. Por Corolario 2.48 1 es compacto.

Fijamos pu > v tal que p > 0. Si f € V, entonces se sigue que u € E es solucién débil
de (3.24) si y sélo si By[u,v] = (f + nuu,nv)y = (I[f + nuul,v) para todo v € E, es
decir, 9[f 4+ pnu] = L,u. Equivalentemente Gp,[f + pnu] = nu o (I — K)[nu] = g donde
K = nuGyr, € L(V) es compactoy g := G, f € V. Como R(Gy,) € R(n) y n es inyectivo,

n es una biyeccién lineal entre soluciones débiles de (3.24) y soluciones

(3:37) veVde(I—-K)v=g.

Por la Proposicién 3.13 obtenemos para el operador adjunto de K que
(3.38) K* = pGrs.
En consecuencia se sigue analogamente que

n es una biyeccién lineal entre soluciones débiles de (3.32) y soluciones

(339) veVde(I—-K*v=yg.

Como K es compacto, el Teorema 1.79 sobre la alternativa de Fredholm implica que si
no se cumple (1), los nicleos de I — K y I — K* tienen la misma dimensién positiva. Sea
[ €V yg=Gy,f. Porlasegunda alternativa del Teorema 1.79 g € R(I — K) si y sélo si
g € N(I — K*)1v, es decir si y sélo si para todo v € N (I — K*)

0= :u(g7U)V = (Kf7U>V = (fu K*U)V = (f7 U)V-

Aquf hemos usado p > 0. Como R(K™) = R(Gr,) € R(n), entonces (3.24) tiene solucién
débil si y sélo si (f,u); = 0 para todas soluciones débiles u de (3.32). El resto se sigue
analogamente. 0

3.1.4. EIl Espectro de Operadores Diferenciales
3.16 Teorema. Sea ¥ el conjunto de A € R tal que

(3.40) Lu = M\u, x €,
' u(x) =0, x € 0N

tiene una solucién débil en H}(Q)\{0}. Entonces

(a) ¥ no tiene punto de agregacion. En consecuencia ¥ es numerable. Si ¥ no es finito
entonces X = { A1, Aa, ...} donde \y < Ao < A3 < ... y A\, = 00 cuando n — oo.

(b) Si A € R\X entonces

(3.41)

Lu— Au=f, x €,
u(z) =0, x € 02

tiene solucién débil unica para todo f € L*(9).
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El conjunto ¥ es el espectro de la ecuacion (3.40).

3.17 Nota. Cada valor propio aparece k veces en la sucesion de los \,, donde k es la
dimensién del espacio de funciones propias correspondiente al valor propio.

Demostracion del Teorema 3.16. Usemos la notacién de la demostracién del Teorema 3.15.
Podemos suponer que i > 0. Recordemos que K € L(V') es compacto.
(a) Si A € ¥y siu+#0 es una solucién débil de (3.40), entonces

0 <allully < Bulu,ul = (A + p)(qu, nu)y = (A + p)llull3.
Se sigue que
(3.42) Adp>0 para todo A € X.

Por (3.37) 1 es una biyeccién lineal entre las soluciones débiles u € E de (3.40) y las
soluciones v € V' de

(I —K)v= éKv,
0

o equivalentemente de

(3.43) (LI - K) v =0.

A+ p

Se sigue que

(3.44) ﬁ e o(K)\{0}.

Inversamente, sea s € o(K)\{0}. Como K es compacto, existe un vector propio v €
V\{0} de K para el valor propio s. Calculemos con u := L "dv:

sl|lvllf = (Kv,v)y = p(nL, dv,v)y = p(dv, L, dv)
= p{Lu,u) = pB[u,u] > palul|f > 0
y obtenemos s > 0. Con A := p(1 — s)/s se sigue que

s=— .
A+ p

Ademas, usando la equivalencia de (3.43) con (3.40), se obtiene A € ¥. Entonces, A —
i/ (A =+ 1) es una biyeccién entre Xy o(K)\{0} con inversa s — u(1 — s)/s. En seguida,

(3.45) Y= { @

s € o(K)\{0} }
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Si o(K)\{0} es infinito, entonces consiste de una sucesion (s,) C (0,00) tal que s, — 0.
Por (3.45) ¥ consiste de una sucesién A, tal que A\, — oc.
(b) Sea A € R\X. La demostracion de la parte (a) implica que

I

3.46 _H
(3.46) Nt

€ p(K).

Por (3.37) n es una biyeccion lineal entre las soluciones débiles u € E de (3.41) y de
soluciones v € V' de

uzwov—iqu+Kn,

o equivalentemente, de

7 1
3.47 —I-K|v=——KFf.
(347) <A+u )U xrat
Entonces (3.46) implica la afirmacién. O

3.18 Teorema. Sean a”,b',c € L>(Q2) y L un operador eliptico de forma divergencia con
espectro 3 como en el Teorema 3.16.

(a) Existe una constante C' > 0 tal que
(3.48) [l g (0) < Clllullz2 + [1£]]2)

para todo f € L*(Q) y todas soluciones débiles u € H}(Q) de (3.24).
(b) Si A € R\X entonces existe una constante C' > 0 tal que

(3.49) lull za) < Cllfll2
para todo f € L*(Q) y la solucién débil inica u € H(Q) de (3.41).

Demostracion. Usemos la notacién de la demostracién del Teorema 3.15 otra vez, supo-
niendo que p > vy pu > 0. Es claro que

(3.50) Il vy, 191l eqvey < 1.

(a) Sean f € V y u € E una soluciéon débil de (3.24). Por la discusién antes de (3.37)
sabemos que u = L "0 + pnu] y entonces

lullz < Ly e m) 191 eqven (elinully + 11 £llv)-

Usemos (3.50) y pongamos C' := || L, "|| z(er,z) méx{1, u}. Este C' no depende de f ni de u
y entonces concluimos.
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(b) Sea A € R\X, sea f € V y sea u una solucién débil de (3.41). La ecuacién (3.47)

implica que
-1
7 1
=(—I1-K —K
T <A+u ) A+ p !

y entonces que

Inullv < ClIfllv
con una constante C' > 0 que no depende de f ni de u. Junto con la parte (a) concluimos.
O
3.19 Teorema. Sean a”,c € L>=(Q2) y L un operador eliptico de forma divergencia
N
Lu=— Z 9;(a" Opu) + cu.
ij=1
Entonces ¥ = { A, A, A3,...F con A\ < Ay < A3 < ... y ewxisten soluciones débiles
©on € HJ () de
Lu = M\, 0, x €€,
(3.51) 4
u(z) =0, x € 02

tal que {¢,} es una base Hilbertiana de L*(12).
Ademas, si ¢ > 0, entonces \; > 0.

Demostracion. Seguimos usando la notacién de la prueba del Teorema 3.15. Como L = L*
y B = B~ el operador de Green es simétrico: G} = Grr = Gp,. Por (3.37) n es una
biyeccion lineal entre las soluciones de (3.51) y de

(3.52) ( a I—K>v:0

An + 1

En consecuencia, el Teorema 1.87 implica la existencia de funciones v,, que son funciones
propias de K correspondiente a los valores propios iu/(\, + ) de K y que dan una base
Hilbertiana de V. Esto implica la primera afirmacion.

Sic >0y sip es una funciéon propia correspondiente a A;, entonces por la Nota 3.9

0 < Cllgalls < Ble. ¢l = Millenlls,
es decir, A\; > 0. O

3.20 Ejemplos. (a) En Q:= (0,1) € R consideramos el problema de valores propios

(3.53)

—u" = d\u en §)
u=20 en 0f).
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La teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias dice que los valores propios son A\, =
7°n? y las funciones propias o, (x) = sin(rnx), para n € N. Esto implica que los ¢,
forman una base Hilbertiana de L?(2). El operador de Green correspondiente estd
dado en la tarea 6, ejercicio 12, como un operador integral.

(b) En © := (0,1) x (0,1) C R? consideramos el problema de valores propios

(3.54) —Au = M\u en )
' u=0 en Of).

El «Ansatzy u(z,y) = v(z)w(y) produce los valores propios A, := 72(m? + n?) y
las funciones propias ¢y, ,(x,y) = sin(mmz) sin(mny). Se puede demostrar que estos
son todos valores propios y funciones propias, es decir, los ¢,,, forman una base
Hilbertiana de L*(12).

3.2. Propiedades de Soluciones

3.2.1. Regularidad

3.21 Teorema (Desigualdad de Morrey). Sean N < p < oo. Entonces existe C' > 0 tal
que para todo u € C1(RY) se cumple

[ullcor < Nlullwrr@y),
donde v:=1— N/p.

Demostracion. Véase la demostracion de «Theorem 4» en la seccion 5.6 de «Lawrence C.
Evans: Partial Differential Equations». U

3.22 Corolario. Si Q2 C RY es acotado, entonces existe la inclusion continua Wol’p(Q) —
C(Q).

Demostracion. Similar como la segunda parte de la demostracion de la Proposicién 2.46.
O

3.23 Definicién. Sea ) C RY abierto y acotado. Q es de clase C! si existe f € C1(RY)
tal que Q = f1((—00,0)), 92 = f~10) y Vf # 0 en 9.

3.24 Nota. Q es de clase C! si y sélo si para todo z € 9 existe un subespacio X de RY
de dimensién N — 1, una vecindad U de 0 en X, una vecindad V de 0 en X+, y una funcién
h € CY(U) tal que (identificando X+ con R)

QN(z+U+V)=z24+{a+s|zelU seV, s<h(x)},
N(z+U+V)=z+{z+s|zeclU sV, s=h(z)}.

Informalmente: Localmente 95 es la grafica de una funcién que es C!, y € sélo estd en un
lado de 0.
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Si o € R, entonces denotamos por |«| el piso de o'y por [a] el techo de a:
la =méx{z€Z|z<a},
[a] :=min{z€Z|z>a}.
Se tiene que |af, [a] € Z y

a—1< o] <a,

(3.55) a<fa]<a+1

caracterizan estos nimeros.

3.25 Teorema (Sin prueba). Sean N € N, k € Ny, p € [1,00], y sea Q C RY abierto,
acotado, y de clase C*. Ademds asumimos que

N
(3.56) k> —
p
y definimos
{ﬂ] _N siN ¢ N
= P p p
cualquier numero en (0,1) 51 % e N.
Entonces existe un encaje continuo
whe(Q) — Ly - @),
Demostracion. Los capitulos 5.3, 5.4 y 5.6 en el libro de Evans. ([l

Definimos los espacios W,2P(Q) andlogamente como L (), véase la Seccién 2.1.4. Asu-
mimos que L es un operador eliptico de forma divergencia, con la funciéon bilineal B aso-
ciada, ahora mas generalmente definida sobre H'(Q). Si f € L*(Q) y u € H'(Q), entonces
decimos que u es una solucién débil de Lu = f en (2 si

(3.57) Blu, o] = (f, )2 para todo ¢ € C°(Q).

3.26_Deﬁnicién. Sea €2 C R abierto. Escribimos U CC €2 si U C R es abierto y acotado,
ysiU C Q.

3.27 Teorema. Sean a” € CL(Q), b',c € L™(Q) y f € L*(Q). Sea v € H(Q) una
solucion débil de

(3.58) Lu=f en Q.

Entonces u € HZ,

(Q). Si U CC Q, entonces existe C' > 0 que no depende de u tal que

(3.59) [ullz2wy < Cllull2@) + [[fll2@)-
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Demostracion. «Theorem 1» de la seccion 6.3 en el Evans. ]

3.28 Nota. El resultado dice que u cumple
(3.60) Lu=f enctp. deQ,

donde L es el operador de forma no divergencia relacionado con L.

3.29 Teorema. Sean m € N, a¥ b’ c € CFT(Q) y f € H™(Q). Siu € HY(Q) es una
solucion débil de Lu = f en ), entonces u € H]"T*(Q). Ademds, si U CC S, entonces
existe C' > 0 que no depende de u tal que

(3.61) ||ul

H77L+2(U) S C(HUHL2(Q) + Hf”Hm(Q))

Demostracion. Utilicemos induccién sobre m. A,, sea la afirmacion del teorema para un m.
Ag esta contenido en el Teorema 3.27. Entonces supongamos que valen Ag, A, As, ..., A,
y demostremos que vale A, .

Sean

(3.62) a’ b, c € CE2(Q), fe H™(Q)

y u € H*(Q) una solucién débil de Lu = f en €. Demostremos que u € H;":*(€). Si
U CC €, entonces también demostremos

(3.63) |ull vy < Cl|ullz2) + | fllzme1 ()

Existe V C RY abierto tal que U CC V CC ). Por A,, se cumplen

(3.64) u € Hip ()
y
(3.65) [l rmezry < Clllull 2@ + [|f [l m@)-

Fijamos un multiindice « tal que |a|; = m + 1. Para cualquier ¢ € C*(V) definimos
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@ = (=1)l“hgrp € C=(V). Ponemos @ := 0%u. Como u es solucién débil, se sigue que
0 = Blu, &] = (f, )2

= (—1)0‘|1/ (Z a"” 9;ud;0%p + <Z b'Ou + cu> 8“@) dr — (—1)"“/ fo%pda
v ; v

ij

/ (Z 0" 0;0*udjip + <Z b'0,0%u + c@au) gp) do
v i

ij

_ /V (Wf -y (g) (_ ;aj(gaﬁaijaﬁaiu)

BLa
BF#a

+ Z 9 Pp P du + 8aﬁcaﬁu> ) pdx

= B[a7g0] - (f,@)%
con
f=0"r=> (g) (— > 0;(0° a0’ o) + > 0P o + aa—ﬂcaﬂu) .
B ij @

B#a

Por (3.62), (3.64) y (3.65) se tiene que f € L*(V) y
(3.66) 1Fl2vy < Clllull @) + 1 e @)-

En seguida, @ € H'(V) es una solucién débil de Li = f. Ay implica que @ € H2.(V), y
junto con (3.65) y (3.66) se obtiene que

2y < Clall 2y + 1 lz2v))

(3.67)
< O(llullz2) + 1 f | am+1(@))-

Esta desigualdad se cumple para todo « con |a|; = m + 1. Por tanto u € H3*(U) y se
cumple (3.63). O

3.30 Teorema. Sean a’,b',c, f € C¥ (). Siu e H'(Q) es una solucion débil de Lu = f,
entonces u € C®(Q).

Demostracion. El Teorema 3.29 implica que u € H[".(2) para todo m € N. El Teorema 3.25
dice que u € C*(Q) para todo k € N. O
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Regresamos al problema con valores en la frontera

Lu=f, x € €,
u

(3.68) (z) =0, z € 9.

Con otro método se puede obtener un resultado mejor sobre la regularidad y existencia
de una solucién clasica, véase el Libro «Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order» de Gilbarg y Trudinger. Un resultado que se obtiene es:

3.31 Teorema (sin prueba). Sean Q de clase C?, v € (0,1], a” € CY(Q) y bl,c, f €

C%(Q). Sea L un operador eliptico de forma divergencia y L el operador de forma no
divergencia asociado con L. Entonces toda solucion débil u € Hg(2) de (3.68) satisface
ue C*Q)NC(Q) y es una solucion cldsica de

{Zu:f, en €,

(3.69)
u =0, en Of).

3.2.2. Positividad

En esta subseccién sea 2 C RY un dominio acotado, y sea L un operador eliptico de
forma no divergencia, tal que a/,d’,c € C().

3.32 Definicion. Sea u: 2 — R una funcién. Definimos
ut () :== max{u(z),0}, u (z) := —min{u(z),0}.
En seguida u* >0y u =ut —u".

3.33 Definicién. Una funcién u € C?(Q) es una subsolucién (supersolucion) si Lu < 0
(Lu > 0) en €.

3.34 Teorema (Principio débil del maximo). Sea u € C?*(Q)NC(Q) una subsolucion (resp.
supersolucion).

(a) Sic=0, entonces

(3.70) MAX U = MAX U (resp. minu = min u).
Q B) Q 09

(b) Sic >0, entonces

(3.71) méx u < maxu’ (resp. minwu > min(—u")).
Q [%9] Q o0
(¢) Sic>0y Lu=0, entonces
(3.72) max|u| = méx|ul.
Q o0

Demostracion.
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(@) Sea u una subsolucién, es decir, Lu < 0. Tenemos que demostrar que

(3.73) MAX U = MAaX u.
Q o0

Primero trataremos el caso donde Lu < 0, y demostremos que u no tiene maximo local en
Q2. Eso demostrara (3.73) en este caso. Supongamos por contradiccion que existe un maximo
local zg € © de u. Sea A € RV*¥ la matriz formada por los a®(z,). Como A es simétrica y
positiva definida (L es eliptico), existe una matriz ortogonal Q € O(N) tal que G := QAQT
es diagonal. Entonces G también es positiva definida, es decir, g'', ¢%2,...,¢™" > 0. Sean
q” las coordenadas de @, v sea H € RM*VN la Hessiana de u en x,, con coordenadas
h* = 9,;0;u(zo). Como g es un méaximo local de u, H es negativa semidefinida, y también
QHQT es simétrica negativa semidefinida. Particularmente sus elementos en la diagonal
son no positivas, es decir,

N
(3.74) Z " hgk <0 para todo k=1,2,..., N.

i,j=1

La identidad A = QTGQ implica

ki kk k]
Zq

y por tanto con gF* > 0y (3.74)

N
Z a" (20)0;0;u(wo) Z Tl X
ij=1 ,jk 1
(3.75)
kk kipij kj
—Zg > iy
4,j=1
< 0.

Por otro lado, xg siendo un punto critico de u, se tiene
(3.76) Oiu(xg) =0 para todo i =1,2,..., N.

En consecuencia, (3.75) y (3.76) implican

N
Z I(x0)0;0iu(x0) + Zdauxo

contradiciendo Lu < 0 en (). Entonces esta probado que, si Lu < 0 en 2, v no tiene
méximo local en (2, es decir, se cumple (3.73).
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Ahora sea Lu < 0. Fijemos v > ||d'||/0, donde 6 es la constante que aparece en la
definicién de elipticidad de L. Calculamos

(3.77) L™ = (—=2a'(z) + b (x))e"® < (=720 + [0 )e™ < 0.
Para todo € > 0 eso implica L(u + 687361) < 0, y entonces, por lo anterior,

méx u < méx(u + e’ ) = max(u + 7).
Q Q 0
Dejando € — 0, obtenemos (3.73).
Falta el caso de una supersolucién. Entonces sea Lu > 0. Se sigue que L(—u) = —Lu < 0.
La parte anterior implica que

minu = — max(—u) = — max(—u) = min u.
Q Q oQ Je)

(b) Sea ¢ > 0. Supongamos primero que Lu < 0y definimos QF := {z € Q | u(x) > 0}.

Si ut = 0, entonces maxgu < méxsgut es trivial. Supongamos que ut # 0, es decir,

QT # &. Ponemos
N N

Lo:=—) a(2)0;0,+ Y d'(x)0;

ij=1 i=1
Entonces
Lou< Lou+cu=Lu<0 en OF.

Del inciso (a) obtenemos

méxu < mixu’t = mixu" = mixuT < mixu’.

Q Q Qt N+ o0

En la tltima desigualdad hemos usado que ut = 0 en QT N Q.
Ahora supongamos que Lu > 0, es decir, L(—u) < 0. Por la parte anterior

minu = — max(—u) > —max(—u)" = —mdxu~ = min(—u").
Q a B 00 09

(c) Seac>0y Lu=0en €. Por el inciso (b) se sigue que
méx|u| = max{max u, max(—u)}
Q Q 0

< méx{n{%x uh, max(—u)"}

o0
= max{mixu", mixu~}
o0N o0
= max|ul.
o0
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3.35 Lema (Lema del punto en la frontera de Hopf). Sea U C RY una bola abierta, sea
u € C*(U)NC(U) una subsolucion, y sea xo € OU tal que u(x) < u(z) para todo x € U.
Asumimos que existe 0,u(zy), la derivada parcial de u en xo en la direccion v del vector
normal exterior de U en xg. Entonces d,u(rg) > 0 si se cumple una de las siguientes
condiciones:

(1) c=0enU,
() ¢>0en U yu(xyg) >0,
(111) u(zy) = 0.

3.36 Nota. Es obvio de las condiciones que d,u(zg) > 0. El chiste es la positividad de
esta derivada direccional.

Demostracion. Por simplicidad asumimos U = U, = U,(0) con r > 0. Cada una de las
condiciones (1)—(111) implica que

(3.78) c(x)u(zg) >0 para todo x € U.
Definimos para un A > 0, que se fija mas adelante, la funcién
v(x) == e Nl e’MQ, x € B,.

Escribimos |- | por la norma euclidiana en RN, A = ((a¥));; y d = (d%);. La condicién
(3.13) de la definicién de elipticidad uniforme implica que

(L+c )v=— Z a’0;0;v + Z d'Ow + ¢t
ij i
= P Z a’ (—4AN2x'z? + 2X0;5) — e M Z d'22x’ + (e M — A7)
ij i
< e Mol (4002 z)? + 2X tr A + 2)|d| || + ).
Definimos V' := U,\ B, 2, un anillo abierto. Escogemos A tan grande que

(3.79)  (L+c v <e M (—ox22 42X tr A+ 2\|d|r +¢*) <0 para todo z € V.

Como u(x) < u(zg) para x € U,, u(x) < u(zg) para x € B,. Ademds, v(z) = 0 para
x € S, = 0B,. Por tanto podemos escoger £ > 0 tal que

(3.80) u(x) — u(zo) +ev(x) <0 para todo x € OV =S, US,.
Usando (3.79) obtenemos

(3.81) (L+c¢ ) (u—ul(xg) +ev) < L(u—u(xg)) + (L+c )ev < —cu(rg) <0 enV,
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porque u es una subsolucién, y por (3.78). Esto y (3.80) implican por el Teorema 3.34 que
u+ev —u(xg) < 0en V. Observamos que v = xy/r en xg. Con ésto calculamos

dyu(zg) = lim > lim
t—0— t t—0— t
d
=—cy v(wo + tv) = —eDv(xo)[mo/r] = 2Aere ™ > 0
t=0

g

3.37 Teorema (Principio fuerte del méximo). Sea u € C?*(Q) N C(Q) una subsolucion
(resp. supersolucion). Sea zy € Q tal que u(zp) = maxgu (resp. u(zg) = mingu). Entonces
u es constante si se cumple una de las siguientes condiciones:

(1) ¢ =0,
(1) ¢ >0 yu(zo) >0 (resp. u(z0) < 0),
(111) u(zp) = 0.

Demostracion. Tratamos el caso donde u es una subsolucion. El otro se sigue reemplazando
—u Por u.
Supongamos que se cumple una de las condiciones (1)—(111). Ponemos M := méxgu y

K:={xcQ|ulx)=M}.
Por la hipdtesis tenemos que
(3.82) € KNQ#a.

Por contradicciéon asumimos que u no es constante, es decir que V' := Q\ K # &. En seguida,
existe yo € V tal que r := dist(yo, K) < dist(yo, 02). Tenemos que U := U,(yo) C V' y
oU N K # @. Escogemos xy € OU N K. Por tanto, u(zg) = M, u(x) < u(xg) para todo
x € U, y se cumple una de las condiciones (1)—(111) del Lema 3.35. Entonces este Lema
dice que Vu(zg) # 0. Esto es una contradiccién porque zg € € es un maximo de u en {2,
es decir Vu(zg) = 0. O

3.38 Lema. Sean p € [1,00) y Q C RN abierto y acotado. Entonces CH(2) C Wy ().

Demostracién. Fijamos u € C}(Q2). Extendemos u a RY por 0, es decir, u € C}(RY). Para
g > 0 definimos u. = 7. * u como en la Definicién 2.18. Si € < dist(supp(u), d2), entonces
supp(ue) € Q. Como €2 es compacto y dju. = n. * (0;u), la Proposicién 2.21(111) dice que

(3.83) ue —u  en C*(Q) cuando £ — 0.

Para ¢ suficientemente chico tenemos u. € C°(§2). Ademas, (3.83) implica que u. — u
en H'(Q) cuando € — 0. Por lo tanto, u € Hg (). O

91



Analisis aplicado a EPD 2009-1 EDPs Elipticas

3.39 Proposicion. Sean Q C RN abierto y acotado, f € C(R) tal que f’ es acotado,
pe[l,o0) yue WyP(Q). Entonces v := fouec W' (Q) y las derivadas débiles cumplen
Oiv = (f' ou)Ou para todo i € {1,2,...,N }. Ademds, si f(0) =0, entonces se tiene que
foueWyP(Q).

Demostracién. Sea M := supg|f’|. Escogemos (u,) C C(Q) tal que u,, — u en WP(Q).
Usando u,, — u en LP(Q2), obtenemos

I o= Fouly = [ 1Fun(a)) = fu@)lPde < 27 [ (o) = ule)l? da
Y
es decir,
(3.84) fou,— fou en LP(§2) cuando n — oo.
Fijamos i € {1,2,..., N } y demostremos que
(3.85) (f' oun)0iu, — (f'ou)du  en LP() cuando n — co.

Pasando a una subsucesién podemos asumir que u,(z) — u(z) cuando n — oo, en c.t.p.
x € Q. La continuidad de f’ implica que

|(f oup — f ou)du| — 0 en c.t.p. de Q.

Ademas,
|(f oun, — f ouw)du| < 2M|du| € LP(Q).

Por tanto, el teorema de convergencia dominada de Lebesgue implica que
(3.86) I(f oup — f ouw)iull, = 0 cuando n — oo.

Ademas, sabemos que d;u,, — J;u en LP(£2). Calculamos

1(f" 0 up)Oiti, — (f 0 u)Ozul|,
< |N(f 0 un)Osup — (f" 0 un)Osullp + [|(f" 0 un)Oiu — (f 0 w)dyull,
< M||0un — Oully + [|(f 0wy — f' o u)Opull,
— 0

cuando n — oo, por (3.86). Esto implica (3.85) por un argumento sencillo de contradiccion.

Como (f" o u,)0;u, son las derivadas parciales clésicas de f o u,, (3.84) y (3.85) dicen
que f o u, es una sucesion de Cauchy en W1P(Q). Esta sucesién converge a f o u, que
por tanto tiene las derivadas parciales débiles (f" o u)Q;u. Si f(0) = 0, entonces f owu, €
CH(Q) C W,P(Q) para todo n, usando el Lema 3.38. En seguida, f ou € Wy (). O
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3.40 Proposicién. Sean Q C RN abierto y acotado, 1 < p < oo y u € Wy?(Q). Entonces
u|,u* € Wy?(Q). Las derivada débiles son

' . , S
it () = oiu, sz‘ u(z) >0, i () = 0, sz‘ u(z) >0,
0, st u(x) <0, —0iu, st u(z) <0,
Y
oiu, st u(z) > 0,
Olul(xz) = —0u, st u(x) <0,
0 st u(x) = 0.

Demostracion. Primero tratamos la funcién u™. Para ¢ > 0 definimos f.: R — R por

£() = {\/t +e% — ¢, t >0,

o t<0.

Usando que f.(t) = t*/(\/12 + €2 + ¢) para t > 0 se obtiene que f € C*(R) y que

Lt t>0
") = { V2T ’
f<) {0 t <0.

Ademas, f(0) =0, |f'(t)] < 1, |f(t)] <ty fo(t) — max{t,0} cuando ¢ — 0, para todo
t € R. Para ¢t > 0 tenemos f/(t) — 1 cuando ¢ — 0.
Fijamos ¢ € {1,2,..., N } y definimos

o(x) = Oiu, s% u(z) > 0,
0, si u(z) < 0.
También definimos
At ={z e Q|ulx) >0}
Para c.t.p. z € A" se tiene que |f:(u(z)) — u(x)| < 2Ju(z)] y lim.o fo(u(z)) — u(z).
Obtenemos con el teorema de convergencia dominada de Lebesgue que

| feou—u"|tr) = ||fe 0w — u||ppa+y = 0 cuando e — 0.

Tenemos que flou — 1 en c.t.p. de A™. El teorema de convergencia dominada de Lebesgue
implica que

|(fLow)du — vl = |(f. ou—1)0ul/ravy - 0  cuando e — 0.

Por la Proposicién 3.39 (f! o u)0;u es la derivada parcial débil de f. o u. Entonces hemos
probado que f. ou — u™ en WH(Q), v que diu™ = v. Como f.(0) = 0 para € > 0, la
Proposicién 3.39 dice que f. o u € Wy*(Q) para todo . Por lo tanto, u* € W, ().

En la misma manera se prueban los resultados respectivos para u~. El resto es una
consecuencia de |u| = ut +u~. O
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3.41 Teorema. Sean (2 de clase C?y L un operador eliptico de forma divergencia tal que,
conuny € (0,1], a¥ € C(Q), b =0y c € C™(Q). Sean \; < Xy < A3 < ... los valores
propios del problema

(3.87)

Lu = \u, en €2,
u =0, en Of).

Si E es el espacio propio correspondiente al valor propio A1, entonces dim Ey = 1. Un
representante continuo ¢ € Ey no cambia del signo.

Demostracion.

Primer paso: Sin perder generalidad podemos suponer que ¢ > 0. Para ver eso, sea
m := minc(2). En lugar de L uno considera el operador L' := L — m con los valores
propios

Al—mg)\g—mg)\g—mg

y las mismas funciones propias correspondientes de L.

Segundo paso: Supongamos que ¢ > 0. Sean E := H}(Q2) y B € £L?(E,R) la funcién
bilineal asociada con L. Por la Nota 3.9 existe C' > 0 tal que

(3.88) Blu,u] > Cl|ul|% para todo u € E,
es decir, B es positivo definido. Como b* = 0, B es simétrico. Por tanto, B[, -] define un
nuevo producto escalar en E. Denotemos por ||-|/p la norma generada por B. (3.88) y
la continuidad de B (véase la Proposicién 3.8) dicen que || || v || - ||z son equivalentes.
Ademas, el Teorema 3.19 dice que A; > 0.

Sea (wy,) la base Hilbertiana de V' := L*(Q) consistiendo de funciones propias de L

asociadas con los valores propios Ax, dada por el Teorema 3.19. Notemos que wy € E para
todo k. Tenemos que

|wil|% = Blwk, wi] = A\lJwi ]|} = A para todo k € N,

y
Blwg, w;] = Me(wy, wp)y =0 para todo k,l € N tal que k # 1.

Definiendo z;, := wy/ )\,16/ ? se obtiene que (zx) es un sistema ortonormal en E respecto al
producto escalar B.
Sea u € [z1, 29, ...]7F. Para todo k € N ésto implica que

0= B[wk,u} = Ak(wk,u)v Vk € N.

En seguida, u = 0, porque Ay > 0 y (wy) es una base Hilbertiana de V. Entonces

[21, 22, - - ]E = E y el Lema 1.40 dice que (z;) es una base Hilbertiana de E.
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Tercer paso: Definimos
S={ueFE]||ully=1}

Sea u € §. Con dj := (u,wy)y obtenemos

(3.89) u= dewk enV vy 1= |lul? = Zdz
k=1 k=1

Con py, := Blu, z;] obtenemos

o
U= E Wk 2k en I.
k=1

Por la inyeccion continua E < V| esta series también converge en V. Por tanto,

di, = (Z azi, wk) = Z(Ml%’wk)v = k(21 W)y = 'ul—’;Q
=1 V=1 Ak
Se sigue que
(3.90) llu||% = Blu,u] = Zui = Zdz/\k para todo u € S.
k=1 k=1

Cuarto paso: Demostremos que

91 = min B :
(3.91) A1 min [u, u]

Sea u € S. (3.90) y (3.89) dicen que

Blu,u] =Y didi > Y didi = A
k=1 k=1
Como Blwy,w;] = A1, hemos probado (3.91).

Quinto paso: Demostremos
(3.92) u € S es una funcién propia para A; si y sélo si Blu,u] = ;.

La parte «solo si» se sigue de la ecuacién (3.87) y es trivial. Entonces sean u € Sy
Blu,u] = A\;. Otra vez escribiendo di, := (wy, u)y obtenemos con (3.89) y (3.90) que

D did =\ = Blu,u = dii
k=1 k=1

En seguida,

> (= M)d; =0.

k=1
Como A\, > A, dr = 0 para todo k tal que A\x # A1, y se obtiene u € E;. Hemos probado
(3.92).
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Sexto paso: Sea u € Hj(2)\{0} una funcién propia de \;. Por el Teorema 3.31 podemos
asumir que

u € C*HQ)NCO(Q)

y que u es una solucién clasica de la ecuaciéon

Lu= A, en (),
u =0, en 0f2,

donde L es el operador de forma no divergencia asociado con L. Demostremos que u no
cambia del signo.
Asumimos que u € S. Definimos

a:= [}y Be= T
La Proposicién 3.40 implica que u* € EF y que utu™ = 0y dutdu = 0, es decir,
Blut,u~] = 0. En seguida, (3.92) y (3.91) dicen que

M = Blu,u] = Blut,u*] + Blu",u”] > M|ut|3 + MluT]|} = (a+ B\ = Ar

Entonces ésta desigualdad es una igualdad; se obtienen Blu®, ut] = \||u* ||}, es decir, u*

son funciones propias de L correspondientes a A1, por (3.92). Otra vez ésto implica que
ut € C*(Q)NCN) y que

Lu* = \ut > 0, en €,
ut =0, en 0f).

Por ser una supersolucion de Z, se puede aplicar el teorema del maximo fuerte, Teore-
ma 3.37, y se obtiene o bien u™ = 0 o bien u™ > 0 en Q. Similarmente, u~ > 0 en  si
u” # 0. Como u es continuo y u # 0, ésto implica que u >0 o u < 0 en €.

Séptimo paso: Sean uy,us € F1\{0}. Podemos suponer que uy, uy son continuos. Por lo
que vimos antes, u; y uy no cambian del signo. Particularmente,

/Q wi(z) dz # 0.

Por tanto, existe a € R tal que

/ ug(z)de = a/ uq () dz,
Q Q
es decir

(3.93) /Q(UQ(x) —auy(x))dz = 0.

Como también v := uy — auy € Fy, v no cambia del signo. En seguida, (3.93) implica que
v =0, es decir, u; y uy son linealmente dependientes. Esto implica que dim F; = 1. U
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